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RAMIFICATION DANS LE CORPS DES MODULES

par Stéphane FLON (*)

Introduction.

Un résultat de S. Beckmann dans l’article [Be] limite l’éventuelle

ramification dans le corps des modules d’un revêtement f à certaines
places, que l’on nomme «mauvaises places » : ce sont les places qui divisent
l’ordre du groupe de monodromie G de f, ou en lesquelles les points de
branchement se rencontrent par réduction (on dit aussi qu’ils coalescent).

Le résultat de S. Beckmann admet une démonstration naturelle dans le

cadre des espaces de Hurwitz (voir [FI]), qui s’appuie sur le fait fondamental
suivant (voir [FV]) : le corps de rationalité d’un point d’un espace de Hurwitz
h = ~ [~] 1 est aussi le corps des modules de f.

En utilisant cette fois-ci les complétés de ces espaces, qui apparaissent
comme des revêtements modérément ramifiés des espaces de configuration
de points, nous pouvons déterminer la ramification des mauvaises places
ne divisant pas l’ordre de G. Pour ce faire, on remarque que le problème
général posé est de calculer la ramification de la restriction d’un revêtement
modérément ramifié (le long de diviseurs à croisements normaux) à

une section. Ce problème général est étudié [F3], d’où il ressort que la

réponse dépend des ordres d’intersection de la section avec les diviseurs
de ramification qu’elle rencontre en un point x, et requiert de trouver un
système cohérent de générateurs de l’inertie de ces diviseurs au voisinage

(*) Travail partiellement financé par l’European Community’s Human Potential

Programme (réseau G.T.E.M.).
Mots-clés : Corps des modules - Espace de Hurwitz des modules grossiers -
(G-)revêtements - Problème inverse de Galois - Conjecture ABC.
Classification math. : 14D22 - 14E22 - 14H30.
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de x. Le paragraphe 3.1 du présent article rappelle ces définitions et

résultats.

Le premier chapitre est une introduction aux espaces de Hurwitz,
comprenant les résultats classiques et utiles pour la suite. On décrit

ensuite précisément la monodromie du revêtement générique géométrique
du revêtement de Hurwitz (déduit du foncteur « points de branchement »),
en calculant l’action du mapping class group pur sur le groupe fondamental
de la sphère r-pointée (proposition 2.8). Le troisième chapitre, qui constitue
le corps de cet article, est consacré à une étude du revêtement complété de
Hurwitz. On y effectue un travail préliminaire afin d’appliquer les résultats
de [F3] : on calcule notamment les ordres d’intersection de la section

déduite du lieu de branchement avec les composantes du bord de U r

qu’elle rencontre (proposition 3.6), et on détermine un système cohérent
de générateurs de l’inertie au voisinage de tout point (paragraphe 3.3).
Ce travail effectué, on démontre dans le dernier chapitre le résultat

principal 4.1, qui décrit la ramification des mauvaises places ne divisant
pas l’ordre du groupe de monodromie. On étudie enfin la possibilité de
faire disparaître la ramification en ces places, par choix judicieux du lieu
de branchement. En prenant l’exemple des groupes diédraux, on montre
comment la conjecture ABC est une obstruction forte à la réalisation de ce
souhait (propositions 4.6 et 4.10).

Pour faciliter la compréhension, nous avons jugé préférable de

présenter certains résultats dans un unique cas particulier. Ils sont

cependant valables en toute généralité, la seule difficulté étant le formalisme
requis pour les énoncer. Le lecteur pourra consulter [F2] pour ces résultats
généraux.

1. Position du problème et rappels.
1.1. Corps des modules d’un revêtement.

Dans la suite, un revêtement de la droite projective f : X - Pi
défini sur un corps L est un morphisme fini, plat, et génériquement
étale sur L, X étant une courbe projective lisse et géométriquement
irréductible sur L. À un tel revêtement correspond une extension régulière
de corps de fonctions, dont le degré est par définition le degré du revêtement,
noté deg( f ). Le groupe de Galois de la clôture galoisienne de cette extension
est le groupe de monodromie G de f. Il est anti-isomorphe au groupe des

automorphismes de f.
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Les points de branchement du revêtement sont les points où la fibre

géométrique n’est pas constituée de deg( f ) points. Soit x un point de
la fibre de f au-dessus d’un point de branchement t de f. L’extension
d’anneaux de valuation discrète correspondante permet de transporter les
notions classiques de la théorie de la ramification.

La donnée conjointe d’un revêtement galoisien f et d’un isomorphisme
h : G -~ définit un G-revêtement.

Un (G-)revêtement désignera dans la suite indifféremment un

revêtement ou un G-revêtement.

Considérons une extension galoisienne L/K, ainsi qu’un (G-)revête-
ment f : X - Pl , de lieu de branchement défini sur K. Tout élément de
Gal(L/K) induit un (C-)revêtement f ~ : X ~ -~ Soit

où f signifie que f ~ et f sont isomorphes sur L en tant que revêtements
ou G-revêtements selon le cas.

DÉFINITION 1.1. - Le corps des modules d u ( G-) revêtement f
relativement à l’extension L/K est le corps LG(f). Le corps des modules d’un
(G-)revêtement f relativement à K est le corps des modules relativement
à (KS désignant une clôture séparable fixée de K).

Le corps des modules d’un ( G-) revêtement de lieu de branchement
~ bl , ... , est le corps des modules relati vement au sous-corps premier
de L : il contient le corps de rationalité du diviseur de brancllement de f,
(resp. le compositum des corps de rationalité de bl, ... , br) si les points de
branchement ne sont pas ordonnés (resp. s’ils le sont).

Par construction, le corps des modules de f relativement à L/K est
une extension de K contenue dans tout corps de définition intermédiaire.

En particulier, le corps des modules de f relativement à K est une extension
finie de K contenue dans chaque corps de définition de f contenant K.

Le corps des modules d’un revêtement est donc d’une certaine façon
le plus petit corps de définition possible pour le revêtement considéré. Ce
n’est cependant pas toujours un corps de définition (voir par exemple [CH],
[Co], [CG]). On pourra aussi consulter les articles [Dl], [D2] et [DD], qui
décrivent l’obstruction à ce que le corps des modules soit un corps de

définition (qui est de nature cohomologique).
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Dans la suite, K est le compositum des corps de rationalité des points
de branchement de f, et M le corps des modules correspondant. Pour
étudier la ramification dans M/K, nous nous appuierons sur une étude des
espaces de Hurwitz.

1.2. Espace de Hurwitz sur un anneau et corps des modules.

Les espaces de Hurwitz sont des espaces de modules grossiers pour
les revêtements de ainsi, les points géométriques d’un tel espace sont
en bijection avec les classes d’isomorphisme de revêtements de I~1 de la
catégorie considérée définis sur un corps algébriquement clos.

La construction initiale, qui remonte à Hurwitz [Hu], a été généralisée
par Fulton [Fu] et Fried [Fr]. S. Wewers [Wl] en a ensuite proposé une cons-
truction arithmétique, sur laquelle s’appuie cet article. Ces espaces appa-
raissent naturellement comme des revêtements d’espaces de configuration
de points.

Si l’on fixe le nombre de points de branchement r, la catégorie des
droites projectives I~1 r-pointées (resp. r-marquées) admet un espace des
modules fin (resp. grossier), l’espace de configuration de r points ordonnés
(resp. non ordonnés) U- (resp. Ur ) :

DÉFINITION 1.2. - L’espace de configuration de r points ordonnés est
le schéma :- où Ar est la diagonale grasse (i.e. l’ensemble
des r-uplets de pl où deux coordonnées au moins coïncident) . L’espace de
configuration de r points non ordonnés est le schéma quotient Ur := 

Considérons la catégorie (resp. des revêtements

(resp. G-revêtements) de I~1 de degré d, modérément ramifiés le long d’un
diviseur de Cartier relatif lisse de degré r, de monodromie G - Sd et
d’invariant canonique d’inertie C = (Ci,.... Cr ) (voir par exemple [Fr]).

Le groupe de Galois absolu sur Q agit sur C par action du caractère

cyclotomique. Il existe donc un plus petit corps de nombres L (en fait
une extension cyclotomique de Q) pour lequel C est invariant (à l’ordre
des classes de conjugaison près dans le cas non ordonné) par l’action
de Gal(Q /L). On dit que C est rationnelle sur L. Ainsi, dans le cas des
points de branchement ordonnés, C est rationnelle sur Q si et seulement si,
pour tout entier m premier à l’ordre de G et tout i, on a Cm = Ci (si gi est
un élément de Ci, alors Ci désigne la classe de conjugaison de 
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Soit OL l’anneau des entiers de L. Stefan Wewers a prouvé dans [Wl]
le résultat suivant :

THÉORÈME (Wewers). - Il existe un espace des modules grossier,
noté (resp. pour la catégorie 1td,r,G,C (resp. 
cet espace est défini sur Spec (C~L ) . De plus, on a un revêtement fini étale
naturel sur Sp4
qui à une classe d’équivalence de revêtements associe leur ensemble ordonné
de points de branchements.

Quand il n’y a pas de risque de confusion, on note pour
et pour On notera aussi H’ pour désigner 

ou 

DÉFINITION 1.3. - L’espace Hiab (resp. H/Ïn) est appelé espace de
Hurwitz pour les revêtements (resp. G-revêtements) de pl de degré d, à r
points de brancllement ordonnés, de monodromie G ~ Sd et d’inertie C.

La fibre générique géométrique de 7r est en bijection avec un ensemble
de nature combinatoire, provenant de la classification des revêtements

topologiques, appelé ensemble des classes de Nielsen (cf. ~FV~ ), sur lequel
nous reviendrons au paragraphe 2.2.

On dispose de résultats analogues dans le cas où l’on n’ordonne pas
les points de branchement (les espaces de Hurwitz sont alors notés HG (C)
et et apparaissent comme des revêtements étales naturels de Ur).

Un résultat essentiel pour la suite, conséquence de la définition d’un
espace des modules grossier, est le lien entre espace de Hurwitz et corps des
modules (voir [FV] par exemple) :

FAIT. - Le corps des modules d’un ( G-) revêtement est le corps de
rationalité du point h = [1] dans l’espace de Hurwitz correspondant.

1.3. Complétion du revêtement 7r.

On présente succintement dans ce paragraphe les compactifications
des espaces de Hurwitz et des espaces de configuration de points que
S. Wewers a proposées dans [Wl].

Soit ~l’ une des catégories de (G-)revêtements de pl à points de
branchement ordonnés, comme dans le paragraphe précédent. Il existe des
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champs 71’ et admettant des espaces des modules grossiers H’ et ur,
propres sur et Spec(Z) respectivement, et des immersions
ouvertes 71’ C ?-~C’ et Ul c Ur. Le champ admet même en fait un espace
des modules fin Ur, qui est lisse sur Spec(Z), et dont nous donnerons
une description plus détaillée au paragraphe 3.2.1. Cet espace et ce champ
sont construits pour refléter la coalescence des points de branchement. Le

champ ~C’ est construit de manière à respecter cette façon de représenter
la coalescence des points de branchement. La catégorie utilisée est celle des
revêtements admissibles (cf. [W2] pour une définition précise de ces derniers
revêtements). Le résultat suivant (cf. [Wl]) est fondamental pour la suite :

THÉORÈME 1.4. - Le revêtement étale 7r se prolonge de façon naturelle
en un revêtement modérément ramifié le long de diviseurs à croisements
normaux 7r : H ’ ----&#x3E; Ur au-dessus de 

Dans la suite, 1f sera appelé le revêtement de Hurwitz complété.

Remarque 1.5. - Ce théorème admet un analogue pour le cas des

(G-)revêtements à points de branchement non ordonnés. La différence
principale résidant dans le fait que le champ n’admet pas d’espace des
modules fins (ce qui est déjà le cas du champ Ur, car certains de ses objets
possèdent des automorphismes non triviaux).

2. Monodromie du revêtement de Hurwitz générique.

Nous étudions ici la monodromie du revêtement 1fr¡, fibre générique du
revêtement 7r, au-dessus du point générique de Ur : il s’agit par conséquent
de décrire l’action du groupe fondamental de U’~ sur une fibre géométrique
de Ce paragraphe débute donc par des rappels sur ce dernier groupe,
qui n’est autre que le groupe des tresses pures de Hurwitz à r brins, en
insistant notamment sur le lien entre ce groupe et le mapping class group
de la sphère r-pointée, de maniement plus aisé pour la suite.

Après avoir rappelé la description combinatoire de toute fibre de 

par le biais des classes de Nielsen, nous décrivons la monodromie du

revêtement générique On explicite en particulier l’action d’une certaine
classe de twists de Dehn, les twists sarments, sur l’ensemble des classes de
Nielsen. Les formules ainsi obtenues permettent de calculer efficacement
la monodromie de et donc par exemple de trouver facilement les

composantes irréductibles des espaces de Hurwitz.
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Cependant, elles nous seront surtout utiles pour rendre effectif le

résultat principal de cet article (théorème 4.1), concernant la ramification
dans le corps des modules.

2.1. Le groupe des tresses pures de Hurwitz.

Le livre de référence sur le sujet est [Bi] ; la présentation du mapping
class group par les twists de Dehn se trouve dans les articles [Ge] et [Lu].

2.1.1. Mapping class groupe pur de la sphère r-pointée. - On fixe un
entier naturel r &#x3E; 3 et r points al, ... , ar de la sphère de Riemann S2. On
note r := {1,... r~, a :- (ai,... ar) et ~4 :~ ~al, ... , ar~. Dans la suite,
nous prendrons ai = i, pour tout élément i de r.

Le terme de a-homéomorphisme (resp. de a-isotopie) désignera un
homéomorphisme (resp. une isotopie) laissant chaque point de A fixe.

DÉFINITION 2.1. - Le mapping class group ( pur) de la sphère r-poin-
tée est le groupe ro,r des classes de a-isotopie des a-homéomorphismes de ~2 .

On connaît une présentation du mapping class group au moyen des
twists de Dehn :

THÉORÈME 2.2. On obtient une présentation de ro,r en prenant les
twists de Dehn comme générateurs, et les relations suivantes :

. Da == 1 si a est d’homotopie triviale;

(relation de la lanterne).

Remarque 2.3. - La notation la n signifie que n est le nombre
minimal de points communs entre deux représentants de a et 13. Lorsque
la n Q) = 2, on peut trouver un voisinage de ce et ~3 qui est une sphère
à quatre trous ; la figure 1 explicite le chemin a~3 et les quatre chemins
de 

Les deux dernières formules de la présentation entraînent la formule
bien connue DDa(j3) = DaDj3D;;l pour toute donnée de deux classes de
a-isotopie a et Q de chemins fermés simples sur S2 - A. Remarquons que
cette formule se généralise en

pour tout élément À de ro,r.
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Figure 1. Illustration de la remarque 2.3

2.1.2. Le groupe des tresses pures de Hurwitz ; lien avec ro,r. - On
rappelle que l’espace de configuration de points (complexe) est défini par

Le groupe des tresses pures ( de Hurwitz) de la sphère Brs2 est le

groupe fondamental de U’ , de point base a.

Une tresse pure de la sphère est représentée par une application
1 = (11,... ,1r) : [0; 1] -~ telle que 1i(0) == 1i(l) = ai, et où 1i est un
chemin fermé simple.

Pour toute tresse b ainsi choisie, il existe une isotopie h de S 2 (ne
laissant pas nécessairement les ai fixes) telle que pour tout i entre 1 et r,
et tout réel t entre 0 et 1, ht (ai ) _ et telle que ho = Ids2. On pose
alors

(où [hi désigne la classe de a-isotopie de hl).
On vérifie que 0 est bien défini, et est en fait un morphisme de

groupes; plus précisément, on a le théorème suivant (cf. [Bi]) :

THÉORÈME 2.4. - Le morphisme de groupes 0 : Brs2 -~ ro,r est

surjectif, de noyau le centre de BrS2. De plus, le centre de Brs2 est

d’ordre 2.

Exemple 1. - L’unique élément non trivial zr du centre de Brs2 est
représenté par
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2.2. L’ensemble des classes de Nielsen.

Nous décrivons ici de manière combinatoire une fibre géométrique
de Soit ao un point de S2 - A. On note par A) le groupe
fondamental (topologique) de S2 - A de point base ao. Ici, nous prendrons
ao - 0; rappelons par ailleurs que l’on a choisi le point a = ( 1, ... , r)
comme point base du groupe des tresses.

Le groupe 1fl (~2 - A) admet une présentation standard, liée à un

choix standard de lacets sur ~2 - r. Il apparaît ainsi comme le quotient du

groupe libre à r-éléments qi, 1  i  r, par la relation ql ~ ~ ~ qr = 1.

L’image de ql 1 dans (la sphère étant pointée par ao,..., ar)
est un twist de Dehn, D (32 (voir la figure 2).

Figure 2

Par définition d’un espace des modules grossier (les points géométri-
ques sont en bijection avec les classes d’isomorphisme de revêtements), et à
l’aide du théorème d’existence de Riemann, nous connaissons une descrip-
tion combinatoire de toute fibre géométrique du revêtement au moyen

des classes de Nielsen.

PROPOSITION 2.5. - Toute fibre géométrique de est en bijection
avec l’ensemble

où N, qui agit par conjugaison sur le sous ensemble de G~’ décrit, est le
normalisateur de G dans Sd (resp. G lui-même) dans le cas des revêtements
(resp. dans celui des G-revêtements) .

On remplace l’astérisque par ’ab’ dans le cas des revêtements et

par ’in’ dans le cas des G-revêtements.

DÉFINITION 2.6. - On définit de manière analogue l’ensemble des
classes de Nielsen 5Wz* (C) lorsque l’on impose des conditions sur l’invariant
d’inertie.
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2.3. Action du groupe des tresses sur les classes de Nielsen.

On déduit dans ce paragraphe une description combinatoire précise
de la monodromie du revêtement 1rTJ à partir de l’action du mapping class

group pur sur le groupe fondamental de la sphère r-pointée.

2.3.1. L’action de sur le groupe fondamental de la sphère r

pointée. - Le groupe ro,r agit naturellement sur le groupe A)
par automorphismes extérieurs de la façon suivante : on choisit pour tout
élément de ro,r un représentant h vérifiant h(ao) = ao. Soit [Ê] la classe de
a-isotopie d’un lacet sur ~2 - A basé en ao. Alors [h] . [~] := [h o ~] définit
une action de ro,r sur 1rI(S2 - A).

En fait, on vérifie facilement que cette action extérieure est direc-
tement issue de l’action intérieure de ro,r+1 sur les D /32 .

Nous allons maintenant expliciter, à l’aide de cette interprétation,
l’action de certains twists de Dehn sur A), les twists sarments. Ces
twists seront utiles pour définir un choix cohérent de générateurs de l’inertie
au voisinage d’un point du bord de UT (voir [F3]).

DÉFINITION 2.7. - Pour toute partition (7i, ~2, ~3) d’un sous-ensemble
plein (i.e. constitué d’entiers consécutifs) I = de E, dont les extrémités io
et il (avec io  il) appartiennent à h, on définit le twist sarment D[Il,12 ,13]’
associé à la partition (11,12,13), comme suit. Posons (io - 2 , 0) E CL
identifié à IR2, Bil+1 = (il + ~, 0) et, pour tout i E I :

et sl

et ~ = (~+1) si jEI2;sl

et si

Par définition, est le twist associé au chemin affine par
morceaux Ai,, - 1 Ai. - - Ai1 Bi1+lBi1 ... -Bio Aio - 1 -

Exemple 2. - Considérons les twists associés aux lacets de la figure 3.
On a alors

Notations. - Soit I un sous-ensemble de r, et i et j tels que
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Figure 3. Les lacets de l’exerrLple 2

. On note q(i ~ j ) le produit des pour m E 7D {z,...,~}, le

produit s’effectuant dans l’ordre naturel déduit de celui de N.

. On note

. On prolonge de manière récursive ces notations en permettant
l’indexation par plusieurs flèches. On écrira i -~ j au lieu de i ~ j lorsque
I = r. On utilisera librement une notation analogue pour les D/12.

. On écrira qq’ = qqlq-1.
La proposition suivante donne l’action d’un twist sarment à n’importe

quelle puissance (l’exemple 3 illustre la formule sur un cas particulier).

PROPOSITION 2.8. - Pour tout tout twist sarment 

l’action de à la puissance n sur 1rl (S2 - A) est donnée par la
formule

Démonstration. - Soit un twist sarment. On choisit pour

représentant le chemin c qui a servi à le définir et on note par 
le twist de Fo,(,+,) associé. Comme ce twist est d’intersection nulle avec
tout twist Do, pour lequel i e (I U I"), il a une action triviale sur ces

derniers.

Pour i e I, soit le twist associé au chemin obtenu en tirant
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la branche ((Sud)) de c passant sous ai derrière le point ao. Ce twist a une
action triviale sur D(32 et on remarque que l’on a l’égalité suivante (c’est
une conséquence de la relation de la lanterne) :

L’élévation de cette égalité à la puissance n donne, par commutation des
éléments considérés :

Comme commute avec D(32’ on obtient :

Enfin, comme la tresse qi induit l’élément de ro,r, on obtient le résultat
annoncé.

Pour i e I", le twist passe à l’aller et au retour au « Sud » de ai.
Soit le twist de associé au chemin obtenu en tirant

la branche « Sud » c passant sous ai derrière ao. Soit D 21’,1"] le twist

de associé au chemin obtenu en tirant aussi la branche «Nord)

passant sous ai derrière an (l’exemple 3 ci-dessous illustre les déformations
des lacets effectuées dans cette situation).

On peut vérifier - avec la relation de la lanterne - que l’on a les
relations suivantes :

En élevant ces égalités à la puissance n (et en tenant compte des relations
de commutation), on obtient

Or une action triviale sur Qi. Ceci donne bien le résultat. 0

Exemple 3. - Voyons comment nous avons procédé pour calculer
l’action de sur q4. Nous avons d’abord tiré la branche « Sud » de C2,5
passant sous a4 derrière ao, obtenant un lacet c~ 5’ puis nous avons fait de
même pour la branche « Nord » , afin d’obtenir un lacet c2,5 d’intersection
nulle avec 04.
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Figure 4. Les lacets de l’exemple 3

On déduit immédiatement de cette proposition l’action de ro,r sur
l’ensemble des classes de Nielsen. Dans notre exemple, l’action de ce twist
à la puissance n sur l’ensemble des classes de Nielsen est la suivante :

3. Restriction du revêtement de Hurwitz complété :
ordres d’intersection et système cohérent de

générateurs de l’inertie.

3.1. Restriction d’un revêtement modérément ramifié le long de
diviseurs à croisements normaux.

On rappelle ici les résultats de [F3] utiles pour la suite.

Soit R un anneau de valuation discrète complet, d’idéal maximal m.
Soit X un schéma normal et localement noethérien sur R, muni d’un
système de diviseurs à croisements normaux D = relativement

à R. Soit 0 une section de X sur R. On suppose que l’image du point
générique sn (resp. du point spécial s) de Spec(R) n’appartient pas (resp.
appartient) au support de D.
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Soit f : Y ---~ X un revêtement modérément ramifié le long de D. La
restriction ~* ( f ) de f à 0 est le normalisé du pullback ( f ) . Dans [F3], on
calcule les groupes d’inertie de 0* ( f ) au-dessus de m.

Pour ce faire, on s’appuie sur un résultat classique de S. Abhyankar
permettant de décrire localement f en s pour la topologie étale : c’est
le quotient d’un revêtement kummérien (i.e. un revêtement kummérien
généralisé dans la terminologie de [GM]). On se ramène donc pour les
calculs au cas d’un revêtement kummérien :

Pour énoncer le résultat, il faut introduire deux notions : l’ordre

d’intersection de la section 0 avec les composantes irréductibles de D et la
notion de système cohérent de générateurs de l’inertie.

Le morphisme 0 correspond à un morphisme d’anneaux Sp : C7X --~ R,
et l’ordre d’intersection mi de 0 avec le diviseur Di (d’équation
locale ai = 0) est égal à la valuation de ~p(ai) dans R.

Soient ti l’image de Ti dans et ~e2 une

racine ei-ième de l’unité, pour chaque i. Définissons un système 
de générateurs des groupes d’inertie, par ai(ti) _ (,,ti et 

pour i # j .

Si les (e2 forment un système cohérent de racines de l’unité, alors
les ai forment un système cohérent de générateurs de l’inertie.

Le système pour le revêtement kummérien induit un système
cohérent de générateurs de l’inertie au voisinage de s, c’est-à-dire

un système de générateurs de l’inertie du revêtement kummérien généralisé
choisi décrivant localement f.

THÉORÈME 2.4 (cf. [F3]). - Tout groupe d’inertie local au-dessus
de m dans la restriction ~* ( f ) est engendré par l’élément (0152~)ml... 

Dans la pratique, et notamment dans le cas des revêtements de

Hurwitz complétés, il est plus facile d’obtenir un système cohérent

analytique de générateurs de l’inertie. On prouve par exemple au para-
graphe 3.3 que pour chaque point complexe du bord de U’~, on peut
choisir des tresses (éléments du groupe fondamental topologique de Ur)
donnant un tel système. Le groupe fondamental algébrique complexe
(et plus généralement sur tout sous-corps algébriquement clos de C) est le
complété profini du groupe fondamental topologique, et le système ainsi
défini fournit à son tour un choix cohérent algébrique de générateurs de
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l’inertie en caractéristique 0. De plus, le théorème de spécialisation de
Grothendieck (voir par exemple [El] et [E2]) permet d’obtenir un choix
cohérent en caractéristique p.

Plus précisément, supposons que le corps des fractions K de R se
plonge dans C (par un plongement p) et que le corps résiduel k de R est
de caractéristique p positive. On suppose aussi disposer d’un point de X
sur R, qui induit un point spécial x et un point générique xq, ces deux
points se trouvant à l’intersection des mêmes diviseurs. Soit x’rJ,c le point
complexe déduit de par le plongement p.

PROPOSITION 3.1 (cf. [F3]). - Tout choix d’un système cohérent
analytique de générateurs de l’inertie au voisinage du point x,,,r induit un
choix cohérent de générateurs de l’inertie au voisinage de x .

La suite de ce chapitre est consacrée aux deux étapes préliminaires
pour appliquer le théorème 2.4 de [F3] au cas du revêtement de Hurwitz
complété, à savoir calculer les ordres d’intersection et trouver un système
cohérent (analytique grâce à la proposition précédente) de générateurs de
l’inertie.

3.2. Ordres d’intersection.

3.2.1. Compactification de l’espace de configuration de points. - On
suit dans ce paragraphe la construction d’une compactification de l’espace
de configuration de points effectuée dans [GHP] et [Wl].

Dans l’article [GHP], les auteurs construisent une compactification
de l’espace des modules de courbes lisses de genre 0 et r-pointées, en
introduisant la notion d’arbre stable de droites projectives r-pointé. Si l’on
distingue, suivant [Wl], une des composantes d’un tel arbre, en fixant un
isomorphisme de cette composante avec la droite projective, on obtient
une compactification de La composante distinguée est appelée racine.
Résumons les résultats alors obtenus :

PROPOSITION 3.1 (description globale de ur). - Il existe une

compactification naturelle Ur de U~’ en un schéma projectif, lisse sur 7~.
Les points géométriques de cet espace sont des arbres stables de droites

projectives r-pointés et à racine distinguée. Le bord de Ur est cons-
titué de diviseurs à croisements normaux, dont on note les composantes
irréductibles SI, où I décrit les sous-ensembles de r comportant au moins
deux éléments.
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Soit X un point du bord de U ~’, pointé par (§1 , ... , et de type
combinatoire T (i.e. de graphe d’intersection T). L’arbre T est orienté
par l’éloignement à la racine. Soit t une arête de T : elle sépare T en
deux sous-arbres. Soit I l’ensemble des indices des sommets du sous-arbre
ne contenant pas la racine. On note alors t = tI et or, le sommet de t

appartenant à ce sous-arbre.

Fixons un quadruplet d’indices distincts w = (wi, w2, w3, w4) de r.
Les indices wl , w2 et W3 marquent chacun un sommet de l’arbre T,
non nécessairement distincts. Il existe un unique sommet commun aux
trois chemins minimaux dans T reliant ces trois sommets marqués. La
composante C de X associée à ce sommet est l’unique composante sur
laquelle les points OW2 et 1Jw3 demeurent distincts après contraction
des autres composantes; elle est appelée composante médiane (cf. [GHP]).
On définit un isomorphisme M de cette composante avec I~1 en envoyant les
projetés de 1Jwl’ OW2 et sur 0, 1, et oo respectivement. Le birapport du
quadruplet w est l’image par y de la projection de sur C.

PROPOSITION 3.2 (paramétrisation locale de ur, voir [GHP]). - Le
point X appartient à SI si et seulement si une arête de T peut s’écrire tI.
Les birapports fournissent une paramétrisation locale de ur en tout point.
Plus précisément, si W41 et w3 ~ sont séparés par une arête tj,
alors le birapport Àw s’annule localement sur SI en X. Si la seule arête qui
sépare de {~2~3} est tI, alors ~~, = 0 détermine localement SI
(on dit que le quadruplet distingue tI).

3.2.2. Coalescence de points de ramification en une place ; ordre

d’intersection d’une section avec un diviseur. - Soit R un anneau de

valuation discrète complet, de valuation v, d’uniformisante 7r. On note K

(resp. k) le corps des fractions (resp. le corps résiduel) de R. On suppose
que I~v est algébriquement clos.

On considère r points distincts de I~l définis sur K. Ces

points bl , ... , b~. définissent des sections bl , ... , br de pk, qui peuvent se
rencontrer sur la fibre spéciale. On se place dans cette situation.

Le point b :_ (bl, ... , br) de U~’ est défini sur K. Le schéma Ur étant
projectif sur Spec(Z), le point b s’étend de manière unique en une section

La restriction de cette section à la fibre spéciale induit un point b du bord
de U’’, à l’intersection de certains diviseurs ,S’I.
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Le but de ce paragraphe est de décrire la section b, notamment son
ordre d’intersection avec tout diviseur qu’elle rencontre en b. Cette
section se construit en effectuant des éclatements successifs en tout point
de la fibre spéciale où deux sections bi et bj se rencontrent, jusqu’à obtenir
un modèle stable.

DÉFINITION 3.3. - Soit X un modèle sur R de P’ K marqué
par bl, ... , br. On dit que X est un modèle stabilisable si la fibre spéciale Xv
est un arbre stable de droites projectives pointé par r’ points (avec r’  r)
à racine distinguée (l’arbre étant marqué par son intersection avec les
différentes sections bi).

Un modèle stable est un modèle stabilisable où les sections bi ne se
rencontrent pas.

DÉFINITION 3.4. - Soit B C comportant au moins deux
éléments. On appelle ordre de congruence de B le nombre

où

si

Sl

sinon.

DÉFINITION 3.5. - Soient X un modèle stabilisable et T l’arbre-gra-
phe correspondant. On value chaque sommet a-I par 0(aI) := 
La valuation 0 des sommets induit une valuation des arêtes, en posant
0(t I) := 0(aI) - O(aO), pour toute arête tI : U’) --&#x3E; 011.

Si t est une arête de T, on note e(t) l’épaisseur de la singularité x
correspondant à t

PROPOSITION 3.6. - Il existe un unique modèle stable X sur R de P’ K
marqué par bl, ... , br (à isomorphisme unique près).

. L’ensemble des sommets de l’arbre T correspondant à Xv est

l’ensemble aI, où I parcourt l’ensemble des paquets de coalescence des

points bl, ... , br selon les puissances de 7r.

. Pour tout point double xi de Xv, d’arête correspondante tj,

l’épaisseur e(xI) de la singularité en xI est égale à l’ordre d’intersection
de b avec le diviseur ,S’I. De plus, si T est valué par 0 (cf. la définition 3.6
ci-dessus), on a e(xI) = B(tI).
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Avant de prouver cette proposition, on introduit l’embranchement de
deux sommets et ~’ de T. Chacun de ces deux sommets est relié à la
racine par un unique chemin. L’embranchement r V r’ est le sommet où ces

deux chemins bifurquent.

Démonstration. - Étant donné un modèle stabilisable, on peut
diminuer le nombre rrL de points où des sections bi se rencontrent, en
effectuant des éclatements en un tel point, jusqu’à ce que les sections

sur le nouveau modèle ne se rencontrent plus toutes en un même point
de la fibre exceptionnelle ainsi créée. L’épaisseur du point double apparu
est précisément le nombre d’éclatements que l’on a dû effectuer. Une

récurrence sur m permet donc de prouver la première partie de cette
proposition (l’unicité est conséquence de la stabilité du modèle).

Pour calculer l’ordre d’intersection, nous savons que les birapports
constituent un système régulier de paramètres au voisinage de b. Soit XI
un point double de b, d’arête correspondante tI. Nous allons montrer que
pour tout quadruplet w C r distinguant tI, alors v (Àw) = e(xI), ce qui
nous donnera l’ordre d’intersection de la section b avec SI. Rappelons que
si l’on note cw2 la projection de sur la composante médiane 

(1  z  4), on a

On a donc

On écrit oo aIl l’arête tI en extension : il est clair que l’on peut
supposer - quitte à échanger ~3} et W41 - que a,,, VaW4 (Tl
La composante médiane correspond alors au sommet uo . ti Les
points CW2 et CW3 ne sont donc pas congrus modulo 7r. En revanche,
CW4 et cwl sont congrus modulo 7r et par construction, c. 
Enfin, n’est pas congru à cw2 modulo 7r.

On a donc la formule attendue : v(Aw) = 0

Exemple 4. - Prenons b :_ (o,1, 4, 9, 28, 22). Nous avons alors la
situation suivante pour le nombre premier 3 : on a deux paquets de

congruence modulo 3, 1 bi, b4 1 et (b2 , b3, b5, On a ensuite quatre, cinq
et six paquets de congruence modulo 32, 33, et 34 respectivement. Les
éclatements que l’on doit opérer sont représentés ci-dessous :

Ce point est à l’intersection de et ,S’12~3,5,6~. Les
valuations des arêtes associées sont respectivement 2, 2,1 et 1.
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Figure 4. Les éclatements de l’exemple 4

3.3. Système cohérent de générateurs de l’inertie.

Les twists sarments vont nous permettre de donner un système
cohérent de générateurs de l’inertie au voisinage de tout point de ur.
Nous décrivons dans un premier temps (proposition 3.9) les générateurs
de l’inertie le long de ,S’I dans le groupe fondamental 7,1 (Ur (1, ... , r)).
La proposition 3.10 permet de décrire la ramification de x au-dessus

de ,S’I. Nous proposons ensuite une procédure pour choisir des twists

sarments fournissant un système cohérent de générateurs de l’inertie

(proposition 3.14).

3.3.1. Générateurs de l’inertie pour l’espace UT . - Le groupe
symétrique agit sur l’espace Ur (algébriquement, et donc analytiquement
sur C), en sorte que l’on peut se contenter de décrire les générateurs de
l’inertie le long de S~ (avec 2  ~  r) dans 7fl(ur, (1,..., r) ) .

Si b est une tresse engendrant le groupe d’inertie le long d’une
composante du bord de Ur, et si 0(b) est son image dans ro,r, nous dirons
par abus de langage que 0(b) est un générateur du groupe d’inertie le long
de cette composante.

Le résultat préliminaire suivant sera utilisé à plusieurs reprises dans
la suite. On note D le disque fermé de centre 0 et de rayon 1 dans C. On
note U~ le sous-ensemble de U’ (C) défini par : u = (ul, ... , ur) E U~ si et
seulement si u e et

 l~ -~ 2 , pour tout i  k ;

~ jujl &#x3E; k + ~ , pour tout j &#x3E; 1~ + 1.

On définit l’immersion holomorphe pu : D - (0) --+ Ur pour tout
u e Uk’ par
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Soit c le cercle de centre 0 et de rayon 1~ -+- 2 , et u un élément de Uk. On note
par la tresse de 7rl (U’’, u) relevant le twist D[,] en fixant tuk+l, - - - , 

Enfin, désigne la composante du bord S 15
privée de son intersection avec les autres composantes.

LEMME 3.7. - Soit u .- (Ul,..., ur) E U~. L’application se

prolonge par continuité en 0 en une immersion holomorphe fermée

(~u : D - ur. Le point ~~u (0) est un point de sg. Plus précisément,
si xe sur la composante exceptionnelle (resp. Xr sur la racine) est le point
d’intersection de cette composante avec la racine (resp. avec la composante
exceptionnelle), alors (~u (0) est l’unique point de sg tel que :

. xT = 0, et la racine est pointée par les Oj :== uj, pour tout j e r - 1~ ;

. il existe un isomorphisme J-l de la composante exceptionnelle sur

P (C) = S2 vérifiant p(oi) = ui, pour tout i E /5;, et 00.

De plus, tout chemin g sur U~ induit via ép un chemin g sur sg,
en posant := (0), pour tout t E [0; 1] Deux chemins homotopes
sur U~ induisent deux chemins homotopes sur 

L’application de D x [0; 1] dans ur définie par (z, t) induit

un voisinage cylindrique d u cllemin 9 dans 

Réciproquement soient uo un point de U~ et xo le point épua (0) de sg.
Tout élément [q] de 7rI xo) se relève en une tresse de Hurwitz [1] du
groupe 7rI (U’, uo), au sens où

Ce relevé est défini à une puissance de la tresse b,,,,,, près (définie juste
avant ce lemme). Cette opération de relèvement définit un isomorphisme

où est le centralisateur de dans 7fI(ur, uo) .

Démonstration. - On se souvient que les birapports Àw constituent
un système régulier de paramètres au voisinage de tout point de Ur. Or un
calcul simple montre que le birapport



273

tend (lorsque z tend vers 0) vers une constante non nulle lorsque W41
et w3} ne sont pas de part et d’autre de k -f- 2 , et est équivalent à az
(où a est une constante non nulle) lorsqu’ils le sont.

Ceci prouve que l’application holomorphe cpu du disque épointé se
prolonge par continuité en 0, et que est un point de sg. L’application
:Pu est donc une immersion holomorphe.

Il est clair que xr = 0 et que la racine est pointée par 4Jj := uj, pour
tout j E r - k.

Soient 4Jio et 4Jil deux points de la composante exceptionnelle Ce,
et M l’unique isomorphisme de Ce sur P~(C) = S2 tel que 

Uil et J-L(xe) Soit 4Ji2 un autre point marqué de Ce (si il y
en a). Soit j E ~l~ + 1,..., r 1 (s’il n’en existe pas, on marque la racine par 1
par exemple). On a

d’après les équivalences ci-dessus et

par choix de &#x3E;(4?o l ’ et M(x,).
Or le birapport est inchangé par M (le birapport de quatre points

de P1 ((C) est indépendant de la carte de Pl (C) choisie) : on a donc
u(Qi2 ) - Ui2.

Il ne reste qu’à prouver la dernière partie du lemme (la seconde étant
immédiate). On se ramène au cas où uo = a = ( 1, ... , r) et xo = b = §Sa (0) .
Nous allons établir une correspondance entre et b)
(où Cen(Drc]) désigne le centralisateur de D[c] dans ro,r).

Soit 5 E Cen(D[e]) : on a Par conséquent,
= [c]. Il existe un homéomorphisme d’ représentant 5 et un chemin c’,

a-isotope à c par une application t, tels que d’ (c’) = c. Si l’on pose

d - d’ o t(1, .), on obtient un autre représentant de la classe d’isotopie
de 6, tel que dl, = Idc. Soient Di := ~ z e P(C) ; Izi  1~ + .11 et

On peut écrire de façon unique
d - dld2, où dl (resp. d2) restreint à D2 (resp. Di) est l’identité.

Ces deux homéomorphismes induisent respectivement des éléments de

rO,k+l et la sphère étant respectivement pointée par 1,..., ,1~, o0
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et par 0, I~ -E- l, ... , r. On peut vérifier que l’élément de x 

ainsi défini ne dépend pas du choix de d. Ceci définit en fait un isomorphisme

En effet, ce morphisme est surjectif car deux éléments quelconques de 
et de admettent des représentants fixant respectivement D2 et D1.
Il est injectif car les seuls éléments non triviaux du mapping class group de
la sphère k-pointée (resp. (r - k)-pointée) et à un seul bord, induisant un
élément trivial par pincement du bord, sont ceux engendrés par le twist DE,
où 6 est la classe d’isotopie d’un chemin fermé simple autour de ce bord.

Le groupe fondamental 7rl (,5’ô , b) est canoniquement isomorphe au
groupe x où est le sous-groupe du mapping class

group de la sphère + 1-pointée par 1,..., k, oo, et est le groupe
fondamental de basé en (0, k + 1,..., r). On a donc un morphisme
naturel

surjectif et de (via l’isomorphisme canonique
entre les groupes 7rl (sg, b) et x 

Le morphisme naturel --~ ro,r induit un morphisme

Le noyau du morphisme composé

est égal à 03C8-1(~D[c]~) = 
Notons par la tresse par son image dans

Le morphisme

est donc surjectif, de ce qui donne l’isomorphisme
annoncé. D

On revient à la description des générateurs de l’inertie le long de S~
dans le groupe fondamental 7rl (ur, (1,..., r) ) :

LEMME 3.8. - Soit c le cercle de centre 0 et de rayon k ~- 2 ; le

twist de Dehn D[,] est un générateur de l’inertie le long de Sk dans
le groupe fondamental algébrique nI (1, ... , r)) (complété profini du
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groupe fondamental Les autres générateurs sont de la forme D,In,,,
où [c’] est la classe d’isotopie d’un chemin séparant f5; de son complémentaire
(i.e. séparant les points ai, i E f5; des points aj, j C r - k) et m E 

Démonstration. - Considérons la flèche f ° : D - 0 - U’ qui
à z fait correspondre (z, 2z, ... , kz, (k + 1),..., r). C’est une immersion

holomorphe. Le lemme 3.7 prouve que f ° se prolonge en une immersion
fermée f : D - &#x3E; U~’, que b := f (0) appartient à S~ et à aucune autre
composante du bord de Ur.

Il existe un paramétrage A de U~’ au voisinage de b qui comporte À,
où À = 0 est une équation locale de ,S’~. On peut toujours supposer (cf. la
preuve du lemme) que, si l~( f (z)) _ (Ai (z),..., on a Ai (z) ~ uz,
où u est une constante positive et, pour tout j différent de 1, le birapport

tend (en 0) vers une constante non nulle. Cela prouve que la
section f est transverse à Sls en b (i.e. l’image de D par f n’est pas
tangente à On peut donc en conclure que la restriction à D d’un
revêtement de ramifié le long des SI est un revêtement de D ramifié
en 0 et que les indices de ramification de ce dernier revêtement sont égaux
aux indices de ramification du revêtement initial le long des différentes
composantes du diviseur de ramification qui se projettent sur SI.

L’inertie le long de S ~ dans 7Ti(L~,(l,...,r)) est engendrée par le
lacet s f-7 f(e2i7rs) de Ur . Ce lacet représente une tresse qui se relève
en D[c] : cette tresse est un générateur de l’inertie le long de 6’~ dans

( 1, ... , r)), et son action sur (a) coïncide avec celle de D [,].
Les autres générateurs du groupe engendré par D[,] sont de la forme

D~~~ , où m E 2’. Les groupes d’inertie étant définis à conjugaison près, tout
autre générateur est donc de la forme où m E 2’ et a E rO,r.
On se souvient (cf. la remarque 2.3) que = on remarque

enfin que a([c]) parcourt les classes d’isotopie de chemins fermés séparant k
de son complémentaire. En effet, si c’ est un tel chemin, il est isotope à c
en ne se permettant de bouger que k (mais pas + 1),..., r}). Une telle
isotopie définit un homéomorphisme v de la sphère laissant (k + 1),..., r
fixes, tel que v(c’) - c et tel que v(i) appartienne au disque de centre 0
et de rayon -t- - Il ne reste plus qu’à utiliser la k-transitivité du groupe
des homéomorphismes du disque sur l’ensemble des points intérieurs à ce
disque pour obtenir le résultat souhaité. 0

On déduit du lemme et des remarques préliminaires sur l’action du

groupe symétrique l’énoncé suivant.
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PROPOSITION 3.9. - Soit [c] la classe de a-isotopie (cf. le début

du paragraphe 2.1) d’un chemin séparant I de son complémentaire J ( i. e.
séparant les points ai, i E I des points aj, j E J). Alors le twists de Dehn D[c]
est un générateur de l’inertie autour de ,S’I dans le revêtement 1f : H, , Ur.
En particulier, et ont les mêmes générateurs de l’inertie.

Notons par A, le diviseur du bord de H’ . On définit de plus
les sous-ensembles

(ces ensembles interviendront dans la preuve de la proposition 3.10).
La proposition précédente décrit la ramification au-dessus d’un point

de Sj . La proposition 3.10 précise ce résultat en décrivant la ramification des
composantes irréductibles de DI (en déterminant quels points de 1f -1 (b)
appartiennent à une même composante de A) .

Stefan Wewers a montré des résultats analogues dans le cas des points
de branchement non ordonnés. Les preuves qui suivent sont d’ailleurs

inspirées de [Wl]. D’autre part, Malle et Matzat ont formulé et démontré
un cas particulier des propositions suivantes, précisément le cas où III = 2
(cf. [MM], chap. III, th. 8.3).

PROPOSITION 3.10. - Soit c un chemin fermé simple séparant I de son
complémentaire J. Les composantes irréductibles de A, sont en bijection
avec les orbites des de S’Ni* (G) sous l’action du centralisateur
de D[c]. De plus, l’indice de ramification d’une telle composante est égal au
cardinal de n’importe quelle D[,] -orbite la représentant.

Démonstration. - On note a = (1, ... , r) E On se ramène comme

on l’a fait précédemment à prouver ce résultat dans le cas où a est le point
base du groupe des tresses pures de Hurwitz, où I = 1~, et où le chemin c

parcourt le cercle de centre 0 et de rayon I~ -~- 2 .
Nous avons (cf. 3.8) une immersion holomorphe f de D dans Ur :

L’immersion f vérifie les propriétés suivantes :

. b : f (o) E l~ ;

. f (z) E Ur, pour tout élément non nul z de D ;

. l’immersion f est transverse à 

. s ~ f (e2i,,) représente une tresse relevant D[,].
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Soit ..., les points de la fibre 7r- -’ (b) . On peut associer à chacun
de ces Bi une immersion fi : D - H’ (pas nécessairement de façon unique),
et un entier ei &#x3E; 1, tels que fi (0) = et tel que le diagramme suivant soit
commutatif :

Par construction de f, les points ai := /z(l) représentent les

différentes D[c]-orbites de r-1 (a). Ceci donne donc une bijection entre
la fibre de 7f en b, et les D[,,-orbites de SNi* (G). De plus, l’indice de
ramification de la composante irréductible de ~15: contenant au-dessus
de S 15: est égal à ei, mais aussi au cardinal de la D[,]-orbite de la classe de
Nielsen correspondant à ai.

L’idée consiste maintenant à se ramener à des considérations topolo-
giques (et même de connexité), en remarquant, en suivant ce qu’a fait S.
Wewers dans [Wl], prop. 4.3.2, que les composantes irréductibles de ~15:
correspondent de manière canonique aux composantes connexes de 

Nous allons prouver que l’isomorphisme entre Cen ( b~, a ) ~ ( b~, a ~ et le

groupe fondamental 7rl (So, b), introduit dans la preuve du lemme 3.7, est
compatible avec les actions respectives de ces groupes sur les ensembles

Nous allons pour cela définir comme dans [Wl] - et en nous appuyant
sur le lemme 3.7 - une déformation continue d’un chemin dans U~’ allant

de ai à aj, en un chemin dans Dô allant de /3i à /3j, et réciproquement.
Soit ng un élément de Cen(bc,a) / (bc,a) tel que [g] . 0152i = On peut

supposer, quitte à multiplier g par une puissance adéquate de b,,a, que

L’application continue h : [0; 1]2 - Ur, définie par h(s, t) = vérifie

h(. , 0) = h(., 1) = f et h(1, .) - g. Elle se relève de façon unique en une
application continue h : [0; 1~2 - H’ si l’on impose que, pour tout s E [0; 1],
on ait h ( s, 0 ) = f i ( s ) . Le chemin h ( 1, . ) dans H’ relie c~i à aj, et le chemin
h(. , 0) (resp. h(. ,1)) de H’ relie cxi à Oi (resp. aj à oj) : le chemin h(c,.)
sur Aô relie donc Oi à 

Donnons-nous réciproquement un élément [-y] de 7r, (SOI, b), tel que
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Il existe un lacet $ sur U~ partant de a, tel que [01’(.)(0)] - [~].
On définit, comme dans le cas réciproque, une application continue

h : [0; 1] 2 - UT, avec

On définit aussi l’unique relevé h de h dans H’, vérifiant h ( . , 0) = f i .
On peut supposer, quitte à multiplier ~ par une puissance de que

h ( . ,1) == fj. Le chemin h ( 1. , ) relie donc c~i à D

3.3.2. Choix cohérent de générateurs de l’inertie. - Nous souhaitons
appliquer les résultats de [F3] en un point du bord de l’espace de

Hurwitz, à l’intersection de plusieurs composantes SI : il nous faut

donc prendre un voisinage étale du point considéré, où le revêtement est
localement kummérien généralisé (voir le paragraphe 3.1). En particulier,
les générateurs de l’inertie le long des différentes composantes commutent.

On propose ici une procédure de construction de twists sarments
engendrant l’inertie et commutant deux à deux ; dans un deuxième temps,
on montrera que ces twists forment en fait un choix cohérent.

On se ramène facilement au problème suivant : pour tout arbre stable
r-pointé T préalablement fixé, trouver, pour toute arête tI de T, un choix
de twist entourant I de sorte que les twists ainsi choisis commutent deux à

deux. On introduit pour cela un ordre de construction.

On appelle arête de i-ème niveau toute arête tI de T dont le sommet al
est relié à la racine par un chemin constitué de i arêtes (ainsi, une arête de
premier niveau est une arête partant de la racine).

On définit deux relations binaires sur l’ensemble des arêtes de T;
t J si I C ~I et tI « t J si min I  min J. La relation  est un ordre, la

relation « est un ordre pour l’ensemble des arêtes de niveau donné.

Procédure. - Supposons les twists sarments pour les arêtes de niveau i
déjà construits. Soit t J de niveau i ; l’ensemble des arêtes de niveau i + 1 qui
sont inférieures pour la relation  à ti est ordonnable pour la relation «.

De manière informelle, on construit les twists sarments pour les arêtes
de niveau i + 1 dans l’ordre décroissant pour « en imposant

. que chaque twist ainsi construit commute avec ses prédécesseurs ;

. que l’on passe le plus au possible.

Pour toute arête tI, on note par DÎ le twist sarment ainsi construit.
C’est un élément de ro,r qui se relève en deux tresses de BrS2, chacune
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étant un générateur topologique de l’inertie autour de ,S’I. On prouve au
paragraphe suivant que ces tresses fournissent un choix cohérent analytique
de générateurs de l’inertie, dont on déduira ensuite un choix cohérent
algébrique (voir le chapitre 3.1 rappellant les résultats de [F3]).

Exemple 5. - Les twists construits dans l’exemple 4 sont justement
ceux de l’exemple 2. Les lacets sont construits dans l’ordre suivant : C2,3,5,6,
Cl,4, C3,6, C2,5.

3.3.3. Cohérence du système (DÎ ) des générczteurs de l’inertie. - On
montre dans ce paragraphe que le choix des Dr fournit un choix cohérent
de générateurs de l’inertie au voisinage d’un point complexe du bord de 
Cela résulte d’une généralisation du lemme 3.7, dans lequel nous décrivons
un voisinage «tubulaire » d’un tel point se trouvant à l’intersection de

plusieurs diviseurs SI.

Posons a = (a1, ... , as) = (1,..., r) et soit T un arbre-graphe stable
à r points marqués (et à racine distinguée) tel que ses arêtes tIl , ... , t l rn
soient indexées par des sous-ensembles pleins (i.e. constitués d’entiers

consécutifs). On se fixe une carte affine de P (C) = S2. Pour toute arête t,
de T, on pose

On fixe des rayons rI &#x3E; 0 tels que les cercles CI := C(aI, rI) soient disjoints
et chaque cercle CI entoure les points ai, i E I (un tel choix de rayons
existe toujours). Pour toute arête tI de T, on note DI le disque ouvert de
centre aI et de rayon rI.

Dénotons par UT le sous-ensemble de Ur ((C) constitué des points
u = (Ul,...,Ur) tels que, pour tout I E ~h , ... , h-,-,, ~, 1 pour tout i

appartenant à r, ui appartienne au disque DI si et seulement si i E I.

Pour tout élément u de UT , on définit l’application holomorphe

par la formule suivante : pour tout i E r, soit IZ ~ ~ ~ ~ ~ 1;2 les

paquets contenant i, rangés par ordre décroissant ; on pose
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DÉFINITION 3.11. - Pour tout arbre-graphe stable T’ (à r points
marqués et à racine distinguée), on introduit le diviseur ST’, intersection
des diviseurs pour lesquels tI est une arête de T’, et on note par s’5’
l’ensemble des points de ST ’ n’appartenant à aucun autre diviseur SJ.

On est maintenant en mesure d’énoncer le

LEMME 3.12. Pour tout u E UT , l’application cpû se prolonge de
manière unique en une application holomorphe

Soient z E D"2 et 8T’ l’intersection des SI, pour lesquels ZI est nul. Alors
le point ~(z) appartient à 86" .

En particulier, le point cpû (0) est un point de 86’. Plus précisément,
ce dernier point est l’arbre stable (C, 0) de droites projectives à racine
distinguée, de type combinatoire T, tel que, pour chaque composante CI, il
existe un isomorphisme MI de cette composante sur tel que

. si i marque tI, alors MI (0i) = ui ;

. si XCI est la projection de la composante mère de CI sur CI, alors
00; i

. si x I, est la projection d’une composante fille CI, sur CI, alors
= aj,.

Enfin, tout chemin -y = dans UT induit un voisinage
« tubulaire » d’un point de dans ur.

Démonstration. - Pour simplifier la preuve, on peut supposer que
les zI ne tendant pas vers 0 sont égaux à 1. Il est alors facile de vérifier

que p£ coïncide avec V , où T’ est l’unique arbre stable tel que t’ est une
arête de T’ si et seulement si t 1 est une arête de T, et que zI = 0 (dans le
langage de [GHP], on a contracté les arêtes tI telles que z, 1). On est
donc ramené à prouver le résultat lorsque tous les zI tendent vers 0.

On montre qu’un birapport ~w tend vers 0 (lorsque les zI tendent
vers 0) si et seulement si w sépare au moins une arête de T.

Soit i et j deux éléments de r. Soit uo l’embranchement des deux
sommets aI2 et uj.. Alors on a l’équivalence suivante (lorsque les zI tendent
vers 0) :
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où et 12+l,j désignent le paquet de coalescence suivant contenant

respectivement i et j.

Si le quadruplet w n’est séparé par aucune arête de T, on peut
supposer que V V OrW3 et que V V UW3 (il surfit
en effet de considérer l’embranchement des quatre sommets o-~,2 , 1  i  4).
Le birapport tend donc vers une constante non nulle.

Si au contraire le quadruplet w est séparé par au moins une arête tI,
le birapport est équivalent à un multiple de zI (par une constante non nulle,
et éventuellement par d’autres variables zI~ ). En effet, le sommet final de tI
n’est l’embranchement que d’une seule paire de sommets 1  i  4.

En tout état de cause, ce birapport tend vers 0.

Si on considère un quadruplet distinguant une arête tI (cf. la

proposition 3.2), le birapport est équivalent à un multiple de zI (par
une constante non nulle). Des calculs identiques à ceux effectués dans la
preuve du lemme 3.7 permettent la description annoncée du point du bord
obtenu. 0

Dans un voisinage tubulaire défini à l’aide de ce lemme, on définit,
pour toute arête t, de T, le lacet

C’est un générateur de l’inertie autour de (le seul point non fixe, ai,

parcourt le cercle de centre 0 et de rayon i ) . Ce lacet représente une tresse
qui se relève en le twist Le résultat suivant permettra de conclure

que ces twists forment un choix cohérent :

LEMME 3.13. - Soit A un revêtement kummérien:

Alors les lacets définissent un

choix cohérent de générateurs de l’inertie dans le revêtement A.

Le lemme 3.12, ajouté à ce dernier lemme, et au fait que le birapport A,
est égal à zI (à un facteur non nul près, voir la preuve du lemme 3.12),
prouve que les twists rectangles Dh forment un choix cohérent au voisinage
d’un point de SOT.

Pour un autre point du bord de Ur, associé à un arbre de coalescence

quelconque, nous avons défini un choix de twists sarments commutant deux
à deux. Il existe un choix de lacets définissant ces twists, ne se rencontrant
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pas. On se ramène alors au cas précédemment traité, en conjuguant la sphère
de Riemann par un homéomorphisme (laissant l’ensemble A = f a,, .... a, 1
globalement invariant) envoyant chacun de ces lacets sur un cercle du

type CI.

On a donc obtenu le résultat suivant :

PROPOSITION 3.14. - Pour tout arbre-graphe T, les twists DT for-
ment un système local cohérent de générateurs de l’inertie autour de tout
point complexe d u bord de 

Remarque 3.15. - La preuve de la cohérence de ces twists se déduit
de la géométrie de Ur, et ne dépend pas de l’espace le revêtant. En

conséquence, ces twists fournissent un système cohérent unifié, même si
le revêtement de Hurwitz complété se scinde en plusieurs revêtements
kummériens généralisés (localement pour la topologie étale).

Comme nous l’avons dit au chapitre 3.1, ce résultat et la propo-
sition 3.1 de [F3] donnent un système cohérent de générateurs de l’inertie
sur U’’ défini sur un corps de caractéristique positive (par le biais du

théorème de spécialisation de Grothendieck, cf. [E2]).

4. Application à la ramification dans le corps
des modules.

Fixons deux entiers d et r, un groupe fini G - Sd et un r-uplet
de classes de conjugaison C = (Ci, ... , Cr) d’éléments de G. Soit C la
catégorie des (G-)revêtements de la droite projective, de degré d, de
monodromie G ~ Sd, à r points de branchement (ordonnés) et d’inertie
C = (Cl, ... , C~.).

On se donne un corps de nombres K sur lequel chaque classe Ci est
rationnelle, ainsi que r points distincts bl, ... , br de Pk.

Notons par f 1 ~ , ... , ~ les différentes classes d’isomorphie de revête-
ments de C ramifiés en Soit Mi le corps des modules de fi i
relativement à K.

4.1. Mauvaises places ne divisant pas l’ordre de G.

Supposons que les points de branchement coalescent en une mauvaise
place v ne divisant pas l’arbre de coalescence Tv des points de
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branchement en v n’est pas réduit à la racine. Rappelons que cet arbre est
muni d’une valuation 0, dépendant des ordres de coalescence des points de
branchement (cf. la définition 3.5).

Soit H’ l’espace de Hurwitz associé à la catégorie C, soit 7r le

revêtement naturel H’ --~ Ur, et SNi* (C) l’ensemble des classes de Nielsen
associé. Posons b := (bl, ... , br). La fibre 7r-’(b) est en bijection avec

[/~]}. De plus, le corps de rationalité de chacun de ces
points est le corps des modules correspondant.

Soit OK l’anneau des entiers de K, et OK, le localisé de C~K en v ;
on note par nv une uniformisante de cet anneau et unv son idéal maximal.
Le point b de Ur s’étend en une section

dont l’image de la fibre spéciale appartient au bord de Ur. La place v ne
divisant pas l’ordre de G, tout point h de H’ au-dessus de b s’étend en une
section sur H’ dominant b (H’ est propre sur cf. [Wl]
et 1.3).

On souhaite appliquer le théorème 2.4 de [F3] à la restriction de 1f à
b (voir le chapitre 3.1) :

. Les ordres d’intersection de b sont donnés par la valution 0 des
arêtes de Tv (cf. la définition 3.5 et la proposition 3.6).

. Nous avons donné en 3.3.2 un système cohérent de générateurs de
l’inertie, les Dr.

THÉORÈME PRINCIPAL 4.1. - Soit v une place ne divisant pas ~G~.
Soit

élément du mapping class group (ce produit n’est pas ambigu car
les Dr commutent). L’ensemble des places au-dessus de v dans les diffé-
rents corps des modules Mi est en bijection avec l’ensemble des w-orbits
de SNi*(C) (l’action étant celle du chapitre 2.3). De plus, l’indice de

ramification de chacune de ces places est égal au cardinal de la cv-orbite lui
correspondant.

Démonstration. - Soit x le point du bord de Ur, image du point
spécial de Spec(R) par b. Ce point se prolonge en un point sur Spec(R),



284

tel que le point X17 de la fibre générique soit à l’intersection des mêmes
diviseurs, avec le même graphe d’intersection. Notons par le point
complexe correspondant.

Les Dr forment un système cohérent topologique de l’inertie au

voisinage de (proposition 3.14). La monodromie de ces revêtements
est donnée par les formules du chapitre 2.3 (on identifie les actions de ro,r
et de La proposition 3.1 de [F3] montre que ce système induit un
système cohérent de générateurs de l’inertie au voisinage de x.

Le normalisé du morphisme tiré par b

est la restriction de x à b.

Toujours au voisinage de ~, le théorème d’Abhyankar prouve que le
revêtement 1f est l’union disjointe de plusieurs revêtements kummériens

généralisés.
Pour chacun de ces revêtements, l’inertie de chaque point au-dessus

de mv dans le revêtement restreint à b est engendré par l’image de cv

dans ce groupe de monodromie (théorème 2.4 de [F3] ; voir aussi la remar-
que 3.15). Les groupes d’inertie des différents points au-dessus de m dans ce
revêtement restreint sont donc en bijection avec les cv-orbites de ,SNi* (C),
les ordres des groupes correspondant aux cardinaux des w-orbites.

Par ailleurs, en revenant au lien entre corps des modules et espaces
de Hurwitz (fait 1.2), la fibre 7r-’(b) est le spectre de la K-algèbre
finie flic, Mi. La fibre générique de b*(7r), qui est la fibre tirée de 
par le morphisme Spec(Kv) ~ Spec(K), est le spectre de la K-algèbre
étale nie, b parcourent les places de Mi divisant v
et désignant le complété de Mi en la place wi,j .

On a donc bien la correspondance annoncée. 0

Remarque 4.2. - La démonstration de ce résultat s’appuie sur les
constructions des espaces et des revêtements de Hurwitz (théorèmes 1.2
et 1.4), où l’on voit clairement apparaître la condition «v ne divise pas G )).
L’auteur ne sait pas si ces résultats subsistent pour une place v divisant 
mais où l’on suppose la ramification modérée.

4.2. Calcul des cv-orbites.

La formule donnée dans la proposition 2.8 se généralise pour calculer
l’action de c~ sur les classes de Nielsen. Montrons comment calculer cette
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action, en nous limitant à l’exemple 4 (ici encore, on pourra trouver les
formules générales dans [F2]). Dans cet exemple,

Remarquons que et donc que

Analysons la méthode utilisée dans la preuve de la proposition 2.8 :
nous avons «tiré ) - et, si besoin était, à deux reprises -, le chemin

définissant le twist derrière le point ao, de telle sorte que D, et le twist
nouvellement formé commutent. Pour trouver une formule de l’action de

plusieurs twists, il suffit de suivre attentivement l’ordre de déformation des
lacets.

Ici, pour calculer par exemple l’action de o sur q4, nous tirons d’abord
les deux branches de c3,6, puis celles de c2,5, et enfin la branche « Sud »
de c1,4 (voir la figure de l’exemple 2). Ceci nous donne la formule suivante :

4.3. Faire disparaître la ramification.

Nous étudions dans cette dernière partie la possibilité de limiter la
ramification dans le corps des modules aux seules mauvaises places divisant
l’ordre du groupe de monodromie. Nous allons montrer comment cette étude

conduit à considérer des familles de systèmes d’équations diophantiennes,
en nous concentrant sur le cas particulier des groupes diédraux.

4.3.1. Remarques générales. - Le théorème 4.1 donne une condition
nécessaire et suffisante pour que v ne se ramifie dans aucun des corps des

modules Mi :

COROLLAIRE 4.3. - La place v ne divisant pas l’ordre de ICI ne se
ramifie dans aucun des corps des modules Mi si et seulement si l’action
du mot sur SNi* (C) est triviale.

Le cas particulier suivant donne une condition suffisante évidente pour
que la place v ne se ramifie dans aucun des Mi.
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COROLLAIRE 4.4. - Pour tout I, soit nI le plus petit commun multiple
des indices de ramification des composantes de 0394I au-dessus de ,S’I (c’est
aussi l’ordre de l’action de D’ sur l’ensemble des classes de Nielsen). L’arbre
de coalescence Tv des points al, ... , ar en v est valué par 0 (définitions 3.5).
Si, pour tout arête t, de l’arbre Tv, le nombre nI divise 0(ti), alors la
place v n’est ramifiée dans aucune extension Mi/K (i E l).

Remarquons que si un des revêtements kummériens généralisés décri-
vant localement 7r en a est kummérien de groupe cette condition

est en fait nécessaire. En effet, pour un revêtement kummérien (non
généralisé), l’indice de ramification de chaque composante irréductible du
revêtement restreint est égal à E, où

(I parcourant les paquets de coalescence des points de branchement).
On pourrait aussi chercher à faire tomber la ramification en tenant

compte d’éventuelles relations dans ro,r : par exemple un twist est trivial
si le lacet qui le définit entoure au moins r - 1 points. Ou encore, si deux

paquets de congruence sont complémentaires dans r, alors les twists associés
sont égaux (dans notre exemple, D[ci 4] = D~~2,3,5,6] )’

Cependant, une analyse de l’action de ro,r sur l’ensemble des classes
de Nielsen associées aux groupes diédraux prouve que toute autre relation

se déduit de celles citées (voir l’appendice B de [F2]). On ne peut donc
beaucoup jouer sur la ramification au moyen de relations dans ro,r. La
seule possibilité pour que le mot considéré ait une action triviale est

d’ajuster les ordres d’intersections. Il s’agit donc d’un problème de théorie
des nombres : trouver un bon choix de lieu de branchement, i.e. des nombres
dont les différences ont des ordres de congruence imposés, pour tout nombre
premier p ne divisant pas 

Soit v une mauvaise place ne divisant pas Le corollaire précédent
prouve qu’il est aisé de trouver un choix de b pour lequel v ne se ramifie
pas dans les corps des modules, alors que le lieu de branchement devient

singulier par réduction en v.

Faire disparaître la ramification en toutes les mauvaises places
ne divisant pas )G) est autrement plus difficile, car la conciliation des

contraintes imposées par chaque place nécessite la compatibilité des arbres
de coalescence de tous les premiers ne divisant pas IGI, ce qui conduit à la
résolution de systèmes d’équations diophantiennes.
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Bien sûr, dans le cas de trois points de branchement, la ramification
est automatiquement confinée aux places divisant IGI. En effet, on peut
toujours se ramener se ramener au cas où b = ( o,1, oo ) , pour lequel il

n’y a aucune coalescence (alternativement, on aurait pu remarquer que le
mapping class group de la sphère 3-pointée est trivial).

4.3.2. Le cas des groupes diédraux. - Les résultats de ce paragraphe
dépendent tous de la conjecture ABC, que nous rappelons :

CONJECTURE ABC. - Soit E &#x3E; 0. Il existe une constante positive .K(E)
telle que pour tout triplet (a, b, c) de nombres entiers non nuls, premiers
entre eux deux à deux et de somme nulle (i.e. le triplet vérifie une

relation ABC), on ait

(le radical rad(n) d’un nombre entier n est le produit de ses diviseurs
premiers)

Dans tout ce paragraphe, on suppose que la conjecture ABC est vraie.

Nous considérons les classes de Nielsen associées aux groupes
diédraux Dp, avec p premier impair, et où chaque classe de conjugaison de
l’invariant d’inertie est la classe des involutions. En particulier, le nombre
de points de branchement doit être pair. L’espace de Hurwitz générique
associé à ces invariants, noté H2r,p est une variété irréductible sur Q, et
comme le centre d’un groupe diédral Dp est trivial, les points Q-rationnels
de H2r,p induisent une réalisation du groupe Dp avec ces invariants (cf.
par exemple la proposition 2.8 de [CH]), appelée réalisation par involutions
dans [DF].

Cette étude est motivée par le résultat 5.1 de [DF], qui stipule que,
pour p &#x3E; 7, les groupes diédraux Dp ne sont pas réalisables avec quatre
points de branchement, et par la conjecture 5.2 du même article (voir plus
bas) .

DÉFINITION 4.5. - Un lieu de brancllement b E Q2r est dit admissible
s’il existe un nombre premier p pour lequel tous les corps de rationalité des

points de H2,,p au-dessus de b ne sont ramifiés qu’en 2 ou p.

4.3.2.1. Le cas de quatre points de brancllement. - La qualité d’être
admissible est invariante par transformation birationnelle, et tout lieu de
branchement rationnel est birationnellement équivalent à un 4-uplet de la
forme (0, b2, b3, 00 ), où b2 et b3 sont des entiers premiers entre eux. On se
ramène donc au cas où b = (bi, b2, b3, b4) est de ce type.
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Les seuls paquets de coalescence possibles sont les paires (bi, b2 ~,
{~1~3} ~ {~2~3}- Par exemple, supposons que q~ divise exactement b2
(q # 2, p), de sorte que w - D’ 1,2 pour le nombre premier q. Comme le
produit de deux involutions est une rotation s’il n’est pas trivial, LU agit
trivialement sur l’ensemble des classes de Nielsen (autrement dit, q ne se
ramifie pas dans les corps des modules) si et seulement si p divise .~. Imposer
que les premiers différents de 2 et de p ne se ramifient pas est donc une
condition très forte. La proposition suivante précise cette remarque.

PROPOSITION 4.6. - Tous les lieux de branchement admissibles,
sauf un nombre fini, sont birationnellement equivalents à (0, 1, 2, oo) ou à
(0, ~1, p, oo), pour un nombre premier p de Fermat ou de Mersenne.

Démonstration. Supposons que b2, b3, ou b3 - b2 possède au moins
un diviseur premier qo différent de 2 et de p. L’exposant de qo est par
hypothèse un multiple de p. La conjecture ABC, pour 6=1 par exemple,
induit l’inégalité

(où K est une constante). Cette inégalité borne donc les valeurs de p

possibles. À p fixé, elle borne aussi les valeurs possibles des premiers q où il
y a coalescence. Il n’y a donc qu’un nombre fini de tels points.

Le cas restant, où b2, b3 et b2 - b3 n’ont pas d’autres diviseurs premiers
que 2 et p, entraîne une relation du type

Si m = 1, on sait classiquement que p est un nombre de Fermat ou de
Mersenne. Si m &#x3E; 2, on a une relation de Catalan, ce qui nous laisse
comme unique choix valide p = 3, voir [Mi] (sans faire appel à la preuve de
Mihâilescu, la conjecture ABC bornait déjà l’ensemble des solutions). D

4.3.2.2. Le cas de six points de brancllement ou plus. - À la suite
de leur résultat pour quatre points de branchement, P. Dèbes et M. Fried
formulent la conjecture suivante :

CONJECTURE 4.7 (Dèbes, Fried). - Si l’on borne le nombre de points
de brancllement, on ne peut réaliser par involutions qu’un nombre fini de

groupes diédraux Dp.
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Remarque 4.8. - Comme la seule classe de conjugaison rationnelle est
la classe des involutions, et à l’aide du «branch cycle argument » (voir [Fr]),
on obtient une conjecture équivalente si l’on supprime la mention (par
involutions » .

Comme pour le cas de quatre points de branchement, on peut se
ramener à l’étude des lieux de branchement de la forme b == (bi, b2, ..., b2r)
où bl - 0  b2  ...  b2r-1  b2r - oo, et où les bi sont des entiers
premiers entre eux. On suppose maintenant que r &#x3E; 3.

La grande différence avec le cas de quatre points de branchement est
que l’on peut avoir des paquets de coalescence de cardinal impair pour un tel
lieu de branchement. Or le produit d’un nombre impair d’involutions de Dp
est une involution. Par exemple, si q est un premier pour lequel l’unique
paquet de coalescence non trivial est un triplet, alors q ne se ramifie pas
dans les corps des modules si et seulement si l’ordre de q-coalescence £q
de ce triplet est pair (Êq est égal à la valuation 0(t) de l’unique arête t de
l’arbre de coalescence associé à q). Lorsque Êq = 2, la conjecture ABC ne
permet donc pas de répondre de manière aussi lapidaire que pour le cas de
quatre points de branchement.

Toutefois, la proposition 4.10 suivant cette définition étend la

proposition 4.6 :

DÉFINITION 4.9. - Soit P un ensemble fini de nombres premiers,
contenant 2. Un p-nombre est un nombre dont les diviseurs premiers
appartiennent à P. Par convention, oc est un P-nombre.

Le produit d’un P’-nombre et d’une puissance p-ième, où p est un
nombre premier et P’ = P U p, est appelé un (P + 1)-nombre.

Ces définitions s’étendent naturellement à des uplets de nombres.

PROPOSITION 4.10. - Soit P un ensemble fini de nombres premiers,
contenant 2. Alors l’ensemble des (P + 1)-lieux de branchement admissibles
est fini.

Avant de prouver ce résultat, on énonce un lemme préliminaire
très simple, auquel on fera référence plusieurs fois dans la preuve de la

proposition :

LEMME 4.11. - Soit P’ un ensemble fini de nombres premiers. Alors
il y a un nombre fini de triplets de P’ -nombres a, b, c de somme nulle,
premiers entre eux. L’ensemble des P’-lieux de branchement admissibles
est fini.
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Démonstration. - Les radicaux des trois nombres a, b et c sont bornés.
La conjecture ABC (pour 6=1 par exemple) majore donc max(lal, IcI).

Pour la seconde assertion, on se ramène au cas où le r-uplet est
rangé par ordre croissant et où il commence par 0. Lorsque l’on a trois
coordonnées bi,bj et bk, différentes de oo, on a la relation ABC suivante
(entre trois P’-nombres)

Chacun de ces triplets vérifie donc une relation ABC, à prendre dans
un ensemble fini, d’après la première partie du lemme. Pour r fixé, la donnée
de ces relations ABC détermine le r-uplet (car les nombres sont premiers
entre eux) et le choix de r-uplets de P’-nombres premiers entre eux est donc
fini. En outre, si r est assez grand, il existe deux points de branchement
distincts bi et bj, qui donnent la même relation ABC avec bi = 0 et 
ce qui conduit au fait, écarté par hypothèse, que bi = bj. D

Démonstration de la proposition 4.10. D’après le lemme précédent,
il n’y a qu’un nombre fini de lieux de branchement universels (i.e. valables
quelque soit p).

Fixons un nombre premier p. Comme pour le cas de quatre points
de branchement, l’ensemble des premiers qui apparaissent comme des

puissances p-ièmes est fini. Le lemme précédent permet donc d’affirmer qu’il
n’existe qu’un nombre fini de (P + 1)-lieux de branchement admissibles.

Prouvons maintenant qu’il n’y a qu’un nombre fini de premiers p
possibles pour les lieux de branchement non universels, ce qui concluera la
preuve. Nous séparons la preuve en plusieurs cas :

. Cas 1 : .’ il apparaît dans b une puissance p-ième au rrtoins. La

conjecture ABC prouve que seul un nombre fini de nombres premiers
p conviennent, exactement comme dans le cas de quatre points de

branchement.

. Cas 2 : .’ il n’apparaît pas de puissance p-ième. En particulier, tout
paquet de coalescence est de cardinal impair, sauf peut-être pour 2 et p.

&#x3E; Cas 2. 1 : deux points de branchement bi et bj sont congrus modulo p2.
Soit bk un point de branchement (fini) non congru à bi modulo p. Alors la
conjecture ABC avec E = 2 pour ce triplet limite encore p :

où est une constante (dépendant de P).
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[&#x3E; Cas 2.2 : chaque fois que deux points de branchement bi et bj sont
congrus modulo p, alors p divise exactement bi - bj. Lorsque trois points
de branchement sont dans un même paquet ou dans trois paquets distincts
de p-coalescence, alors la relation ABC obtenue pour ces trois points fait
intervenir des P-nombres. On a donc un choix fini de possibilités pour ces
relations ABC. Ceci limite le nombre possible de points de branchement.
Fixons donc un nombre 2r de points de branchement, et donnons-nous une
relation ABC pour chacun des triplets de points de branchement de ce
type, et montrons que seul un nombre fini de (P + 1 )-lieux de branchement
admissibles les respectent.

DD Cas 2.2.1 : il existe au moins trois paquets de congruence modulo p.
On montre que dans ce cas, si bi et bj ne sont pas congrus modulo p, alors
bi - bj est connu, ce qui détermine bien sûr p. Tout d’abord, il existe un

point de branchement bk tel que vq (bi - bj) = vq (bi - bk) = bk) = 
En effet, si tel n’était pas le cas, l’ensemble des points de branchement
congrus à bi modulo q~, se séparerait en deux ensembles de congruence
modulo Ceci contredit le fait que tout paquet de qn-congruence
(n &#x3E; 1) est de cardinal impair. Il existe au moins un point de branchement
fini bÊ, non q-congru à bi. Si bÊ n’est pas p-congru à au moins deux des trois
points de branchement bi, bj, bk, mettons à bi et bj, alors la relation ABC
pour donne Rq. Sinon, on peut supposer, par exemple, que bi, bj
et bk sont p-congrus, et la relation ABC pour ce triplet donne encore Rq.

» Cas 2.2.2 : les points de branchement finis donnent exactement
deux paquets modulo p. On note par A, celui associé à bl (= 0) et A2 l’autre.

Remarquons tout d’abord que si A2 est réduit à un singleton ou à une
paire, on a un choix fini pour ces points de branchement (comme pour le
cas 2.2.1, on montre que la différence de deux points de branchement non

congrus modulo p est connue).
On est ramené à la situation où A1 et A2 contiennent au moins trois

éléments. Comme l’union de ces ensembles disjoints est de cardinal impair,
on peut toujours supposer que A2 comporte au moins quatre éléments.
Nous allons montrer que l’on a toujours une équation du type

où ce, B, -y sont des P-nombres premiers entre eux. Cette équation force
(3 + ’Y ou (3 - ’Y à être un P-nombre, et limite donc les choix de (3 et de q
d’après le lemme, ce qui à son tour borne les valeurs possibles de p.
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Soit P (resp. I) l’ensemble des nombres pairs (resp. impairs). On dit
qu’un point de branchement est de type (Al, P) s’il appartient à A1 n P.
De même, on définit les types (Al, I), (A2, P), (A2, I). On dit que les deux
types (Ai, P) et (A2, I) d’une part, et (A1, I) et (A2, P) d’autre part, sont
opposés.

Le point clé est le suivant :

FAIT. - S’il existe deux points de branchement de même type et tous
deux supérieurs (ou inférieurs) à un point de branchement de type opposé,
alors on a une équation de la forme annoncée.

On montre par l’absurde que l’on a toujours une telle configuration.
On suppose donc qu’aucun triplet ne donne cette configuration. On a bien
sûr b1 E n P. Par conséquent, au plus un point de branchement est de

type (A2, I). Comme IA212 4, au moins trois points sont de type (A2, P),
donc aucun point n’est de type Comme 3, au moins trois

points sont de type (Ai, P), donc aucun n’est de type (A2, I ) . Tous les
points de branchement finis sont donc pairs, ce qui est absurde. 0
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