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SUR LES INVARIANTS DES PINCEAUX
DE FORMES QUINTIQUES BINAIRES

par Matthias MEULIEN

Introduction.

Dans le présent article, nous nous intéressons aux invariants des
pinceaux de formes quintiques binaires sous ’action naturelle du groupe
SL2. On note S, le SLy-module irréductible HO(Op, (n)).

Un résultat classique affirme que la Grassmannienne G2(Sg4) des
pinceaux de formes binaires de degré d est birationnellement équivalente —
la correspondance étant SLy-équivariante — & ’espace projectif P(Sqq—2)
[Tra88]. Lorsque d = 5, ceci suggere de comparer I’algébre des invariants
des pinceaux de formes quintiques binaires avec ’algébre des invariants
d’une forme octique binaire.

Il est bien connu que la dimension projective de 'algebre des inva-
riants d’une forme binaire de degré d croit de maniére spectaculaire avec d :
les cas décrits par les géometres du X1x° siécle (1 < d < 6) correspondant 3
des algebres de polynomes ou des hypersurfaces; le cas de 'octique (d = 8)
correspondant a une algebre de Gorenstein de codimension 3 [Pop92].

L’algebre S'(Sg)SL? a été décrite en 1967 par T. Shioda [Shi67]. Il
s’agit du quotient de 1’algebre de polynémes R = C[zs, x3, 24, T5, T, L7, Ts,
Tg, T10} (le degré d’une indéterminée est donné par son indice) par I’idéal
Mots-clés : Théorie géométrique des invariants — Formes quintiques binaires — Quintiques

rationnelles gauches — Séries de Poincaré — Anneaux de Gorenstein.
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22 MATTHIAS MEULIEN

des Pfaffiens d’ordre 4 d’une matrice M alternée 5 x 5. T. Shioda iden-
tifie, au moyen des «séries de Gordan» [GrYO03], une famille minimale
de générateurs homogeénes ainsi que la matrice M, rendant explicite la
résolution projective minimale du R-module S'(Sg)SLz.

Nous donnons de l’algébre des invariants des pinceaux de formes
quintiques binaires une description analogue & celle obtenue par T. Shioda
pour S.(Sg)S'2, & ceci prés que nous n’avons pas identifié la matrice
donnant les syzygies (théorémes 2.2.7 et 2.2.9).

Voici maintenant comment procéde cet article. Au §1.1 on étudie la
stabilité sur la Grassmannienne. Pour cela on emprunte une piste inaugurée
par J.-L. Verdier [Ver88] : le Wronskien, défini au moyen de I'unique appli-
cation SLo-linéaire non nulle /\de — Sk(d—k+1), est un morphisme plat
et fini de la Grassmannienne G (Sy) vers P(Si(g_x+1)). Par conséquent
I'instabilité d’un k-plan est équivalente & ’instabilité d’une forme binaire,
pour laquelle on dispose du critére de Hilbert (théoréme 1.1.4). En parti-
culier un pinceau de formes quintiques binaires est instable si et seulement
si son Wronskien (ou Jacobien) est une octique binaire instable, c’est-a-dire
possede une racine de multiplicité > 4.

Au passage on obtient une propriété remarquable du pléthysme
S(mn)(84,1) : il est symétrique en d et n (proposition 1.1.5). Comme cette
propriété n’est pas utile pour la suite du travail, la démonstration n’est
donnée qu’au §3; elle repose sur un calcul de séries hypergéométriques et
le g-analogue de la formule de Saalschiitz.

Au §1.2 on étend la formule de Springer donnant la série de Poincaré
de 'algebre graduée des invariants d’une forme binaire de degré d sous
’action naturelle du groupe SLy [Spr80]. Il s’agit de donner une expression
rationnelle de la série de Poincaré de 1'algébre graduée des invariants de la
Grassmannienne G(S;) (théoréme 1.2.1).

La suite de Particle est consacrée & I’étude de 1’algebre graduée BSL2
des invariants des pinceaux de formes quintiques binaires (k = 2 et d = 5).
La série de Poincaré de BSL2 est égale 3
) 1+254 284274212
(1-2)1—-22)(1-2%"(1-2%)(1-25)

Le point clé de notre étude conmsiste & identifier un systéme de
parameétres homogenes de BSL2 des degrés 1, 2, 3, 3, 4 et 5 suggérés par
le dénominateur de la fraction (1). Le §2.1 rassemble quelques énoncés
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INVARIANTS DES PINCEAUX DE FORMES QUINTIQUES BINAIRES 23

de nature géométrique portant sur les covariants d’ordre 4. Ces résultats
permettent d’identifier les orbites de G2(Ss) annulant les invariants non
constants de degré < 4 (proposition 2.2.1). A ce stade, Iidentification du
systeme de parametres homogenes résulte de la description des composantes
homogenes de BSL2 en degré < 4 (proposition 2.2.5).

L’expression (1) exprime donc que BS%? est un module libre de rang
5 sur le sous-anneau P engendré par les parametres identifiés. Puisque
BSL2 est une algebre graduée de Gorenstein, on obtient facilement que la
P-algebre BS2 est engendrée par trois éléments : BSL2 est le quotient
de lalgebre de polynémes C[z1, z2, T3, 5, 4, 5, T, L6, T7] par un idéal de
hauteur 3. En conséquence, le théoréme de structure de D. Buchsbaum
et D. Eisenbud [BuE77] s’applique (théoréme 2.2.7). Pour finir, un calcul
permet de compléter le systéme de parameétres en une famille génératrice
minimale (théoréme 2.2.9).

Au cours de ce travail j’ai pu compter sur les lumiéres de Laurent
Gruson : qu’il en soit remercié cordialement. Merci également & Thierry
Levasseur dont la relecture fut un modele de finesse et de tact.

Conventions et notations.

Dans tout le texte, le corps de base est C. On note P; =Proj(C[X, Y]),
et, pour n € N, S,, = H%(Op,(n)); le groupe SLy des matrices carrées
de dimension 2 et de déterminant 1 opere naturellement sur P; et sur S,
(n € N). Pour toute algebre A = @504, graduée de type N, nous noterons
A+ l’1déal ®n>0An‘

Mise au point sur la dualité.

On fixe une fois pour toutes une forme volume sur S;. Ce choix permet
d’identifier S; et son dual, puis S,, et son dual; ceci de maniére SLo-
linéaire. On dispose donc, pour tout n € N, d’une application bilinéaire non
dégénérée qui est symétrique ou alternée selon la parité de n. Lorsque les
calculs rendent nécessaire I'introduction d’une base de S1, nous la noterons
(z,y) et nous la choisirons de volume un.
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24 MATTHIAS MEULIEN

Formule de Clebsch-Gordan.

Le SLs-module S,, est irréductible, et tout SLo-module irréductible
est isomorphe & un tel module. Le SLo-module S,, ® S, s’identifie &

min(m,n

)
@ Sm+n—2k .
k=0

Cette identification peut étre réalisée au moyen des applications SLs-
linéaires
Sm ® Sn ‘T_k’ m+n—2k,

définies par

(=Rl (=R, K\ 9w kv
Te(u@v) = m! n! ?;0( 1 i) Oxiyk—i Ggk—iyi ’

on appelle 7,(u ® v) le transvectant d’ordre k de u et v. Notons que
Tm: Sm ® S;n — So est la forme bilinéaire déja mentionnée, 79: S,, ® S,, —
Sim+n est la multiplication, et 7,:S,, ® S, — Spm—n (m > n) induit
Papplication transposée de la multiplication

V(u,v,w) € Sp—pn X Sp X Sy T (W0, W) = Tr—n (U, Tn (v, w)).

Pour f € S,, (n > 2), on note hy le Hessien 2(f, f) de f; c’est une forme
binaire de degré 2n — 4.

Systémes de paramétres et stabilité.

Considérons A une algébre de type fini qui est un SLgp-module
rationnel. Comme le groupe SL est réductif, ’algebre ASL2 est de type fini.
En particulier elle posséde des systémes de parameétres. Supposons, de plus,
A graduée de dimension n. Une famille (fy,. .., f,) d’invariants homogenes
est un systéme de parameétres si et seulement si le fermé de Spec(A) défini
par (fi,...,fn) est le fermé défini par I'idéal Af_L"’A de A. Ce fermé est
le fermé des points instables. Dans le complémentaire, les points sont dits
semi-stables; un point semi-stable est dit stable si son orbite est fermée et
son sous-groupe d’isotropie est fini.

Pour les formes binaires de degré n, on dispose du critére de Hilbert :
f € S, est stable (resp. semi-stable) si et seulement si toutes ses racines
homogenes sont de multiplicité < n/2 (resp. < n/2).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Invariants des formes quartiques binaires.

L’algebre S'(S4)SL2 des invariants d’une forme quartique binaire est
une algebre de polynémes engendrée par deux invariants de degré 2 et 3 :
par exemple, les invariants gp et gs définis, pour f € Sy, par go(f) =
2(f, f) et gs(f) = 72(hy, f). Notons que g est la forme quadratique
associée au produit scalaire invariant sur Sy.

Quintiques rationnelles gauches.

Un pinceau U de formes quintiques binaires est un sous-espace
vectoriel de dimension 2 de S;. L’orthogonal U° est de dimension 4, et
s’interpréte comme une série linéaire de dimension 3 et degré 5 sur P;.
D’ot un morphisme P; — Pj3 lorsque U° est sans point de base, ou, de
maniere équivalente, si U° n’est contenu dans aucun hyperplan osculateur a
Cs, la quintique rationnelle normale de P(Ss5), ou encore, si U ne rencontre
pas Cs; dans ce cas, on notera Cy la quintique rationnelle gauche image. Ce
morphisme est un plongement si U ne rencontre pas le lieu des bisécantes
a Cs.

1. Généralités sur les séries linéaires sur P;.

1.1. Etude de la stabilité.

Morphisme Wronskien.

Soit w 'unique (& homothétie preés) application SLy-linéaire de /\de
sur Sy(4—+1)- L'image par w d’un k-vecteur décomposable fo A--- A fr_1
est proportionnelle au déterminant de la matrice suivante :

ak—lf.
® (=),
Ozigyr-1 0<i,j<k—1

Remarque 1.1.1. — Lorsque k = 2 on reconnait 'application linéaire
obtenue en factorisant le Jacobien 71: S4®8S4 — So4_2 par S4®Sy — /\ZSd.

LEMME 1.1.2. — Soit fg A--- A fr—1 un k-vecteur non nul décom-
posable. Supposons les vecteurs fo,..., fx—1 choisis de sorte que la suite
(ord(o.1)(fi))icfo,k—1) des multiplicités de la racine homogéne (0:1) soit

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



26 MATTHIAS MEULIEN

strictement décroissante. Alors la multiplicité de cette racine dans w(fy A
-+ A fr—1) est égale &

k—1
Z(Ord(m)(fi) —1i).
i=0

En particulier w(fo A -+ A fr—1) n’est pas nul.

Démonstration. — Posons m; = ord(.1)(f) et m = (mo, ..., mp_1).
Visiblement la multiplicité de la racine homogene (0: 1) dans le déterminant
de la matrice (2) est supérieure &

ko
—

(mi - ’L)

i
)

Notons £ cet entier. Le coefficient du monéme zfy*(@—5+1)~¢ dans w(fy A
-++ A frx—1) est un multiple non nul du produit

1. (k —1)! det ((n;i))osi,jék—l .

11 suffit donc de montrer que le déterminant n’est pas nul. Or il est égal
au déterminant de Vandermonde de mg, mq,...,mx_1, €t ces entiers sont
supposés distincts. O

L’application w ne s’annule pas sur les k-vecteurs décomposables
(lemme 1.1.2), et par conséquent définit un morphisme — le Wronskien —
de la Grassmannienne G(S4) dans l'espace projectif P(Sga—k+1)). Ce
morphisme (encore noté w) est SLg-équivariant. On désigne par A lalgébre
de polyndémes S'(Sy(4—r+1)), et B l'algébre du cone de la Grassmannienne
Gr(Sq)-

LEMME 1.1.3. Le morphisme w: G(Sq) — P(Ska—k+1)) est
plat et fini. Son degré est le degré du plongement de Pliicker; pour k = 2,
ce degré est égal au nombre de Catalan (2d — 2)!/d!(d — 1)!.

Démonstration. — Observons que A est une algébre de polynémes
de dimension k(d — k + 1) + 1 et B une algébre de Cohen-Macaulay
de méme dimension. Par ailleurs le morphisme w induit un morphisme
Spec(B) — Spec(A) dont le lieu d’annulation est le fermé défini par I'idéal
A, B de B; ce fermé est un singleton (lemme 1.1.2) donc le quotient B/A, B
est de longueur finie. En conséquence, le A-module gradué B est de type
fini (lemme de Nakayama gradué) et libre [Bou98, chapitre X, §4, n°l,
corollaire 4 de la proposition 3]. O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME 1.1.4. — Soit U € G(S,). Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) le point U est stable (resp. semi-stable);
(ii) le Wronskien w(U) € P(Sk(a—k+1)) est stable (resp. semi-stable);

(i) w(U) n’a pas de racine de multiplicité > k(d — k + 1)/2
(resp. > k(d — k+1)/2).

Démonstration. — Comme le morphisme w: Gx(S4) — P(Sk(a—k+1))
est fini (lemme 1.1.3) et SLy-équivariant, les lieux stable ou semi-stable sont
les images réciproques des lieux correspondants sur P(Sy(g—x+1)) [Mum65,
théoreme 1.19] d’ou P’équivalence (i)<>(ii). Pour obtenir (ii)<>(iii), il suf-
fit d’écrire le critére numérique de stabilité pour le Wronskien : les
formes binaires de degré k(d — k + 1) stables (resp. semi-stables) sont
celles dont les racines ont toutes une multiplicité < k(d — k + 1)/2
(resp. < k(d — k + 1)/2) [Mum65, proposition 4.1]. O

Loi de réciprocité.

L’algebre quotient B/A. B est naturellement munie d’une action du
groupe SL,. Le probleme de sa décomposition en SLo-modules irréductibles
semble ouvert en général. Toutefoislorsque k£ = 2 on a, pour tout n, 'égalité
suivante (cf. §3 pour une preuve) :

3) (B/A4B)n = 8™ (S4_1_p).

Par ailleurs I’algébre B/A B est un anneau artinien de Gorenstein.
Il s’agit également d’une algebre graduée de type N dont le socle est la
composante homogene de degré d — 2 (il est connu que Qp = B(—d — 1),
et 4 = A(l — 2d) puisque A est une algébre de polynémes en 2d — 1
indéterminées). On obtient 1'’énoncé suivant, en identifiant les SLo-modules
(B/A+B), et (B/A4+B)4—2-rn [Bou98, chapitre X, §3, exercice 5].

ProOPOSITION 1.1.5. — Quels que soient les entiers d et n, le
pléthysme S(™™(S;,,) est symétrique en d et n : les SLy-modules
S("’")(S,,H_l) et S(d’d)(SnH) sont isomorphes.

Remarque 1.1.6. — L. Manivel a étendu cet énoncé au moyen de
la combinatoire des tableaux de Young : le pléthysme S("k)(Sd_Hc_l) est
symétrique en d, k et n [Man02]. Il serait intéressant d’en avoir une
démonstration plus géométrique.

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



28 MATTHIAS MEULIEN

Nombres de lacunes.

Rappelons brievement la classique caractérisation des points
d’inflexion d’une série linéaire au moyen du Wronskien. Elle sera utile
dans ’étude des pinceaux de formes quintiques binaires.

Soit U € Gg(Sq4) que I'on interpréte comme une série linéaire de
dimension (projective) k — 1 et degré d sur P;. Pour P P; et n € N, on
définit le sous-espace vectoriel U(—n - P) de U par {f € U | ordp(f) > n};
la suite décroissante (U(—n - P)),cN est stationnaire. Le point P est un
point d’inflexion de U si la suite croissante (ng,...,ng—1) des entiers tels
que U(—n - P) #U(—(n—1)- P) et la suite (1,2, ..., k) sont distinctes; les
entiers ng, ..., ni—1 sont les nombres de lacunes de U en P.

LEMME 1.1.7. — Soient U € Gg(S4), P € P;. Le point P est
un point d’inflexion de la série linéaire définie par U si et seulement si
ordp(w(U)) > 0.

Démonstration. — Considérons une base (fo,. .., fr—1) subordonnée
au drapeau U D U(—ng - P) D --- D U(—ng-1 - P) osculateur en P;
autrement dit n;, = ordp(f;) + 1. On a ordp(w(fo A -+ A fxk—1)) =
Efﬂ(ni_l — 1) (lemme 1.1.2) dont le membre de droite est nul si et
seulement si on a 1’égalité (ng,...,ng—1) = (1,...,k). O

1.2. Série de Poincaré.

Il s’agit ici de donner une expression rationnelle de la série de Poincaré
H pst2 (z) de 'algebre graduée BSL2. Pour de petites valeurs de k et d, cette
expression est accessible au calcul.

Rappelons que B désigne Palgebre du cone de la Grassmannienne
G (Sg). 1l s’agit d'un SLy-module gradué de type N, et B, = S™*(S,) ou
A = (1% 04-k+1) désigne la partition de k qui est de longueur d+1 et a une
seule colonne. Soit m la forme linéaire, sur les suites finies de longueur d+1,
définie par la matrice ligne (d d—2 ... —d). Pour ¢ € G441, on note o-m
la forme linéaire définie en permutant les colonnes de cette matrice, et €(o)
la signature de o. Enfin, pour n € Z et X une indéterminée, on introduit la
trace Tro x1/n),¢(x) de Pextension finie de corps C(X) — C(X 1/7) induite
par Videntité.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME 1.2.1. —  Avec les notations du paragraphe précédent,
ona:

€§\og
(4) Hpst(2) = Z G—(T;)}—) Tre(-1/tmny/C(z)
0’66d+1 ’
{o-m,\) <0 ( (252 _ 1)z(a-m,6) )

v(24, 2472 ... z79)

ou § = (d,d-1,...,0), et v(2%,2%72,...,279) est le déterminant de

Vandermonde de 2%, 2942,..., 279,

Indiquons tout de suite quelques conséquences de ce théoreme. Les
deux premiers exemples étaient connus des géometres du Xix® siecle [Sal90].

Exemple 1.2.2. — Le calcul montre que la série de Poincaré de I’alge-
bre des invariants des pinceaux de formes cubiques binaires (k =2 et d = 3)

est égale a :
1

(1-2)(1-2%)"

Le transvectant 73 induit un invariant de degré un. Les invariants g5 et g3
du Wronskien w = 71 conduisent a des invariants de degré 2 et 3. La série
de Poincaré indique que ’espace vectoriel st1‘2 est de dimension un; par
conséquent go(w) et 7'9? sont proportionnels. Comme g et gz engendrent
lalgebre des invariants d’une quartique, ’annulation de 73 et g3(w) entraine
Pinstabilité de w, donc caractérise l'instabilité sur la Grassmannienne
G2(S3) (théoréme 1.1.4). Ces deux invariants forment donc un systéme
de paramétres homogenes de I’algebre BSL2. Par conséquent cette algebre
est une algébre de polynomes de dimension 2

Exemple 1.2.3. — Le cas des pinceaux de formes quartiques binaires
(k = 2 et d = 4) est plus intéressant : 1'algébre des invariants est une
hypersurface. La série de Poincaré de cette algebre est égale & (on commence
par donner la forme irréductible) :

1—2%426 _ 14 2°
A-2R(A-A -2 (1= -1~ 2)
On peut montrer que la derniére expression est représentative : ’algebre
des invariants des pinceaux de formes quartiques binaires est de rang 2

(engendrée par 1 et un invariant homogéne de degré 9) sur une sous-algébre
de polynémes & 4 générateurs de degrés 2 (deux fois), 4 et 6 [Meu03].

Exemple 1.2.4. — La série de Poincaré de I’algebre des invariants

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



30 MATTHIAS MEULIEN

des pinceaux de formes quintiques binaires (k = 2 et d = 5) est égale & :
%) 14254254 27 4 212
(1-2)1—22)(1 - 2%)2(1 - 24)(1 - 2%)

Nous verrons que cette expression est représentative (théoréme 2.2.7).

Exemple 1.2.5. — Pour la série de Poincaré des pinceaux de formes
sextiques binaires (k = 2 et d = 6), on trouve :
M(z)

(1-22)3(1-23)2(1—24)(1—25)(1—28) N
_ M(2)
(1—22)3(1—2%)(1—25)(1—25)2(1—28)

ou :
M(z)=1-222+52*+2° 41825+ 102" + 28 2%
+162° + 3821 + 152! + 38212 + 16213
42821 +1021° + 18216 + 217 + 5218 — 2219 4 222,
M(z) = 1452 +2° + 1525 + 2027 + 30 28 + 50 2° + 63 2°
+ 722" + 88212 4 102 212 4 102 21° + 88 216 4 72 217
+ 632" +5021% 430220 4+ 2027 + 1522 + 2% + 522 4 %8,

Exemple 1.2.6. — Terminons cette énumération avec la série de
Poincaré de Dalgebre des invariants des réseaux de quintiques binaires
(k=3etd=5):

N(z) _ N(2)
(1-22)(1-2%)2(1-25)(1—28)2(1—210)  (1—24)3(1—25)(1—28)2(1—210)
ou :

N(E)=1-22+721+625+452% +522'° + 13622
+ 147 21 + 231 216 + 197 2" + 231 2% + 147 222
+13622% + 52226 445228 1 6230 4 7232 — 34 4 236
N(z) =1+ 62*+ 1325 + 5128 + 97210 4 188 212
+2832' + 378 2% + 428 28 + 428 270 + 378 222 + 283 2%
+1882%% + 97228 + 51230 +132%% +62% + 2%

En vue de démontrer le théoréme, on introduit la notion de caractére
formel. Soient M un C-espace vectoriel gradué de type N¢, et (2;)1<ice
une famille d’indéterminées sur C. Supposons dim¢(M,) < oo pour tout

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INVARIANTS DES PINCEAUX DE FORMES QUINTIQUES BINAIRES 31

o € N®, et M muni d’une action du groupe SL2 qui préserve la graduation.
Dans ces conditions, on dit que M est un SLy-module gradué et on définit
le caractére formel Hps(z) de M par la série formelle :
D ch(Ma) 2* € C(t)[[2]]
[e4
ou ch(M,) € C(t) désigne le caractére du SLo-module M, (relativement
au tore maximal des matrices diagonales) et z* le monéme [], 2;*.

Exemple 1.2.7. — Si l'action de SLo sur M est triviale, alors
ch(M,) = dimg(My) et Hum(z) € C[[2]] est la série de Poincaré de M.

Exemple 1.2.8. — Supposons M gradué de type N et notons C' le
SLo-module bigradué des covariants de M ; par définition,

C =P (Sm®M,)52 ;
m,n

et les éléments non nuls de Cy, ,, sont les covariants d’ordre m et de degré n
de M. Comme P’action de SLy est triviale sur C, la série H (¢, 2) est la série
de Poincaré de C' (exemple 1.2.7). En particulier le terme constant en ¢ est
la série de Poincaré H s, (2) de Pespace vectoriel gradué des invariants
de M.

On peut également lier les caracteéres formels H¢ (¢, 2) et Har(z). Dans
C(¢)[[#]], on a les égalités :

Hm(z) = Z ch(M,) z"

=3 (Z dimg (Sm ® M,,)ST2 ch(Sm)> 2",
dots :
(t—t ) Hu(z) =tHc(t, 2) -t He(t ™, 2),

puisque le caractére du SLy-module S,, est égal & (™1 —¢t—™~1) /(t—t71).

LEMME 1.2.9. — Ona:

(6) Ha(2) =v(t% "%, 7)™ N €(o)
0€64q,

ot § = (d,d —1,...,0), et v(t4,t¥2...t~%) est le déterminant de

Vandermonde de t%,t472, ... t~¢.

t(a~m,5)

1 — tlomA)y

Pour z € C— {0} de module < 1, I'ensemble des péles non nuls de la
fraction rationnelle Hg(z) € C(t) est contenu dans :

{t() eC | do € 6d+1, ta(avm,)\) -z = O}
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Démonstration. — Commencons par écrire la formule de Weyl pour
le caractére du GL(S4)-module B,, = S™(S,) :

to
. - S4nA S+ni
(7) Tan( .- >=v(t0,...,td) Y e(a)tf,(g)" )0‘“t§r(-(|i')n Ja .
ta 0€Gq41

on en déduit le caractere du SLy-module B, :
(8) ch(B,) = v(t?,...,t7) ™1 Y e(o)tlomA(lom Ay,
U€6d+1
La série formelle Hp(z) = >, ch(B,)z" est donc une somme de séries
géométriques et est égale a la fraction rationnelle :

d ,d—2 —dy—1 tlom)
(%74t Z (o)

1 — flom) 5~
0€6d+1 t z

Fixons z € C — {0} de module < 1 et examinons les éventuels
poles de t — Hp(z). Dans l'expression (7), le Vandermonde divise la
somme qui le suit car elle est alternée; par conséquent le Vandermonde
v(td,td_2, . ,t’d) ne contribue pas aux poéles de la fraction rationnelle
Hp(2) € C(t, 2). Pour 0 € G411, les poles de t{7™9) /(1 — £{7™X) 2 sont
des puissances fractionnaires de z et éventuellement 0; d’ou le lemme. 0O

Démonstration du théoréme 1.2.1. — Fixons z € C—{0} de module
< 1. La fraction rationnelle (¢t — t~!) Hp(2) n’a pas de pole sur le cercle
unité (lemme 1.2.9), et Hpst,(2) est égal au coefficient de —t~1 dans le
développement en série de Laurent de (¢ —¢~1) Hp(z) (exemple 1.2.8). Soit
P I'ensemble des péles de (¢t —t~) H(z) qui sont intérieurs au cercle unité
et non nuls; on a :

P={to€C|I0 € Ggy1, (0-mA) <0 et t5"™ _ 2 =0}

D’apres le théoreéme des résidus,

Hpsia(2) = — /|t K — ) Hp(2) dt

= 27i
d 4d—2 —d\—1 t(o-m.9)
=—ZResto<v(t,t ooy 79 Z E(U)m)
to€P c€6q41

+Reso((t — ™) Hp(2)).
Pour prouver le théoréme, il suffit de démontrer que le résidu en zéro est
nul.

Ona (t —t 1) He(2) = tHc(t, 2) —t P Ho(t™, 2) (exemple 1.2.8).
La fraction rationnelle ¢ H¢ (¢, z) ne contribue pas au résidu en 0 car elle n’a
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pas de péle en zéro (exemple 1.2.7). Etudions maintenant la contribution
de t7! Hc(t71, 2). Par définition du résidu en +oo,

Reso(t™' He(t™',2)) = Res oo (_2_7'%%_))

= —Res 1o (L He(t, 2)).

1l suffit de démontrer que le degré de ! Ho(t, 2) est < —2 puisque, dans
ce cas, +00 n’est pas un pole de t 7' Ho(t, 2) et Res yoo(t™ He (2, 2)) est
nul.

Pour terminer la démonstration du théoreme, montrons que le degré
ent de He(t, z) est < —1. Désormais on ne considere plus que la graduation
de C par l'ordre des covariants : on oublie la graduation par le degré des
covariants (exemple 1.2.8). L’algebre C = (B ® S'(S1))5%2 est factorielle
et Cohen-Macaulay [Bou87]; c’est donc un anneau de Gorenstein. Par
conséquent le degré de la série de Poincaré Hc(t) est égal au degré du
module dualisant ¢. Le lemme suivant permet de calculer ce degré.

LEMME 1.2.10. — Soit G un groupe algébrique affine, réductif
et connexe; soit R une algébre graduée de type fini, Cohen-Macaulay et
intégralement close. On suppose R munie d’une coaction de G compatible
avec la graduation. Soient X = Spec(R), Y = Spec(R¢) et m: X — Y le
morphisme quotient. Notons X*® I'ouvert des points stables de X, et X! le
plus grand ouvert de X sur lequel Paction de G est libre. On suppose les
compléments de X* et X' dans X de codimension > 2. Alors on a D’égalité
de Ox-modules gradués :

N*Qy = Qx.

Démonstration. — L’hypothese Cohen-Macaulay assure l’existence
des modules dualisants [Bou98, chapitre X, §9, n°3, corollaire 2 de la
proposition 6]. D’autre part, les Oy-modules gradués cohérents (m,.Qx)®
et Qy sont égaux [Kno89, Satz 5.

Sur 'ouvert X' le morphisme 7 est fidelement plat [Mum65, proposi-
tion 0.9]. Par conséquent la donnée d'un O x:-module cohérent muni d’une
G-linéarisation est équivalente a celle d’'un Oyi-module cohérent, les iden-
tifications se faisant par les foncteurs F — (m,F)% et 7*.

Comme Qx est G-linéarisé, les Ox-modules inversibles 7*Qy et Qx
coincident sur Pouvert X! N X*. Mais le complément de cet ouvert est de
codimension 2 et le schéma X est normal : Qx et 7*Qy sont égaux. a
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Vérifions les hypotheses de ce lemme lorsque G = SL; et R = B ®
S'(S1). Comme B ® S'(S;) est factorielle, c’est une algebre intégralement
close; par ailleurs, elle a bien la propriété de Cohen-Macaulay. Les lieux non
stable et non libre de Spec(B®S'(S1)) = Spec(B) x S; sont en codimension
> 2 si et seulement si c’est le cas des lieux analogues sur Syg_k+1) X Si
puisque le Wronskien induit un morphisme fini :

Spec(B) X Sl w_x_xgi Sk(d—k+1) X Sl.
Composons avec la projection de Sig—g41) X S1 sur Sgg_k41); lorsque
k(d — k + 1) > 4, le lieu non stable de Sy(4_j1) est bien en codimension
supérieure a 2 (critere de Hilbert) et le lieu non libre aussi (sur le lieu stable,
«libre» signifie « ensemblistement libre» puisque action est propre).

Comme ’algeébre B ® S'(S;) est engendrée sur B (qui est en degré
0) par deux éléments de degré 1, Qpgs-(s,) est de degré —2; le lemme
montre que c’est aussi le degré de Q¢. Ainsi le degré en t de Hc(t, 2) est
< —1, et le théoréme est démontré lorsque k(d —k+1) > 4. Pour traiter les
quelques cas restants, il suffit de calculer Hp(z) & I'aide de la formule (6),
et d’observer que le résidu en 0 est nul. O

Exemple 1.2.11. Soient e € N. La série de Poincaré Hc, .(z) de
P’espace vectoriel gradué des covariants d’ordre e de Palgébre B est égale
au coefficient de —¢~°~! dans le développement en série de Laurent de
t— (t —t1)Hp(z) (exemple 1.2.8). On a donc :

_ e -1
He., (2) = 21 Jyyy t(t -t ) Hp(z) dt.
Et on dispose, pour Hc, .(z), d’'une formule analogue & celle du théoréme
a condition de démontrer que le résidu en zéro de t¢(t —t~!) Hp(2) est nul.
Orona:

te(t —t ) Hp(2) =t Ho(t, 2) — t 7T He (T 2).
Visiblement le premier terme du second membre n’a pas de péle en zéro.
Ensuite on a, par définition du résidu en +oo,

Reso(t* P He(t™1, 2)) = — Res yoo (t 77 Helt, 2)),

et le membre de droite est nul puisque ¢~ H(t, 2) est de degré < —2.

Cette observation permet de calculer la série de Poincaré de 'espace
vectoriel gradué des covariants d’ordre 4 d’un pinceau de quintiques bi-
naires :

2+ 22+ 24+ 285+ 27
(1-2)2(1-2%)(1-2%)%(1-2%)

= 2+3 2246 23413 2424 25441 2540 (7).
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2. Cas des pinceaux de formes quintiques binaires.

Dans ce numéro on s’intéresse aux pinceaux de formes quintiques
binaires (k = 2 et d = 5). Rappelons que, pour tout entier n € N, le SLo-
module B,, s’identifie au pléthysme S(™™)(S;s). En particulier B; = A”Ss,
et, d’apres la formule de Clebsch-Gordan,

31258@54@80,

I'identification se faisant au moyen des transvectants 71, 73 et 75. Par la
suite nous noterons respectivement w, p et j; les covariants linéaires d’ordre
8, 4 et 0 correspondants.

2.1. Etude de quelques covariants naturels.

Lieu d’annulation du covariant linéaire d’ordre quatre.

Les sous-groupes finis de PSLy appartiennent a 'un des types sui-
vants : cyclique, diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral; et les sous-
groupes de chacun de ces types forment une classe de conjugaison de
sous-groupes de PSL,. Il est connu que les sous-groupes octaédraux de
PSL; sont les stabilisateurs de triplets conjugués, c’est-a-dire d’ensembles
de trois paires de points de P; dont les éléments forment deux & deux des
orbites harmoniques de P;. Une sextique binaire est dite octaédrique si
I'image dans PSL, de son stabilisateur est un groupe octaédral; les sexti-
ques octaédriques forment une orbite sous SLy. Puisque {0, 00}, {1, -1}
et {i, —i} forment un triplet conjugué, la sextique binaire zy(z* + y*) est
octaédrique.

A une sextique binaire correspond par polarisation un pinceau de
quintiques binaires; c’est le pinceau des dérivées de la sextique.

PRrROPOSITION 2.1.1. —  Le lieu d’annulation du covariant p est
Padhérence de Porbite du pinceau des dérivées de la sextique octaédrique.

Démonstration. — Notons U le pinceau des dérivées de la sextique
octaédrique. On observe par le calcul qu’au point U le Wronskien w est
une octique stable, p s’annule, et j; n’est pas nul. De plus, ’adhérence de
Porbite de U est un volume de degré 14 dans P( /\2S5). En effet, le projeté
de ce fermé sur P(Sg) est adhérence de l'orbite de w dont le degré est
14 [MuU83, théoreme 1.10].

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



36 MATTHIAS MEULIEN

Par ailleurs, la Grassmannienne Gy(S;) étant de degré 14 dans
P(A\’Ss), lintersection avec la variété linéaire définie par p est également
de degré 14.

Dans ces conditions, pour montrer que G2(Ss) N {p = 0} est
ladhérence de l'orbite de U, il suffit de démontrer que sa dimension est
3. Mais hyperplan défini par j; ne contenant pas G2(Ss) N {p = 0}, il re-
vient au méme de prouver que G2(Ss) N {p = 0,71 = 0} = G2(S5) N P(Ss)
est de dimension 2. Le lemme suivant termine donc la preuve de la propo-
sition. 0O

LEMME 2.1.2. — Le fermé G,(Ss) N P(Ss) de P(A\?S;) s’identifie
a la développable de la courbe rationnelle normale de P(Sg) C P(ASs).
En particulier il est de dimension 2.

Démonstration. — Soit D cette développable. Il est connu que D
est intersection de quadriques, et que lespace vectoriel H°(Zp(2)) est
de dimension 15 [Wey93, théoréme 2.15], [GrH94, théoréme d’Enriques-
Petri]. Puisque SLy agit sur P(Ss) en laissant D globalement invariante,
H°(Zp(2)) est un sous-SLy-module de H°(Op(s,)(2)); c'est le seul sous-
SL;-module de dimension 15 puisque S%(Sg) = S16 ® S12 D Ss ® S4 ® So
(formule de Clebsch-Gordan).

Rappelons que G3(S5) est également intersection de 15 quadriques,
et que le SLy-module H (Zg, (s,)(2)) est isomorphe & N’S5 = Ss®S4®So.

Soit ¢ l'application SLy-linéaire de restriction H’(Zg,s,)(2)) —
H°(Op(s4)(2)). Le fermé G2(S5) NP(Ss) est le lieu base de la série linéaire
im(¢) sur P(Sg). Vu les remarques précédentes, il suffit de démontrer que
L est injective.

Considérons la transformation quadratique @ définie par
HO(IGz(Ss)(2)) :
P(AS5) % P(A"Ss).

Elle apparalt comme le passage au carré dans 'algebre extérieure suivi
de l'identification entre /\4S5 et /\285. L’application ¢ est injective si et
seulement si I'image de P(Sg) par ® est non dégénérée. Vérifions ce dernier
point. La droite vectorielle engendrée par le bivecteur z° A 1y + zy* A ¢°
définit un point de P(Sg) C P(A’Ss); en effet, le calcul montre que
w=z84+98, p=0et j; = 0 sur ce bivecteur. Son carré est proportionnel 3
o8 Azty Azy* Ay® qui correspond, aprés I'identification de A*Ss et \Ss,
a 23y? Az%y3. Aucune des projections de ce bivecteur sur Sg, Sy et Sg n’est
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nulle, donc le plus petit sous-SLy-module de /\2S5 qui le contient est /\2S5
entier. O

Covariant quadrisécante.

Notons O(—1) C S le sous-fibré tautologique sur la Grassmannienne
G2(S5). On dispose d’un morphisme de fibrés sur G2(Ss) :

O(—l) ®S1 — S5 85, LN S,.

La puissance extérieure d’ordre 4 de ce morphisme donne un covariant g
de degré 2 :
0(-2) -8,

ptiisque NU®S:) = (ANU)®2 @ (A*S1)®2 (formule de Cauchy), et
A*Sy = S,

PROPOSITION 2.1.3. —  Soient U € G2(Ss) qui ne rencontre pas
le lieu des bisécantes & Cs, la quintique rationnelle normale de P(Ss),
et Cy C Pj3 la quintique rationnelle correspondante. On a D’alternative
suivante :

(i) Cuy posséde une unique quadrisécante;
(ii) Cy est tracée sur une quadrique.

Dans le premier cas, le covariant q définit le diviseur découpé sur Cy
par son unique quadrisécante; dans le second, il est nul.

Démonstration. — L’alternative est connue; rappelons toutefois que
si une quintique rationnelle gauche est tracée sur une quadrique de Pg3 alors
la quadrique est lisse et la courbe est de bidegré (4,1) : elle posseéde une
famille de quadrisécantes.

Vérifions qu’a chaque hyperplan contenant I'image de l'application
U ®S; — 84 correspond une quadrisécante de Cy. Soit f € S, définissant
un tel hyperplan :

VgeSs (9eim(U®8S; — S4)) = (1ulg, f) =0).

Pour (u,l) € U x Sy, on a 75(u,lf) = 74(11(u, 1), f) = 0; par conséquent
les multiples de f par les éléments de S; définissent des formes linéaires
sur S5/U. Or l'espace vectoriel (S5/U)* n’est autre que H°(Op,(1)) ou
P; = P(S5/U) désigne le réceptacle de la projection de P(Ss) de sommet
P(U). Autrement dit, si Pi,...,P; désignent les projections des quatre
points de Cs ~ P définis par f, alors, pour tout point P de Cy, le diviseur
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Pi + .-+ Py + P est une section hyperplane de Cy. Ceci exprime bien que
les points P, ..., P, sont alignés.

Lorsque Dapplication U ® S; — S, est de rang 4, son image est
Phyperplan défini par le covariant q; la courbe Cy posséde donc une unique
quadrisécante. En revanche si le rang est < 3, ce que caractérise 'annulation
de g, la courbe possede une infinité de quadrisécantes. O

Remarque 2.1.4. — L’espace vectoriel (S4 ® B2)5L2 des covariants
d’ordre 4 et de degré 2 est de dimension 3 (exemple 1.2.11). Les trois
covariants jip, h, et g en forment une base; on vérifie leur indépendance
linéaire en les évaluant sur le pinceau représenté par le bivecteur (z°+y5) A
(=% + zy*).

2.2. Structure de 1’algebre des invariants.

PROPOSITION 2.2.1. — Soit U € G3(Ss5) qui annule les invariants
homogeénes non constants de degré < 4. Alors, soit U est instable, soit U
appartient & Porbite du pinceau des dérivées de la sextique xz® + 6 zy5.

Démonstration. — Le pinceau U est instable si et seulement si
Poctique w(U) est instable, c’est-a-dire a une racine de multiplicité > 4
(théoréme 1.1.4). Notons C4 2 le sous-espace vectoriel de S4 engendré par
les covariants d’ordre 4 et de degré 2 évalués en U. D’apres I’hypothese sur
U, les invariants go(p) € By et g3(p) € Bs sont nuls : le covariant p est
instable. Par suite, on peut distinguer trois cas : i) p est nul, ii) p est une
puissance quatriéme, ou iii) p a une racine de multiplicité 3.

i) Le lieu d’annulation de p et j; est connu : il s’agit de la développable
de la courbe rationnelle normale de P(Sg) (lemme 2.1.2). Or les octiques
appartenant a la développable sont instables puisqu’elles ont une racine
de multiplicité > 4 (critére de Hilbert). Donc une orbite annulant p et les
invariants non constants de degré < 4 est nécessairement instable.

ii) Lorsque p a une racine quadruple, h, est nul. Par ailleurs,
Phypothése sur U entraine I'annulation de jip. Par conséquent l’espace
vectoriel Cyo est de dimension < 1 (remarque 2.1.4). Toujours d’aprés
Phypothese sur U, il est isotrope et orthogonal & p (pour la forme quadra-
tique g2).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INVARIANTS DES PINCEAUX DE FORMES QUINTIQUES BINAIRES 39

Choisissons une base (z,y) de Sy telle que p = z*. Quitte & modifier le
second vecteur de base, Cy  est engendré par une combinaison linéaire des
formes 4, zy® ou %, 23y. Dans les deux cas, U est instable (lemme 2.2.2
et lemme 2.2.3).

iii) Notons que la racine triple de p est une racine quadruple du
Hessien h,. Soient k un covariant d’ordre 4 et de degré 2, et a, b et ¢
trois indéterminées sur le corps des nombres complexes; les coefficients du
polynéme gz (a p+b h,+ck) sont invariants de degré < 4, et sont donc nuls.
Comme g5 définit une quadrique non singuliere de P(S,), les quartiques p,
hp et k sont liées; par suite, Cy 2 est de dimension 2.

Choisissons une base (z,y) de S; de sorte que p = z3y. On a h, = z*,
et Cy 2 est engendré par 23y et z*. Dans ce cas, U est instable ou appartient
4 l'orbite du pinceau des dérivées de la sextique z° + 6zy® (lemme 2.2.4).0

LEMME 2.2.2. — Les hypothéses et notations sont celles de la
proposition. Supposons p = z* et I'espace vectoriel Cy 2 engendré par une
combinaison linéaire de z* et xy3. Alors U est instable.

Démonstration. — Introduisons wy, ..., wg € C de sorte que w =
5% o () w;z® iy’ Le covariant 74(w,p) € Cyo est proportionnel a

0w/ 8:;4, donc les coefficients ws, wg et wg sont nuls. Par ailleurs,
Pinvariant 7g(w,w) est nul; d’ot ’équation :
(9) 64 wywr — 70%w? = 0.
Il en résulte que w7 = 0 implique wy = 0 et w instable.

Poursuivons en supposant w; # 0. Dans ce cas, 74(w,p) = wyz* +
4wy zy® engendre Cy 2. On a :
76(w, w) = (30 wowg — 20w?) z* + (4wowr — 20 wawy) 23y

—(50w? + 4wywr) z2y? — 20 wowy zy® — 12wswy y*.

Comme 76(w, w) € Cy2, on voit que 50w3 + 4 wywy et ws sont nuls. Avec
(9), on obtient wy = 0. Il en résulte que Cy 2 est engendré par zy3.

Soit U° Porthogonal de U C S5, et P € P;. Considérons (ny,ns, ns,
ny4) la suite strictement croissante des nombres de lacunes de la série linéaire
U® au point P (cf. §1.1);0n a :

4
ordp(w(U°®)) = an — .
=1

Le point P est un point base de U° si et seulement si ny > 1; dans ce cas,
ordp(w(U?)) > 4, et w est instable.
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Supposons U° sans point de base, et prenons pour P le point & 'infini.
Considérons Cy C Pj3 la quintique rationnelle correspondante. Le covariant
«quadrisécante» ¢ € Cy n’est pas nul (remarque 2.1.4); comme g est
proportionnel & zy3, la courbe Cy a une tangente d’inflexion au point &
linfini. Par conséquent ny > 3 et ordp(w(U°)) > 0+ 1+ 1+ 1. Autrement
dit (1:0) est une racine homogeéne de w, et sa multiplicité est au moins 3.
En particulier w7 = 0; c’est impossible. O

LEMME 2.2.3. — Les hypothéses et notations sont celles de la
proposition. Supposons p = z* et I'espace vectoriel Cy 2 engendré par une
combinaison linéaire de x* et z3y. Alors U est instable.

Démonstration. — Soient wy, . .., ws € C comme dans la démonstra-
tion du lemme 2.2.2. On calcule les covariants 74(w, p) et 7¢(w, w), puis on
exprime que ce sont des éléments de Cy2; il en résulte que wy, ws, we, Wy
et wg sont nuls. Donc w est instable. 0

LEMME 2.2.4. — Les hypothéses et notations sont celles de la
proposition. Si U n’est pas instable et p = x3y, alors U appartient & l'orbite
du pinceau des dérivées de la sextique x8 4 6 zy5.

Démonstration. — Introduisons wy, ..., ws € C, coordonnées de w
(démonstration du lemme 2.2.2). L’espace vectoriel Cy 2 est engendré par
23y et z%. De 74(w,p) € Cy 2 on déduit que les coefficients ws, we et wr
sont nuls.

Comme l'invariant 7g(w, w) est nul, on a :
(10) 2 wowg + 7T0w3 = 0.
D’autre part :
_ 2y, 4 3 _ 2y .2, 2
T6(w,w) = (30waws — 20w3) z* — 20 wzws z°y + (2wows — 50 wy) Ty
+4wiwg :cy3 + 2wowg y*.

Comme 76(w, w) € C42, on a wywg = 0, wowg = 0 et 2wowg — 50 w3 = 0;
avec (10) on obtient wy = 0 et wowsg = 0. Si ws est nul, w est instable.
Désormais wg # 0. On en déduit w; = 0 et wy = 0.

Le pinceau U est représenté par w = 56 wz z°y> + ws y8, p = 3y et
j1 = 0; il reste & montrer qu’il est du type annoncé. Explicitons & I'aide
des coordonnées de Pliicker I'isomorphisme /\285 — Ss @ Sy ® So défini
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par w+p+ji

w=po17°+4po22"y+2(3pos+5p12) 25Y% + 4 (poa + 5p13) 2°Y°

+ (pos +15p14 + 20p1 3) Ty* + 4 (p15 + 5pag) 2395
+2(3pas +5p34) 22y® + 4p3s 2y’ + pas b,

p=(Po3—3p12)z* +2(Pos —2p13) T3y + (Po s + P14 — 8p2,3) T°Y°
+2(p1,5 — 2p2,a) TY> + (P25 — 3p3.a) ¥,

J1 =pos5 — 5p1,4 + 10pa 3.

Visiblement 'image du bivecteur :
Poaz® Azy* +praaty A ey + pasayt Ay

par cet isomorphisme appartient au sous-espace de Sg & S; & Sy engendré
par z°y3, 48 et 23y. Or ce bivecteur est décomposable si et seulement si
Po,4 P1,3 = 0 et p1 3 pss = O (relations de Pliicker). Considérons la seconde
équation. Si pys = 0, w est un multiple de z5y3 qui est instable. Sinon
p1,3 = 0; or zy* A (pa,5y® — po,az®) est dans orbite du pinceau des dérivées
de 26 + 6 zy5. ]

Introduisons quelques notations pour des invariants de petit degré
(Pindice indique le degré) :

(11) j2 = g2(p)a j3 = g3(p)v .7:,3 = TS(psz)v
ja = T8(php,w) et js = Ta(h3, w).

En y joignant l'invariant linéaire j;, on obtient les six premiers invariants
introduits par T. Moore [Mo028].

PROPOSITION 2.2.5. —  Les invariants j1, j2, js, j4, ja €t js forment
un systéme de paramétres homogénes de I’algébre BSL2,

Démonstration. — La dimension de BS¥2 est 6. D’apres la carac-
térisation habituelle des systémes de parameétres homogenes des algebres
graduées d’invariants, les six invariants ji, jo, js, J4, ja €t j5 forment un
systéme de paramétres homogenes de BS'2 si et seulement si les seules
orbites annulant ji, jo, js, j5, ja et js sont les orbites instables. C’est
équivalent a :

i) j1, j2, 73, J4 et ja engendrent Dalgebre BSL2 en degré < 4;
ii) linvariant js ne s’annule pas sur 'orbite stable du pinceau des

dérivées de la sextique 2% + 6 zy® (proposition 2.2.1).
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Commengons par démontrer i). Les dimensions des espaces vectoriels
BISL2, BZSL2, B:?LZ et BfL” sont respectivement 1, 2, 4 et 6. Ainsi les
invariants j1, jo, j3, j3 et js engendrent l’algebre BS™2 en degré < 4 si
et seulement si les mondmes de degré < 4 en ji, jo, j3, js €t ja sont
linéairement indépendants. On traite le cas de chaque degré séparément.

DEGRE 2. Rappelons que, pour le pinceau des dérivées de la sextique
octaédrique, j1 # 0 et p = 0 (cf. §2.1); en particulier, jo est nul. Ceci
montre que j? et j, sont linéairement indépendants.

DEGRE 3. Les mondémes de degré 3 sont j3, 71 s, js et j5. Considérons
a,b,c € C et une relation linéaire a j? + bjij2 + cjz = O entre les trois
premiers monoémes. Le coefficient a est nul puisque j; # 0, jo = 0 et
jz = 0 sur le pinceau des dérivées de la sextique octaédrique. Ensuite on
calcule le covariant p du pinceau représenté par le bivecteur (z°+10z3y?)A
(10Az%y3 4+ y%) o A € C; il est proportionnel & z* + (1 — 8)\) z2y% + Ay,
pour de bons choix de A, cette quartique annule gz ou g3, donc b et ¢ sont
nuls. Par conséquent j3, j1j2 et j3 sont indépendants. Pour finir prouvons
que jj est indépendant des trois autres monémes. Considérons le pinceau
représenté par le bivecteur (z° +y®) A (z2y® + zy*). Le calcul conduit aux
expressions suivantes (3 des facteurs numériques prés) :

w=3x%y? + 4253 — 22y" — 15,
p==z'+4z%y,
Jj1=0.
Comme la quartique p a une racine triple, jp et j3 sont nuls. Mais :
J3 = 8(p”, w)
= 13(28, w) + 21s(z"y, w) + 1678 (%92, w)
# 0.
D’ou 'indépendance des mondémes de degré 3.
DEGRE 4. Dans ce cas, les mondmes sont les suivants :
gty 3ide, duds, Guds, G et ja.
L’indépendance linéaire des quatre multiples de j; résulte de 1’étude des
monomes de degré 3. Avant d’étudier 'indépendance des cing premiers
monémes, identifions un supplémentaire du sous-espace j; 83SL2 de BEL? Ici

A désigne I'algebre S'(Sg). On introduit iz, i3 et i4 tels que vect(iz) = Agl‘?,
vect(iz) = AST? et vect(i2,iq4) = A2 [Shi67].

LEMME 2.2.6. — On a B}™* = j; B3> @ A",
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Démonstration. — L'espace vectoriel B§™? (resp. By"?) est de di-
mension 4 (resp. 6). Comme Asz est de dimension 2, il suffit de vérifier
que A% N5 B3 = 0.

Soit donc as € A N jiB3™ que I'on suppose non nul. Alors
Np/a(j1) € AST2 divise a}* puisque B est un A-module libre de rang
14 (lemme 1.1.3). De plus, comme j; est irréductible, N, (j1) engendre
une puissance p* d’un idéal premier de A. L’idéal p contient ’idéal a4A.
Or les facteurs de a4 sont de degré 2 ou 4 puisque A; = 0. Le degré 4 est
exclu puisque p© est engendré en degré 14; par conséquent p = i3 A. Donc
NB/a (71) et [2" sont proportionnels et j; divise io. Puisque j; est le seul
invariant de degré un, on voit que, sous ’hypotheése a4 # 0, j? et ip sont
proportionnels. Or j2 et iy sont linéairement indépendants. |

Revenons & I'indépendance linéaire de jf, j2j2, jijs, j1j5 et j2. Les
sous-algebres de BS2 engendrées par j1, is, i3, j3 d’une part, et ji, j2, j3,
j4 d’autre part, coincident en degré < 3. Elles coincident aussi en degré
< 4 (lemme 2.2.6). Donc la famille {3, j%j2, jiJj3, 7175, j2} est libre.

Pour finir construisons un pinceau qui annule les invariants de degré
< 3 sans annuler j4. Pour faciliter le calcul des invariants définis & P’aide de
p, on impose p = z3y. Dans ce cas, les invariants j} et j; sont proportionnels
aux coefficients de 22y% et xy” du Wronskien; d’autre part, comme p est une
quartique instable, les invariants js et j3 sont nuls. Prenons des générateurs
du pinceau Uy cherché sous la forme suivante :

u =upx® +5u iy +10u3 22y + Suy zyt
v =vx® +5vizty +10v, 23y? +us 5.
On obtient :

p = (—uzvp — 3uivy) z* + (4uzvy — 2ugwp) 23y
+ (—uqvy + 8usvy + ugus) z2y? + (dugvg + 2urvs)Ty>,
J1 = Suqvy — 10ugvy + ugus.

Pour us = 1, vs = 1 et vy = 1, p est proportionnel & z3y si et seulement
si:
=_92 3 _ =6 2
U = —2v,, uz = 3u v = 6v3,

UQ = U4V — SU3U2 =71 — 48'()2.
Choisissons v; = 18v3 et ug = —30v3 et notons A pour vz. On a :

p = (432)X° — 2) 23y,
j1="5-18X3—10-6X% — 300> = 0.
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Le calcul montre que le Wronskien est égal & :
(12)  (—540X8 4 2X) 28 — 120X\ 27y — 56)2 2542
+(—2160A° — 4) x5y — 4203 4y — 28X 23y° + 2402 zy7 + 48

Le coefficient de z?y% (resp. zy”) est nul (resp. non nul), et le pinceau Uy
est bien du type voulu. Ceci prouve 'indépendance des monémes de degré
4, et termine la démonstration de i).

Tl reste a justifier ii). Considérons le pinceau des dérivées de la sextique
z® + 6 2y®. Le covariant p de ce pinceau est égal & x3y. Par conséquent
'invariant js est proportionnel au coefficient de y® du Wronskien; or celui-
ci n’est pas nul : w = 1202%y3 — 2548. 0

THEOREME 2.2.7. —  Soient B l'algébre du céne de la Grass-
mannienne des pinceaux de formes quintiques binaires, et R I'algébre de
polynémes C[zq,x2, 3,5, T4, Ts, 25, Te, T7] (le degré d’une indéterminée
est donné par son indice).

L’algébre graduée BS'? est isomorphe au quotient de R par l'idéal
des Pfaffiens d’ordre 4 d’une matrice M = (m; j)o<i j<a alternée 5 x 5
(m;; € Rayitj). De plus, la résolution projective minimale du R-module
gradué BS2 est :

14 20
0« R«— P R(-d) <~ €P R(—d) «— R(-30) — 0.
d=10 d=16

Démonstration. — Dans la suite on note P la sous-algebre de BSL2
engendrée par le systéme de paramétres homogenes (1, j2, J3, 7%, Ja, Js)
(proposition 2.2.5). Prouvons que lalgébre BSL2 est un quotient de R
par un idéal de hauteur 3. La série de Poincaré de BSL2 est égale &
(exemple 1.2.4) :

1425425427 4212

(1-2z)(1-22)(1 - 2321 - 24)(1-2°)

Par conséquent le P-module gradué BS%2 est libre de rang cinq engendré
en degrés 0, 5, 6, 7 et 12. Fixons une base (1, bs, bg, b7, b12) de BSL2 sur
P. L’algebre BSLz/P, BSL2 est une algebre graduée de Gorenstein de
dimension 0 [Bou98, chapitre X, §3, n°7, exemple 3]. Comme la classe de by
appartient au socle, 'algébre BSL2/P, BSL2 est engendrée par les classes
de bs, bg et by; pour des raisons de degré, cette famille de générateurs est
minimale. Donc I’algébre BSL2 est engendrée par les paramétres ji, ja, j3,

(13)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INVARIANTS DES PINCEAUX DE FORMES QUINTIQUES BINAIRES 45

J4, Ja, Js, €t bs, bg et by. Il s’agit bien d’un quotient de R par un idéal I de
hauteur 3.
D’apres la formule d’Auslander-Buchsbaum, BSY? est un R-module

gradué de dimension projective 3. Considérons sa résolution projective
minimale :

0+— R— P R(-dr,;) — EPR(—dni) — R(—ds) — 0.

Compte tenu de la définition de R, on a immédiatement :
1=, 200 + 30, 2% — 2%
=21 = 2)(1 - 221 ) (1= PP - 21 -2
Identifions avec (13) pour obtenir les entiers d; ;, da; et ds :
1-3 202 + e — 2%
(1—-2)(1—22)(1 - 28)2(1 — 2*)(1 - 25)%(1 — 25)(1 — 27)
Cette identification est possible car 'idéal I est engendré par au plus cinq

éléments traduisant que b2, bsbg, bebr, b2 et une combinaison linéaire de bZ et
bsb; appartiennent a Py BS2. Le théoréme de structure de D. Buchsbaum

HpsL, (Z) =

Hpsta(2) =

et D. Eisenbud [BuE77, théoréme 2.1] permet de conclure. O
Remarque 2.2.8. — Soit P’ une sous-algebre de BS2 engendrée
par un systéme de parameétres homogenes de degrés di, ..., dg. Le degré

de l'extension de corps Frac(BS2):Frac(P’) est au moins 5; il est égal
a dl dg [HBSL2 (Z)(]. - Z)G]zzl, soit 5d1 dﬁ/l -2 32 -4-5 [Sh167,
lemme 1]. Supposons que ce soit 5. Comme dimC(BZSLQ) = 2, on a
(dq,---,dg) = (1,2,3,3,4,5), de sorte que les sous-algébres P et P’ sont
égales. Donc si P’ est une sous-algebre de polynomes de BSL2 telle que

I'extension Frac(BSY2): Frac(P’) soit de degré 5 alors P’ = P.

Introduisons trois invariants supplémentaires (les indices donnent les
degrés) :

(14) J5 = 112(0*, hw), jo = T12(p°hp, hu) €t jz = T12(phZ, huy).
THEOREME 2.2.9. —  Soit B D’algébre du céne de la Grassman-
nienne des pinceaux de formes quintiques binaires. Les invariants j1, ja, js,

Jhs ja, Js, 3%, Je €t g7 (cf. (11) et (14)) forment une famille minimale de
générateurs homogénes de I'algébre graduée BSLz,

Démonstration. — Soit P la sous-algebre de BS2 engendrée par le
systéme de parametres homogenes (j1, j2, j3, J4, Ja, Js) (proposition 2.2.5).
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On a vu que P’algebre BSL2 /P, BSL2 est engendrée par les classes de trois
invariants homogenes de degrés 5, 6 et 7 (démonstration du théoréme 2.2.7).
Les classes de j%, js et j7 engendrent BSL2 /P, BSL2 3 moins qu’une de ces
classes ne soit nulle. Ceci revient & dire que :

i) js et ji ne sont pas proportionnels;

ii) il est possible d’annuler les invariants de degré < 3 sans annuler
J5, Je et J7.

Pour vérifier i) et ii) considérons la famille de pinceaux (U)xec
introduite dans la preuve de la proposition 2.2.5. En Uy, les invariants
de degré < 3 sont nuls. Pour A général, p est proportionnel & z3y; ainsi, le
Hessien de p est proportionnel & z*. Par conséquent js est proportionnel au
coefficient de y® dans w, et les invariants 5%, je et j7 sont proportionnels aux
coefficients de 23y, x2y'° et zy'! dans h,,. Remarquons que js est constant.
11 reste, pour identifier i, js et j7, & calculer h,,. Avec 'expression (12) de
w, on obtient (& des coefficients numériques pres) :

jb = 234000° + 20, jo = A3 et j7 = .
On a bien i) et ii). =

3. Note sur ’application Wronskien.

Dans ce numéro on s’intéresse aux pinceaux de formes binaires de
degré d (k = 2 et d > 2). Nous avons vu que le Wronskien munit B d’une
structure de A-module libre de type fini compatible avec les opérations de
SL; (cf. §1.1); il s’agit de préciser la structure du SLe-module B/A, B, a

savoir :
d—2

(15) B/A{B =P S (Sa-1-n).

n=0
En conséquence on obtient la «loi de réciprocité» énoncée dans la proposi-
tion 1.1.5.

Soit ¢ une indéterminée. Dans la suite on note [T',‘L]q le polynéme de

Gauss :
[n] _ 11— - g™ 1)...(1— g»—m+)
ml, (1—qm)(1_qm—1)_“(1_q) .

On a immédiatement :
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n+1 n] 1—¢™*!
(16) {m: 1] = [ ] 1—_—gm—+l
¢ LMlg1—4a
Soient z1,...,Z, une famille finie d’indéterminées. Si u est une suite finie
d’entiers qui est de longueur inférieure & n alors a,(1,...,%,) désigne le

polynéme obtenu en «antisymétrisant» le monéme z# = z{* ... zk~ :

a“(xl,..,,:pn): Z f(O’).’Ea'“

€611

ol €(o) désigne la signature de la permutation o. Par exemple, pour
d = (n—-1n-— 2,‘.'.,0), as(z1,...,Tn) est égal au déterminant de
Vandermonde det(z; " )1<i,j<n = [l1cicjcn(®i — 7). Avec ces notations
le polynéme de Schur s,(z1,...,z,) est le quotient :

Les caractéres des SLg-modules sont identifiés a des polyndmes
symétriques en g et ¢~1. Puisque B = A ®c (B/A+B), on a 'égalité
des caracteres formels : Hp(2) = Ha(z) Hp/a,B(2); par conséquent si
C désigne le SLy-module gradué @,S™™(S;_;_,), la formule (15) est
équivalente a :

(17) Hp(2) = Ha(2) Ho(2)-

LEMME. — Soit A une suite finie de longueur d+1 et a valeurs dans
N.Ona:

(1 — g2Os-ri=i+9))
(1- q2(—i+j))

18)  sa@hat % a7 =™ ]
0<i<j<d

ot m désigne la forme linéaire définie sur les suites finies de longueur d + 1
par la matrice ligne (d d—2 ... —d). En particulier, quel que soit I'entier
n,ona:

_ _ —dnld+n
S(R)(qd,qd 2)"'$q d):q d [ d ] ’
q2

_ _ —o(d_ 1-¢2 {d+n] [d—1+n
d . d—-2 dy _ 2(d—1)n
s(n,n)(q »q yeeesq )"q ( ) 1_q2n+2[ d ] 2|: d—1 :|q2‘

Démonstration. — Démontrons (18); avec cette formule, les deux cas
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particuliers ne présentent pas de difficulté. On a :

o )
au(g®,...,q7%) = det (¢ 0<i,j<d

= q—dlul det (qZ(d—i)M)o<' .
LIS

—dlul( H (% — 2w))

0<i<j<d

= (-—HMQ%MHZOQSU“J ( H (1- q2(ui—uj))>

0<i<j<d

= (_1)@(1—(7&#)( H (1— q2(#i‘ﬂj)))‘
0<i<j<d
GA+5

Reste & simplifier le quotient pour obtenir (18). O

On calcule & Paide des formules du lemme les caractéres formels
Ha(z), He(z) et Hc(z). Ceci permet de traduire la relation (17) en une
identité entre g-séries hypergéométriques. Puisque A = S'(Sy4_2), on a :

Ha(z) =) ch(4y) 2"
— Z $(n) (q2d—2,q2d—4’ . ’q—2d+2) g
2d—2+n
— —-2(d—1)n n
;q [ 2d — 2 ]q2 “

Par ailleurs B = @,S(™™)(S;) entraine :
Hp(z) = Zch(B ) 2"

_Zs(nn) Lat e
_Z —2(d— 1)n 1-¢® [d+n] [d-1+n o
1-gn*2| 4 ol d=1 |7

Ensuite C = @nZOS("’")(Sd_l_n) entraine :
He(z) = Zs(n’n) (@1, gt gty on

n

:Zq—2(d-—2—n)n 1_q2 d-1 d—2 2"
~ 1—g?+2{d—1-n],[d—2-n]z

__Z —2(d2n)n l1—gq d-1 d—2 prg
q2n+2 n 2 n g .
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Dans la derniere expression le produit u% [d:

=g [n+1] (cf. (16)). Par conséquent, on a :

— 1_q2 —2(d—2—n)n d d—2 n
Hc(z)—l—qzd;q n+1].| n qzz'

Apres simplification des facteurs 1 — ¢2, (17) s’écrit donc :

Zq_2d l)n 1— 2d d+n d—1+n zn
q2n+2 d 4 d—1 2

2d—2+n
— —2(d—1)n n
(o257, )
e L)
- n+1 2l ol

]q2 est égal a

D’apres (16), on a :

1-¢* [d-1+n]  1-¢* [d-1+n] _ 1-¢* [d+n
1_q2n+2 d—1 2 - 1_,q2n+2 n 2 T 1-— q2d+2n n+1 "

en utilisant encore une fois (16), on obtient :
[d -1+ n] [d + n}
d—1 et 1 @
_[d—1+n] [d+n}
d—1 Jpld=1]z
Par conséquent (17) équivaut & la relation :

d-1+n d+n 2d-2+n
—-2(d—1)n n_ —-2(d-1)n n
Z [ d-1 :| 2|:d—1:|q2z (Z I: 2d—2 ]qQZ )

n n

(el L)

Finalement, en identifiant les coefficients de ces séries, on obtient que
la décomposition (15) est équivalente aux relations (pour n € N) :

d-1+n] [d+n] Z 2i(i+1) [24—2 + n—i d d-2
d-1 |.|d-1 q;,_ 2d—2 plitUpl i ]n

0<ign

1—-¢* [d+n] [d-—1+n
1—¢g2nt2| d 2| d—1 2
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Or on reconnait dans cette identité un cas particulier du g-analogue de la
formule de Saalschiitz [And76, chapitre III, théoréme 3.4] :

[a+b} l:bJ zzq(B_r)(A_r_a)[A—“a] [B+a] [a+b+r]

A ,I1B], < r Jglatr],l A+B [
11 suffit en effet de choisir A=B=d—-1,a=1,b=d—14+n,r=d—-2—1,
et de substituer ¢2 & q.

BIBLIOGRAPHIE

[And76] G. E. ANDREWS, The theory of partitions, coll. Encyclopedia of Mathematics
and its Applications, vol. 2, Addison-Wesley Publishing Co., Reading,
Mass.-London-Amsterdam, 1976.

[Bou98] N. BOURBAKI, Algébre commutative, Masson, 1998.

[Bou87] J.-F. BouToOT, Singularités rationnelles et quotients par les groupes réductifs,
Invent. Math., 88 (1987), 65-68.

[BuE77] D. A. BUCHSBAUM et D. EISENBUD, Algebra structures for finite free resolu-
tions, and some structure theorems for ideals of codimension 3, Amer. J.
Math., 99-3 (1977), 447-485.

[GrY03] J. H. GRACE et A. YOUNG, The algebra of invariants, Cambridge University
Press, 1903.

[GrH94] P. GRIFFITHS et J. HARRIS, Principles of algebraic geometry, Wiley Classics
Library, John Wiley & Sons Inc., New York, 1994.

[Kno89] F. KNop, Der kanonische Modul eines Invariantenrings, J. Algebra, 127-1
(1989), 40-54.

[Man02] L. MANIVEL, An extension of the Cayley-Sylvester formula, prépublication
(2002).

[Meu03] M. MEULIEN, Sur les invariants des pinceaux de quintiques binaire, thése
(2002).

[Mo0028] T. W. MOORE, On the invariant combinants of two binary quintics, Amer. J.,
50 (1928), 415-430.

[MuU83] S. MuKkAl et H. UMEMURA, Minimal rational threefolds, dans Algebraic
geometry (Tokyo/Kyoto, 1982), Springer, Berlin (1983), 490-518.

[Mum65] D. MUMFORD, Geometric invariant theory, coll. Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete, vol. 34, Springer-Verlag, Berlin, 1965.

[New80] P. E. NEWSTEAD, Invariants of binary cubics, Math. Proc. Camb. Phil. Soc.,
89 (1981), 201-209.

[Pop92] V. L. Poprov, Groups, generators, syzygies, and orbits in invariant theory,
American Mathematical Society, 1992.

[Sal90] G. SALMON, Traité d’algebre supérieure, Gauthier-Villars et Fils, Paris, 2° éd.
frangaise d’aprés la 4° éd. anglaise, 1890.

[Shi67] T. SHIODA, On the graded ring of invariants of binary octavics, Amer. J.
Math., 89 (1967), 1022-1046.

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER



INVARIANTS DES PINCEAUX DE FORMES QUINTIQUES BINAIRES 51

[Spr80] T. SPRINGER, On the invariant theory of SUsz, Indag. Math., 42 (1980), 339-
345.

[Tra88] G. TRAUTMANN, Poncelet curves and associated theta characteristics, Expo.
Math., 6-1 (1988), 29-64.

[Ver88] J.-L. VERDIER, Applications harmoniques de §2 dans S4, II, dans Harmonic
mappings, twistors, and o-models (Luminy, 1986), World Sci. Publishing,
Singapore (1988), 124-147.

[Wey93] J. WEYMAN, Gordan ideals in the theory of binary forms, J. Algebra, 161-2
(1993), 370-391.

Manuscrit regu le 10 mars 2003,
accepté le 9 mai 2003.

Matthias MEULIEN,
Université de Versailles
LAMA

45 avenue des Etats-Unis
78035 Versailles (France).

meulien@math.uvsq.fr

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



