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FILTRATION DE HARDER-NARASIMHAN
POUR DES FIBRES COMPLEXES
OU DES FAISCEAUX SANS TORSION

par Laurent BRUASSE

Introduction.

La notion de stabilité introduite par D. Mumford et F. Takemoto
pour étudier ’espace de modules des fibrés vectoriels holomorphes joue
depuis lors un réle central en géométrie complexe. En effet, la stabilité a
été par la suite étendue aux variétés kihleriennes puis, apres les travaux
de P. Gauduchon, & n’importe quelle variété compacte complexe. Cette
notion a priori trés algébrique est reliée & des problemes de géométrie
différentielle comme ont démontré M. Narasimhan, C. Seshadri (pour
les courbes algébriques), S. Donaldson (pour une variété algébrique) et
K. Uhlenbeck et S.T. Yau (en toute généralité) : la stabilité est équivalente
a lexistence de connexions de Hermite-Einstein sur le fibré considéré. Ce
résultat connu sous le nom de correspondance de Kobayashi-Hitchin a
introduit des outils de géométrie différentielle en géométrie complexe et
algébrique ce qui a conduit & une meilleure compréhension de I’espace de
modules des fibrés stables.

Par ailleurs, Harder et Narasimhan ont démontré en 1975 ([6])
l’existence pour un fibré vectoriel holomorphe instable sur une courbe
algébrique d’une filtration par des sous-faisceaux. Ils ont obtenu, par la-
meéme, l’existence pour un tel fibré d’un unique déstabilisant maximal.

Mots-clés : Variété presque complexe — Degré — Stabilité — Filtration de Harder-
Narasimhan — Déformation.
Classification math. : 32L05 — 32G05 — 53C15.
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Leur travail a ensuite été étendu pour des variétés algébriques de dimension
quelconque par Shatz ([10]) et Maruyama ([9]). Dans un précédent article
([2]), auteur démontre ’existence d’une filtration de Harder-Narasimhan
(en abrégé FHN) pour un fibré vectoriel holomorphe au-dessus d’une
variété holomorphe compacte. L’étape essentielle de la démonstration est
Pexistence d’un sous-faisceau déstabilisant maximal : on borne tout d’abord
le degré des sous-faisceaux a ’aide d’une formule de type Chern-Weil, puis,
pour ce qui est de ’existence du sous-faisceau de pente maximale, il s’est
avéré que la bonne approche est celle qui consiste a voir les sous-faisceaux
comme des sous-fibrés holomorphes faibles. La correspondance a été in-
troduite par Uhlenbeck et Yau (voir [11] et [12]) et nous montrons dans
[2] qu'elle permet de munir d’une bonne topologie I'ensemble des sous-
faisceaux d’un fibré donné.

L’étude de la stabilité et des outils qui lui sont associés a été plus
récemment généralisée & d’autres objets :

— P. De Bartolomeis et G. Tian ([4]) ont défini une notion de stabilité
pour des fibrés complexes au-dessus de variétés presque complexes
compactes et étendu la correspondance de Kobayashi-Hitchin dans ce
cadre plus général.

— S. Bando et Y-T. Siu ([1]) ont pour leur part démontré ’existence de
métriques de Hermite-Einstein “généralisées” sur des faisceaux cohé-
rents sans torsion stables au-dessus de variétés holomorphes.

I1 est donc naturel d’étudier dans ces deux situations la notion
d’instabilité et de donner sens & la filtration de Harder-Narasimhan dans
ces cadres tres généraux.

Nous montrons dans le deuxiéme paragraphe que tout fibré vectoriel
complexe instable au-dessus d’une variété presque complexe admet un
unique “sous-faisceau généralisé” maximal, puis une unique filtration par
de tels sous-faisceaux. Nous montrons ensuite dans la troisiéme section
un théoreme d’ouverture de la stabilité en déformation par une méthode
directe n’utilisant pas la correspondance de Kobayashi-Hitchin.

Dans les paragraphes quatre et cing, nous étudions le cas des faisceaux
cohérents sans torsion sur une variété holomorphe compacte. En ’absence
de fibré vectoriel global ambiant, on localise le probleme & Paide de
résolutions du faisceau considéré. La principale difficulté réside dans la
nécessité d’utiliser des métriques sur la partie localement libre du faisceau
et donc dans des problémes de convergence liés & la non compacité de
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FILTRATION DE HARDER-NARASIMHAN 543

la base. Le résultat d’ouverture de la stabilité en déformation reste alors
valable pour une famille plate de faisceaux sans torsion.

1. Structure presque complexe et stabilité.

Soit (M, Jyr,g) une variété compacte presque complexe hermitienne
de dimension n et wy la forme de Kéhler associée & la métrique g

DEFINITION 1.1. — On dit que g est de Gauduchon si sa forme de
Kéhler vérifie 9y 0pw) " = 0.

Une telle métrique existe toujours d’apres le résultat suivant :

THEOREME 1.2 ([5] 1.20). — Soit (M, Jp) une variété presque
complexe compacte. Il existe dans la classe conforme de toute métrique
hermitienne une unique métrique de Gauduchon (a constante multiplicative

prés).

Soit (E,J,h) un fibré vectoriel hermitien (complexe) de rang r au-
dessus de M, c’est-a-dire un fibré vectoriel réel de dimension paire 2r muni
d’une section J de End(F) vérifiant J? = —idp.

On notera A(E) l'ensemble de toutes les semi-connexions sur FE,
c’est-a-dire ’ensemble des opérateurs différentiels linéaires g : AP9(E) —
APt E) | qui vérifient la régle de Leibnitz suivante :

pour tout f € A°(M),a € AP4(E),
Opfa=0ufAa+ (-1)Pfoga.
Les éléments de A(F) sont appelés des structures presque complexes (spc)
sur E.
DEFINITION 1.3. — Soit 9 € A(E) une spc.
— une section o de E est dite 0g-holomorphe si elle vérifie o = 0;

— soit F' C E un sous fibré réel de rang 2p, on dit que F' est un sous-fibré
complexe de (E, J) si J|f est une section de End(F);

—~ on dit que FF C FE est un sous-fibré Op-holomorphe si O envoie
AP4(F) dans AP9TL(F).

Etant donné une spc 9, de Bartolomeis et Tian ont démontré ([4])
I’existence d’une unique connexion hermitienne compatible, c’est-a-dire,
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544 LAURENT BRUASSE

d’une unique connexion 7 sur le U(r)-fibré principal Up(FE) associé a
(E, J, h) dont la 1-forme de connexion est de type (1,0). On appellera cette
connexion la connexion hermitienne canonique. Soit alors K. ,(,1’1) = AgQg,l’l)
la contraction par wy de la composante (1,1) de la courbure de cette
connexion et posons ¢ = tr K,(,l’l). On a alors ’expression suivante pour
le degré de E : deg(E) = [;,c1(E) Awp™! = 5L [} ow? et on définit de

maniére usuelle la pente de E par u(E) = ————degT(E)~

Notons H; la mesure de Hausdorff de dimension s. Nous appellerons
sous-faisceau généralisé et nous noterons F(Jg) la classe suivante d’objets :

DEFINITION 1.4. — F appartient & F(Og) si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

— Il existe un sous-ensemble fermé S C M avec Hapn—_4(S) < +o00, tel
que F|pp\s soit un sous-fibré O g-holomorphe de E|np\s;

— pour tout x € S, et pour toute courbe locale Jps-holomorphe C
passant par x et non contenue dans S, F|c_(,) s'étend sur C en
un sous-fibré de E|¢.

Remarque 1.5. — Cette définition est une généralisation de la notion
de sous-faisceau cohérent réflexif d’un fibré vectoriel holomorphe. En effet,
si M et E sont holomorphes, les éléments de F(0) sont des sous-faisceaux
au sens “classique” : soit x € S, alors sur un voisinage de z, le sous-
faisceau généralisé F' est donné par une application méromorphe définie
en dehors de S et & valeur dans la variété grassmanienne G,(E) des
p-plans de E. Par définition, cette application s’étend sur toute courbe
holomorphe passant par x en une application méromorphe. Elle s’étend
donc méromorphiquement sur un voisinage de = et on obtient donc un
sous-faisceau de E.

Soit dg la connexion hermitienne canonique associée a O et h (voir
[4], Prop. 2.1). Pour k = 1,2, on définit la norme Sobolev L2 sur A°(End E)
par

k-1 1/2
lollzz = (Z / |dz~<a)|2.volg>
i=0 M
et on définit l'espace de Sobolev L#(End E) comme le complété de
A°(End E) pour cette norme.

Comme dans le cas intégrable (cf. [2]), on peut associer & chaque
F € F(9g), un projecteur hermitien Sobolev m € L?(End E) qui vérifie
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FILTRATION DE HARDER-NARASIMHAN 545

les deux propriétés m = 72 = 7* et (id — ) o O = 0 presque partout.
Reprenant les définitions d’Uhlenbeck et Yau (voir [11] et [12]) nous ap-
pellerons ces projecteurs Sobolev des “sous-fibrés 0 g-holomorphes faibles”.
Réciproquement, De Bartolomeis et Tian ont démontré en généralisant le
résultat de Uhlenbeck et Yau qu’étant donné un sous-fibré EE-holomorphe
faible, il est possible de définir un sous-faisceau généralisé associé F' €
F(Og) par un résultat de régularité des applications L?-faiblement holo-
morphes (théoréme 5.1 de [4]).

Nous pouvons alors définir le degré d’un sous-faisceau généralisé
F € F(Og) al'aide de la formule de Chern-Weil (cf. [2]) :

1 3 n
deg,(F) = 5 </M tr(KMY o mw? — /M |6E7rl2wg).

Si F est régulier (c’est-a-dire si F est un sous-fibré 9 g-holomorphe), cette
définition coincide avec la définition standard du degré, ce qu’on peut
vérifier & l’'aide des équations de Codazzi-Mainardi (voir [4] 2.3.5 ou la
formule de Chern-Weil dans [2]).

On a alors la définition suivante de la stabilité :

DEFINITION 1.6. — Un fibré (E,0g) est dit g-stable (resp. g-
semistable) si, pour tout F € F(dg), avec 0 < rang F <, on a

g(F) < pg(E) (resp. g (F) < pg(E)).

Dans (4], les auteurs démontrent que cette notion de stabilité est équi-
valente & I’existence d’une structure de Hermite-Einstein h sur E (si le fibré
(E,OE) est simple) généralisant par la méme un résultat déja connu dans
le cas intégrable (correspondance de Kobayashi-Hitchin).

2. Sous-faisceau maximal
et filtration de Harder-Narasimhan.

Nous nous intéressons ici au comportement d’un fibré non semistable.
La proposition suivante donne ’existence d’un plus grand déstabilisant
parmi tous les sous-faisceaux généralisés :

PROPOSITION 2.1. Soit (M, Jum, g, E,EE) un fibré vectoriel com-
plexe au-dessus d’une variété munie d’une métrique de Gauduchon et Og
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une spc sur E. Supposons (E,0g) non g-semistable, alors il existe un sous-
faisceau généralisé F' de E de pente maximale.

Remarque 2.2. — On montrera dans la suite que le sous-faisceau F
est en fait unique et on 'appellera sous-faisceau déstabilisant maximal de
E.

Démonstration. — L’idée est la méme que dans le cas intégrable : on
se ramene & un probleme de convergence hilbertienne grace a la notion de
sous-fibré dg-holomorphe faible.

On vérifie facilement & I’aide de la formule de Chern-Weil que le degré
est majoré sur ’ensemble des éléments de F(0f) (en effet, le premier terme
de la formule est borné par une constante ne dépendant que de E, g et
h). Soit alors (F},), une suite de sous-faisceaux généralisés dont la pente
converge vers le supremum M de toutes les pentes et supposons que tous les
F,, ont le méme rang. On peut associer a chaque Fj, son projecteur Sobolev
correspondant 7, € L?(End E). En utilisant la formule de Chern-Weil et le
fait que deg(F,,) est minoré uniformément, on obtient une borne uniforme
L? pour Og(m,). Les 7, étant des projections hermitiennes, leur norme L?
est uniformément bornée, on a donc montré que la suite (), est bornée
dans L?(End E). On peut alors en extraire une sous-suite qui converge
pour la topologie faible vers m € L?(End E) et on peut toujours supposer
que la convergence est forte pour la norme L? (l'injection L? < L? est
compacte). Il reste & vérifier que 7 est bien un sous-fibré dg-holomorphe
faible (voir [2] pour les détails). Le théoréme 0.2 de [4] nous donne alors
l'existence d’un sous-faisceau généralisé F' € F(Og) associé 4 7. D’autre
part la convergence faible de la suite (7,), et la formule de Chern-Weil
donne : deg(F) > lim deg(F,) = M. O

Pour donner dans ce cadre général un équivalent de la notion de
filtration de Harder-Narasimhan, remarquons tout d’abord que ’on peut
définir une notion de faisceau quotient généralisé de E. Notons Q(FE)
Pensemble de tous les éléments G tels que

— il existe F, F' € F(Og) et un sous-ensemble fermé S avec Ha,_4(S) <
+00 qui contient les ensembles singuliers de F et F’ tel que G|x\s =
Flx\s/F'|x\s;

- six € S, alors G s’étend a toute courbe Jps-holomorphe C passant

par = et non contenue dans S en un fibré isomorphe au quotient
Flc/F'|c.
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Remarque 2.3. — Si F’ est le fibré nul, on retrouve la définition
usuelle d’un sous-faisceau généralisé de E.

La partie réguliere d’un élément G € Q(E) hérite d’'une métrique
hermitienne et d’une structure presque complexe induites par h et 9g. Nous

sommes maintenant en mesure de définir le degré d’un quotient généralisé
F/F' en utilisant ces structures induites, ce qui revient & poser :

deg(F/F') = deg(F) — deg(F N F").

On obtient donc comme dans le cas intégrable la relation bien connue

LEMME 2.4. — Soit
0—>F —-F—F/F' -0
une suite exacte de sous-faisceaux généralisés, alors
rang(F)[u(F) — p(F")] + rang(F/F")[u(F) — u(F/F')] = 0.

DEFINITION 2.5. — On dit qu’un faisceau quotient généralisé F /F'e
Q(E) est stable (resp. semi-stable) si pour tout sous-faisceau généralisé
HCF,

u(H/F') < (vesp. <) p(F/F").

Nous pouvons alors donner sens a la notion de filtration de Harder-
Narasimhan :

DEFINITION 2.6. — Soit (M, Ju, 9, E,0g) un fibré complexe muni
d’une spc Op au-dessus d’une variété presque complexe munie d’une
métrique de Gauduchon. On appelle filtration de Harder-Narasimhan de
E toute filtration

O=FyCcF,C---CF,_1CF;=F

ou les F, sont des sous-faisceaux généralisés de E qui vérifient les deux
conditions :

— F;/F,_, est semi-stable pour 1 < i < s,
= W(Fip1/F;) < p(F;/Fi-1) pour 1

Alors, F,/F;_ est de pente maximale parmi tous les sous-faisceaux
généralisés de E/F,_;.

s
<i1<s—1.

Remarque 2.7. — En utilisant le lemme 2.4, on remarque que les
deux conditions sont équivalentes au fait que F; est de pente maximale
parmi les {F C F|F;_; C F}.

TOME 53 (2003), FASCICULE 2



548 LAURENT BRUASSE

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant (c’est une généra-
lisation de [2] Thm. 3.2) :

THEOREME 2.8. — Soit (M, Ju,g, E,0p) comme ci-dessus. Alors
FE admet une unique filtration de Harder-Narasimhan.

Démonstration. — On construit pas a pas la filtration. Si E est
semistable, alors la filtration est triviale. Supposons donc E non semistable,
alors d’aprés la proposition 2.1, il existe un sous-faisceau généralisé F; de
pente maximale parmi tous les sous-faisceaux. Prenons de plus F; de rang
maximal, alors clairement F} est semi-stable.

Supposons qu’il existe un autre sous-faisceau généralisé F] qui satis-
fait les mémes propriétés. On peut toujours supposer que F;/F{ #0. On a
alors
0-—>F10F1I—>F1 -—*Fl/Fll — 0.

Puisque F) est semi-stable, par le lemme 2.4, u(Fy N F}) < p(F) <
w(Fy/F}). On peut définir le sous-faisceau généralisé F; par la suite exacte
suivante :

0— F| - F — F/F —0.

Alors,
rang(F7)[u(Fy) — p(F1)] + rang(F1/F))[u(F1) — p(F1/F7)] = 0.

D’autre part, comme rang(Fy)rang(F}), on obtient u(Fy) < u(Fy) et
w(F1/F]) < u(F{) = p(F1) ce qui est une contradiction. Le premier terme
de la filtration est donc unique.

Soit E/F) est semistable et il n’y a rien d’autre & prouver, sinon, on
doit trouver un sous-faisceau généralisé maximal dans le quotient E/F}.
Remarquons qu’il y a une correspondance bijective entre ces faisceaux
quotients et ’ensemble de sous-faisceaux A = {F C E | F; C F} (remarque
2.7). On raisonne alors comme dans [2] : on peut associer & toute suite
d’éléments de A des sous-fibrés 0g-holomorphes faibles et faire le méme
raisonnement qu’a la proposition 2.1. On obtient alors un sous-faisceau Fj
qui réalise le supremum des degrés sur A. Il reste juste & montrer que le
sous-faisceau limite F5 contient Fj. Pour ce faire, remarquons que si F' et
G sont deux sous-faisceaux généralisés, alors

F C G« (Id—ng)omp =0 presque partout.

La convergence forte dans L? de la suite de projecteur implique alors, qu’a
la limite, on a toujours F; C F». On obtient ainsi le second terme de la
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filtration. L’unicité se démontre comme précédemment. Aprés un nombre
fini d’étapes, on obtient le résultat souhaité. O

3. Convergence en déformation et ouverture de la stabilité.

Nous allons considérer une famille différentiable de fibrés vectoriels
complexes au-dessus d’une famille de variétés presque complexes com-
pactes. On regarde donc une famille (M, T, (J;)teT, (9¢)ter) comme la
donnée d’une variété réelle compacte de dimension 2n, d’un espace de
parameétres T, d’une famille lisse de structures presque complexes (J;)ter
et d’une famille différentiable de métriques Ji-hermitiennes de Gauduchon
(c’est-a-dire vérifiant 8t5twgt_1 = 0). Il faut garder en téte les deux cas
particulier suivants :

— (J¢) est une famille de structures complexes intégrables;
— on considére une variété de base fixe (M, J, g).
Soit alors (E,EE) un fibré réel de dimension paire au-dessus de M
muni d’une famille différentiable de structures presque complexes (5;;)teT.
Dans cette situation, I'application ¢t — deg,, (E:) est différentiable sur T

(cf. [3] Chap. 4 pour une preuve détaillée), ce qui donne un sens & la notion
de stabilité en déformation.

On obtient alors le théoréeme de convergence suivant :
THEOREME 3.1. — Soit (M, T, (Jt)ter, (9¢)teT) une famille définie

comme ci-dessus et (E ,52) une famille lisse de variétés presque complexes
de rang r. Alors pour tout ¢ € R et tout p € {1,---,r—1}, le sous-ensemble

S(p,c) = {t € T'|il existe un sous-faisceau généralisé F; € (E ,5;;)
tel que rang(F;) = p et pg, (Fy) > c}
est fermé dans T'.

En fait, de toute famille (F;, ) de sous-faisceaux de E.  telle que
tm — tg €T et deggtm F},. est minoré uniformément, on peut extraire une
sous-suite qui converge au sens des sous-fibrés holomorphes faibles vers un
sous-faisceau Fy, € Ey,.

Démonstration. — On va démontrer la deuxiéme assertion de la
proposition dont découle la premiere. Pour cela remarquons que 1’on peut

TOME 53 (2003), FASCICULE 2



550 LAURENT BRUASSE

définir dans chaque fibre une norme Sobolev notée L?, sur A°(End E) : on
munit la déformation de fibrés d’une métrique h; réguliere par rapport a t
et on considére la connexion canonique df, associée. On peut définir alors
de maniere usuelle

1/2 1/2
lallzz,: = (/ |a|2.volg) + (/ |dfg(a)|2volg>
M M

pour a € A°(E) ou a € A°(EndE). Supposons donc avoir une suite
de sous-faisceaux généralisés Fi, C E; out, — ty € T et telle que
deg,, (F%,) > c. On peut associer a chaque sous-faisceau (voir les rappels)
son projecteur Sobolev 7, € L%tm (End F). La formule de Chern-Weil
s’écrit alors

/ |6E Tom | = /M tr(Kg’l) o Mwg, ~— 2mn deg(Fy, ).

tm

La courbure moyenne K g, variant continiiment, le premier terme du mem-
bre de droite est borné au voisinage de t; indépendamment de ¢, de
sorte que I'hypothése de minoration du degré implique que g?mm est
uniformément borné en norme L2. Puisque les m;_ sont des projecteurs
hermitiens, on en déduit que leur norme L? est bornée indépendamment de
m. De plus, comme toutes les métriques et connexions considérées varient
différentiablement en ¢, les différentes normes sont toutes équivalentes. Plus
précisément, il existe une constante C' > 0 et un voisinage V de tg tel que
pour tout t € V,

-1
C™ Mlallzz,e < llallzz b < Cllallzz -
On regarde tous les projecteurs comme des endomorphismes de F muni
p p
de sa norme L3, . Alors, m,, est une suite bornée pour cette norme. On
peut donc en extraire une sous-suite qui converge faiblement en norme
L?, vers un projecteur 7 et supposer, quitte & passer & une sous-suite, que
1,to proj ) )
cette convergence est forte dans L? . On en déduit que 72> = 7 = 7* par
to
N A St . . ‘
passage & la limite. De plus 05 m,, est uniformément bornée et converge
. St N Sto .
falblement vers O, car par hypothése, dpmm, converge faiblement vers
E p y E -
6E7r et la famille d’opérateurs 5‘E étant différentiable, (05 — 8E)7rm
converge faiblement vers zéro. Ceci assure une convergence au sens des
e —t =t )
distributions de (Id —7,,) 0 O 7, vers (Id —7) o dgm. On a donc montré
que 7 est un sous-fibré holomorphe faible de L%)to et on notera F' le sous-
faisceau de E;, associé.

La convergence forte dans L? permet de montrer avec la formule de
Chern-Weil que deg, F' > limsup deg, F;, (voir [2] Section 2.2 pour les
détails de cette preuve). O
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Comme corollaire, on démontre que la propriété de stabilité est
ouverte en déformation. Le résultat était déja connu pour un fibré vectoriel
au-dessus d’une variété holomorphe mais la seule preuve existante passe
par la difficile correspondance de Kobayashi-Hitchin (cf. [8]).

THEOREME 3.2. — Soit (E,gtE) une famille de fibrés au-dessus de
la famille (M, T, (Jt)teT, (9t)teT), définie comme ci-dessus. Alors,

{teT| (E,Dy) est g,-stable au-dessus de (M, Ji)}

est ouvert dans T.

Démonstration. — Soit tg € T tel que (E ,523) soit g;,-stable. Sup-
posons qu’il existe une suite de parametres ¢, — to tels que E;, ne soit
pas stable, i.e. il existe un sous-faisceau généralisé F; C E; vérifiant
deg Fy, > degE,,. L’application ¢t — deg,, (E¢) étant C™, deg Ey, est
borné et converge vers deg E;,. En appliquant le théoréme précédent,
on construit un sous-faisceau généralisé F' de E;, tel que deg, F >
limsup deg, Fi, > deg,, Ei,. Cela contredit la stabilité de F;, et finit
la démonstration. a

4. La filtration pour les faisceaux sans torsion.

Nous nous plagons ici sur une variété holomorphe compacte M munie
d’une métrique de Gauduchon et nous cherchons a étendre le résultat
d’existence de la filtration au cadre plus général des faisceaux cohérents
sans torsion. Nous n’avons ici pas de fibré vectoriel ambiant global pour
nous raccrocher au travail précédent. Les méthodes employées ci-dessus ou
dans [2] utilisent de maniére essentielle des métriques définies sur le fibré
considéré et des prolongements de sections définies en dehors d’un sous-
ensemble. Il est donc naturel de développer tout d’abord la théorie pour

des faisceaux réflexifs.

4.1. Faisceaux réflexifs.

Tout faisceau réflexif étant localement libre en dehors d’un sous-
ensemble analytique de codimension au moins trois, on pourrait vouloir
munir sa partie localement libre d’une métrique hermitienne pour appliquer
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directement les méthodes de [2]. Mais, ne travaillant plus sur une base
compacte, on tombe sur plusieurs problémes de convergence, en particulier
celui de I'intégrabilité de la courbure moyenne qui nous sert & majorer le
degré. Il est encore possible dans le cas kdhlerien de munir ce faisceau d’une
métrique admissible avec de “bonnes” propriétés de ce point de vue. Ces
métriques sont décrites dans un article de S. Bando et Y-T. Siu [1], mais
uniquement dans le cas kahlerien. Il resterait encore un probleme : celui
d’étendre les sous-faisceaux obtenus par cette méthode (et donc définis
sur le complémentaire d’un ensemble analytique) sur toute la variété. Pour
éviter ces écueils, nous allons plonger localement notre faisceau réflexif dans
un fibré, travailler dans ces cartes locales puis, recoller les morceaux.

Soit donc € un faisceau réflexif de rang r sur (M,g). Prenons un
recouvrement fini {U;};c; de M et des résolutions locales --- — Ej; —
Eg§; — £*|y, — 0 de £* par des fibrés vectoriels holomorphes qui vérifient
la propriété de commutativité suivante :

Ef, — Ej, —— E&lvw, — 0

e 1 I

*

¥y
Ei; — Ej;, —— &y, —— 0

ol ¢j; est un isomorphisme vérifiant ¢j; = Id. En dualisant les suites
exactes, on obtient le diagramme commutatif :

I’
0 —— &y, —— Eoy —— Ey;
” ‘/’Jil
@

0 —— E&lvy, —— Ey; —— Ei

On voit, localement, £ comme un sous-faisceau d’un fibré vectoriel
holomorphe Ey ;. Le faisceau réflexif £ est localement libre en dehors d’un
ensemble analytique de codimension trois et les ; réalisent, en dehors d’'un
sous-ensemble analytique S de codimension au moins deux, un plongement
de E = £|pnsnu, dans Ep;, en tant que sous-fibré holomorphe.

Prenons une métrique hermitienne h; quelconque sur Ep; et une
partition de l'unité {p;};c; compatible avec le recouvrement {U;}. Soit
hy = j pj®;ihj. Alors les métriques images réciproques ¢jh; coincident
et définissent une méme métrique hermitienne h sur £ en dehors de S.

Comme dans le cas des fibrés, on peut se restreindre a étudier les sous-
faisceaux saturés de € ([2] Lemme 2.1) et on notera donc A, ’ensemble des
sous-faisceaux de £ de rang p dont le quotient £/F est sans torsion.
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Suivant les notations de Kobayashi, on notera I’ensemble de singu-
larités d’un faisceau F, c’est-a-dire le lieu ou il n’est pas localement libre,
par S,_1(F). Pour F dans Ay, les ensembles de singularités S,_1(F) et
Sn—1(€/F) sont de codimension 2. Dans toute la suite, on notera en ca-
racteres droits la restriction des sous-faisceaux de £ 1a ou ce sont de vrais
sous-fibrés des Ey ; : c’est-a-dire que si V = S, _1(F) U S,_1(E/F)U S, on
note F' = F|pn\v, et on remarquera que V est toujours de codimension au
moins 2 (par ensemble singulier de F on se réferera dans toute la suite a
cet ensemble V). Pour simplifier, on notera encore h la métrique induite
sur F par celle de E. On peut définir sur M \ V la forme ¢, (F,h), trace
de la courbure de la connexion de Chern associée & h. En notant F; (resp.
F;) le plongement de ¢;(F) (resp. ¢;(F)) dans Ey;, on remarquera que sur
U;\ (VNU,), e1(F,h) = c1(F;, h;) par construction de h.

4.1.1. Degré d’un sous-faisceau.

On considere dans cette section un sous-faisceau F € A, de £ de rang
p et on garde les notations introduites juste au-dessus.

PROPOSITION 4.1 (Formule de Chern-Weil).

(1) deg(F) =/M\V a(Fyh) Awp™!

c’est-a-dire que le degré peut se calculer avec la “partie sous-fibré” de F.

Démonstration. — On s’inspire du cas localement libre en utilisant
les plongements locaux de £ dans Ep;. On considere le fibré en droites
det F. Le morphisme injectif de faisceaux ! : det F — (APE)** induit sur
chaque ouvert U; des morphismes de faisceaux [; : det F — APEjy ;. Soit o
une section holomorphe locale de det F, posons alors

W; = {z € U; | li(a)(z) = 0}.
Sur U; 1 U, 15()(z) = (¢} 0 )(a)(2) = (& 0 [P 0 [)(a)(2) et puisque
@ji est un isomorphisme, Wi|ly, = Wj|y,. Appelons W le sous-espace

analytique obtenu en recollant les W;. Il est de codimension supérieure
ou égale a deux car W C V.

On suit maintenant la démonstration de la proposition 2.3 de [2]. Soit
u la métrique obtenue par recollement des I (APh;). Alors, u définit une
structure hermitienne naturelle sur det F|p\w induite par les métriques
hi, et cette métrique dégénere sur W. Soit % une structure hermitienne sur
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det F au-dessus de M tout entier. On démontre exactement comme dans
le cas des fibrés (cf. [2] Lemme 2.4) le lemme suivant :

LEMME 4.2.
/ cﬂdet]-',ﬂ)/\w?‘1 :/ cl(detf,u)Awg_l.
M M\W

En effet, la preuve n’utilise essentiellement que la codimension de W
et le fait que g est une métrique de Gauduchon.

On déduit de ce lemme que
deg F = cl(det]--,u)/\w;“‘1 :/ cl(F,h)/\w;‘_1
M\V M\V
ce qui acheve la preuve de la proposition. a

4.1.2. Borne sur le degré.

PROPOSITION 4.3.

(1) Le degré est majoré sur tous les sous-faisceaux cohérents sans
torsion de £.

(2) Soit ¢ un réel fixé et F € A, un sous-faisceau de £ vérifiant
deg(F) > c. Alors, la forme ¢, (F, h) Aw}~" définie sur M\ V est intégrable,
on entend par 14 que sa fonction de densité est L'. De plus la borne L! est
indépendante du sous-faisceau F considéré et ne dépend que de c et de la
résolution choisie.

Démonstration. — 1. Dans toute la suite, on se fixe un sous-recou-
vrement V; C V; C U; de {U;} tel que V; soit relativement compact dans
U;. On notera encore ¢; les restrictions a V; des plongements locaux de £.
Soit F € A, un sous-faisceau réflexif de £. Alors sur V; \ (V; NV),

1
cl(F7 h’) /\w‘g—l = cl(E7hi) /\wg-l = % tr(KF’L).wg’

ou Kp, désigne la courbure moyenne de la connexion de Chern. Notons
alors m; (resp. a}®) le projecteur hermitien de (Ey;,h;) sur F; (resp. la
seconde forme fondamentale associée a la suite exacte 0 — F; — Ep; —
Eyi/F; — 0). Ces deux objets sont définis presque partout sur U; et C™
sur U; \ (U; NV). On a alors la relation entre les courbures :

tr(Kr,) = tr(Kg,, om;) — |a}0|2.
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Or, la courbure moyenne Kg,, est une section C* du fibré End Ep ;
sur tout U;. L’endomorphisme 7; étant un projecteur hermitien, on peut
borner, sur tous les compacts V;, le premier terme du membre de droite :

|tr(KEo,z ° 7ri)| < Z |KE0,12 | < Sgpz |KE0,le| < M
Lk Vi 1k
ou M est une constante indépendante de m; (donc de F) et de i (le
nombre des V; est fini). Par conséquent la fonction tr(Kr) est majorée
uniformément sur M \ V indépendamment de F et par conséquent le degré
deg(F) aussi ce qui montre le premier point.

2. Supposons qu’il existe un certain réel c tel que

n—1 __ 1 n
/M\V c1(F,h) Nwg™ = - v tr(Kp).wg > c.
En combinant cette hypothese avec ce que I'on vient de démontrer, on
voit que la fonction tr(Kp) est intégrable sur M \ V. En effet, en notant
ft (resp. f7) la partie positive (resp. négative) d’une fonction f, on a
tr(Kr)* < tr(Kg,,)t < M sur V;, ce qui implique que la partie positive
de la fonction tr(Kr) est intégrable sur M. Par suite, puisque l'intégrale
impropre [, tr(Kp).wy converge, on en déduit que [, tr(Kp)~.wy < 400
ce qui démontre le fait que tr(Kr) est L. De plus la borne pour la norme
L' sur M s’exprime en fonction de c et M et est donc indépendante
de F. O

4.2. Sous-faisceau maximal.

Montrons ’existence d’un sous-faisceau de degré maximal.

PROPOSITION 4.4. — Pour tout 0 < p < rang(£), il existe un sous-
faisceau F € A, tel que

deg F = sup degg.
GeA,

Démonstration. — D’apres la proposition 4.3, le degré est borné sur
I’ensemble des sous-faisceaux de €. Soit alors, (F™),,eN une suite de sous-
faisceaux de A, dont le degré converge vers le supremum des degrés que
l’on notera M. L’idée est de se ramener & étudier des sous-faisceaux d’un
vrai fibré en utilisant les plongements locaux ¢;.
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La métrique h; sur U;, avec la structure complexe de Ej ;, nous permet
de définir de maniére standard les espaces de Sobolev L?(V;,End Ey;)
et L2(V;,End Ey ;). On va donc travailler dans la famille finie d’espaces
1, L?#(Vi,End Ey ;). Sur chaque ouvert du recouvrement {U;}, on regarde
le sous-faisceau F™ = @;(F™) de Ey; et son projecteur 7™ associé. Alors,
7™ est un élément de l'espace de Sobolev L?(V;,End Ey ;). En effet, la
norme L? de m;" est bornée sur tout U; car elle s’exprime en fonction de
la trace du projecteur. Quant a celle de la dérivée, d4, 7", oi d4, désigne
la connexion de Chern de (Ey ;, h;), comme on I’a déja vu dans [2] (voir la
section des rappels), il suffit pour la borner de majorer la norme L? de la
seconde forme fondamentale a!;". Or, la fonction tr(Krm ) est intégrable et
sa norme L! ne dépend pas de m d’apres le second point de la proposition
4.3, donc, en utilisant sur V; la formule

tr(KF"‘) = t;r(}r{Eo,i o Trzm) - |a10;”|2
on obtient :
/_Ialoimlz.w; = /_tF(KEo,i om").wy — /_tr(Kp:n).w;’ < C, Vi,m
Vi V. Vi

puisque les deux termes de droite sont bornés indépendamment de m
d’apreés ce qui précede. Par suite, 7™ = (7") € [[; L?(Vi,End Eo ;). De
plus, chaque 7" satisfait aux conditions des sous-fibrés holomorphes faibles
du fibré EO,i-

Pour tout i, la suite (7),, est bornée, donc on peut en extraire une
sous-suite qui converge faiblement vers m; € L?(V;,End Ey ;). Le nombre
d’ouverts du recouvrement étant fini, on peut supposer que la méme suite
converge pour tout i. Il y a convergence forte dans L? (& extraction d’une
sous-suite prés) et la limite m; est un sous-fibré holomorphe faible de
Ey; sur V; (méme démonstration que dans le cas fibré cf. [2], Prop. 2.9).
Notons (F;); la famille finie de sous-faisceaux cohérents réflexifs associés
par le théoreme d’Uhlenbeck et Yau. Remarquons ici que la démonstration
de lexistence du sous-faisceau associé est purement locale, le résultat
d’Uhlenbeck reste donc valide sur V;.

Il reste & voir que les F; se recollent bien pour donner un sous-faisceau
de £ et que ce sous-faisceau est de degré maximal. Rappelons le lemme
qui justifie I'utilisation des projecteurs pour caractériser les inclusions de
faisceaux :

LEMME 4.5 ([2] Lemme 3.4). — Soit s une section holomorphe
locale de Ey ; au-dessus de U C V;. Alors les solutions de I’équation

mi(s) = s (presque partout)
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sont exactement les sections locales de F; sur U.

Quels que soient m, 4, j, on a par construction ¢;;(F;") = F. 7, ce qui
s’exprime par (Id —77") o ;, o ™ = 0 pour tout (7, j,m). Cette condltlon
passe & la limite car il y a convergence en norme L? des 7. Donc, pour
tout (4,7), (Id —m;) o j; o m; = 0. Soit alors s une section locale de F;, on
a

mi(0ji(s)) = mi(pji(s)) + (Id —m;)(pji(s)) = wji(s)
ce qui avec le lemme montre 'inclusion ¢;;(F;) C Fj, et donc par symétrie
pji(Fi) = Fj.

Par le méme raisonnement, F; est un sous-faisceau de ¢;(€) (on
Pexprime en tant que projecteur). On peut donc définir sur V; 'image
inverse de F; par ;, les deux définitions possibles coincident sur V; N Vj.
On notera F ce sous-faisceau de &, c’est un élément de A, puisqu’il est
sans torsion et de quotient sans torsion de part I'injection £/F — Eq ;/F;.

Il reste & montrer que F est bien de degré maximal.

LEMME 4.6. — Si F est sur chaque V; limite au sens des sous-fibrés
holomorphes faibles des F™, alors deg F > lim sup deg F™.

Démonstration. — Rappelons la formule de Chern-Weil (lemme
4.1) :
1 n
degf = MV % tI‘(KF).wg.

Soit (p;)ier une partition C*° de 'unité associée au sous recouvrement V;,
alors

tr(Kp).w! = / i tr(Kp).w?
/]\/I\V ( F) g 21: T/—z-p ( F) g
=3 [ pets(in)

A7

_Z(/ pitr(Kg,, o m).wy /V,Oz|‘110|2 )

or, la courbure moyenne Kg, , est C* sur U; de sorte que la convergence L?
de 7" vers m; implique la convergence L' de tr(K g, ,on(™) vers tr(K g, , om;)
sur V; donc,

lim,— 00 '/_pi tr(Kg,, om").wy = /_pi tr(Kg,, o mi).wg-
v

V.
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. m .
On a convergence faible en norme L? de \/p;a'?;" vers \/p;a'%; ce qui

assure
lim inf /V Nt /V N
On en déduit que deg F > lim sup deg F™. a

On a donc deg F > M puisque deg F™ converge vers M. Mais, M
étant la borne supérieure des degrés sur A,, degF = M et on a trouvé le
faisceau désiré. O

Comme corollaire, on retrouve immédiatement I’analogue du lemme
3.3 de [2] dans le cadre des faisceaux réflexifs :

PROPOSITION 4.7. — Soit £ un faisceau réflexif sur (M, g). 1l existe
un unique sous-faisceau &, de £ de quotient £/&; sans torsion et tel que
pour tout sous-faisceau F de &,

(1) w(F) < (&) ie. & est de pente maximale,
(2) Si p(F) = (&) alors rang(F) < rang(&);
en particulier £, est semi-stable.

L’existence découle de la proposition que 'on vient de démontrer.
Quant & P'unicité, elle se prouve comme dans [2] ou [7].

DEFINITION 4.8. — On appellera I'unique faisceau £, donné par la
proposition 4.7 le sous-faisceau maximal de £.

Ce faisceau &; est le premier terme de la filtration de Harder-
Narasimhan de £. Nous allons généraliser ce lemme aux faisceaux sans
torsion et faire une récurrence pour démontrer I’existence de la filtration.

4.3. Les faisceaux sans torsion.

Soit £ un faisceau sans torsion sur une variété compacte complexe M
munie d’'une métrique de Gauduchon g.

Le morphisme canonique £ < £** est injectif (car £ est sans torsion)
et le bidualisé £** est un faisceau réflexif. D’apres ce qui précede, il admet
donc un unique sous-faisceau £€; C £** de pente maximale (cf. Proposition
4.7). On va construire un sous-faisceau de £ avec la méme propriété. L’idée
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la plus simple et qui se révele étre la bonne est d’intersecter le sous-faisceau
&1 avec £. Rappelons que si 'on considere deux sous-faisceaux H et G d’un
méme faisceau F, le sous-faisceau G N H est bien défini comme noyau du
morphisme canonique G — F/H. Posons F; = £NE;. Comme sous-faisceau
d’un faisceau sans torsion, F; est sans torsion.

PROPOSITION 4.9. — Le faisceau F; = £ N E; est le sous-faisceau
maximal de £ et vérifie u(€;) = u(Fy).

Démonstration. — Par définition, le noyau du morphisme naturel
obtenu par composition de l'injection de & — &£** et de la surjection
EX* — £ /E est exactement €N E = Fp. On a donc la suite exacte
suivante :

(*) 0 —&/FH —E)E—T —0

ou 7 désigne le quotient des deux faisceaux. Remarquons alors les faits
suivants :

— £** /& est un faisceau de torsion, donc &;/F; et T sont également de
torsion.

— le fibré en droite det(E**/E) est trivial. En effet, £ étant sans torsion,
det & = (det &)** = (det £*)* = det £** et de plus, on a la relation
det £** = det £ @ det(E**/E) d’ott le résultat souhaité.

On va montrer que F; et £ ont la méme pente. Remarquons tout
d’abord que les deux faisceaux ont le méme rang. Pour comparer leur degré,
on utilise le lemme suivant :

LEMME 4.10. — Soit Q un faisceau de torsion tel que det Q soit
trivial. Si
0—9 —9—Q9"—0

est une suite exacte de faisceaux, alors det Q' et det Q" sont triviaux.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que Q' et Q" sont tous
les deux de torsion. Donc d’aprés un résultat classique (voir par exemple [7]
Prop. 6.14, Chap. V), il existe des sections globales non triviales ¢’ et o’ de
det Q' et det Q" respectivement. De plus, on a la relation entre les fibrés en
droites : det Q = det Q' ®det Q”. Regardons donc la section o = o’/ ® ¢ de
det Q. C’est une section globale de ce fibré en droites trivial, ¢’est-a-dire une
fonction holomorphe sur la variété compacte M, elle est donc constante.
Or, o ne peut étre identiquement nulle car ¢’ et ¢’ s’annulent au plus sur
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un sous-ensemble de codimension 1. Par suite, o = ¢ # 0 ce qui montre que
les deux fibrés linéaires det Q' et det Q” sont triviaux. a

Appliquons ce lemme & la suite exacte (), on obtient det £; = det F.
Les deux faisceaux ont donc le méme degré par rapport & toute métrique
de Gauduchon et donc la méme pente : p(&) = p(F1).

Il est alors facile de montrer la proposition : si G est un sous-faisceau
quelconque de &£, c’est un sous-faisceau de £** et sa pente est inférieure ou
égale a celle de £; donc a celle de F;. Le méme raisonnement marche pour
les rangs. On a donc trouvé le sous-faisceau maximal de £. ]

L’unicité de ce sous-faisceau maximal se démontre comme dans le cas
localement libre (cf. [2]). On a donc démontré la proposition 4.7 dans le
cas d’un faisceau sans torsion et construit I'unique sous-faisceau maximal
F1 de &€ qui est le premier terme de la FHN de £.

Le théoréme principal en découle par récurrence sur le rang de £ : soit
le faisceau sans torsion £/F; est semi-stable et 0 C F; C £ est la FHN de
&, soit il ne I’est pas et on applique I’hypothese de récurrence au faisceau
E/F1, puisque rang(E/F;) < rang(€). En fin de compte, on a montré

THEOREME 4.11 (Filtration de Harder-Narasimhan). — Soit (M, g)
une variété complexe compacte de dimension n munie d’'une métrique de
Gauduchon. Soit £ un faisceau cohérent sans torsion sur M. Alors £ admet
une unique filtration de Harder-Narasimhan.

Remarque 4.12. — De par le choix fait a chaque étape, la seconde
propriété de la définition 2.6 est automatiquement vérifiée.

5. Famille de faisceaux sans torsion.

On se donne ici une déformation M 5 T d’une variété holomorphe
compacte M au-dessus d’'une base T lisse. On considére un faisceau
cohérent sans torsion & sur M qui est (T, Or)-plat. Pour tout point
z € My = w™l(t), la fibre &, est plate en temps que Or -module. On
notera £(t) la restriction du faisceau &€ a la fibre w1 (t) = My, c’est-a-dire
que si iy : My — M désigne linclusion de la fibre M; dans I’espace total,
E(t) =5 (€).
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Remarquons ici que c’est ’hypothése de platitude qui nous permet
de suivre le degré de maniere réguliere C*°. On a en effet la proposition
suivante :

PROPOSITION 5.1. — Soit (M % T, (g:)¢er) une déformation avec
(9t)ter une famille de métriques de Gauduchon et £ un faisceau cohérent
sans torsion sur I'espace total de la déformation, plat au-dessus de (T, Or).
Alors I'application t — deg,, (£(t)) est C* ent € T.

Démonstration. — 11 suffit de montrer le résultat localement au
voisinage d’un point to € T. Il est possible de trouver un ouvert U C T
contenant tg et un nombre fini d’ouverts V; tels que les {U x V;}; forment
un recouvrement de w=!(U) et sur chaque U x V;, on a une résolution

0—En;— > E;— Ey;i —Eluxy, =0

par des faisceaux localement libres. Le faisceau déterminant det £ est défini
sur M comme det E|yxy;, = Q2 (det El,i)(‘l)l et il ne dépend pas du choix
de la résolution (voir [7] pour plus de détails). C’est un fibré en droites
complexes sur M. D’autre part, la restriction sur chaque fibre M; de la
résolution reste exacte, puisque le faisceau est plat au-dessus de la base,
et donne donc une résolution de £(t) sur {t} x V; & laide de laquelle on
calcule le déterminant det £(t). On a donc (det £)(t) = det(£(t)). Soit alors
h une métrique quelconque sur det(€) et notons h; sa restriction & la fibre
det £(t), alors clairement deg,, £(t) = [,, c1(det E(t), k) Awy, ! est C* en
teU. o

Nous allons montrer dans ces conditions I’analogue du théoreme 3.1 :

THEOREME 5.2. — Soit (M %5 T,(g¢)ter) une déformation avec
(9¢)ter une famille de métriques de Gauduchon et £ un faisceau cohérent
sans torsion sur l’espace total de la déformation, plat au-dessus de T'. Soit
r le rang commun de toutes les restrictions E(t). Alors, pour tout c € R et
tout p € {1,---,r — 1}, 'ensemble

S(p,c) ={t € T | il existe un sous-faisceau F; C E(t) avec
rang(F;) = p et pg,(F:) > c}
est fermé dans T

En fait, soit (F, )neN une famille de sous-faisceaux de E(t,,) telle que
tn, — to € T et deggtn Ft,, soit minoré uniformément, alors il existe un
sous-faisceau Fy, C E(to) vérifiant deg, Fi, > limsupdeg, Fi,.
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Démonstration. — La démonstration s’inspire des idées du théoréme
3.1. Considérons le faisceau £*, il est réflexif et il existe donc au voisinage de
tout point ty € T" des résolutions locales en famille de £*. Plus précisément,
il existe un voisinage compact U de to et un recouvrement de w='(U) par
un nombre fini de compacts de la forme U x Vj, tels que pour tout 4,

on ait une résolution en famille --- — Ej, — E§, — S*I'ﬁxﬁ — 0 par
des fibrés vectoriels holomorphes sur U x V; qui vérifient la propriété de
commutativité :
* _ @ '
0 > & |UXVJ1VJ > EO,z > El,z
1 #n
x| ¥,
0 > £ IUxV,ﬂVJ > Eo,j > By

En restriction & une fibre w™1(t), on a la suite exacte
Eli — Egi(t) = EX(t)|v, — 0

ou £, ; est par définition le noyau de la surjection de Ef ;(t) sur £*(t). On
a donc sur chaque fibre le diagramme commutatif :

(T
0 —— &%() (8 Epi(t) —— &g
l‘P]z(t)

Eo;(t) —— &g

IVmVJ

. (1)
0 — &* (t)IVmV] ?

ou les différentes fleches sont induites par les morphismes globaux de (2).
Soit alors (3, )» une suite de sous-faisceaux de £(t,) avec t,, — to.

On suit la démonstration du paragraphe précédent avec les idées
introduites pour les faisceaux réflexifs. Quel que soit ¢ € U, on définit,
en choisissant des métriques C'*° sur chaque famille de fibrés, les espaces
de Sobolev L2 ,(V;, Egi(t)) et on peut associer & chaque sous-faisceau
Ft. une famille finie de projecteurs Sobolev 7" € [[, L%, (Vi, Eo.i(tn)).
De par les choix faits, tous ces espaces sont isomorphes lorsque ¢ varie
dans U et les normes Sobolev sont globalement équivalentes, quitte a
restreindre U. On peut donc voir ’ensemble de ces projecteurs dans
Iespace []; Lito(Vi, Ey i(tg)). Comme on l'a vu dans les paragraphes
précédents (théoremes 4.7 et 3.1), les normes L? de chaque 77 sont
bornées indépendamment de la fibre et du projecteur grace a I’hypothese
de minoration du degré. On a donc convergence d’une sous-suite vers un
élément {m;}; € [I, L3, (Vi, Eo,i(to)), représentant une famille de sous-
fibrés holomorphes faibles des Ey ;(to).

Il reste & démontrer, tout d’abord, que les sous-faisceaux “locaux”
{F.}: associés se recollent bien et que le faisceau obtenu est bien dans
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I'image par ¢;(tp) de £**. Montrons donc que quels que soient i et j,
@;ji(Fi) = F; ce qui s’exprime d’apreés le lemme 4.5 avec les projecteurs
par : (Id —7;) o j;(tg) o m; = 0. Cette condition est vérifiée par tous les
sous-faisceaux de la suite {n]'} et application ¢t — ¢,;(t) est réguliere en
t ce qui donne le résultat a la limite.

Prouvons que F; C ¢,(to)(E**). La encore, on traduit I'inclusion en
termes de projecteurs ce qui est justifié par le lemme 4.5 : quel que soit
t € U, le sous-faisceau ¢;(t)(E**) de Eyi(t) est réflexif, et est donc défini
par un projecteur Sobolev p;; appartenant & L3 ,(End Eqg;(t)). Quel que
soit n, on a par construction (Id —p; ., ) o 7* = 0. D’apres les propositions
49 et 5.1, application t — deg&(t)** = deg&(t) est C™ et donc
localement bornée au voisinage de ty. De par la proposition 4.3, la fonction
tr(Ky, (1)(e++)) (en fait c’est la partie localement libre que Ion considere)
est bornée dans L' sur V; indépendamment de ¢ et i pour ¢ proche de to.
Le raisonnement habituel nous donne que la suite p; ;, est bornée dans
L} et admet donc une sous-suite convergente pour la topologie faible. La
limite de cette suite ne peut étre que p; ¢, car la famille de projecteurs est
en fait globalement définie sur la déformation et est C*° en dehors d’un
ensemble de codimension 2. Par conséquent, il y a convergence forte dans
L? d’une sous-suite de Dit, Vers D;t,. On en déduit le résultat escompté :
(Id —pit,) om = 0.

Il existe donc un sous-faisceau Fy, de E(tp)** de degré supérieur ou
égal a la limite supérieure des degrés des F;, (cf. Lemme 4.6 pour cette
derniére propriété).

La proposition 4.9 nous dit alors que le faisceau 7 = Fy, N E(to)
conserve le méme degré et vérifie donc les propriétés souhaitées. O

On généralise le résultat d’ouverture de la stabilité au cas des fais-
ceaux sans torsion :

THEOREME 5.3 (Ouverture de la stabilité). — Soit (M<T,(g:)seT)
une déformation avec (g¢)ier une famille de métriques de Gauduchon et £
un faisceau cohérent sans torsion sur I’espace total de la déformation, plat
au-dessus de T. Alors I’ensemble

{t € T|E(t) est g: — stable sur M;}
est ouvert dans T'.

Démonstration. — Méme raisonnement que dans le cas des fibrés en
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remarquant que la platitude implique la constance du rang des faisceaux
E(t) lorsque t varie. O
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