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STRUCTURE DE CERTAINES C*-ALGEBRES
ASSOCIEES AUX RESEAUX DE PSL,(R)

par Francgois PIERROT

1. Introduction.

Notations. — Soit G un groupe localement compact. On note C*(G)
la C*-algébre maximale de G, C(G) sa C*-algébre réduite et Mg
C*(G) — C}(G) Vapplication quotient. On appelle dual de G et on
note G l'ensemble des classes d’équivalence unitaire de représentations
unitaires irréductibles de G muni de la topologie de Fell; on appelle dual
réduit de G et on note G le sous-espace fermé de G formé des classes
de représentations unitaires irréductibles faiblement contenues dans la
représentation réguliere, et £¢ la représentation triviale. Soit A une C*-
algébre. On note M(A) la C*-algebre des multiplicateurs de A. Soit 7 :
A — B un morphisme surjectif de C*-algebres. On note 7 : M(A) — M(B)
son extension aux multiplicateurs.

Soit G un groupe localement compact, I' un sous-groupe fermé.
Rappelons (cf. [Ri] et [BV]) que l'action de L}(T') sur L}(G) s’étend en
un morphisme que nous noterons génériquement j de C*(T') dans l’algebre
M(C*(G)) des multiplicateurs de C*(G), ainsi qu’en un morphisme que
nous noterons génériquement j,. de C*(T") dans M(C}(G)) ; on a alors le
diagramme commutatif suivant :

) = M(CH(G)
lkr J,E
CrI) = M(CH(G))

Mots-clés : C*-algebres — Représentations unitaires — (g, K)-modules — Réseaux.
Classification math. : 22D25 — 43A15.
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Le morphisme j, est toujours injectif alors qu’en général j n’est pas
injectif (cf. [Ri] et [BV]). Soit C&(T) la complétion de I'algebre involutive
Cc¢(T") pour la norme induite par j. L’application induit en particulier un
isomorphisme entre CE(I') et une sous-C*-algebre M(C*(G)). D’apres le
diagramme précédent, et comme j,. est injectif, le morphisme Ar se factorise
en un morphisme surjectif AS : C5(I') — C}(T) tel que A& 0 j = Ar. Un
probléme naturel consiste 4 déterminer la structure de

I§ = Ker(\9).

Soit I = Ker(\g). Le noyau Ker(\g) est l'idéal M(C*(G),Ig) de
M(C*(G)) formé des multiplicateurs dont I'image est contenue dans Ig.
Ce noyau contient (en général strictement) Ker(Ag). On a le diagramme
commutatif
G
0 — I — om Loor — o
%] s Lir

0 — Ker(hg) — M(C*G)) 2% M(C:G) — 0
ou les fleches verticales sont des injections. Dans cet article, nous démon-
trons le résultat suivant :

THEOREME 1. — Soit G = PSLy(R) et I' un réseau dans G. Alors,
le morphisme j induit un isomorphisme de IS¢ sur Ker(Ag) C C*(G).

Paramétrons comme il est usuel (cf. [L]) la série supplémentaire de
PSLy(R) par |0, 1] et associons au parameétre 1 la représentation triviale.
Pour tout sous-espace X de ]0,1], notons X D’adhérence de X dans ]0, 1]
et T x le sous-espace de T formé des restrictions a I' des représentations
irréductibles de G de parametre dans X.

COROLLAIRE 2. —  L’idéal I€ est équivalent au sens de Morita a
Co(]0,1]). De plus,

1. Ie spectre de Ck(T") est f]O,l] U IA“T, et pour tout sous-ensemble X
non vide de |0,1[, on a Tx = f)? U fT,‘

2. les applications j et A& induisent des isomorphismes K, (C*(T)) ~
K.(C(D)) ~ K.(C(T).

Soit G un groupe de Lie connexe simple non compact, ™ une
représentation unitaire irréductible de G qui n’est pas dans la série
discréte et qui n’est pas la représentation triviale. Soit I' un réseau dans
G. Dans [CS], les auteurs démontrent que la restriction mp est encore
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irréductible; dans [BH], les auteurs démontrent que mjp contient faible-
ment la représentation réguliere Ar de I'. Soit CX(I') la complétion de
Palgebre involutive C¢(T") pour la norme induite par la représentation
m. La relation de contenance faible se traduit par un morphisme surjec-
tif AR : CX(I") — C*(T"). Supposons dorénavant que m n’est pas dans le
dual réduit. Alors 7r n’est pas faiblement équivalente a4 Ar. Donc Ker(Af)
est non trivial, et 'un des problémes soulevés dans [B] consiste & déterminer
ce noyau.

Soit 7, et my des représentations unitaires irréductibles qui ne sont
pas dans le dual réduit, distinctes de la représentation triviale et qui de plus
ne sont pas unitairement équivalentes. D’apres [CS], les restrictions (m1)|p
et (m2);r ne sont pas unitairement équivalentes, et d’aprés [B], elles ne
sont pas faiblement équivalentes, d’ol la question naturelle ([B]) de savoir
si 'une peut contenir faiblement autre. Dans [BH], les auteurs montrent
que c’est impossible pour G = PSLy(R) et I' = PSLy(Z). Dans cet article,
nous répondons & ces questions pour G = PSLy(R) et pour tous les réseaux
de G.

THEOREME 3. — Soit I' un réseau dans PSLy(R). Soit m une repré-
sentation unitaire irréductible dans la série supplémentaire de PSLs(R)
représentée dans un espace de Hilbert H,. Alors on a une suite exacte
scindée :

0 — K(H,) — C*(T) 2= C2(I) — 0.
De plus,
1. Padhérence de {r} dansT est T', U {r},
2. Ko(Cx(I") ~ Ko(C7()) ® Z et K1(C7(T)) ~ K1 (C(I)).

THEOREME 4. — Soit 71, o deux représentations unitaires irréduc-
tibles de la série supplémentaire de PSL3(R) non unitairement équiva-
lentes.

L. (m1)|r n’est pas faiblement contenue dans (mz)|p-

2. Il existe un isomorphisme ¢ : C; (I') — Cj, (T) tel que AL, 0 = AL .

Remarque. — L’isomorphisme ¢ n’est pas canonique; en particulier,
d’aprés la premiére assertion du théoréme 4 ou d’aprés [B], il existe vy € T,

tel que ¢(m1 (7)) # m2()-

TOME 52 (2002), FASCICULE 5
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La démonstration de ces résultats repose sur les considérations sui-
vantes. La série principale (respectivement supplémentaire) de PSLy(R)
est paramétrée de fagon naturelle par iR* (resp. |0, 1[). En choisissant con-
venablement des bases des espaces de Hilbert associés, les représentations
correspondantes de l'algébre de Lie sont définies dans un méme espace
de Hilbert, varient continiment en fonction du parameétre s € RTUJ0, 1|
(pour la norme d’opérateurs) et les différences sont des opérateurs com-
pacts. On déduit alors de [A] que l'on a le méme phénomene au niveau
de leurs exponentielles. Ceci permet de “recoller” les séries principales et
supplémentaires en un champ de représentations qui est un champ con-
tinu non seulement pour C*(G) mais également pour la sous-algébre de
M(C*(Q)) engendrée par les éléments du groupe G. On obtient ainsi la
structure de C&(T") pour les réseaux I' de G. Il est tres probable que la
méme méthode s’applique dans le cas des réseaux de SO(n, 1).

Cet article s’organise de la fagon suivante. Dans la partie 2, nous
faisons des rappels concernant les représentations irréductibles de PSLy(R)
et leur structure infinitésimale, et nous construisons le champ continu
de représentations. Dans la partie 3, nous démontrons les théoremes de
structure des C*-algebres associées aux réseaux de PSLy(R) énoncés ci-
dessus et nous concluons par quelques considérations générales.

Je remercie G. Skandalis pour des discussions fructueuses, ainsi que
Pierre de la Harpe et Alain Valette pour leurs remarques sur une version
préliminaire de cet article.

2. Représentations de PSL,(R).

Soit G = PSLs(R), K = PSO5(R). Rappelons la liste des classes de
représentations unitaires irréductibles de G telle qu’elle est donnée dans
L], p. 122 :

o Les représentations intégrables de la série discréte paramétrées par
un entier impair n tel que |n| > 3. Elles définissent des ouverts fermés
de G.

o Les deux représentations non intégrables de la série discréte 7+ et 7~
qui ne sont pas isolées dans G.

e Les représentations de la série principale unitaire paramétrées par
s € iR et celles de la série supplémentaire paramétrées par s € |0, 1].

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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¢ La représentation triviale.

Soit H V’espace de Hilbert séparable de base (en),ec2z, muni de la
représentation unitaire diagonale de K pour laquelle chaque e, est de
poids n. Soit H le sous-espace vectoriel de H engendré par les e,. Il est
K-invariant.

Notons g lalgebre de Lie de G. On identifie g¢ = g Qg C a sl2(C).
Les (g, K)-modules associés (cf. [W2], p. 81) aux séries principales et
supplémentaires se réalisent tous dans le K-module H de la fagon suivante
([L]) : soit Et = (1.1 jl) et E- = (}l :il); soit s € iRTU |0, 1[. En posant
Vn € 2Z, m(E+)(en) = (n(n +2) — (s + 1)(s — 1)) 2e,42 et m5(E7) =
(—ms (E+))|*H, on obtient une structure de (g, K')-module irréductible. Pour
la structure préhilbertienne de H héritée de H, ce (g, K)-module est
unitaire et le parameétre de la représentation unitaire irréductible du groupe
associée, notée encore 7y, est s. Pour s = 1, ceci définit encore une structure
de (g, K)-module 71, non irréductible. Celui-ci est somme directe de trois
(g, K)-modules irréductibles unitaires, Hg, Hy et H_, ou Ho = Cey et
ol Ht (resp. H™) est I’espace vectoriel engendré par (e,,),con- (resp. par
(én)ne—an-)- Les classes de représentations irréductibles unitaires associées
sont :

e la représentation triviale sur Hp;
e la représentation de la série discréte non intégrable 7+ sur H ;
e la représentation de la série discréte non intégrable 7~ sur H_.

On note m; la représentation unitaire du groupe associée sur H =
Ho®Hy DH-.

Soit X = R*TU |0, 1] considéré comme sous-espace topologique de C
et H un générateur de I’algebre de Lie ¢ de K.

LEMME 5. — Soit X = oET +B3E~ +~vH € g®g C.

1. Pour tous s,s' € X, m4(X) — ms(X) se prolonge en un opérateur
compact de norme inférieure ou égale a : (|a| + |8])C(s, s') ot la constante
C(s,s’) est égale a

sup. ((n(n +2) = (s + 1)(s = 1))/* = (n(n+2) = (s' + 1)(s' = 1))"/?)].
ne2

2. Pour tout s € X, soit ks(X) € K(H) l'opérateur prolongeant

7s(X) — mo(X). Pour tout sous-espace compact Y de X, I'application qui
a s €Y, associe ks(X) définit un élément ky(X) €e KH® C(Y)).

TOME 52 (2002), FASCICULE 5
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Démonstration.

1. Posons C(s,n) = (n(n+2) — (s + 1)(s — 1))V/2,s € X,n € 2Z.
Soit S € U(H) défini par Vn € 2Z, S(ey,) = en42. Alors, pour tout n € 27Z,
S*(ms(X) —ms (X)) (en) =(C(s,n) —C(s',n))e,. Donc S*(ms(X) — 7y (X))
et par conséquent m4(X)—my (X) se prolongent en des opérateurs compacts
et [ms(X) — mor (X)|| =[5 (7ms(X) — 7o (X)) || = C (s, 8').

2. Cela résulte immédiatement du résultat qui précede et de I'identi-
fication entre K(H ® C(Y)) et 1’algébre des fonctions continues de Y dans
K(H).

Pour la notion d’opérateur régulier, on renvoie & [Lan] (voir également
[Ba] et [Wo)).

PROPOSITION 6. — Soit A une C*-algébre, E un A-module hilber-
tien, T' un opérateur régulier autoadjoint sur E, S € L(E), S = S*.
1. L’opérateur T + S est régulier autoadjoint.

2. Supposons que S est T-continu au sens ot I’application qui at € R,
associe exp(itT)S exp(—itT) est continue de R dans L(E). Soit A une sous-
algébre normiquement fermée de L(E) telle que exp(itT)S exp(—itT) € A
pour tout t € R. Alors

exp(i(T + S)) exp(—iT) — 1 € A.

Démonstration.
1. Cf. [Lan] et [Ba], corollaire 4.5.
2. Posons pour ¢t € R, S; = exp(itT)iS exp(—itT). D’apres [A] p. 84,

“+o0
exp(i(S + T)) exp(—iT) — 1 = Z/ Su,Sta e Sh dpin((t1; oos )
n=1 n

ouVn € N, ¥, = {(t1,...,tn)|0 < #1 < t2... < t,, < 1} et p, désigne la
mesure de Lebesgue sur ¥,,. Les intégrales sont normiquement convergentes
dans A et la somme est normiquement convergente; d’oul ’assertion.

COROLLAIRE 7. — Soit A une C*-algébre, E un A-module hilber-
tien. Soit T' un opérateur régulier autoadjoint, S € K(E), S = S*. Alors

exp(i(T + 5)) — exp(iT) € K(E).

Démonstration. — Comme S € K(FE), Popérateur S est T-continu.
11 suffit alors d’appliquer la proposition précédente.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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PrOPOSITION 8. — Soit Y un sous-espace compact de X. 1l existe
un morphisme fortement continu my de G dans U(H ® C(Y)) tel que
Vg € G,Vs €Y, (ny(9))s = 7s(g)- De plus, Vg € G, my () — (m0 ® Lo(v))(9)
est compact.

Démonstration. — Soit X € g. Notons encore Vs € Y, 7y (X)
lopérateur anti-autoadjoint non borné sur H dont la restriction & H
est m4(X). Posons my(X) = mo(X) + ky(X). D’apres la proposition 6
et le corollaire 7, my(X) est un opérateur régulier anti-autoadjoint et
exp(my (X)) — exp(mo(X)) est compact. De plus, Vs € Y, (exp(my (X)))s =
exp(ms(X)) = ms(exp(X)). Donc exp(my (X)) ne dépend que de exp(X)
ce qui permet de définir 7y : G — U(H ® C(Y)) en posant VX € g,
7y (exp(X)) = exp(ny (X)). Reste & montrer que 7y est fortement continu
et cela résulte immédiatement du lemme élémentaire qui suit.

LEMME 9. — Soit G un groupe de Lie et m : G — U(FE) un
morphisme dans le groupe U(E) des unitaires d’'un C*-module E. On
suppose que YX € g, application qui & t € R, associe m(exp(tX)) est
fortement continue. Alors le morphisme 7 est fortement continu.

Démonstration. — Soit U = []"_, ]— a;, b;[ un voisinage de 0 dans
R™, V un voisinage de ’identité dans G et ¢ : U — V un difféomorphisme
tel que Vz = (21,...,2,) € U, on a ¢(z) = [1—; ¢((0,...,,0,...,0)).
Notons que si ¢1,...,¢, sont des applications fortement continues d’un
espace localement compact X dans L(E) telles que ¢1,...,¢,—1 sont
bornées en norme, alors ¢ = ¢;...¢, est fortement continue. Il suffit
alors d’appliquer cette remarque & X = [[,[—ai/2,b;/2], et ¢; : X —
L(E),i = 1,...,n, définies par Y(z1,...,z,) € X, ¢i(z1,...,2n) =
mo¢(0,...,0,2;,0,...,0).

Remarque. — Soit Y3, Y2 deux parties compactes de X. Les re-
strictions & Y3 N Yy des représentations my,, 7Ty, construites dans la
démonstration du lemme précédent coincident; donc il existe une unique
représentation de C*(G) dans L(H ® Co(X)) notée mx dont la restric-
tion & chaque partie compacte Y de X coincide avec la représentation my
construite dans la démonstration du lemme. Il est aisé d’en déduire la
structure de C*(PSLz(R)) résultat di & Milicic ([M], voir également [V]).
Soit Ht et H~ deux espaces de Hilbert séparables de dimension infinie, et
H=Ht®C®H~. Alors on a un isomorphisme

C*(PSL3(R)) ~ A® (®neazt1,in>1 K(H))

TOME 52 (2002), FASCICULE 5
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ou A est la sous-C*-algebre de Co(X,K(H)) formée des fonctions dont
la valeur en 1 appartient K(H') & C @& K(H™). En effet, soit B =
A® (Dneazi1 |nj>1 K(H)) ; soit Vn € 2Z + 1, |n| > 1, 7, la représentation
irréductible dans la série discrete de parametre n. Enfin, soit 7 = wyx @
(®ne2z+1,|n|>17n) la représentation injective de C*(PSL2(R)) a valeurs
dans M(B). 1l résulte de ce qui précede que 7 induit un isomorphisme de
C*(PSL2(R)) sur B.

Pour toute représentation 7 : C*(G) — K(H), notons 7, : Ko(C*(G))
— Z le morphisme induit. Au cours des remarques finales, nous utiliserons
le lemme suivant qui est une conséquence triviale de la structure de
C*(PSL»(R)).

LEMME 10. — Vs € RTU0,1], (7s)« = 0.

Démonstration. — Identifions topologiquement X & ]0,1]. Le mor-

phisme 7y : C*(G) - K®Co(X) C K®Co(X) ~ K®C([0,1]) induit une
homotopie entre 7, et le morphisme nul. D’ou le résultat.

3. Démonstration des théorémes et conséquences.

Démontrons les théorémes 3 et 4. Soit I" un réseau dans G et ™ = 7,
la représentation irréductible unitaire de G dans la série supplémentaire
de parametre s €0, 1], réalisée dans ’espace de Hilbert H, comme dans la
section précédente. D’apres la proposition qui précede, Vg € G, 7(g) —7o(g)
est compact. La restriction (7o) est faiblement contenue dans Ar, et donc
d’apres [BH] elle lui est quasi-équivalente. Ainsi A[° est un isomorphisme.
Par conséquent, l'identité de Co (') induit un morphisme qu’on notera
mo de Cx(T) sur Cy (') tel que Af° o mp = Af. Identifions C3(T) et
Cx,(T) & leurs images respectivement par 7 et my dans L(H). Alors
Ve € Ci(T') € L(H), z — mo(z) € K(H). Soit z € If = Ker(Af). Alors
mo(z) = 0 et donc z € K(H,). Ainsi, If C K(H;). L’idéal If est un
idéal non vide de la sous-C*-algebre irréductible C*(I") de L(Hj), donc
([D], p. 52) une sous-algebre irréductible de L(H), de plus contenue dans
K(H) et donc ([D], corollaire 4.1.6.), If = K(H). D’ou la suite exacte du
théoréme 3. L’assertion 1 du théoréme 4 en résulte.

Soit ¢ : L — L(H)/K(H) l'application quotient. Le morphisme Af
induit un isomorphisme A% : q(Cx(T')) ~ C(I') tel que A\f o g = Af.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Comme K(H) C Cx(T'), et comme Vz € C:(T), x — wo(z) € K(H), on a
Cx(T) = C () + K(H). En considérant alors Cj (I') comme sous-algébre
de C%(T), on obtient un morphisme noté encore 7y de C:(I") dans elle-
méme, telle que g o myp = ¢, et tel que Vo € CE(T), ||mo(2)|l = ||AT (@)l
Donc ce morphisme se factorise en un morphisme 7g : C*(I') — C%(T), tel
que Ty 0 AL = mp. Alors
AT 0Tg 0 AT :)\—goqoﬁo)\g

= E 0qomy

= E o] q

= A}
Comme AL est surjective, on a AT o7y = Id. Donc 7y est une section pour

T; d'ou le théoreme 3.

Soit 7’ une représentation dans la série supplémentaire de G. Alors
cnT) = Cr(I) = CxI') C L(H). Notons & : Cy(I') ~ C;(T)
I'isomorphisme induit et m; : C;,(I') — Cx (T') le morphisme tel que
AT o ) = A& . Comme 74(K(H)) = 0, et comme Yy € T, 7'(y) — n(y) €
K(H), on a ¥y € T, mp(@(n(v))) = mo(x'(7)) = mo(y) = mo(w(7)). Done
w0 ® = mp et donc

Tod=(\")lorjod
=(AF) ™" oo

— 2T .

- A" »
d’on assertion 2 du théoreme 4.

Démontrons le théoréme 1. Notons simplement 7 le morphisme cons-
truit dans la proposition 8 et noté mp ;;. Comme 7o est quasi-équivalente
& Ar, 7 induit un morphisme injectif noté encore 7 de C&(T') dans L(H ®
C([0,1])). Comme Vz € C*(T'), n(x) — (1o ® 1o (o) )(x) € K(H®C([0,1])),
onaVz € I¥, n(z) € K(H®C([0, 1])), et méme puisque mo(z) = 0, 7" (z) =
0,7 (z) = 0, on a 7(z) € K(E) ¢ K(H® Cy(]0,1])), ot E est le sous-
C(]0, 1))-module hilbertien de H® Cy(]0,1]) formé des fonctions continues
de ]0,1] dans H tendant vers 0 & P'infini dont I'image en 1 est incluse dans
Ceg. Soit g : IS — K(E) le morphisme induit. Soit s €]0,1]. Si s # 1,
on a vu que ((1g)s)(IS) = (75)(I€) = K(E;) et c’est encore vrai si s =1
puisque I' n’est pas moyennable. Par ailleurs, soit s, s’ €]0, 1] distincts. Si
L ¢ 5,5/}, daprés [CS], (&) (= (r)ir) et ((re)oe (= (r)yr) ne
sont pas unitairement équivalentes et donc leurs restrictions a I 19 ne le sont
pas non plus. Ceci est également vrai si 1 = ¢’ # s puisque (7g); est de

TOME 52 (2002), FASCICULE 5
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dimension finie. Donc (&) est une sous-algebre riche de K(E) qui est de
type I donc lui est égal ([D], proposition 11.1.6.); d’ou le théoréme 1.

Enfin, comme X est non vide, d’aprés [BH], fr c I'x. Comme le
spectre de IS¢ = I s'identifie topologiquement & 0, 1], Cx \T, = f)?
Comme IS est contractile, A& induit un isomorphisme K,(C%(T)) =~
K.(C(T)). Le corollaire 2 résulte alors de la K-moyennabilité de I" (cf. [K]).

Remarques.

o Le fait que (Af). soit surjective résulte également de [Kal; en ef-
fet, d’apres [K], le groupe I' vérifie la conjecture de Baum-Connes, ce
qui implique que application (Ar). : K.(C*(I')) — K.(C}(T)) est sur-
jective et donc que l'application (A]). : K.(Cx(T')) — K.(Ct(T)) Dest
également. Notons en revanche que d’apres le théoréme 3 et puisque I'
est K-moyennable ([K]), m. : Ko(C*(I')) — Ko(C:(T')) n’est pas sur-
jective. On obtient un exemple plus géométrique de la fagon suivante.
Soit I" un sous-groupe discret cocompact de G sans torsion. Soit g :
C*(G) — K(L*(G/T")) le morphisme associé & la représentation quasi-
réguliere. Alors (1)« : Ko(C*(G)) — Ko(rg/r(C*(G))) n'est pas sur-
jectif. En effet, d’aprés [Ma], la représentation triviale de G est isolée
dans la représentation quasi-réguliere. On peut donc identifier 7, (C*(G))
a C @ Ker(g), ot € : 76,r(C*(G)) — C est le morphisme induit par
la représentation triviale. Soit F = Ky(C) le facteur correspondant
de Ko(7g/r(C*(G))), isomorphe (par l'application induite par ) a Z.
Montrons que F' N (7gr)«(Ko(C*(G))) = {0}. Par l'absurde, soit = €
Ko(C*(GQ)) tel que 0 # (7g/r)«(x) € F. Alors 0 # (g)«(z) € Z et
donc d’apres le lemme 10, (77).(z) + (77)«(z) = —eu(z) # 0. Or les
multiplicités de 7+ et 7~ sont égales & une méme constante strictement
positive m > 0 (cf. [W]; ceci peut également se déduire du lemme 10
et de [P]). Les morphismes 7+ et 7~ induisent des morphismes qu’on
notera encore (77),, (77 ). : Ko(7gr(C*(G))) — Z nuls sur F et tels
que (7%), o (1g/r)x = m(rt), et (77)s o (1gyr)x = m(n~).. Donc
(7). 0 (r /1) (x) # 0 0u (1), 0 (761).(z) # 0 et done (rayr).(z) ¢ F
contradiction.

e Soit
I —_ A — B
lm o lm lms
J g, A,

un diagramme commutatif de groupes ou goj = 0, la fleche 75 est surjective
et 73 injective. Si la suite horizontale du haut est exacte, celle du bas est
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exacte. En appliquant ceci &
G
0 — K(E) — C5) 5 @) — 0
s I i 1=
0 — KM, — CxI) 2% o) — o

le théoréme 3 (excepté ’assertion disant que la suite exacte est scindée) est
bien un corollaire du théoréme 1 (mais de toute fagon, la démonstration
du théoreme 1 utilise les théoremes 3 et 4). Notons d’ailleurs que la suite
exacte 0 — I§ — C%(T') — Cr(I') — 0 n’est pas scindée. En effet, soit s
une section. Soit p = 1 — s(1). Alors p est une projection appartenant &
K(F) qui est inclus dans K ® Cy(]0, 1]) qui est lui-méme contractile. Donc
p =0, s(1) = 1. Soit ¢ la représentation triviale de C*(T") ; le morphisme
gos est alors un caractére non trivial de C;(I'), ce qui est impossible puisque
I' n’est pas moyennable. En revanche, il résulte aisément de ce qui précede
que pour tout quotient @ de C&(T") dont le spectre contient IA“T mais pas la
représentation triviale, le quotient @ — C*(I") admet une section.

Concluons par les considérations générales suivantes, les notations
étant celles de I'introduction.

PROPOSITION 11. — Soit T' un réseau d’un groupe de Lie simple
connexe non compact G. Soit m et my deux représentations unitaires
irréductibles de G qui ne sont pas dans la série discrete. On suppose de
plus que Ty est dans le dual réduit.

1. Soit By = C*(T') NK(H). Alors B, = 0 ou By = K(H).
2. On a By C Ker(A}).

3. Il existe W € L(Hg,,H;) tel que W*W = 1, et Vy € T,
W (y)W — mo(y) € K(Hg,). Si de plus, m est dans le dual réduit, on
peut supposer de plus que W est unitaire.

Supposons dorénavant que m n’est pas dans le dual réduit.

4. S’il existe V. € L(Hp,H,,) tel que V*V = 1 et Vy € T,
V*mo(y)V — n(y) € K(H,) alors C:(T') contient K(H,) et la suite 0 —
K(H,;) — Cx(I) Ar, Cx(T') — 0 est exacte et semi-scindée.

5. Il existe un unitaire U € L(H,,,H,) tel que Vy € ', U*n(vy)U —
mo(y) € K(Hy,) si, et seulement si, on a une suite exacte scindée 0 —
K(H,) — C*(I) 25 (1) — 0.
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6. Si on a une suite exacte semi-scindée 0 — K(H,) — C:(I') —
Cx(T') — 0 et si I' est K-moyennable, alors cette suite est scindée.

Démonstration.

1. Si B, # 0, alors B, est une sous-C*-algebre irréductible de K(H,)
donc lui est égale.

2. Notons encore g : L(H,) — L(H,)/K(H). La restriction & B, de
TroAF est une trace finie donc nulle. Donc 7o AT se factorise en une trace sur
q(C*(T")) et donc AL se factorise en une application AT. : g(Cx(T')) — C(T).
(Ceci est un cas particulier d’un résultat de [B] qui affirme que tout quotient
non trivial de C%(I") contient faiblement Ar.)

3. Soit mp : C*(I') — L(H,,) l'application induite. D’apreés [Vo],
comme 7o est nulle sur By, il existe W € L(Hg,,H,) tel que Vy € T,
WHn(y)W — mo(vy) € KHz,). Si m € G,, alors m et m induisent deux
représentations de C}(I') ne rencontrant pas les opérateurs compacts.
L’existence d’un tel unitaire résulte alors de [Vo].

4. S’il existe un tel V, alors Ker(A]) C K(H,). Or Ker(Af) # 0
et donc B, = K(H,). Enfin, Ker(A\}) = K(H,) puisque K(Hj,) est
simple. L’application qui & v € I' associe V*my(v)V induit une section
compleétement positive a cette suite exacte.

5. Btant donné un tel unitaire, le morphisme UmoU* fournit une
section a la suite exacte. Réciproquement, soit s une section de la suite
exacte. Comme C}(T) est exacte d’aprés [BCH], C; (I') N K(Hr,) = 0
et donc on a une autre suite exacte scindée, 0 — K(Hr,) — C; (T) +
K(H,,) — C(') — 0. On a donc deux extensions de C(I") essentielles
unitales scindées, et & nouveau I'existence d’un tel unitaire résulte de [Vo].

Ar

6. La suite exacte semi-scindée 0 — K(H,) — C%(I') — C*(I') — 0
définit un élément dans Ext ™ (C*(T")) qui est nul puisque son image dans
Ext™}(C*(I')) lest. Comme cette extension est essentielle, elle est ab-
sorbante d’apres [Vo], et comme elle définit 1’élément nul de Ext ™ (C;(I)),
elle est scindée.
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