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REMARQUES SUR CERTAINS SOUS-ESPACES
DE BMO(R") ET DE bmo(R")

par Gérard BOURDAUD

1. Introduction.

Depuis la découverte de ’espace BMO(R™) des fonctions & oscilla-
tions moyennes bornées et son identification, par Fefferman et Stein [7],
au dual de l'espace de Hardy H'(R™), il s’est avéré utile de considérer,
entre autres sous-espaces de BMO(R™), les fermetures de certaines classes
de fonctions régulieres. C’est ainsi que D. Sarason a introduit, sous le nom
de VMO(R™), ’adhérence de I’ensemble des fonctions uniformément conti-
nues appartenant & BMO [19]. De leur c6té, R. Coifman et G. Weiss ont
considéré I'adhérence de D(R™) — qu'ils appellent également VM O(R™) —
et établi qu’il s’agit d’un prédual de H'(R™). Depuis lors ces espaces fonc-
tionnels sont d’un usage courant dans 1’étude et la résolution de certaines
classes d’équations aux dérivées partielles (voir notamment [10], [1]).

Dans les lignes qui suivent, on propose une synthese des diverses
caractérisations des espaces précités, ainsi que de leurs homologues locaux,
sous-espaces de bmo(R™) (voir D. Goldberg [9]). Pourquoi un tel travail
s’agissant de notions étudiées pour ’essentiel durant la décennie 70-80 7 En
fait certaines propriétés considérées comme connues manquent de références
précises (c’est le cas de la description 1’espace de Coifman et Weiss & I’aide
des transformations de Riesz). Qui plus est, des erreurs se sont glissées

Mots-clés : Oscillations moyennes bornées — Oscillations moyennes continues.
Classification math. : 46E30 — 42B35.



1188 GERARD BOURDAUD

dans la littérature & propos des espaces VMO ; bien qu’elles soient sans
conséquences facheuses dans les contextes ol elles apparaissent, il convient
évidemment de les rectifier.

Dans la section 2, nous donnerons un cadre abstrait a notre étude.
Si E est un espace de distributions, il existe plusieurs classes naturelles de
fonctions C*° dans F, chacune d’elles conduisant & une fermeture spécifique
dans E. Le cas de L>(R") sera rappelé, car il est & la fois élémentaire et
instructif. La section 3 est un rappel des définitions. Dans les deux sections
suivantes, on étudie respectivement les sous-espaces de bmo et de BMO;
comme on peut s’y attendre, bmo(R™) se comporte comme un espace
fonctionnel usuel, alors que BMO(R™) s’avére d’un abord beaucoup plus
délicat. Pour la clarté de 'exposition, nous avons inclus la caractérisation
de vmo et VMO, bien que ce soit essentiellement le résultat classique de
Sarason (cf. les théorémes 1 et 5). En revanche les caractérisations des
fermetures, dans bmo et BMO, des sous-espaces bmo. et BMQO_. sont
vraisemblablement des résultats nouveaux (cf. les théorémes 2 et 6). Dans
la section 6, on présente une série de contre-exemples; par la on s’assure de
la diversité des espaces fonctionnels considérés et on corrige les erreurs
précitées. La section suivante est un appendice, oli sont regroupés les
lemmes plus ou moins classiques qui nous sont utiles. Une derniére section
est dévolue & des commentaires bibliographiques.

1.1. Notations.

Les symboles C*°(R™), D(R"*), C(R"), Cp(R™), Cy(R™), Co(R™),
désignent respectivement les ensembles des fonctions indéfiniment dif-
férentiables, indéfiniment différentiables a support compact, continues,
continues bornées, uniformément continues, continues tendant vers 0 &
Pinfini, sur Pespace R™; quand le contexte est suffisamment clair, on
supprime le symbole R™ dans ces notations. Si a € R" et si f est une
fonction définie sur R™, on pose 7, f(z) := f(z — a); on désigne par B(a,t)
la boule fermée de centre a et de rayon ¢t > 0 et par §; ’ensemble des
x € R™ tels que |z| > ¢. On note clg(F) la fermeture de ’ensemble F
dans 'espace topologique FE. On désigne par ¢ une constante positive, ne
dépendant que de n et des fonctions auxiliaires; sa valeur peut changer
d’une ligne a lautre.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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1.2. Fonctions auxiliaires.

Nous utiliserons des fonctions auxiliaires, qui seront fixées une fois
pour toutes. La fonction ¢ € D(R™) vérifie 0 < o <1, /cp(m) dr =1;
on considere I’approximation de l'unité qui lui est associée, définie par

@;(x) := j"p(jz), pour tout entier j € N*. La fonction p est de classe C™
sur R et vérifie

0<p<l , p(x)y=1 pour z<1 , p(z)=0 pour z>2.

A T'aide de p, on définit deux suites (uj);>1 et (vj);>1 dans D(R™), par les
formules suivantes :

uj(z) = p (ljil) CAC) r=p<log;¢)‘

Soit § € D(R™) une fonction telle que

Z Oz —k)=1;

keZn

on suppose que 0 < 6 < 1 et que le support de 6 est inclus dans le cube
] = 1,+1[™; on note U lensemble (fini!) {-1,0,1,2}™.

Remerciements. — Ce travail n’aurait pu étre mené a bien sans ’aide
et les encouragements de Tadeusz Iwaniec et de Philippe Tchamitchian.
C’est un plaisir pour moi de les remercier, ainsi que leurs «complices»
respectifs Peter Jones et Emmanuel Russ. Merci également & Bob Strichartz
et & Don Sarason pour d’utiles discussions électroniques.

2. Fonctions réguliéres dans un espace de distributions.

Soit E un espace de Banach de distributions (EBD) dans R",
autrement dit un sous-espace vectoriel de D'(R™) muni d’une norme
complete telle que linjection canonique E — D'(R™) soit continue.
Qu’entend-on par «sous-espace des fonctions régulieres dans E»? Il y a
au moins trois réponses naturelles :

(i) ENC>=(R").
(ii) L’ensemble des fonctions de classe C* qui appartiennent & F ainsi

que leurs dérivées de tous ordres, que nous noterons C'gf.

(ili) ENDR™).

TOME 52 (2002), FASCICULE 4



1190 GERARD BOURDAUD

On peut en outre s’intéresser au sous-espace F. des distributions
a support compact appartenant a E. En considérant les fermetures de
ces sous-espaces dans E on obtient a priori quatre sous-espaces fermés
distincts, comme le montre I'exemple de L. Observons que ’espace C52,
noté simplement Cy°, n’est autre que I’ensemble des fonctions indéfiniment
différentiables bornées ainsi que leurs dérivées de tous ordres.

ProposiTION 1. — Dans ’espace L*°(R"),
(i) la fermeture de C*° N L est égale a C,
(ii) la fermeture de Cp° est égale a Cp N Cy,

(iii) la fermeture de D est égale a Cy,

(iv) la fermeture de LY est I'ensemble des fonctions f € L™ telle que

Jim [ flall. = 0.

Preuve.— Nous n’établirons que la premiere assertion, les trois
autres étant classiques ou élémentaires. Soient f une fonction continue
bornée et € > 0. Posons

(1) fi(@) == fz + k)0(x).
Puisque fj est continue, & support dans ] —1, +1[", la fonction g := ¢, * f
est de classe C*°, & support dans | — 2,+2["; de plus, pour un choix

convenable de j = j(e,k), on a || fk — gkllco < €. Considérons la fonction
(2) 9(@) =Y grl@—k).
keZnr

S’agissant d’une somme localement finie, on voit que g est une fonction de
classe C*°. De plus, pour un x € R" fixé, il existe m € Z" tel que

f@= Y fu@e—k) et gl@)= > alx—k),

kem+U kem+4+U

d’ou |f(z) — g(z)| < 4™e. On a ainsi ||f — gllo < 4™€, ce qui termine la
démonstration.

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER
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3. L’espace BMO et ses sous-espaces.

Soit © un ouvert de R™. Une fonction f, localement intégrable sur Q,
est a oscillations moyennes bornées sur € si on a

f—ﬂf

ol la borne supérieure porte sur ’ensemble des boules fermées B, incluses

danS Q, et
% f
B

désigne la valeur moyenne de f sur B. Si 2 est connexe, I’ensemble des fonc-
tions a oscillations moyennes bornées sur 2, quotienté par les constantes,
constitue un espace de Banach noté BMO(f2). On notera ¢ la surjection
canonique de D'(Q) sur le quotient D’(2)/C. On dira abusivement que la
fonction f appartient & BMO(R) si sa classe d’équivalence ¢(f) y appar-
tient.

(3) I fllBmo(q) := sup ]{ < 400,
BCQYJB

Dans le cas ou 2 = R"™, on utilise aussi une version locale de BMO. 11
s’agit de ’espace bmo(R™) des fonctions f qui appartiennent & BMO(R™)
et vérifient de plus

(4) sup f |f] < +o0.
|B|>1JB

On montre aisément que la propriété (4) est équivalente &
sup / [fl < 400
|B|=1/B

(voir par exemple [3, lem. 7]). L’espace bmno(R™) est un EBD pour la norme

AL

Les espaces BMO(R™) et bmo(R™) seront parfois notés BM O et bmo sans
autre précision.

5) 1 lbmo := sup y{g

|Bl<1

Voici une liste de semi-normes continues sur BMO(R™). La premiére,
introduite par Sarason [19], mesure le défaut de régularité locale de la

TOME 52 (2002), FASCICULE 4
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fonction f, les suivantes précisent son comportement & I’infini :

M(f) = lim (&‘Tﬁt fir-¢4 fl);

1 (f) = Jim Il fle. I Brocsn);

1=t (s f - )
73(f) = ltr_r)liglop (fl;(o,t) lf - 7€3(O,t) f|)’

15(f) = limsup (;{3 e fl>,

oul B est une boule fixée;

v4(f) :=limsup<sup f |f—]{ fl)
a—00 0<t<1J B(a,t) B(a,t)

On utilisera en outre la semi-norme continue suivante, sur bmo(R™) :

v5(f) := limsup%B N FiB

a— 00

ol By désigne la boule unité B(0,1).

DEFINITION 1. — On désigne par VMO(R"™) (resp. vmo(R"™)) I'adhé-
rence dans BMO(R™) (resp. bmo(R™)) de I’ensemble Cgxy;o (resp. Cyn,,)
des fonctions indéfiniment différentiables qui appartiennent & BMO (resp.
bmo) ainsi que leurs dérivées de tous ordres.

DEFINITION 2. — On désigne par CMO(R™) (resp. cmo(R™)) I'adhé-
rence de D(R™) dans BMO(R™) (resp. bmo(R"™)).

On désigne par Ry, les transformations de Riesz, définies par

(Ryf) (€) = i%f(&) VE R\ {0},

pour p =1,...,n. Les transformations r, sont définies par

[

(rpf) (€) = i(1 — w1 (€)) = fe).

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER
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En cas de besoin, 'opérateur identité sera noté Ry ou rg. Pour tout

f = (anfl) s 7fn) S LOO(RTL)TL—Fl’

on pose
R(f) == Z Rp(fp) , r(f):= Z 7p(fp)-
p=0 p=0

Rappelons les caractérisations de BMO(R"™) et bmo(R™) au moyen des
transformations de Riesz (voir [7] et [9]).

ProrosiTioN 2.— R et r sont des opérateurs lindaires bornés de
L (R™)" ! sur BMO(R™) et bmo(R™) respectivement.

4. Fonctions réguliéres dans bmo(R").
4.1. Enoncés des théorémes.

Nous allons décrire successivement les fermetures, dans bmo(R"™), des

sous-espaces Cpe , bmo., D et bmo N C°.

THEOREME 1.— Pour une fonction f appartenant bmo(R"), les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(6) f € vmo(R"™),
(7) f € clymo (Cu N Cp(R™)),
(8) f € clymo (Cy N bmo(R™)),
9) fer((CunCy)™),
(10) }CIL% ”TGCf - f“bmo =0,
(11) f= <h£{1 f*p; dans bmo(R"™),
J—too

(12) M(f)=0.

THEOREME 2. — Pour une fonction f € bmo(R™), les propriétés

suivantes sont équivalentes :
(i) f appartient a la fermeture de bmo.(R™) dans bmo(R™),
(i) va(f) = () =0,

(i) f=1limj 4o u;f dans bmo(R"),

TOME 52 (2002), FASCICULE 4
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() f € (el (L2®)"™).

THEOREME 3.— Pour une fonction f € bmo(R™), les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) f € cmo(R™),
(ii) f € clpmo(Co(R™)),
(iii) f € r(Co(R™)™H1),
) M(f) =a(f) = (f) =0.

THEOREME 4.— Pour une fonction f € bmo(R™), les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(1) f € clymo(C> N bmo(R™)),
(ii) f € clpmo(C N bmo(R™)),

(iii) f appartient localement & vmo(R™).

(iv

4.2. Preuve du théoréme 1.

L’équivalence entre les propriétés (8), (10) et (12) est due essentielle-
ment & Sarason [19]. La preuve qu’il donne dans BMO(R) s’adapte sans
difficulté & bmo(R™). Les implications (10) = (11) = (6) résultent clas-
siquement de l'invariance de bmo(R™) par translation. D’apres le lemme 6,
on a

Como =Cp° C C,NCy C C, Nbmo,

ce qui nous donne les implications (6) = (7) = (8). Il nous reste & établir
I’équivalence entre la condition (9) et les autres propriétés.

Preuve de I'implication (9) = (10). — Soit f := 7,(g), o g € C,NC.
On a
lim 1729 — glloc = 0.
Puisque 'opérateur r est continu de L*> dans bmo et qu’il commute avec
les translations, on en déduit la propriété (10).

Preuve de I'implication (11) = (9). La proposition 2 et le théoréme
de Papplication ouverte entrainent ’existence d’une constante ¢ > 0 telle
que
(13)

Vf €bmo(R") 3ge L®RM™ : f=r(9) et lglloo < cllflomo-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Supposons maintenant que f vérifie (11) et considérons une fonction
g € L*°(R™)™*! fournie par la propriété (13). Alors ¢; x g € C{°,
lo; * glloo < cllfllomo €t f — 7(p; * 9) = f — @; * f, de sorte que
lf —r(¢; * 9)llbmo peut étre rendu arbitrairement petit. On est des lors
dans les conditions d’application du lemme 2 et on peut conclure & la sur-
jectivité de 7 : (Cy, N Cp)" ! — vmo(R™).

4.3. Preuve du théoréme 2.

Preuve de I'implication (i) = (ii). — On voit aisément que les semi-
normes 4 et 5 s’annulent sur bmo, et donc aussi sur clpmo(bmo.).

Preuve de I'implication (ii) = (iii). — Soit une fonction f € bmo telle
que v4(f) = v5(f) = 0. Soit € > 0 et soit A > 0 tel que

f |f|+;§ |f—f fl<e,
B(a,1) B(a,t) B(a,t)

pour tout |a| > A et tout 0 < ¢t < 1. Il existe un entier jo dépendant de €
tel que u;(x) = 1 sur B(a,t) pour tous j > jo, |a| < A et t €]0,1]. Pour
tout 5 > jo et tout @ € R™, on a donc

f (1 —wuj)fl<e.
B(a,1)

Le théoreme des accroissements finis nous donne
1
$ o fuy- o)l < et
B(a,t)

et le lemme 3 conduit &

e B(a7t)
II Vlent a,IOI'S

§ a-wi-@-w@
By B(a,t)
— -1
S f;(a,t) |f »%B(a t) f| + =) ”f”bmo-

)

< c(L+ |log )| £llmo-

Ainsi il existe j; = j1(¢) tel que

F10-uw)r - (f - uppl< e,
B B
pour tout j > j; et toute boule B de rayon inférieur a 1.

TOME 52 (2002), FASCICULE 4
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Preuve de 'implication (iv) = (ii).— Compte tenu de la continuité
de 'opérateur 7, (cf. la proposition 2), il suffit de considérer f := r,(g),
avec g € L (R™), et d’établir la propriété (ii). On sait que 7, est Popérateur
de convolution par une distribution h, vérifiant
(14) hp(z) = O (|z|™") quand |z| — 0,
(15) hp(z) = O (|z|™") quand |z| >0 ,YN€EN

(voir par exemple [2, prop. V.17]). Pour tout z loin du support de g, il vient
(16) 1) = | [ e = o) o] < el

d’ott y4(f) = vs(f) = 0.

Preuve de I'implication (i) = (iv).— Supposons que f € bmo.(R")
et considérons une fonction g € L>°(R™)"*! fournie par la propriété (13).
On a

ujg € LY, lugglleo <l fllbmo

et, pour j assez grand,
n
f- T(u]g Z u]vrp gp
p=1

Des estimations (14) et (15), il résulte que le commutateur [u;,7,] est un
opérateur borné sur L*, avec une norme en O(j7!). On voit donc que
|f — 7(u;9)|lbmo Peut étre rendu arbitrairement petit. On peut appliquer
le lemme 2 et conclure & la surjectivité de 7 : clp=(L°(R™))" M = clymo
(bmoc(R™)).

4.4. Preuve du théoréme 3.

L’implication (i) = (ii) est immédiate et, pour justifier 'implication
(if) = (iv), il suffit de constater que toute fonction f € Cj satisfait la
propriété (iv).

Preuve de I'implication (iv) = (i).— Soit f une fonction qui vérifie
(iv). Soit ¢ > 0. D’apreés le théoreme 2, il existe g € bmo. telle que
IIf — gllomo < €. 11 vient alors

Ilf —9*@jllomo < I1f = F*@jllbmo+ 1 f ¥05 — g% @jllbmo < IIf = F*@jllbmo +e.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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D’apres le théoréme 1, on a limj_, 1o | f — f * @j|lbmo = 0. 11 vient

li_msup ”f —gx* ‘pj”bmo <E,

J—4o00
avec g x p; € D(R™), ce qui montre que f € cmo(R"™).

Preuve de l'implication (iii) = (ii).— Soit f := ry(g), ou g €
D(R™). L'identité f(® = r,(g(*)), pour tout a € N”, entraine que f
est une fonction de classe C*°. L’estimation (16) montre que f tend vers
0 & I'infini. On a ainsi Pinclusion r (D(R™)"*!) C Co(R™), qui implique
r (C()(Rn)n+1) - Clbmo (Co(Rn))

Preuve de I'implication (i) = (iii). — D’apres le théoréme 1, il existe
une constante c telle que

Vf € vmo(R™) 3g € (CuNCy(R™M)™! = f=71(9) et gl < cllfllbmo-
Appliquons ceci & une fonction f € D(R™). On a

u;g € Co(R™) ,  [lujglloo < cll fllbmo

et, pour j assez grand, || f —7(u;9)|lsmo peut étre rendu arbitrairement petit
(cf. le théoréme 2, preuve de (i) = (iv)).

4.5. Preuve du théoréme 4.

Preuve de I'implication (ii) = (iii). — Puisque toute fonction con-
tinue appartient localement & vmo(R™), il suffira de montrer que vmojoc N
bmo est fermé dans bmo(R™). Soit v € D(R™). D’aprés le lemme 4,
on a ||Yfllemoe < A[W) || fllomo, pour tout f € bmo(R™). L’ensemble des
f € bmo(R™) telles que ¥ f € vmo(R™) est donc fermé dans bmo(R™).

Preuve de I'implication (iii) = (i).— On procede essentiellement
comme dans L (R™) (voir la preuve de la proposition 1, dont on reprend les
notations). Soit f € vmoy,cNbmo et k € Z™; alors la fonction fj définie par
(1) appartient & vmo(R™); d’apres le théoréme 1, la fonction g := ¢; * f
vérifie || fx — gkllbmo < €, pour j assez grand. Définissons la fonction g par
Pégalité (2). Alors g est une fonction de classe C* et, pour tout m € Z",
on a

(m®)(f—9)= > (tm0)(fr — gx),

keEm+U
d’ou

“(Tma)(f - g)”bmo <ce ,Vme ".

D’apres le lemme 5, on obtient ||f — g|lbmo < ce.

TOME 52 (2002), FASCICULE 4
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5. Fonctions régulieres dans BMO(R").

5.1. Enoncés des théorémes.

THEOREME 5.— Pour une fonction f € BMO(R"™), les propriétés
suivantes sont équivalentes entre elles :

(17) f € VMO(R"),
(18) f € cpmo (Cu N BMO(R™)),
(19) feR((CunCy)™),

(20) lim |72 f = fllBmo =0,

(21) f= jEI—{I-loof *@; dans BMO(R"),

et elles sont équivalentes & la condition (12).
Pour décrire la fermeture de BM O, dans BMO, il sera commode
d’introduire la définition suivante.
DEFINITION 3. — Soit f € BMO(R™). On dit que f est nulle & I'infini
si les conditions suivantes sont vérifiées respectivement :
e en dimension n > 1, y1(f) =0,
e en dimension 1, v1(f) = v3(f) = 0.
THEOREME 6.— Pour une fonction f € BMO(R™), les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(1) f € cdpmo(BMO(R™)),
(ii) f est nulle & 'infini,
(ifi) f =limj_ 4o v;f dans BMO(R™),
) fER(clL (Lz")”“).

(iv

THEOREME 7.— Pour une fonction f € BMO(R™), les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) f € CMO(R™),
(i) f € cdpmo(Co(R™)),
(i) M(f) = v2(f) =0 et vg(f) = 0 pour toute boule B,
(iv) f € R(Co(R™)™+1).
(v) fe VMO(R"™) Nelppmo(BMO(R™)).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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5.2. Preuve du théoréme 5.

La preuve est pour l’essentiel identique & celle du théoréme 1. Pour
justifier 'implication (17) = (18), il suffit de disposer du plongement

CEmo(R™) C Cu(R™),

qui résulte du lemme 6.
5.3. Preuve du théoréme 6.

Preuve de I'implication (i) = (iii). — Soit f € clppo(BMO.(R™))
et soit € > 0. On considere une fonction g, & support compact, telle que
|f — gllBMo < €. 1l existe un entier jo tel que (1 — vj)g = 0 pour tout

j > jo. Posons u = (f —g)- Pour j > jo, il vient
By

(1 —v;) fllBrao = (1 —v;)(f — 9)llBMmO
<A =v)(f =9 —w)llsmo + (1 = vj)pllBrmo
< |f =g —pllBmo + lvi(f — g — w)llBmo + |ul ||lvill Bmo-

Des lemmes 7 et 8, on déduit

11— ;) fllBmo < ele + |uli™?).

On obtient ||(1 —v;)fllBmo < (c+ 1)e, pour j assez grand.

Preuve de limplication (ii) = (i) en dimension n > 1.— Soit
f € BMO(R™) telle que 7,(f) = 0. Suivant la proposition 13, on pose
9; = E;j (fla,), de sorte que lim; ;o g; = 0 dans BMO(R™). Puisque
la fonction f — g; est portée par la boule |z| < j, on en déduit que
fe ClBMo(BMOC).

Preuve de I'implication (ii) = (i) en dimension 1.

1. — Soit f une fonction paire telle que v;(f) = 0. Considérons
I'opérateur de restriction

T : BMO(R) - BMO(]0, +0o0])
et posons, suivant la proposition 11 et son corollaire,
fi = (EoT o Ej) (flljreel) »Vi€EN;
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on a alors

i [ £llsaz0 = 0.

Puisque f — f; est portée par [—j,j]|, on conclut que f appartient & la
fermeture de BMO..

2. — Soit f une fonction impaire telle que y1(f) = v3(f) = 0. On va
vérifier que v; f tend vers f dans BMO(R). Puisque v; f — f est une fonction
impaire, il nous suffit, d’apres la proposition 12, d’établir les propriétés

suivantes :

(22) jEToo (1 = v;) fll BMOQ0,+00p) = O,

(23) lim sup}{ (1—=v;)fl] =0.
J—=+00 \ a>0 J[0,q]

Preuve de (22). — On pose
;= | fl2-1 +oofllBMO ;Y] > 1;

par hypothese sur f, cette suite tend vers 0. Pour tout segment I = [a,b] C
10, +00[, on pose

)

uj,lzﬁ(l—vj)f-m fa-u)

ou py est une constante, dépendant également de f et au besoin de j; il
s’agit d’établir que, pour un choix convenable de ces constantes, on a

lim (sup Z/{j‘1> =0.
I

J—+too

Notons ’existence d’une constante A telle que ?{ |fl < A, dés que b > 2a
(cf. le lemme 10). !

On considere les cas suivants :

~Pour I C [0,27], on a v; =1 sur I, d’ott Uj 1 = 0.

— Pour I C [47,+00], on a v; = 0 sur I, d’ou

Uj = % |f — prl;

on choisit alors py := j{ f, ce qui donne U; j < €.
I
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On suppose désormais que le segment I rencontre |27,47[ et on observe

umsﬁv—wm—w+mﬂﬁm—£wL

- Sia < 27! on pose I' = [2771)b] et py ::7{ f. Puisqu’on a
I/

b > 27 > 2a, il vient

que

(24) Uji <ej+ Alvjllsmo-

— Dans le cas a > 2971, b > 2a, on pose puj := }{f et on obtient
I

encore la majoration (24).

—Danslecasa > 2771, b < 2a, on pose ji; ::ff. On a alors || < 47
I

et le lemme 3 implique

pr-1,.0
%f

Suivant le lemme 7, on obtient

, 1
<clj+log, ] €j.

11 vient

1
gc<j+log+ m)fj+A'

/
Ujr <cgj+ —,

pour une constante A’ ne dépendant que de f, ce qui termine la preuve de
(22).
Preuve de (23).— On a

wf|wwm<mf|n
a>0 J[0,a] a>27 J[0,a]

expression qui tend vers 0, puisque v3(f) = 0.

Preuve de I'implication (iv) = (ii). — Compte tenu de la continuité
de l'opérateur Ry, il suffit de considérer f := R,(g), avec g € LX(R"),
et d’établir que f est nulle & l'infini. On sait que R, est l'opérateur de
convolution par une distribution H,, telle que

z
(25) Hy(z) = CEI:;“ pour z #0.
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Pour tout z loin du support de g, il vient

(26) ()] = ’ [ Hola v dy

< clz|™llgll,

d’ott 71(f) = 0. En dimension un, ’estimation (26) et la continuité de

l'opérateur R; sur L?(R) entrainent
1 loga
— |f(z)|de =0 —=— , quand a — 400,
2a |z|<a a

et donc y3(f) = 0.

Preuve de I'implication (i) = (iv).— Si la méthode de démonstration
est, dans son principe, la méme que dans le cas de bmo(R™), elle s’avére plus
délicate & mettre en oeuvre pour la raison suivante : le commutateur [v;, Rp)
n’est pas défini de facon univoque sur L*°. En effet, si g € L>°, R,(g) est
une classe d’équivalence modulo les constantes, de sorte que [v;, Rp|(g) est
défini modulo une fonction de la forme av; 4 3, ou a et 3 sont des scalaires.

Soit f une fonction a support compact appartenant & BMO(R™). On
suppose l'entier j assez grand pour que v; f = f. Suivant la proposition 2,
il existe g € L®°(R™)"*! tel que f = R(g) et ||glloo < c|lfllBrro- Soit B une
boule de centre zy. Désignons par f, le représentant de R,(g,) de moyenne
nulle sur B. Considérons enfin les fonctions suivantes, définies sur B :

a10(@) = By (05 =  v)p1an ) @),
p@)= [ (e —3) ~ Hylao ~u) 050) = § v)aplo)
3,(@) = (5(2) = § v)fy(o),

ol 2B désigne la boule de méme centre que B et de rayon double. Notons
que a1 () a une signification univoque, puisque I’argument de R, est une
fonction appartenant a L?(R™). On dispose alors des estimations suivantes :

(27) ;{3 lampl < cllgplloollvllzmo (m = 1,2,3).

Preuve de (27).— Pour m = 1, on utilise la continuité de R, sur
L?(R™); il vient

§ losl <claple (§ i 4 vﬂ?)lm;
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on conclut & I'aide du lemme 3 et du théoréme de John et Nirenberg [12].
Dans le cas m = 2, on utilise ’estimation suivante du gradient de H, :

c

[VH, ()| < P

On en déduit que

.’l:()l f
azp(x c oo ——|v;(y) — P v;|dy,
oas @l < ellplle [ FEZTR )~ f il

pour tout £ € B; l'inégalité de Fefferman et Stein permet de conclure
(voir [7], p. 142). Le cas m = 3 résulte immédiatement de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et du théoreme de John-Nirenberg. O

Suivant la formule classique permettant de calculer R, sur L> (voir
par exemple (2, th. VIL.9]), il existe des constantes upg p telles que

(28) R, ((vj - 7{3 vj)gp) () = a1,p(x) + a2 p(z) + pBp ,Vz € B.

Il existe par ailleurs une constante up telle que

(29) pr:f—90+#3-

p=1

En combinant (28) et (29), on obtient une constante u'z telle que
(30)

R(030)(0)~1(2) = =3 05(5)  02,() ~ as(e) 4 (5(0)- # v),

=1

identiquement sur B. Puisque f appartient en fait & bmo(R™), on a

1

pour une constante A ne dépendant que de n et de f. Du lemme 7, on
déduit alors

(31) Jim(sup f 1uate; - f w)1) =0

En combinant les estimations (27), (31) et 'identité (30), on conclut que
|f — R(vjg)llBmo peut étre rendu arbitrairement petit.
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5.4. Preuve du théoréme 7.
L’implication (iii) = (i) est un résultat d’Uchiyama [23]. Les asser-
tions (v) = (i) et (iv) = (i) se démontrent comme les assertions corres-

pondantes du théoréme 3. La preuve de (i) = (iv) est identique & celle de
Pimplication (i) = (iv) du théoréme 6.

6. Contre-exemples.
6.1. Diversité des sous-espaces.

Rappelons le diagramme

bmo(R*) — BMO(R")
T 1

vmo(R™) — VMO(R™)
i 1

cmo(R™) — CMO(R")

ou les fleches horizontales représentent les restrictions de la surjection
canonique ¢ et les fleches verticales les injections canoniques. Nous com-
mencerons par vérifier que les injections canoniques sont strictes.

ProposiTioN 3.— 1l existe une fonction f € bmo(R™) telle que
q(f) ¢ VMO(R™).

Preuve.— L’exemple est bien connu. Nous le rappelons pour la
commodité du lecteur. Soit f(z) := p(|z|) log|z|. Soit B = B(0,¢), avec

€ assez petit; on a
1
A

$
_ 1 // ||
1B J Jizi<iyl<e

ly]
Un calcul élémentaire montre que 1’expression ci-dessus est une constante
non nulle, ne dépendant que de n. On voit ainsi que f n’appartient pas a
VMO(R™).

dz dy

log %

log dzx dy.

ProposITION 4. — Il existe une fonction indéfiniment différentiable
f € vmo(R™) telle que q(f) ¢ CMO(R™).
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Preuve. — La fonction f(z) := sinz; appartient & vmo(R"™) car elle
est uniformément continue et bornée. Considérons les cubes

Qk = [2km,2(k+ 1)) , VkeN.

On a szetf
Qk k

2
f—j{ fl = —, de sorte que v, (f) > 0.
Qk T
]
Nous passons maintenant aux fleches horizontales, pour nous assurer
qu’aucune d’elles ne représente une surjection.
ProrosiTioN 5. — Il existe une fonction indéfiniment différentiable
f € CMO(R™) telle que, pour toute constante u, on ait f + p ¢ bmo(R™).
Preuve. — Elle repose sur une construction de P. Jones et T. Iwaniec

(communication personnelle).

LeEMME 1. — Il existe une suite (1;) ;-1 dans D(R"™) telle que 0 < 9; <
1, ;(z) = 1 pour €™ < |z| < €%, 1;(z) = 0 en dehors de e¥ < |z| < e’
et ||l smo = O(1/34), pour j — +oo.

Preuve du lemme. — On se donne une fonction L € D(R) telle que
0 < L <1, L(t) = 1 sur lintervalle [5, 6] et L(t) = 0 en dehors de 'intervalle
[4,7]. Si 9; est définie par

i) = 1 (£,

2
on a [[¢;]lsmo < EIIL'IIOOII log .|| BMmo- O

D’apres le lemme 1, on a ||[¢ox || Baro = O(27F) et or € D(R™), de
sorte que la série

(32) fi=> ki
k=1

représente un élément de CMO(R™). La fonction f est indéfiniment
différentiable car la somme qui la définit est localement finie. Soit By une
boule de rayon 1 incluse dans la couronne €52° < |z| < €2"; soit p un
nombre complexe. On a

f f4ul=lk+pul VkeN.
By
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Ainsi f + p n’appartient pas & bmo(R™). O
Des théoremes 1 et 5, il résulte que
g(vmo) = VMO N q(bmo).
Nous allons voir qu’en revanche l’inclusion
g(emo) € CMO N gq(vmo)

est stricte.

ProrosiTiON 6.— Il existe une fonction f, de classe C*°, appar-
tenant & CMO(R™) et & vmo(R™), telle que, pour toute constante p, on
ait f+ p ¢ ecmo(R™).

Preuve.— On reprend les notations de la preuve précédente, en
posant cette fois

(33) Fim Y
k=1

Puisque f € CMO(R™), on a a fortiori f € VMO(R™). L’encadrement
0 < f <1 nous donne f € bmo(R™). Soit B}, une boule de rayon 1 incluse
dans la couronne e”2" < lz| < 82" Ona

f Faul=1+u et f 1+l = s
Bu B,

de sorte que f + u ne peut appartenir & cmo(R"™). O

Pour caractériser les fonctions nulles a ’infini en dimension un, on est
amené & imposer une condition supplémentaire, & savoir y3(f) = 0 (cf. la
définition 3). Nous allons voir que cette condition n’est pas superflue.

ProrosiTioN 7.— Il existe une fonction indéfiniment différentiable
g € L*(R) qui vérifie y,(g) = 0 mais n’appartient pas a clgapro (BMO.(R)).

Preuve. — On repart de la fonction f définie par (33). Soit g le pro-
longement impair de la fonction fljo ;o[- Puisque f appartient &8 CMO(R),
on voit aussitét que y1(g) = 0. On a cependant

6.2V

{4

_ N _oN

}{ L lal>e®? / , lal=1-e",
[0,e6 2] €52

pour tout entier N > 0, de sorte que v3(g) > 1.
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6.2. Quelques rectifications.

1. — E. Stein mentionne que CMO(R™) est ’ensemble des fonctions
f € BMO(R") telles que M(f) = 7(f) = 0 (cf. [21, p. 180]). Cette
affirmation est inexacte.

ProposiTION 8. — Il existe une fonction indéfiniment différentiable
f, appartenant & vmo(R™), telle que v2(f) =0 et f ¢ CMO(R™).

Preuve. — On considére le cube Q) de volume 1 et de centre k?e;
(k € N, e = (1,0,...,0)). Soit g € D(R™) une fonction de support Qo,

telle que /g(m) dx = 0. On pose

f@) =) g(x - k).

k>0

On a aussitot f € Cp°, d’ou f € vmo(R™). Soit Q un cube de coté t. Soit
S:={k>0: QNQk #a}.

On voit facilement que le cardinal de S est un O(+/t), uniformément par
rapport au centre de @), quand t — oco. On a donc

§1=0(ti)
- fol-ot)

Par contre f=0,dou

Qk
ék f—j{?kf =]{20|g|>0,

quel que soit k > 0. Ceci montre que f ¢ CMO(R™). O

et a fortiori

2. — J.M. Angeletti, S. Mazet et Ph. Tchamitchian présentent V M O(R™)
comme la fermeture, dans BMO(R™), de l’ensemble des fonctions uni-
formément continues bornées (voir [1, def. 5 et lem. 6]). L’assertion suivante
va nous convaincre qu’il n’en est rien.
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ProrosiTioN 9. — Il existe une fonction f, indéfiniment différentiable,
qui appartient 4 BMO(R™) ainsi que ses dérivées de tous ordres, dont la
distance a L>°(R"™), dans I’'espace BMO(R"™), est non nulle.

Preuve.— La démonstration nous a été indiquée par Ph. Tchamit-
chian et E. Russ. Elle s’appuie sur le théoreme suivant de Garnett et
Jones (8] : si f € BMO(R™), la distance de f 4 L>°(R™), dans I’espace
BMO(R™), est équivalente a la borne inférieure des nombres £ > 0 tels que

{wEQ:If(w)—}gfbA}

(la quantification porte sur I’ensemble des cubes de c6tés paralléles aux
axes de coordonnées).

(34) I YAS N VQ < e Q|

Placons-nous d’abord en dimension un. Soit

g9(z) := (1 — p(2|z|)) log |x|.
D’aprés le lemme 4, la fonction g appartient &8 BMO(R). De plus g

est indéfiniment différentiable et toutes ses dérivées sont bornées; elles
appartiennent donc & BMO. Soit € > 0 un nombre tel que

{tEI:|g(t)—}{g|>)\}

pour tout A assez grand et tout segment I. On va voir que € > 1, ce qui
nous permettra de conclure. Pour tout z > 1, on pose

(35) <e M1,

zlogz

G(z) := ][{1@] g(t)dt = -1 " 1.

Soit A un nombre tel que

(36) G(z) —logz < A < G(z).

Alors l'intervalle [1, exp(G(x)—\)] est inclus dans [1, z] et, sur cet intervalle,
on a

logt — G(z) < —A.
En reportant dans ’inégalité (35), on obtient
(37) exp(G(z) — \) —1< e Me(z - 1),

pour > 1 et \ assez grand. Posons finalement A = % log z. La condition
(36) est vérifiée pour z assez grand et inégalité (37) entraine

NZES (1 +z V% (g )
>

ce qui impose 1 — (1/2¢) > 1/2, autrement dit € > 1.
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En dimension supérieure, on considére la fonction
ft,2'):=g(t) , V(t,z')eR xR,

Soit € un nombre vérifiant la condition (34). A tout segment I, on associe
le cube Q" := [0, |I]]*"1. On a

fszff:%g’

de sorte que, pour tout (t,z') € I x @', il vient

R N ET S TORY ¥

La propriété (34) nous donne

> A

{t erl: ‘g(t) - fgl > A}l [I|"t < e e
I
autrement dit I'inégalité (35). On est ainsi ramené au cas n = 1. 0O

3. — Iwaniec et Sbordone affirment que, pour toute fonction f € CMO(R™),
il existe un nombre u tel que

(38) lim e /| « |f(z) — pldz=0

t—+oo tT

(voir [10, prop. (1.9), p. 186]). Notons que la propriété (38) entraine

39 lim f=n
( ) t—+oco B(0,t)

La condition (39) sera mise en défaut par ’assertion suivante.

ProrosiTioN 10. — II existe une fonction indéfiniment différentiable
f € CMO(R™), telle que 0 < f <1 et

0=liminf‘7{ f<limsupf f=1
t—=+00 JpB(0,t) t—+oo JB(0,t)

Preuve. — On utilise & nouveau la fonction f définie en (33). On
va estimer les moyennes de f sur les boules centrées & 'origine de rayons
respectifs
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On a
1 66112 5n2
2 —_—— = —_— =1 —n2
Bror > D o o ¥ = o ©
qui tend vers 1 quand N — oo. En revanche, il vient
1 N-1 1 N-1
f< —=—— /wzk(:v)dwg———— / dzx
i(O,t) IB(Ovt)l kzzl |B(07 t)l ; |z|<e” 2k
N—1 7,0k 7n2N-1
e e _oN-1
< “ana® <(N—1)W=(N—1)e n
k=1
qui tend vers 0 quand N — oo. O
Remarque. — En utilisant la formule (32), on obtiendrait de la méme

facon une fonction f € CMO(R™) telle que

lim supj{ f = +oo.
t—+o00 JB(0,t)

7. Appendice.
7.1. Un lemme d’analyse fonctionnelle.

Le résultat suivant est un énoncé classique d’analyse fonctionnelle,
utilisé notamment dans la démonstration du théoréeme de l’application
ouverte (cf. Rudin [17, 5.6]).

LEMME 2. — Soient E, F des espaces de Banach et T' une application
linéaire continue de E dans F'. On suppose qu'’il existe un sous-espace dense
G de F et une constante ¢ > 0 tels que, pour tout f € G et tout € > 0, il
existe g € E vérifiant

lgllz <cllfllr et [If =T(9)lr<e.

Alors T est une application surjective.
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7.2. Quelques propriétés des fonctions de BMO.

LeMME 3. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que
BI
$r-41 <c(1+ tog L2 ) 1llzaro,
B : |B]

pour toutes boules B, B’ de R™ telles que B N B’ # @ et toute fonction
f € BMO(R™). La méme estimation est vérifiée si on remplace R" par un
intervalle ouvert de R.

LEMME 4. — Soit B une boule de R™. Pour toute fonction g € D(R™),
il existe une constante A > 0, ne dépendant que de g, B et n, telle que

1951ma < A (1o + ‘ f fl) ,
pour tout f € BMO(R™).

LeMmME 5. — I existe des constantes c;,ce > 0 telles que

c1l| fllbmo < SUZP 1(7%0) fllomo < c2|| fllbmos
ke

pour toute fonction f, localement intégrable sur R™.

Le premier lemme est bien connu (voir par exemple [7]). Le second
est une variante du théoréme de Stegenga sur les multiplicateurs ponctuels
de BMO(T) (voir [20], [3, lem. 11] et [18, 4.9.1, th. 2]). Le troisiéme, qu’on
appelle la propriété de localisation de I'espace bmo(R™), apparait dans la
thése de Marschall [15]. a

Pour formuler le lemme suivant, il sera commode d’introduire une
notation. Si E est un EBD, W(E) désigne l'espace de Sobolev de base E,
autrement dit Pensemble des distributions f telles que f € E et 0;f € E,
pour j=1,...,n.

LEMME 6. — On dispose des plongements suivants :

WYBMO(R™)) C C,(R™) , W' (bmo(R™)) C C, N Cyp(R™).

Preuve. — On sait que BMO(R™) s’injecte dans 1’espace de Besov
homogene BQO’OO(R"). On en déduit que W! (BMO(R™)) s’injecte dans
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I’espace de Zygmund homogene Béooo (R™), lui-méme inclus dans C,(R™).
On a de méme

W' (bmo(R™)) C B, (R™) C L=(R™).

7.3. Estimations de la suite (v;).

LeEMME 7. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que

fto— gt <omin (5. 757 )
vj — vil<cmm| =, ——, = |,
5 Jg’ i’ j2 B

pour toute boule B de R™ et tout j > 1.

Preuve. — Par définition de v;, on a

lvillzmo < 2571 lloo [l log, |-l Baro(®n)-

On a en outre

1 log, |z|\ =
\V'F — / 2 -
)= gz () 17

ce qui donne

C

(10) 190l < =57

d’ou

C
Flo-f o< § § @ -vldd < 5§ § @-vldray
B B BJB J BJB

et ’on voit facilement que

f }{ |z — y| dz dy = c|B|V/™.
BJB
Il vient enfin

49n
flvj—}{vj|§2fvj<|3|_l/ dr =c—.
B B B |z|<47 |B|

On va maintenant préciser le lemme 4 en montrant qu’au cas ou
g = vj, la constante A est indépendante de j.

O
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LEMME 8. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que

).

pour toute fonction f € BMO(R™) et tout entier j € N*.

lv; fllBmo < e (HfllBMo + '?{3 f

Preuve. — Désignons par B; la boule B(0,47). Alors il existe ¢ > 0

tel que
$ 0= $ uil<e,
B B

quels que soient la boule B et I’entier j. Pour le vérifier, il suffit d’examiner
successivement les cas |B| > 16'"|By|, 1 < |B| < 16/™|By| et |B| < 1, en
appliquant le lemme 7. Si f € BMO(R™), il vient
XA
B B B

(42)
Flroi= () (gv)|<f |91

On peut supposer que B N B; # @, auquel cas le lemme 3 nous conduit &

§ i )istawo+|§ 1.

En combinant les inégalités (41)-(43), on obtient

§ [0 = (f )| < (1m0 + | 1
B B By
7.4. Extension des fonctions de BMO.

B
log —|—|

4D |B;|

+

<

(43)

1]
g 15

<C(j+

quels que soient la boule B et ’entier 5 > 0.

11 est utile de disposer d’un théoreme d’extension pour les fonctions de
BMO(£2;). En dimension un, la non-connexité de ; complique la situation.
Aussi traiterons-nous d’abord ce cas.

LEMME 9. — Si f € BMO(]0, +00|), alors f est localement intégrable
sur [0,4o0[ et 'on a

(44) f‘f—;{f

pour tout segment I C [0, +o0|.

< I fllBMO0,400)
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Preuve. — 1l nous suffit d’établir que f est intégrable sur [0, 1]. Pour
cela, on considere les segments I; = [277,279%1], pour j € N*. D’apres le
lemme 3, on a

j{ fl = 0() pour j— +oo,

de sorte que
1 .
/ IfI<AY j277 < foo.
0 j>1

Pour obtenir (44), on consideére les segments I N[1/k, +oo[ et on fait tendre
k vers 'infini.

ProposiTiON 11.— Pour toute fonction f définie sur ]0,+oco[, on
consideére le prolongement pair de f, que I'on note E(f). Alors E est un
opérateur linéaire borné de BMO(]0, +o00[) dans BMO(R).

Preuve.— D’aprés le lemme 9, la fonction E(f) est localement
intégrable sur R. Considérons un intervalle [—a, b], avec a,b > 0. Si p est
la valeur moyenne de f sur l'intervalle [0, max(a,b)], on a

f mn-se 2 (s )

) max(a,b)
£ ————— —pl <2 o)
max(a,b)/o |f — 1l < 2|l fll BMOG0,+00D)

d’oui finalement ||E(f)|lzmom®) < 4llfllBMoqo,+o0)-

CoOROLLAIRE 1.— Pour tout réel t, il existe un opérateur linéaire
borné

E; : BMO(Jt, +o00[) » BMO(R),
tel que toute fonction f € BMO(]t,+oo[) soit la restriction de Ei(f) a
Jt,+00[. De plus la norme de E; est indépendante de t.

Preuve. — 1l suffit de poser E;f(z) = f(2t — z) pour z < t. La
proposition 11 et l'invariance de BMO par translation permettent de
conclure. O

L’extension impaire d’une fonction de BMO(]0,+oco[) suppose une
condition supplémentaire que nous allons formuler maintenant.
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ProposiTiOoN 12.— Soit f une fonction localement intégrable im-

paire sur R. Alors f appartient 8 BMO(R) si et seulement si f|jo,+o0[ €
BMO(]0, +00]) et

K(f) = sup f 1] < +oo;
a>0 [O’a]

on a en outre

max (|| fll Bmo(jo,+oops K (f))
< Ifllemomy < 2max (|| fllBamoqo,+o0p> K (f))-

Preuve. — Si f est impaire et appartient 8 BMO(R), on a

foai=m [ [0

Réciproquement, si f|jo,+00] € BMO(]0, +00]) et K(f) < +o0, on a

§ = (/Oa|f|+/0btf|> <K(P),
?[{—a,bl I- fi—a,b] f

LeMME 10. — Soit une fonction f € BMO(]0, +00|) telle que K(f) <
+00. On a

< fllBmomy-

d’ou

< 2K(f).

fi . IfI < K(f) + cll fllBMoqo,+00D)

pour tous réels a, b vérifiant la condition 0 < a < b/2.

Preuve. — D’apres le lemme 3, on a

]4 -4 1A
[a,b] [0,b]

cps . . b
et la condition b > 2a implique 1 < 27 < 2.

b
1
g ¢

Sc(l-{-

D 1153000 o0

ProposiTION 13. — Soit n > 1. Pour tout t > 0, il existe un opérateur
linéaire borné E; : BMO(Q;) — BMO(R™) tel que E;(f)|q, = f pour tout
f € BMO(). De plus la norme de E; est indépendante de t.
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Preuve.— Le cas t = 1 résulte du théoreme d’extension de
P. Jones [13]. L’invariance isométrique de BM O(R"™) par dilatations donne
le cas général.

8. Notes bibliographiques et commentaires.

L’espace VM O(R™) a été défini initialement par Sarason [19]. L’espace
CMO(R™) a été introduit par Coifman et Weiss [6], qui le notaient
d’ailleurs comme ’espace de Sarason. Neri [16] et Janson [11] ont pro-
posé la notation CMO(R™) pour éviter la confusion ; cependant Lakey [14]
I’utilise pour désigner un autre espace fonctionnel proche de BMO. Les
sigles VMO et CMO signifient respectivement “vanishing mean oscilla-
tion” et “continuous mean oscillation”. Le fait que cette terminologie soit
ou non adéquate ne sera pas discuté ici.

L’ambiguité de la notation VM O(R™) a pu étre & l'origine d’erreurs.
C’est ainsi que D.C. Chang, pensant que VMO(R") est la fermeture de
Co(R™) dans BMO(R™), affirme & tort que espace de Hardy H!(R") est
le dual de VM O(R™) (cf. [4], notamment la remarque de la page 79).

Dans son article de 1975, Umberto Neri définit CMO(R"™) comme
I'image de Co(R™)™*! par I'opérateur R. Neri mentionne sans démonstration
I’équivalence des propriétés (iii) et (iv) de notre théoréme 7. Se fondant sur
une information de Charles Fefferman, il en attribue la paternité a Herz,
Strichartz et Sarason (cf. [16, p. 186]). Consulté en 2001, Bob Strichartz ex-
pliquait & 'auteur qu’il n’a pas publié le résultat, car il croyait la preuve de
Sarason antérieure. De son c6té, Don Sarason affirme ne rien avoir démontré
de tel.

Pour Uchiyama [23], CMO(R™) est, comme pour nous, la fermeture
de D(R™) dans BMO(R™). 1l établit ’équivalence des propriétés (i) et (iii)
de notre théoréme 7, mais il ignore la condition (iv).

L’idée d’utiliser le commutateur [v, Rp] remonte & l’article de Coif-
man, Rochberg et Weiss [5], ol est établie 1’estimation

(45) I [v, Rp] l (s mmy) < ¢(3) vl Brro®nys

pour tout 1 < s < +4o00. On a repris ici, en 'adaptant au cas s = +o0,
la méthode utilisée par Stromberg pour prouver Iestimation (45) (cf. [22,
pp. 417-419]).
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Voici quelques prolongements possibles de notre travail :

1) Définir dans bmo(R™) une notion de fonction nulle & linfini
analogue & celle de la définition 3 et montrer qu’elle caractérise clpmo(bmoc).

2) Etablir qu’une fonction f € BMO(R™) est nulle & l'infini si et
seulement si v2(f) = 0 et vg(f) = 0 pour toute boule B.

Il est par ailleurs raisonnable de conjecturer pour BMO(R"™) un
résultat analogue au théoréme 4, & savoir que la fermeture de C*° N BMO
dans BMO(R™) est égale & (VMO),,c N BMO. La difficulté, c’est qu’on
ne dispose pas d’une propriété de localisation analogue au lemme 5.

Les erreurs relevées par Iwaniec et Tchamitchian dans leurs articles
([1], [10]) n’ont heureusement aucune répercussion sur les résultats contenus
dans les susdits. C’est ce que souligne Iwaniec dans une communication
personnelle : “The error we have made with Carlo Sbordone is on the
commentary side of our paper and as such has no effect on any result
therein.”
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