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REPRESENTATIONS GALOISIENNES
ET OPERATEURS DE BESSEL p-ADIQUES

par Yves ANDRE

Introduction.

Soit G le groupe de Galois absolu d’un corps local de caractéristique
p. Suivant J.-M. Fontaine, on peut associer a toute représentation p-adique
de G d’inertie finie un module différentiel p-adique sur une couronne,
muni d’une structure de Frobenius. Les propriétés des représentations
galoisiennes liées a la ramification se traduisent alors en termes différentiels.

Par ailleurs, dans un contexte tout a fait indépendant inspiré par la
conjecture de l'indice de Robba, G. Christol et Z. Mebkhout ont développé
une théorie générale des modules différentiels p-adiques sur une couronne
et prouvé, avec leur théorie des pentes p-adiques [CM3], des analogues
des propriétés de ramification ci-dessus dans un cadre beaucoup plus
général (modules non nécessairement munis de structure de Frobenius, mais
“solubles” en un bord fixé d’une couronne assez fine).

La question de savoir dans quelle mesure la théorie des modules
différentiels p-adiques avec structure de Frobenius sur une couronne se
rameéne A la théorie des représentations galoisiennes est ouverte(!). Son im-
portance, et son lien avec une version p-adique du théoreme de monodromie
locale de Grothendieck, ont été soulignés dans les travaux de R. Crew [Cr2].

Mots-clés : Représentations p-adiques — Equations de Bessel — Monodromie p-adique.
Classification math. : 12H25 — 11S15.

(1) Ajouté sur épreuves : cette question est désormais résolue, cf. Invent. Math., 148
(2002), 285-317. Cela ne rend caduc que les résultats 0.3, 0.4, 5.2, 6.5 du présent article.
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A notre connaissance, la littérature n’offre aucun exemple d’un tel module
différentiel qui ne soit quasi-unipotent, i.e. qui ne soit extension itérée de
modules différentiels se déduisant d’une représentation finie de G par le
procédé de Fontaine.

L’origine de cet article est une suggestion de Mebkhout (s’appuyant
sur des calculs faits avec A. Arabia) selon laquelle le module différentiel
considéré dans [CM3, 6.3.9] avec p = 2 pourrait étre un tel exemple. Comme
ce module est du type de Bessel (d’indice 2/3), cette suggestion nous a
incité a examiner systématiquement la question de la quasi-unipotence des
opérateurs de Bessel p-adiques (normalisés & la Dwork). On sait depuis
les travaux de Dwork [D] et Adolphson-Sperber [AS] que ceux-ci sont
étroitement liés aux sommes exponentielles de Kloosterman, et sont munis
d’une structure de Frobenius. Du point de vue différentiel, l'intérét et
la difficulté qu’offrent ces opérateurs résident dans l'irrégularité de leur
singularité a l'infini, qui laisse une trace p-adique dans toute couronne
c(l1,r[), > 1.

Commencgons par préciser quelques notations. Soit K une extension
finie de Q,, de corps résiduel F,. On note R, x “I'anneau de Robba &
Iinfini” formé des fonctions analytiques >.> anz" (an € K) sur une
couronne C(]1,r[) d’épaisseur r non précisée. Le sous-anneau 5; i formé
des séries a coeflicients a,, bornés est un corps hensélien de corps résiduel
Fq((2)). Ses extensions finies non ramifiées sont de la forme 5;7 K, o K/ est
une extension finie non ramifiée de K et y une nouvelle variable, algébrique

sur Sl k ; elles correspondent aux extensions finies séparables du corps local

Fq((%))' On a Ry,K/ = Rm,K ®gl K SJ,K/ [Ml].

Un module différentiel M sur R, i est dit quasi-unipotent s’il existe
une extension finie non ramifiée 8;’ K telle que M ®r, , Ry i soit
extension successive de modules différentiels triviaux [T2].

Notons A, , l'opérateur de Bessel p-adique d’indice v € Q N Z,,
normalisé & la Dwork : A, , = (zd/dz)? — 4w%z% — 12 (il annule la série de
Bessel J, (2mix), oit w désigne la constante p-adique de Dwork).

THEOREME 0.1. — Le &} ,.-module différentiel attaché & A, . ne
dépend pas de v & isomorphisme prés. Il est quasi-unipotent, et méme
soluble dans une extension finie non ramifiée de 5; K- Sa structure de
Frobenius est supersinguliere.

Le cas p impair est peu significatif : la quasi-unipotence est aisée a
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établir directement, le quotient de G qui intervient étant cyclique d’ordre
2p. En revanche, le cas p = 2 est beaucoup plus délicat (et en régle générale
écarté de la littérature). Le résultat suivant explicite ’extension de E; K
qui trivialise A, .

THEOREME 0.2. — Prenons pour K l'extension quadratique non
ramifiée de Q,. Soit E la courbe elliptique (supersinguliére) sur Fy4
d’équation affine Y?+Y = X3 4w, avec w® = 1,w # 1. Alors le revétement
E — E/Aut(FE) = P! est totalement ramifié en l'origine de E, et définit
une extension galoisienne non ramifiée de degré 24 de 8; Kk, de groupe
Aut(E) =2 SLy(Z/3Z), dans laquelle les A, , sont solubles.

Nous démontrons ces résultats de maniére indirecte(®), en combinant
deux outils principaux : d’une part la théorie des pentes p-adiques de [CM3],
et d’autre part la théorie de Galois différentielle. Au-dela du cas Bessel, c’est
cette combinaison que nous avons cherché a illustrer dans cet article.

Les deux principaux résultats de la théorie de [CM3] utilisés ici
sont le théoréme de décomposition selon les pentes sur R, et le théoreme
d’intégralité du polygone de Christol-Mebkhout (et ses corollaires immé-
diats d’irréductibilité). Le role de la théorie de Galois différentielle est
double. D’une part, elle fournit un critére général commode de quasi-
unipotence, ne faisant plus intervenir qu’un anneau différentiel au lieu du

couple (S; K> Ra, k) que met en jeu la définition :

THEOREME 0.3. — Soit M un module différentiel sur I'anneau de
Robba R, i, muni d’une structure de Frobenius. Alors M est quasi-
unipotent si et seulement si son groupe de Galois différentiel, aprés passage
au corps de fractions de R, k- K, est un groupe algébrique résoluble.

D’autre part, la théorie de Galois différentielle permet, dans une
situation concrete, de restreindre les possibilités — plus ou moins a priori
tout d’abord, puis en confrontation avec la théorie des pentes — et d’en
dresser un catalogue fini. C’est ainsi, par élimination des cas non résolubles,
que nous prouvons la généralisation partielle de 0.1 qui suit (et dont nous
déduisons 0.1, en fait) :

THEOREME 0.4. — Tout module différentiel M de rang < 2 sur
R,k admettant une structure de Frobenius, et de pentes p-adiques < 1,

(2) Une fois “deviné” le résultat 0.2, une vérification directe de la quasi-unipotence
diadique est en principe possible, mais semble mener a des calculs inextricables.

TOME 52 (2002), FASCICULE 3



782 YVES ANDRE

est quasi-unipotent.

Résumons brievement le contenu de article. Le §1 rappelle quelques
faits de théorie de Galois différentielle avant d’analyser plus en détail le
cas des modules différentiels de rang deux et de leurs petites puissances
symétriques.

Le §2 montre que bien que ’anneau différentiel de Robba ne soit pas
simple, on ne perd pas grand-chose en passant au corps de fractions.

Le §3 traite des pentes p-adiques; aprés un rappel des définitions
et deux estimations élémentaires, on présente succinctement la théorie de
Christol-Mebkhout qui joue un role fondamental dans la suite.

Le §4 traite des modules quasi-unipotents, selon Matsuda et Tsuzuki.

Le 85 contient la démonstration du critere de quasi-unipotence 0.3,
et le §6 celle de 0.4.

L’étude des opérateurs de Bessel p-adiques sur des couronnes fait
lobjet du §7, ou nous avons essayé de réduire les calculs au minimum.
Signalons ’exemple 7.7 d’'un opérateur algébrique a deux singularités
{0,00} admettant des exposants p-adiques qui ne “proviennent pas” des
exposants formels de Turrittin en 0 ou en 'infini.

Dans le dernier paragraphe, nous élucidons la représentation galoi-
sienne associée, pour p = 2; on y voit apparaitre des courbes elliptiques
supersingulieres sur Fy, et leur cohomologie cristalline.

Remerciements. Ce travail doit beaucoup & Z. Mebkhout : outre les
commentaires dont il nous a fait part & propos du probléeme de la quasi-
unipotence, il a attiré notre attention sur I’exemple [CM3, 6.3.9] comme
on I'a dit, en nous le présentant comme un test important (et un contre-
exemple potentiel); méme si le test s’est finalement avéré positif, il a été
précieux de pouvoir disposer d’un exemple aussi explicite et non trivial au
commencement de nos recherches sur le sujet.

Nous remercions aussi G. Christol, S. Matsuda et N. Tsuzuki pour
les discussions qui nous ont permis de nous familiariser avec leurs travaux
respectifs.

1. Préliminaires de théorie de Galois différentielle.

Soit F' un corps de caractéristique nulle, muni d’une dérivation 0. On

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



REPRESENTATIONS GALOISIENNES ET OPERATEURS DE BESSEL 783

suppose que le corps des constantes C' = Ker 0 est algébriquement clos. La
dérivation s’étend de maniére unique & toute extension algébrique de F'.

Soit M un F-module différentiel, i.e. un F[0]-module de dimension
finie sur F'. Fixons une extension de Picard-Vessiot F pour M. Rappelons
qu’il s’agit d’une extension différentielle de F' dans laquelle M est soluble,
de corps de constantes égal & C, et minimale pour ces propriétés. On sait
depuis Kolchin qu’il en existe, et qu’elle est unique & automorphisme non-
unique pres.

Les solutions de M dans F forment un C-espace vectoriel V =
Homp (M, F) de dimension égale & dimp M. Le groupe G(F/F) des auto-
morphismes commutant & 9, noté aussi G(M, F), a une structure naturelle
de sous-groupe algébrique de GL(V). La donnée de G(F/F) C GL(V)
permet de retrouver M : M = Homg(x,r)(V,F) (pour une introduction
concise & la théorie de Galois différentielle, voir par exemple [Be] ou [P]).

Aux représentations puissances symétriques (resp. extérieures) de V
correspondent des modules différentiels S™M (resp. A™M). Par exemple,
si M = F[0]/F[0]A est le module différentiel attaché & 'opérateur A =
0% + PO+ Q € F[0], alors S>M est le module différentiel attaché a
Iopérateur

S2A =33 +3P- 0%+ (O(P) +2P? +4Q) - 0+ (4PQ +20(Q)).

En effet, d’aprés un résultat classique d’Appell, les solutions de S?A sont
les polynémes homogenes quadratiques en les solutions de A ((WW, XIV,
ex. 10]).

PROPOSITION 1.1. — Supposons M de rang 2 sur F', S?M irréduc-
tible, et A2M trivial. Alors

i) ou bien M est absolument irréductible (i.e. ne se scinde sur aucune
extension finie de F ), de méme que tous les S™ M,

ii) ou bien M est soluble dans une extension galoisienne de F de
groupe binaire tétraédral A4, binaire octaédral S;, ou binaire icosaédral
As.

Rappelons que les sous-groupes A4, S4, As de SL; sont des exten-
sions centrales par Z/2Z des groupes alternés ou symétriques A4, S4, As
respectivement (sur ces groupes et leur géométrie, voir [Co] et [V, 1.3]).

Ici dimV = 2. L’hypotheése que A?2M est trivial se traduit par le fait
que G(F/F) est un sous-groupe algébrique de SL,.

TOME 52 (2002), FASCICULE 3



784 YVES ANDRE

Dire que M se scinde sur une extension finie de F' se traduit par le
fait que la composante neutre G(F/F)? de G(F/F) est réductible (i.e. sa
représentation naturelle sur V n’est pas irréductible), cf. e.g. [Be, 2.4.2].
Par la correspondance de Galois différentielle, G(F/F)° correspond & une
extension galoisienne finie contenue dans F. On est alors ramené au lemme
standard de théorie des groupes suivant :

LEMME 1.2. — Soit G un sous-groupe algébrique de SLoc non
conjugué a Ay, Sy, As. Si S?V est irréductible, alors G = SLy et tous
les S™V sont irréductibles.

Plus généralement, en toute dimension, un sous-groupe algébrique G
infini de SL(W) tel que S?W soit irréductible est soit SL(W) soit Sp(W)
(et alors tous les S™W sont irréductibles), cf. [Be, 3.2.5]. En dimension 2,
ceci se démontre bien plus simplement en utilisant le catalogue des sous-
groupes réductifs de SLy : SLo, un tore de Cartan ou son normalisateur,
ou un groupe fini.

On conclut en remarquant que les seuls sous-groupes finis de SL; tels
que S?V soit irréductible sont ceux indiqués (les autres sont cycliques ou
dicycliques).

En fait, nous aurons a considérer toutes les puissances symétriques

paires < 8.

PROPOSITION 1.3. — Soit G I'un des groupes A4,§4,A5, et V sa
représentation plane standard. Alors S*V = Vj est irréductible, et les
décompositions de S*V et S®V en irréductibles sont de la forme suivante
(en notant en indice la dimension, et 1 la représentation triviale) :

SVevVieV!eVs SVvleVieoV' e (Vs)? siG=A,
(qui agit non trivialement sur V{ et V|’ a travers son quotient Z/37Z),
SV, aVs, SV1eV,aVeeVysiG =238,
SWVs, SV V@ VssiG=As.

Preuve. — On simplifie les calculs en remarquant que G agit sur les
puissances symétriques paires a travers G = Ay, S4 ou As respectivement,
et que
S2(SPV)=StVael, SAHSV)=SBVositvel

(pléthisme pour SLs, cf. [FH, 11]).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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De plus, le cas A4 se déduit du cas Sy par restriction. En utilisant la table
de caracteres de G et la formule xs2w (9) = (X3 (9) + xw(9?)), on trouve
que le caractere de S*V (vue comme représentation de G) est donné par

Cas Sy : x(1)=5, x((12)) =1, x((123)) =x((1234)) = -1, x((12)(34)) =1
Ay s x(1) =5, x((123)) = x((132)) = -1, x((12)(34)) = 1

As = x(1) = 5, x((123)) = -1, x((12)(34)) = 1, x((12345)) =
x((21345)) = 0, (le carré de (12345) est conjugué a (21345))

tandis que le caractere de S8V est donné par

Sy x(1)=9,x((12)) =1, x((123)) =0, x((1234)) = x((12)(34)) =1

Ay x(1)=9, x((123)) =x((132)) =0, x((12)(34)) = 1

As : x(1)=9, x((123)) =0, x((12)(34)) =1, x((12345)) = x((21345)) = 1.

Pour conclure, on vérifie dans chaque cas que la décomposition
(unique) annoncée dans la proposition donne lieu au méme caractere.

2. Les anneaux différentiels A;, R et £1.

Soient K une extension finie de Q, et k son corps résiduel. Soit I C
]0, 00[ un intervalle ouvert. Notons A; 'anneau des fonctions analytiques
sur la couronne C(I), définies sur K. L’anneau de Robba a4 I'infini R = R,
est la réunion des A lorsque I parcourt les intervalles de la forme ]1,7].
C’est donc ’anneau des séries de Laurent Zf’m an,x™ a coefficients dans
K dont le polygone de Newton — c’est-a-dire ’enveloppe convexe des
points (n,ordy,(a,)) — est non vide et admet une direction asymptotique
horizontale, qu’il surplombe et rejoint en —oo. Le sous-anneau £F = 8; K
est formé des séries a coefficients bornés, ou ce qui revient au méme, dont le
polygone de Newton atteint ’asymptote. Comme une telle série non nulle
ne s’annule pas prés du bord intérieur de sa couronne de convergence, £ est
un corps. Nous munissons une fois pour toutes ces anneaux de la dérivation

d
0= T
Dans ce paragraphe, A désigne 'un des anneaux différentiels A; ou
R, et Q(A) désigne son corps des fractions. Une difficulté particuliere que
présente 1’anneau différentiel A est qu’il n’est pas simple : il y a des idéaux
propres non nuls stables sous 0 (considérer I'idéal différentiel engendré par
une fonction sur une couronne C(I) ayant des zéros de multiplicité non

TOME 52 (2002), FASCICULE 3



786 YVES ANDRE

bornée). Pour contourner cette difficulté, on note tout d’abord le résultat
suivant, prouvé dans [CM3, 3.1.1] (voir aussi [Cr2, 4.9]) :

PROPOSITION 2.1. — L’anneau A est de Bézout, i.e. tout idéal de
type fini de A est principal.

COROLLAIRE 2.2 (cf. [Bo, VII, 1 ex. 20, et 2 ex. 12 et 14] (ou
[Cr2, 4.9])). — A est intégralement clos et cohérent. Tout A-module de
type fini est somme directe de son sous-module de torsion et d’un module
libre.

La proposition suivante renforce certains résultats de [CM3, 3] :

PROPOSITION 2.3. — Tout module différentiel M sur A qui est de
présentation finie (resp. de type fini et sans torsion) comme A-module est
en fait libre (et cohérent) sur A.

Preuve. — Seule ’assertion concernant un module différentiel M de
présentation finie ne découle pas immédiatement de 2.2. D’apres 2.2, le
sous-module de torsion est facteur direct, donc de présentation finie, et
il est d’autre part clair qu’il est stable sous 9. On est donc ramené &
montrer qu'un module différentiel M de présentation finie et de torsion
sur A est nul. Soit {m;} un ensemble fini de générateurs de M, et notons
u; ’homomorphisme A — M, a — am;. Ce sont des homomorphismes de
A-modules cohérents, donc I'annulateur Z = N; Keru; de M dans A est
de type fini ([Bo, I, 2, ex. 11]). Comme A est de Bézout, on peut écrire
Z = f.A. Or il est clair que cet annulateur est un idéal différentiel : pour
tout m € M, (8f)-m = 9(fm) — f-dm = 0. On a donc 8f/f € A, ce qui
entraine que f n’a pas de zéro dans la couronne (resp. au bord intérieur de
la couronne si A = R), et est donc une unité de A, de sorte que Z = A et
M =0.

Remarque. — On ne peut remplacer “de présentation finie” par “de
type fini” dans ’énoncé, comme le montre ’exemple du quotient de A par
un idéal différentiel non trivial.

COROLLAIRE 2.4. — Soit M un A-module différentiel de présenta-
tion finie. Soit Mclg( 4 un sous-module différentiel de M ® 4 Q(A), et posons
M' = Mg 4N M. Alors M" ®4 Q(A) = Mg, 4, et on a une suite exacte
de modules différentiels

0—->M —-M-— M/M —0

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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dont les A-modules sous-jacents sont libres. Si de plus Mc/;)( A €st facteur
direct de M4y comme module différentiel, alors M’ est facteur direct de
M comme module différentiel.

Preuve. — D’apres 2.3, M est libre (et cohérent). De méme, M /M’
est de type fini et sans torsion, donc libre (et cohérent). On en déduit que
M’ est aussi cohérent ([Bo, I, 2, ex 11]), donc de présentation finie; il est
donc aussi libre, par 2.3, et M'®@.4Q(A) = My 4 ([Bo, L, 2, 6]). Supposons
ensuite que Mcl;)( A) admette un module différentiel supplémentaire Mg( A)
et posons M" = Mg, N M. Alors (M' & M") ®4 Q(A) = Mga) et
M/(M’' & M") =0 d’apres ce qui précede.

Remarques. — a) Ce résultat permet de définir de maniére non
ambigiie le semi-simplifié de M.

b) Il faut prendre garde qu’un tel résultat ne se transpose pas sans
précaution aux opérateurs différentiels. On trouve dans [CM3, 6.1.16] un
exemple d’opérateur unitaire de rang deux sur R qui se factorise en produit
de deux opérateurs de rang un sur Q(R), mais pas sur R - bien que le
module différentiel associé soit somme directe de modules différentiels de
rang un sur R.

3. Pentes p-adiques : la théorie de Christol-Mebkhout.

Soit M un module différentiel sur I'anneau A}y ,.[ des fonctions analy-
tiques sur une couronne C(]1,r[). On suppose M libre de type fini comme
Aj1 r-module.

Pour tout p €]1, [, on note R(M, p) le minimum de 1/p et des rayons
de convergence des solutions de M (en la variable 1/x) au point générique
de Dwork 1/t, du “disque” |1/z| < 1/p.

On dit que M est soluble au bord intérieur si lim,_,+ R(M,p) = 1.
(Dans [CM3], il est plutot question de solubilité au bord extérieur, mais la
traduction est immédiate.)

Soit A € [0, 00[. On dit que M (supposé soluble au bord, et non nul)

est de plus grande pente X si pour tout p > 1 assez voisin de 1, on a
R(M,p) =p~ 1.

On dit que M est purement de pente A si pour tout p > 1 assez voisin
de 1, et pour toute solution non nulle u de M au point t,, le minimum de

TOME 52 (2002), FASCICULE 3



788 YVES ANDRE

A—-1 (

1/p et du rayon de convergence de u est égal 3 p~ en particulier, M

est de plus grande pente A).

Ces définitions s’étendent immédiatement au cas d’un module diffé-
rentiel libre de type fini sur I'anneau de Robba & linfini R (et il n’y a
plus lieu de préciser que le bord est intérieur). Plutot que “pente”, on dit
“pente p-adique au bord”, si on veut distinguer des pentes formelles ou de
Frobenius.

Avant de rappeler les résultats de la théorie de Christol-Mebkhout
qui nous seront utiles, commencons par deux résultats plus élémentaires
sur les plus grandes pentes.

ProrosiTiON 3.1. — Soient I, m,n des entiers > 1, avec m et n
premiers entre eux. Supposons que S'M (resp. S'™M, S'" M ) soit de plus
grande pente A (resp. X', \"). Alors X' < A, X < A, et sup(W,\') = A,

Preuve. — Pour tout entier naturel s, les solutions de S** M s’expri-
ment comme polyndmes en les solutions de S'M, ce qui montre que
R(S'*M, p) > R(S'M, p); en particulier X’ < A\, A < X. On veut ensuite
démontrer que R(S'M,p) > inf(R(S'™M,p), R(S'"M, p)) pour p assez
proche de 1. On peut supposer que toutes les solutions de S'M en ¢, ne
convergent pas dans un disque de rayon > 1/p (sinon I’énoncé est trivial :
A =X = X = 0). Comme les puissances [-iémes des solutions de M
engendrent celles de S'M, on voit qu’il existe une solution de A en t, dont
la puissance l-itme g a pour rayon de convergence R(S'M, p). Choisissons
des entiers 7, s tels que rm + sn = 1. En écrivant g = (¢™)"- (¢™)*, on voit
que g est méromorphe dans le disque D(t,,inf(R(S'™M, p), R(S'" M, p))).
En passant a la puissance m-ieme, on voit en outre que g n’a pas de pole
dans ce disque. D’ou le résultat.

PROPOSITION 3.2. — Supposons que M provienne d’un module
différentiel sur le sous-anneau de (K NQ)((2)) formé des séries convergeant
dans la couronne C(]1,00[). Notons A sa plus grande pente formelle &
Iinfini®. Si M est de plus grande pente p-adique A (au bord intérieur de
la couronne), alors A < Ao-

1

Preuve. — Considérons la fonction p — R(M,p)~ ! sur |1,00[. En

coordonnées logarithmiques, son graphe est celui d’une fonction continue

() On renvoie par exemple & [K1] pour la définition des pentes formelles.
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convexe non-décroissante, cf. [CD, 2.4, 2.5] (mutatis mutandis). Au voisi-
nage de ’abscisse 0 (qui correspond au point limite p = 1), ce graphe est une
droite partant de O et de pente A. Au voisinage de I'infini, le développement
de Turrittin-Levelt p-adique montre que ce graphe a la forme d’une droite
de pente Ao, cf. [Ba, prop. 4] (’hypothese sur I’algébricité des coefficients
entraine que les différences des exposants de Turrittin & l'infini ne sont pas
des nombres de Liouville p-adiques, d’ou la convergence du développement
de Turrittin-Levelt). On conclut que A < A\, par convexité.

Venons-en aux deux résultats fondamentaux de la théorie des pentes
p-adiques.

THEOREME DE DECOMPOSITION. —  Tout module différentiel M sur
R (libre de type fini) soluble au bord admet une filtration décroissante M-
telle que le gradué associé GryM est nul ou libre de type fini, purement
de pente A. En particulier M est de plus grande pente le maximum des A
pour lesquels GryM est non nul.

Ce théoreme [CM3, 6.2.6] permet d’attacher un “polygone de New-
ton” a M, dont la longueur du segment de pente A est le rang de
GraM, et dont 'extrémité gauche est conventionnellement l’origine. Nous
I’appellerons polygone de Christol-Mebkhout.

THEOREME D’INTEGRALITE. — Les sommets du polygone de
Christol-Mebkhout de tout module différentiel M sur R soluble au bord
sont a coordonnées entiéres.

Via le théoréme de décomposition, ce théoreme [CM3, 8.3.6] se déduit
de linterprétation de la hauteur du polygone de Christol-Mebkhout -
appelée irrégularité p-adique - comme un indice, donc un nombre entier
[CM3, 8.3.1].

Il en résulte que si M est purement de pente A, celle-ci est rationnelle,
et si son dénominateur ne divise pas le rang de M, alors M est irréductible.

Le cas de la pente nulle est analysé dans [CM2]. On suppose K muni
d’un automorphisme continu o. En caractéristique p, il induit ¢t — v’
pour un entier f > 0 convenable (non unique). On désigne par ¢y
I’endomorphisme de Frobenius o-linéaire de R induit par z +— 2P’ . Notons
que pour tout entier s > 0, la puissance ¢} n’est autre que I’endomorphisme
o°-linéaire ;.

On dit quun R-module différentiel M (libre de type fini) a une
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structure de Frobenius d’ordre f si ¢3M = M. Par un argument bien
connu de Dwork, ceci entraine qu’il est soluble au bord (cf. [CM3, 6.3.11]).

Nous citons pour référence le “théoréme fuchsien” suivant, prouvé
dans [CM2] (cf. [CM2, 5.5.3, 6.2.6]).

THEOREME 3.3. — Supposons M muni d’une structure de Frobe-
nius, et de pente nulle. Alors M est extension successive de modules
différentiels du type (R,0 — a) pour des nombres o € QN Z, convenables.

Ces nombres, bien définis a permutation et a l’addition d’un entier
pres, s’appellent les exposants p-adiques de M.

4. Représentations galoisiennes, pentes p-adiques
et pentes de Frobenius : la théorie de Matsuda et Tsuzuki.

Muni de la valeur absolue discréte | % a,z™ | = sup, |a,|, le corps
&l x est hensélien, de corps résiduel k((1)) [M1]. Si K ((5))/k((3)) est
une extension finie séparable, il lui correspond une extension finie non
ramifiée (4 de 5';’ k> qui est nécessairement de la forme 8;1 K> et qui se
plonge donc dans R, k. Notons que o a une extension naturelle & K’ et

que K'? = K°.
LEMME 4.1. — &1 est algébriquement fermé dans Q(R).

Considérons une équation algébrique gV + ... + u1g +uy = 0 a
coefficients u; dans £T, avec g € Q(R). Comme R est intégralement clos (cf.
2.2), on voit que g € R. Or d’aprés [M2], €T est intégralement fermé dans
R. Rappelons ’argument : supposons g et les u; analytiques sur la couronne
C(J1,r[). Pour tout h = Y% anz™ € Aj,[ et tout R €]1,7[, posons
|h|r = sup, |a,|R". On a h € £ si et seulement si limg_,1+|h|p < co.
On a donc limp_,1+|u;|g < 00, et il est facile de tirer de I’équation de g
que limp_,+|g|r < 00, i.e. g € ET.

Un module différentiel M libre de type fini sur R, x est dit quasi-
unipotent s’il existe une extension galoisienne k'’ ((%)) /k(()) telle que M
devienne extension successive de modules triviaux sur 'extension corres-
pondante Ry k' /Ry k. Notons que Ry g/ = S;’K, ®5l . Rz i par 4.1. 11

O Rappelons qu’une extension finie de corps a valuation discréte est non ramifiée si
Pindice de ramification est un, et si ’extension résiduelle est séparable [S2 p.26].
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est facile de voir que si pour une extension finie K1 /K, M @k K; est quasi-
unipotent, alors M est déja quasi-unipotent (passer au semi-simplifié pour
simplifier, voir le corollaire 2.4).

PROPOSITION 4.2. — Si M est de rang un et muni d’une structure
de Frobenius, alors il est quasi-unipotent. De plus, tant M que sa structure
de Frobenius sont définis sur E¥.

Voir [T2, 4.1.4], et aussi [Crl, 4.11] (la seconde assertion découle du
fait que R* = (£7)).

PROPOSITION 4.3 (cf. [M2, 6.4, 4.4]). — Supposons M quasi-unipo-
tent, et de rang pu. Alors quitte a remplacer K par une extension finie
non ramifiée, le semi-simplifié M*® est de la forme Homg (W, R,y k'), pour
une extension finie galoisienne de k'((i))/k((%)) de groupe G et une
représentation K-linéaire fidéle convenable W de G de dimension p.

L’idée d’associer des modules différentiels sur £ aux représentations
de Gal(k((2))**P/k((L))) d’image finie est assez ancienne, et peut étre vue
soit comme cas particulier d’une construction de Fontaine [F], soit comme
variante locale d’une construction de Katz-Crew [Cr1].

Le formalisme des groupes de ramification en numérotation supérieure
([S2, IV 3], [K3, 1]) permet de définir la décomposition de W suivant les
“sauts”. Via 4.3, tout module différentiel quasi-unipotent hérite d’une telle
décomposition ([M2, 7.1]). On a alors :

THEOREME 4.4 (cf. [M2, 7.7], [T1]). — Cette décomposition coin-
cide avec la décomposition selon les pentes de Christol-Mebkhout.

Soit M un R-module différentiel muni d’une structure de Frobenius.
Un Ef-réseau de M est un £f-module différentiel N muni d’une structure
de Frobenius tel que M se déduit de N par ®c+R. Une généralisation de
la théorie de Dieudonné-Manin ([T2, 3.1.6]) meéne & la notion de filtration
par les pentes de Frobenius pour le E[pf]-module N ®g+ &, ou € désigne
le complété de £ pour sa valeur absolue naturelle. On dispose donc d’un
polygone de Newton-Frobenius ([T2, 3.1.5]).

THEOREME 4.5. — Soit M un R-module différentiel muni d’une
structure de Frobenius. Alors M est quasi-unipotent si et seulement si il
existe une filtration croissante finie exhaustive et séparée (indexée par les
rationnels) par des sous-modules différentiels stables sous la structure de
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Frobenius, telle que le gradué d’indice y admette un £T-réseau purement
de pente de Frobenius p.

Une telle filtration est alors unique.

Ceci est démontré dans [T2, 5.2.1, 5.1.5].

Le cas de la pente frobeniusienne nulle est analysé dans [T3] :

THEOREME 4.6. — Supposons que k contienne F,; et que K =
K° @w,) W(k) (voir 3.3). Alors la catégorie des représentations K-
linéaires continues de Gal(k((1))**P/k((2))), dont I'image de Iinertie est
finie, est équivalente & celle des £'-modules différentiels munis d’une
structure de Frobenius de pente nulle.

Nous ferons usage du corollaire suivant de la théorie :

COROLLAIRE 4.7. — Soit N un E£'-module différentiel muni d’une
structure de Frobenius. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) N ®g+ R est irréductible et quasi-unipotent,
b) N est irréductible et a une seule pente de Frobenius,

¢) N est irréductible et soluble dans une extension finie non ramifiée
de E1.

Preuve. — a) = b) découle de 4.5. Pour les autres implications, il
est commode de remarquer d’emblée qu’il suffit, par descente galoisienne,
de les démontrer apres remplacement de K par une extension finie non
ramifiée. Cela permet de supposer que N ®x K’ est irréductible pour
toute extension finie non ramifiée de K. Supposons b). Quitte & remplacer
o par une puissance et la structure de Frobenius par un multiple d’une
puissance convenable, on peut supposer sa pente nulle. Or par 4.6 (voir
aussi [T1, 7.3.2]), un tel module différentiel est soluble dans une extension
galoisienne 5;,1('/5;1( de groupe G, et est de la forme Homg(W, 5;,1(/)
pour une représentation K-linéaire fidele convenable W de G. D’ou b) =
¢). Notons d’ailleurs que la représentation W est irréductible et le reste si
on remplace K par une extension finie non ramifiée quelconque. Par 4.3,
on voit que N ®@g+ R = Homg(W, R, k) est irréductible. D’oli ¢) = a).

Exemples. — a) Pour p = 1 mod. 4, notons 7 une racine (p— 1)-iéme
de —p fixée, et posons K = Q,(n?), o = id.
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Le module différentiel N = £1/£7(d?/dx? + n%) est irréductible et
soluble dans 'extension galoisienne £f[cosmz, wsinmz|/ET de groupe pyp.
La représentation correspondante envoie un générateur ¢, sur la matrice

( cos 27 /p msin 27 /p Cp+<;1
2

~Lsin2n/p cos2/p ) a coefficients dans K définis par cos 27 /p =
msin2m/p = (¢ — ¢ 7).

b) L’exemple de [CM3, 6.1.16] déja cité fournit un cas de module
différentiel de rang deux sur £' muni d’une structure de Frobenius, quasi-
unipotent, qui est irréductible sur £' mais pas sur R. La filtration par les
pentes p-adiques de Christol-Mebkhout coincide dans cet exemple avec la
filtration par les pentes de Frobenius-Tsuzuki.

b

5. Un critére de quasi-unipotence.

LEMME 5.1. — Toute extension galoisienne finie de £' est résoluble.

Preuve. — Soit E’ une extension galoisienne du corps & valuation
discrete hensélien £T. Notons € (resp. E') le complété de T (resp. E’) une
extension galoisienne de £'. Alors Gal(E'/ET) = Gal(E’/E). Désignons
par k’ ((%)) Iextension séparable maximale du corps résiduel k((1)) de £
contenue dans le corps résiduel de E’. Comme & est un corps & valuation
discrete complet, Gal(E’/€) est extension du groupe Gal(k’((%))/k((%)))
par le groupe d’inertie, et ce dernier est résoluble, cf. [S2, 1.7 (p. 32)] et
IV.2 (p. 76). Comme k((2)) est un corps & valuation discréte complet &
corps résiduel fini, Gal(k’((5))/k((3))) est résoluble ([S2, 1.7, cor. 5)).

On note F le corps différentiel Q(R)- K = Q(R- K) (par ce composi-
tum, on entend la réunion des corps de fractions des Ry k7, K C K’ qui
s’envoient canoniquement les uns dans les autres). Son corps des constantes
est C = K.

THEOREME 5.2. — Soit M un module différentiel sur I'anneau de
Robba R, muni d’une structure de Frobenius. Alors M est quasi-unipotent
si et seulement si le groupe de Galois différentiel de M @z F' est un groupe
algébrique résoluble.

Preuve. — Notons H le quotient du groupe de Galois différentiel de
M ®x F par son radical unipotent.
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Rappelons que toute représentation p de dimension finie sur X du
groupe de Galois différentiel de M sur F' définit un module différentiel sur
F qui est sous-quotient d’une construction tensorielle mixte sur M Q¢ F.
Quitte & remplacer K par une extension finie, un tel module différentiel
provient d’un sous-quotient M, d'une construction tensorielle mixte sur M
d’apres 2.4. Les représentations p qui se factorisent & travers H correspon-
dent aux modules différentiels M, qui sont semi-simples.

Supposons que M soit quasi-unipotent, et démontrons que le groupe
de Galois différentiel de M ®5 F est résoluble. I suffit de faire voir
que H est résoluble. Pour cela, on peut remplacer M par le module
différentiel semi-simple M, correspondant & une représentation fidele de
H. Alors M se trivialise sur une extension galoisienne de R, g du type
Ry k' = 8;71(, ®5;K Rz k {cf. 4.1). On conclut par 5.1, car le groupe de
Galois différentiel s’identifie ici au groupe de Galois usuel (la condition de
commutation & 0 est automatique).

Réciproquement, supposons que le groupe de Galois différentiel soit
résoluble. Alors H admet une filtration H = Hy»> Hy...> H,, = 1, chaque
H; ;1 étant normal et fermé dans H,, et les quotients H,/H,11 étant soit
G, soit un groupe cyclique p,,. Soit L; le module différentiel provenant
d’une représentation fidele de dimension un de H/H; (il en existe). Il est
muni d’une structure de Frobenius en vertu de la proposition 5.3 ci-dessous.
Il découle alors de 4.2 que L, devient trivial aprés une extension du type
Rz. k. / Rz k- Une fois cette extension faite, le quotient du nouveau groupe
de Galois différentiel par son radical unipotent est contenu dans H;. En
itérant cette construction d’extensions, on se ramene au cas ou H est trivial,
c’est-a-dire ol le groupe de Galois différentiel est unipotent. Mais M est
alors extension successive de modules différentiels triviaux, et 5.2 s’ensuit.

ProPOSITION 5.3. — Si L est un sous-quotient de rang un d’un R-
module différentiel N admettant une structure de Frobenius, alors L admet
une structure de Frobenius.

Ecrivons L = N’/N” avec N’ ¢ N’ ¢ N. Comme on a L
AN @ (AM@XN)Y | on se ramene a traiter les cas de A™** N’ et AN,
Cela permet de supposer d’emblée que L C N. Soit soc N le socle de N, i.e.
la somme des sous-R-modules différentiels irréductibles de N (ce qui a un
sens grace a 2.4). Il est clair que la structure de Frobenius de N en induit
une sur soc N : (¢})(soc N) = soc N. D’autre part, L C soc N. On peut
donc remplacer N par son socle, ce qui nous permet de supposer N semi-
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simple. Soit N = @&;N, la décomposition isotypique du module différentiel
N (ceci a un sens grace & 2.4). Alors la structure de Frobenius de N induit
une permutation des N;, et donc ((p})SE respecte chaque N,. Il est alors
clair que (go})'*!L =¢lapl =L

Remarques. — a) Le méme argument montre que si N’ est un sous-
module différentiel semi-simple de N, il admet une structure de Frobenius.

b) En combinant 5.2, 4.4, et le théoréme de Hasse-Arf ([S2, V.7]),
on voit que les pentes p-adiques de tout R-module différentiel muni d’une
structure de Frobenius et dont le groupe de Galois différentiel est abélien
sont entieres. Cela peut bien entendu aussi se voir plus directement en se
ramenant au cas d’un opérateur différentiel d’ordre un.

6. Modules différentiels de rang deux
et de pente p-adique 1/2.

Soit M un R[0]-module, libre de rang deux sur R. On fait les
hypotheses suivantes :

H;) le déterminant A2M est trivial,
Hs) M admet une structure de Frobenius,
H3) M est purement de pente p-adique 1/2.

LEMME 6.1. — M est irréductible sur le corps différentiel F =
QR K).

Par H3 et par le théoreme d’intégralité, M est irréductible. Par le
corollaire 2.4, il en est de méme sur Q(R). Comme ceci ne dépend pas du
choix de K, il en est encore de méme sur F = Q(R)- K = Q(R- K).

LEMME 6.2. — On a l'alternative suivante :

a) S2M admet une solution de la forme z*.g, g € R\0, a € QNZ,
(i.e. Homg(M,z*R) #0).

b) S?M est purement de pente p-adique 1/3.

Le cas b) a lieu si et seulement si S>M est irréductible sur F'.

Les pentes de S?M sont inférieures ou égales & celle de M, c’est-
a-dire 1/2, cf. 3.1. Le théoreme d’intégralité ne laisse que les possibilités
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(0), (0,1/2), (1/3) pour les pentes. D’apres le résultat rappelé en 3.3 (et
compte tenu de Hy), les deux premiéres possibilités correspondent au cas
a) (et la troisieme au cas b) bien entendu). La derniére assertion se déduit
aisément du théoréme de décomposition et de 2.4, comme en 6.1.

THEOREME 6.3. — Sous les hypothéses H;, M est quasi-unipotent,
et n’a qu’une seule pente de Frobenius dans la couronne C(|1,r[) pour r
assez voisin de 1. II est soluble dans une extension entiére finie Ry r'/Rz k
galoisienne de groupe dicyclique dans le cas a), de groupe binaire tétraédral
Ay = SLy(Z/3Z) dans le cas b).

En outre, si M admet un 5; x -Iéseau (stable sous Frobenius, cf. 4.5),

il est soluble dans I'extension finie non ramifiée EJ’ x/ EI, K-

On commence par traiter le cas a) de 6.2. Comme la représentation
fondamentale V' du groupe de Galois différentiel G(F/F) est irréductible,
mais pas son carré symétrique, G(F/F) est contenu dans le normalisateur
d’un tore de Cartan de SLy (compte tenu de H;). En particulier, G(F/F)
est résoluble et il découle de 5.2 que M est quasi-unipotent. Par 6.1, on
voit que G(F/F) est un groupe dicyclique. On conclut que M est soluble
dans une extension (entiére finie) Ry x’/Rz k. On termine la preuve de
6.3 dans le cas a) en invoquant 4.7 (et 4.5).

On se place maintenant dans le cas b) de 6.2.
LEMME 6.4. — L’un des opérateurs S*M et S®M est réductible.

Par le théoreme de décomposition, il suffit de voir que 'un des deux
a au moins deux pentes distinctes. Supposons S*M isocline. Sa pente, qui
est < 1/3 (la pente de S2M) est donc 1/5 par le théoréme d’intégralité.
Alors d’apres 3.1, la plus grande pente de SM est 1/3, et donc S®M a au
moins deux pentes par le théoreme d’intégralité. Il est donc réductible.

En appliquant la proposition 1.1, on déduit de 6.4 que le groupe de
Galois différentiel G(F/F) est 'un des groupes finis Ay, Sy ou As. La
proposition 1.3 donne les possibilités pour les décompositions de S*V et
S8V, D’apres 2.4, ces décompositions correspondent & des décompositions
des R-modules différentiels S*M et S®M (quitte & remplacer K par une
extension finie).

Confrontons cela avec ce que donne la théorie des pentes. Du fait
que la plus grande pente de I’opérateur d’ordre cing S*M est au plus celle
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de S2M, c’est-a-dire 1/3, on trouve a priori trois polygones de Christol-
Mebkhout possibles. Leurs pentes sont (1/5),(1/4,0),(1/3,0) respective-
ment. Compte tenu de ce que les modules de pente 0 se décomposent
(cf. 3.3), on élimine directement S.

Pour éliminer As, on considere SV et S8V . Comme la représentation
S4V de As est irréductible, la pente de S*M est de la forme m/5; comme
cette pente est < 1/3 (la pente de S2M), on a m = 1. Or, de la
décomposition de SV prescrite en 1.3, on déduit que les deux pentes sont
de la forme n/4 et m/5. Comme 1/4 > 1/5, c’est impossible. On conclut
donc que G(F/F) est le groupe résoluble A4. On termine comme dans le
cas a) la preuve de 6.3.

COROLLAIRE 6.5. — Tout module différentiel M de rang < 2 sur
R admettant une structure de Frobenius, et de pentes p-adiques < 1, est
quasi-unipotent.

Preuve. — Le cas de rang 1 découle de 4.2. Supposons donc M de
rang 2. Par le théoréeme d’intégralité, M est purement de pente 0 ou 1/2.
Le premier cas ressort de 3.3 et 4.2. Placons-nous dans le second. Comme
A2M est de rang un et de pente < 1/2, il est en fait de pente nulle; puisqu’il
admet une structure de Frobenius, il est donc de la forme (R, — ),
a € QNZy Siae€ 2Z,, on peut remplacer M par M ® (R,0 + «a/2),
ce qui nous ramene aux hypotheses H;. Si o ¢ 2Z,, (donc p = 2), on peut
appliquer Frobenius z +— 2 et se ramener au cas précédent.

Remarque. — Dans la situation de 6.5, il revient au méme de dire
que M est de pentes p-adiques < 1, ou qu’il est d’irrégularité p-adique < 2
(donc 0 ou 1).

7. Opérateurs de Bessel p-adiques.

Notre objectif est maintenant d’étudier des exemples d’opérateurs
différentiels dont les modules différentiels associés vérifient les hypotheses
H; du paragraphe précédent.

On fixe v € QNZ,, et pour tout entier naturel n, on définit le symbole
de Pochhammer (v + 1), = (v + 1)(v + 2)... (v + n). On note f le plus
petit entier > 0 tel que le dénominateur de v divise pf — 1 (il en existe).
On note Qs I'extension non ramifiée de Q, de degré résiduel f. On note 7
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une racine (p — 1)-ieme de —p dans Q,. On prend K = Qps (), avec o = id
et |p[ = 1/p.

On considere la série de Bessel

I,(z) =x" ; 4—7171—'&1—% (=(-4)""*T(v+1)J,(V-1-2))

et la série hypergéométrique confluente oFy (v + 1| z) = > o° Wrﬂﬁ’ qui
sont reliées par la formule

V21, (2mx) = oFy (v + 1| ©x).

D’apres [AS], c’est cette derniere série p-adique, convergente dans D(0,17),
qui est directement liée aux sommes exponentielles de Kloosterman tordues
par la puissance (pf — 1)v-iéme du caracteére de Teichmiiller (voir [B] pour
une formulation limpide en cohomologie rigide). De cette interprétation
découle l'existence d’une structure de Frobenius sur &' (via ¢;) pour
I’opérateur différentiel

d? d
Y, o=2*—+1+v)e— — 72 =0%4+0v0 — 1z
v 2 T+ ) Tn +
annulant o (v + 1 | w2z). De plus (loc. cit. 4.6), la structure de Frobenius
sur ’équation du wronskien est donnée par +pf- 2/* pour a € Z convenable.

On en déduit que 'opérateur différentiel
A= 9% — (477%2 +1?)

qui annule Iy, (27z) vérifie aussi Hyp, i.e. admet aussi une structure de
Frobenius (via ¢y). Il en est de méme, si p # 2 ou bien si v € 2Z,, de
l’opérateur différentiel

A, z= 0? — (7r2z+ %2)

qui annule Iy, (27+/z). L’avantage des deux derniers opérateurs sur Y, ,
est que leur wronskien est rationnel (ils vérifient Hy).

Remarque. — L’opérateur de [CM3, 6.3.9] annule Ip/3(dz~'/2

/3v/—3) ; il est proportionnel & A%q/%'

Commencons par la quasi-unipotence, qui ne nécessite aucun calcul
p-adique sur ces opérateurs.

PROPOSITION 7.1. — L’opérateur T, , et 'opérateur de Bessel A, ;
sont quasi-unipotents.
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Preuve. — Le cas de A, , se déduit de celui de T, ;. A Pinfini, T,
est purement de pente formelle 1/2. D’apres 3.2, sa plus grande pente p-
adique est donc < 1/2. On conclut par 6.5.

Remarque. — Le cas particulier de 7.1 o p # 2, v = 0 était établi
dans [T2, 6.2.6]. En fait, le cas p impair se traite directement : A, , est
irréductible sur £f, mais deux solutions “formelles” en I'infini sont données
par

~1/2 +27a v+l —v+1) %1 £ ITWW. 1
z~ 12 .QFO( e 4m) (ct. [WW, 17.7])

et o Fo(EL, =4t | £L1) converge dans |z| > 1 (et y est méme bornée). On

voit directement que A, , est soluble dans ’extension non ramifiée cyclique

de degré 2p de £ engendrée par les éléments y, 2z avec 22 =z, y? —y = z.

Les lemmes suivants précisent la situation, au prix de quelques calculs
p-adiques.

LEMME 7.2. — 1i)A,, /; estsoluble dans le disque générique D(t1,17)
si et seulement si p # 2 ou v € 2Z. 1l est alors purement de pente p-adique
1/2.

ii) A, . est soluble dans le disque générique D(t1,17). Il est purement
de pente p-adique 1/2 si p = 2, purement de pente 1 si p # 2.

Preuve. — Compte tenu de ce que v € Z,, en comparant ’opérateur
soluble T, ; et A, 7, on voit que A, /7 est soluble dans le disque générique
D(t1,17) si et seulement si 9 — v/2 'est, c’est-a-dire si p # 2 ou bien si
v € 2Z. On voit aussi que A, ; est soluble.

On a vu que la plus grande pente p-adique de T, , est < 1/2. Par le
théoreme d’intégralité, T, , est donc purement de pente p-adique 1/2 ou
bien 0. Pour éliminer ce dernier cas, il suffit, en vertu de 3.3, de voir que
T, . n’a pas de solution de la forme z%- g, o1 g = Ziooo anx™ est dans R\0,
et & € QN Z,. Or on voit facilement que les coefficients de g vérifieraient
la récurrence

(n+a)(n+a+v)a, =7 a,1

et, de la, qu'ils ne peuvent définir un élément de ’anneau de Robba (la
série tronquée Y, . a,x™ n’est pas surconvergente).
Les autres assertions concernant les pentes en découlent aisément

([CM3, 6.3.7-8]). On précise ensuite dans quel cas de 6.3 on est :
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LEMME 7.3. — S§2%Y,, est purement de pente 1/3 si et seulement
sip=2.

Preuve. — On a S%Y, , = 03— 300+ (2v% — 4r%x)0 — 2m%(2v + 1)z
(cf. 1). D’apres 6.2, il s’agit de voir que S?Y, ; a une solution de la forme
z%9,9=>"_anz" € R, @ € QNZ, si et seulement si p # 2. L’équation
S QTU,z(z““ g) = 0 équivaut a la récurrence

(n+a)n+a—-v)(n+a—2v)a, =220+ 20+ 20 — 1)-an_;.

Si p # 2, on trouve une solution convergente dans |z| > 1 aveca =1/2—v
et g =), .0anx". Si p =2, on trouve au contraire que la série tronquée
Zgo anx™ ne peut étre nulle, et n’est pas surconvergente.

L’application de 6.3 (et de la remarque suivant 7.1) mene alors au
résultat suivant :

THEOREME 7.4. — L’opérateur de Bessel p-adique A, ; est super-
singulier dans la couronne (]1,7[) pour r assez voisin de 1.

Si p est impair, il est soluble dans une extension non ramifiée cyclique
de degré 2p de ET.

Sip = 2, il est soluble dans une extension galoisienne non ramifiée de
&' de groupe binaire tétraédral ou octaédral (selon le choix de K ).

(La supersingularité signifie qu’il y a une seule pente de Frobenius,
qui est 1/2 - avec la normalisation de [T2] — compte tenu de la structure
de Frobenius du wronskien.

Apres extension finie de K, 6.3 montre qu’on est dans le cas binaire
tétraédral. Sur le corps K lui-méme, il y a aussi la possibilité que le groupe
de Galois contienne strictement le groupe binaire tétraédral comme sous-
groupe d’indice fini, c’est-a-dire soit binaire octaédral.)

En fait, il n’y a qu’un seul opérateur de Bessel sur £7 :

PROPOSITION 7.5. — Les E'-modules différentiels attachés aux
opérateurs de Bessel A, , et A, , sont isomorphes (on ne suppose pas
v et V' rationnels, mais seulement dans Z,). Les £T-modules différentiels

attachés aux opérateurs A, et A,/ . sont isomorphes, sauf sip = 2 et
v—v ¢ 2%,

Commencons par un lemme d’algebre différentielle :
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LEMME 7.6. — Soient Q # Q' deux éléments d’un corps différentiel
de caractéristique nulle F. Posons A = 0* + Q, A’ = 0% + Q' et notons
A ® N Dopérateur différentiel unitaire dont les solutions sont engendrées
par les produits d’une solution de A par une solution de A’. On a

SAA = 8°420Q- 3 +300(Q)- 9*+(180%(Q)+64Q%)- 0+(49%(Q)+64Q0(Q)),
A@AN =9 - ———‘9(5__5')-33 +2(Q+ Q') 0
9(Q)(Q - 5Q) — A(Q)(Q" ~5Q) ,
Q-Q
0Q—-Q)

@+ @) +@-Qr -5 0@+ Q)]

+

Preuve de 7.6. — Comme les puissances quatriemes engendrent
I’espace des polynomes quartiques, cela résulte du calcul mécanique sui-
vant : si 0%u = —Qu, alors

A(ut) = 4udu, 0%(u?) = —4Qu* + 12u*(0u)?,
P (u) = —40(Q)- u* — 40Q- u*du + 24u(0u)?,

Ot (u?) = [-40%(Q) + 40Q%]- u* — 560(Q)- u*Ou — 192Q- u*(Ou)? + 24(du)*,

Il

3% (u) = [-40%(Q) + 136Q0(Q)]- u* + [~720%(Q) + 544Q?%]- u*Ou
—3600(Q)- u?(du)? — 480u(du)?

et

[0°4+20Q- 9*+300(Q)- 0%+ (180 (Q)+64Q?)- 0+(49%(Q)+64QI(Q))] (u*) =0.

De méme, si v est une solution de A’, on a
A(wv) = duv + udv, 9*(w) = —(Q + Q")uv + 20u- dv,
8 (uwv) = —(8(Q) + 9(Q))-uv — (3Q + Q" )udv — (Q + 3Q")Ouv,
0*(uv) = [-0*(Q) - P*(Q) +6QQ" + Q° + Q"] wv
—(40(Q) + 20(Q"))udv — (40(Q") + 20(Q))vou — 4(Q + Q")du- dv
et A® A'(uv) = 0.

Revenons a 7.5. Comme le wronskien de A, (resp. A, ) est
rationnel, le Q(x)-module différentiel associé est isomorphe & son propre
dual. De plus, on a vu qu'il est irréductible sur €' (et méme sur R). On
voit par 1a qu’il suffit de montrer que A, ® A,/ (resp. A, 7z ® A, /z)
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a au moins une solution non nulle g = Ziooo anz” dans EF (resp. sauf
sip=2etv—v ¢ 2Z). Par 76, ona Ay, ® Ay = H“,Zil(a +
ev + €'V') — 2m22(26% + 30 + 1), et dire que g est solution se rameéne i la
récurrence ], ,_y,(n + ev + €V)-an, = 7% 2n(2n —1)-ap—1. On trouve
une solution convergente de la forme ) _,anz", bornée dans D(oco,1-)
(pour p impair, cela se voit directement, du reste : une telle solution est
donnée par LoFo(v+ 3, v+ 1 | &) oV + 5,V + 3 | 72)).

Pour A, 7 ® A,/ sz, on obtient la récurrence He,e’:j:l(n + %(GI/ +
€v))-an, = (72/2)n(2n —1)-a,—1 et on peut conclure de méme, sauf
dans le cas ol p = 2 et v — V' ¢ 2Z,. Cela achéve la preuve de 7.5 (et
conjointement & 7.4, celle de 0.1).

Remarque. — La proposition 7.5 montre que la structure de Frobe-
nius existe sur une couronne C(]1,7[) méme sans supposer v rationnel.

Terminons ce paragraphe par un exemple d’opérateur unitaire A €
Q[z, 0] admettant des exposants p-adiques qui ne “proviennent” pas des
exposants formels a l'origine ou & l’infini :

PROPOSITION 7.7. — Les exposants formels de Turrittin aux singu-
larités de

9% — 80- 9% — 120- 02 + 8x(2"x — 9)- 8 + 16x(2°x — 1)

sont entiers ou demi-entiers, mais cet opérateur diadique est soluble au
bord intérieur d’une couronne C(|1,r]) dans laquelle il admet les exposants
diadiques £1/3.

Preuve. — Cet opérateur n’est autre que S4A0’\/5 (cf. 7.6). L’asser-
tion sur les exposants formels est sans mystere : a l'origine, la singularité
est réguliere a exposants nuls; en l'infini, les solutions formelles sont
combinaisons linéaires de

n (4—n)
11, 1 11, -1
Fol = 2|—=1 20| =, =|— —0,...,4.
2 0(2’2|8\/E> 2 °<2’2|8ﬁ> ]"

Considérons & présent le R-module différentiel M attaché & A, . D’apres
1.3, la représentation S*V du groupe de Galois différentiel A, admet un
facteur de rang deux de la forme V{ @ V', somme de deux représentations
inéquivalentes olt A4 agit & travers son quotient Z/3Z. Ces représentations
correspondent & des facteurs de rang un de S*M. Etant de pente au plus
1/2, on voit qu’ils sont en fait de pente nulle, et isomorphes & (R,9 —1/3)

x—les(n—Q)\/E.
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et (R,0 + 1/3) respectivement. On en conclut que S4A0,\/; admet des
solutions de la forme z*!/3.9, g € R\ 0.

8. Représentation galoisienne
attachée a 1’opérateur de Bessel diadique.

On a vu que les opérateurs de Bessel diadiques sur £ correspondent
& une représentation d’image finie de Gal(F2((1))*°P/F2((2))). Nous nous
proposons d’expliciter cette représentation, en nous inspirant de [S1, 5].

Fixons w € Fy, w3 = 1,w # 1. Soit E la courbe elliptique sur Fy
d’équation affine Y2 +Y = X3 + w. Elle est isomorphe & sa conjuguée
Y2 +Y = X3+ w? (au moyen de la transformation Y +— Y + X, X
X +1). Soit d’autre part Eq la courbe elliptique sur F4 d’équation affine
Y2+Y = X3

Ce sont deux courbes elliptiques supersingulieres d’invariant j = 0,
non isomorphes (mais qui deviennent isomorphes sur Fy¢), cf. [H] p. 325.

Tous les automorphismes de E comme de Ey sont définis sur Fy : il
sont de la forme ay ¢ : X = vX +71, Y = Y + 720X + ¢, ou v € FJ,
(r,t) € (F x {w,w?}) U ({0} x {0,1}), avec la loi de composition

Ayt O Ao/ ! 1 = Qyy! wr! 4 t+t/ +1r27/0

cf. [H, 3.6.2, et p. 324]. Ils forment un groupe isomorphe a Ay = SLo(Fs3).
Le lemme suivant se vérifie grace aux formules de loc. cit., en testant la
liste des dix-huit courbes elliptiques (& isomorphisme pres) définies sur Fy
donnée dans [H, p. 325] :

LEMME 8.1. — Les courbes elliptiques sur Fy dont le groupe des
F4-automorphismes contient A4 sont isomorphes a E ou Fy sur Fy.

On considere & présent le revétement galoisien ramifié £ — E/Aut(E)
=~ P!, L’origine de E (c’est-a-dire le point de coordonnées X =Y = o0o) est
fixée par Aut(FE), donc ce revétement est totalement ramifié en ce point.
Pour aller plus avant, on dévisse A4 ¢ son 2-Sylow est un sous-groupe
normal Q qui n’est autre que le groupe quaternionien {+1,+i,+j, +k}.
Le centre Z = {+idg} de A4 est aussi celui de Q. Ce sont 13 les seuls sous-
groupes propres normaux de As. On a Q/Z = (Z/2Z)?, A,/Q = Z./3Z.
Il n’est pas difficile d’en déduire une présentation du revétement ramifié
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E — E/Aut(E) = P! comme une tour(® dont les étages, galoisiens sur la
base, sont :

~ . . t—t3
1) un revétement cubique kummérien P! — P!,

2) un revétement biquadratique P! — P! formé de deux revétements
d’Artin-Schreier en paralléle u? 4+ u =t,v% + v = wt,

3) au sommet, le quotient E — E/Z 2 P! : (X|Y) — X.

De plus, on peut supposer et on supposera que l’origine de E s’envoie
sur le point & l'infini de la base P!.

Comme au début du §7, notons Q4 l'extension quadratique non
ramifiée de Q5.

THEOREME 8.2. — L’extension minimale de 5; Qs dans laquelle

Popérateur de Bessel A, ; est soluble est de la forme S; Qs / 5; Qu- L’exten-
sion de corps résiduels s’obtient par localisation-complétion au-dessus de
linfini dans le revétement E — E/ Aut(E) = P!.

Preuve. — En vertu de 7.5, on peut se limiter & Ag .. Cela nous
permet de choisir dans un premier temps f = 1,k = Fs (avec les notations
du début du §7). Il sera commode de prendre K = Q2(i), o = id : en effet,
en divisant la structure de Frobenius par i — 1, on peut la supposer de
pente nulle. Le £T-module différentiel attaché & Ag . correspond alors (cf.
[M2, 4.4]) & une représentation Q(%)-linéaire 7 de Gal(F2((1))*°P /F2((2)))
de dimension deux, et d’image finie G. Son carré exterieur est trivial, i.e.
G C SLy(K). L’extension définie par I'image de 7 est donc de la forme

Fam (1)) /F2((2)).

Il suit de 7.4 (voir aussi 6.3) que le sous-groupe normal Gal(Fam ((%))
/F2m((2))) de G n’est autre que Ay. On a donc m < 2, et G = Ay ou bien
S4. Dans les deux cas, Q est un sous-groupe normal de G. En observant que
As /Q = Z/37 et en remarquant que la seule extension galoisienne cubique

de F2((2)) est Fs((2)), on voit que G = Sy et m=2.

Pour aller plus loin, il nous faut analyser la ramification de I'extension
4 déterminer 1F4((i)) /F4((%)). On voit d’emblée que le groupe d’inertie
Go = GY est Ay, et que le groupe d’inertie sauvage G est son 2-Sylow Q.
Au-dela, on dispose du théoreme 4.4 qui relie les groupes de ramification

aux pentes p-adiques. On a vu que Ag, est de pente 1/2, et son carré

() On a la méme présentation pour Fg.
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symétrique de pente 1/3. Via 4.4, le formalisme de la décomposition suivant
les “sauts” ([K3, 1]) montre que 1/2 et 1/3 figurent parmi les sauts de la
filtration par les groupes de ramification en numérotation supérieure G"< G
(voir aussi [S2, IV]). Comme les seuls sous-groupes propres normaux de G

sont Z,Q), A4, on a
G'=Qsi0<r<1/3, G'=Zs11/3<r<1/2, G"'={1}sir>1/2.
En numérotation inférieure, cela donne : G; = Q, G2 = G3 = Z, G4 = {1}.

Pour exploiter cette information sous forme géométrique, nous ferons
appel & la théorie des extensions canoniques de Katz-Gabber ([K2, 1.4]).
Elle montre que I’extension IF4((%)) /F2((%)) provient d’un revétement étale
de G,, = P!\ {0, 00}. Plus précisément, compte tenu de ce que le 2-Sylow
de A4 est normal, il existe un revétement étale galoisien f : C — G,, F,
de groupe A; totalement ramifié & Dinfini et modérément ramifié au-
dessus de 0, tel que le revétement Spec&((%)) / SpecF2((2)) provienne

du revétement composé
C—Gpr, = Gnr,

par localisation-complétion a l'infini. Connaissant les groupes de ramifica-
tion & l’infini, on trouve que f est une tour dont les étages, galoisiens sur
la base G, ,, sont :

A . s e t—t
1’) un revétement cubique kummérien G,, — Gy,

2') un revétement biquadratique G,, — G, formé de deux revéte-
ments d’Artin-Schreier en parallele u? + v = t,v% 4+ v = wt,

3’) au sommet, le quotient C — C/Z = G,,, revétement d’Artin-
Schreier du type Y2 +Y = P(X), ot P est un polynoéme cubique (cf. [S2,
IV, 2, ex. 5]).

La complétion projective C' de C est donc une courbe elliptique sur
Fy4, et il suit du lemme 8.1 que C = E ou bien C = E,.

Pour trancher, examinons l’action de G = Sy sur C (vue comme
courbe sur Fs). Le 2-Sylow de Sy est le groupe quaternionien généralisé a
seize éléments, dont le seul élément d’ordre exactement 2 est —1 € Z. Cela
entraine que le quotient Gal(F4/F3) de G ne se reléeve pas, ce qui exclut la
courbe elliptique Fy qui est définie sur F, (le groupe du revétement composé
Eo — P — Py est GL2(Z/3Z) et non S4). Ceci acheve la preuve de 8.2.

Remarque. — La situation que nous rencontrons ici est un analogue
géométrique de celle de [S1, 4].
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Au lieu du choix ci-dessus de (K, o, f) (qui nous a permis de trancher
entre E et Ey), il parait plus naturel de prendre K = Q4, 0 =id, f = 2.
En divisant la structure de Frobenius (relative & x — z%) par 2, on
se rameéne au cas de pente frobeniusienne nulle. D’aprés 4.6, le 5;7(@4—
module différentiel attaché a Ao, (ou A, ,, peu importe) muni de cette
nouvelle structure de Frobenius correspond & une représentation Q,-linéaire
p de Gal(F4((1))**P/F4((2))) de dimension deux et d’image Aut(E) =
SL2(Z/37Z).

PROPOSITION 8.3. — Cette représentation p est la représentation
naturelle de Aut(E) dans le groupe de cohomologie cristalline H.,.(E/Q4).

Preuve. — Nous allons comparer leurs caracteres, en commencant
par remarquer :

LEMME 8.4. — Il existe un unique caractére de SL2(Z/3Z) de degré
deux & valeurs dans Qq (il est en fait a valeurs dans Z).

En effet, des trois caractéres de SLy(Z/3Z) de degré deux, seul celui
noté X4 dans [FH, p. 72] est & valeurs dans Q..

Il est bien connu que le caractére de la représentation naturelle
de Aut(E) dans H, (F/Q4) est & valeurs dans Z. Il reste & voir que
le caractere de p est & valeurs dans Q2. Un résultat de [T1, 3.4.6]
sur le changement de coefficients montre que p et la restriction de 7 a
Gal(F4((2))%P/F4((2))) deviennent isomorphes sur Q4(i). Leur caractére

commun est donc & valeurs dans Q2(i) N Q4 = Q2, d’ot1 'assertion.

Remarque. — On a une “formule de Weil” reliant la représentation
d’Artin de Gal(F4((5))/Fa((3))) & la cohomologie rigide de la courbe E

privée des neuf points de ramification du revétement £ — ]P’]%«47 cf. [M2,
7.17}, [Cr3] et [Hy].
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