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SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
ALGÉBRIQUES ADMETTANT DES SOLUTIONS

AVEC UNE SINGULARITÉ ESSENTIELLE

par I. PAN et M. SEBASTIANI

1. Introduction.

Un théorème classique dû à Malmquist dit que si une équation
différentielle de la forme

où R(x, y) est une fonction rationnelle sur (C2, possède une solution

méromorphe avec une singularité essentielle à l’infini, alors il s’agit d’une
équation de Riccati, c’est-à-dire,

où ao (x), ai (x), a2 (x) sont des fonctions rationnelles ; la preuve originale de
Malmquist (voir [10]) est difficile à comprendre. En 1933, Yosida démontre
une généralisation de ce résultat comme une application de la théorie de
Nevanlinna ([16]) ; dans le cas où la solution transcendante possède une
infinité de pôles, par exemple, l’idée de la démonstration est d’analyser la
distribution de ces pôles lorsqu’on s’approche de la singularité essentielle :
la théorie de Nevanlinna fournit certains invariants qui obligent la fonction

Mots-clés : Feuilletage analytique - Singularité essentielle - Équation différentielle.
Classification math. : 37F75 - 34M05 - 14D06.
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rationnelle R(x, y) d’être comme ci-dessus (voir aussi [7, §4.6]). En 1954,
Wittich généralise le théorème de Yosida ([15]).

Un autre résultat classique montre que si l’équation (1) n’a pas de
ramification mobile, alors elle est de Riccati ([7, thm. 3.3.3]). Puisqu’une
équation de Riccati n’a jamais ce type de singularité, cette propriété
d’absence de ramification mobile, caractérise les équations de Riccati. Donc,
le théorème de Malmquist nous dit en fait qu’une équation du type (1) qui
possède une solution méromorphe avec une singularité essentielle à l’infini
n’a pas de ramifications mobiles.

Finalement, la théorie des équations sans ramifications mobiles a été
étendue par Fuchs et Poincaré ([4], ~14~ ) au cas plus géneral des équations
algébriques (voir aussi [13])

on dira qu’une équation de ce type est dans la classe de Fuchs si elle n’a
pas de ramification mobile.

Il est donc naturel d’énoncer l’assertion suivante :

Si l’équation F(x, y, y) - 0 possède une solution locale avec une
singularité essentielle, alors elle est dans la classe de Fuchs.

Dans le cas d’existence d’une solution méromorphe sur C avec singu-
larité essentielle à l’infini, ce résultat a été énoncé par Malmquist dans [11]
(voir aussi ~12~ ) et démontré par Eremenko dans [3], à l’aide de la théorie
de Nevanlinna.

Le but de ce travail est de donner une démonstration géométrique
de cette assertion, ce qui étend le théorème de Malmquist et, comme on
verra plus tard, ses généralisations données par Yosida dans [16] et Wittich
dans [15] (voir théorème 3.3).

Le travail est divisé en deux parties. Dans la première partie on
montre qu’une feuille transcendante d’un feuilletage sur une surface fibrée
doit intersecter toute courbe algébrique non invariante et non contenue
dans une fibre de la fibration : c’est le théorème 2.1.

Dans la deuxième partie on démontre le résultat principal comme
application du théorème 2.1. Pour ce faire, on observe d’abord que l’étude
de l’équation F(x, y, ~/) == 0 est équivalente à celle de l’équation de Pfaff

dy = 0 sur la surface F(x, y, z) = 0, qui est naturellement fibrée
par la projection sur C ; quitte à compactifier et désingulariser on est dans
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le contexte de la première partie : les ramifications mobiles correspondent
à l’existence de composantes non-verticales dans le diviseur de tangence
entre le feuilletage et la fibration.

Cet article est la continuation naturelle d’un plan de travail qui nous
a été proposé par Étienne Ghys à qui nous exprimons notre reconnaissance.

Nous aimerions remercier L.G. Mendes qui nous a indiqué la réfé-
rence [3].

2. Feuilles transcendantes des feuilletages.

Soient h : X - B une surface fibrée, avec X projective et B une
surface de Riemann, c’est-à-dire, une application analytique surjective à
fibres connexes. Supposons qu’il existe une application analytique surjec-
tive 8 : X - JP&#x3E;1. Si b E B et A = A (b) est un voisinage de b isomorphe à
un disque, on pose A* := A - ~b~ et Xb := 

Soit s : 0* --~ X analytique tel que h o s = Ido* : c’est une section

(locale) de h sur A* ; on pose

LEMME 2.1. - Si b est une singularité essentielle de B o s : A* ----+ JP&#x3E;1 ,
alors

est un ensemble analytique de dimension pure 1.

Preuve. - Comme s : 0 * -~ Y* est analytique et propre, Z = 

est un sous-ensemble analytique fermé irréductible de Y* de dimension 1.

Voyons, d’abord, qu’il n’y a pas de point isolé dans l’ensemble 
En effet, pour un tel point p, il existe un voisinage ouvert UP de p tel que
S := Z n Up est un sous-ensemble analytique de Up ([5, K, thm. 7]). Par
définition de Z, la restriction est injective et h(p) = b.
Alors l’application locale h : (S, p) ---+ (A, b) est un isomorphisme (local).

Tout x E S, avec p est dans l’image de s. Comme s est une

section, x = s(h(x)). Donc

est l’inverse de et s se prolonge analytiquement à A, ce qui contredit

l’hypothèse.
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Soit maintenant p E Z rl Xb un point régulier de Xb ; observons
que Z n’est pas analytique au voisinage de p, car autrement il serait de

dimension 1 et p serait isolé dans Z n Xb. Donc p est un point intérieur à
Z n Xb dans Xb ([5, K, thm. 7]). On en déduit que Z n Xb est ouvert et
fermé dans Xb, où Xb désigne l’ensemble des points réguliers de Xb. Il en
résulte que Z n Xb est la réunion de certaines composantes irréductibles
de Xb. 0

LEMME 2.2. - Soit C C X une courbe irréductible qui n’est pas con-
tenue dans une fibre de h. Soient ~4i,..., Aq les composantes irréductibles
des fibres de h qui ne rencontrent pas C. Soit F une fibre régulière de h.
Alors, il existe n, et des entiers négatifs al, ..., an tels que le diviseur

est ample.

Preuve. - Puisque C rencontre toutes les fibres de h, le lemme de
Zariski (voir [1, chap. II, lem. 8.2]) nous dit que la forme d’intersection
définit une forme quadratique définie négative sur C’est-à-dire,
la matrice symétrique

est définie négative. Il en résulte qu’il existe des entiers négatifs a1, ... , aq
tels que toutes les coordonnées du vecteur

sont positives; ceci signifie

posons D := nF + Ej=l Pour démontrer qu’il existe n, m G N
tels que D est ample, on utilise le critère de Nakai-Moishezon (voir [6,
chap. V, thm. 1.10]).
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Tout d’abord

Ensuite,

Soit A une composante irréductible d’une fibre singulière de h telle que
A n C est non vide. Alors,

Comme il n’y a qu’un nombre fini de telles courbes A et C . A &#x3E; 1, on peut
trouver tel que

fixons un tel m. Soit ,S’ une courbe irréductible qui n’est pas contenue dans
une fibre de h. Alors, comme aj  0 pour tout j et A~ ~ S x F ~ S, on a

Comme F . S &#x3E; 0 et ilexisteno E N tel que D-S&#x3E; 0

pour toute courbe irréductible qui n’est pas contenue dans une fibre de h
et tout n &#x3E; no. Finalement,

Puisque C . F &#x3E; 0 on a que D2 &#x3E; 0, si n e N est assez grand.
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On désigne par C(X) le corps de fonctions méromorphes sur X ; si D
est un diviseur sur X, on note Supp(D) le support de D. Avec les mêmes
hypothèses que dans le lemme précédent, on a

LEMME 2.3. - Il existe f E C(X) telle que

(1) C c C U F;

(2) pour chaque j = 1,..., q, la fonction f est holomorphe au voisinage
de chaque point de Aj et = 0.

Preuve. - Soient et aj  0 (j = 1,...,~) des entiers
tels que

est ample (lemme 2.2). Considérons le diviseur

Alors

par le lemme de Zariski ; en particulier, D’ n’est pas ample, par le critère
de Nakai-Moishezon.

Prenons de sorte que kD soit très ample. Comme kD’ x kD et
kD’ n’est pas très ample, on doit avoir une inclusion stricte

Alors, il existe f E C(X) telle que

On en déduit, respectivement,

De la première inclusion il résulte que f est holomorphe au voisinage de
chaque point de Aj ( j = 1,..., q). Comme ai  0 et div f + 0 on

obtient que f ~A~ - 0 d’où l’assertion. D
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LEMME 2.4. - Soit C C X une courbe irréductible non contenue dans

une fibre de h. Si b e B est une singularité essentielle de 8 o s : A* ---+ 
il existe une composante irréductible A de Xb telle que

Preuve. - Notons B1, ... , Br les composantes irréductibles de Xb
qui ne rencontrent pas C. Si r = 0, le lemme découle immédiatement du
lemme 2.1 et du fait que Xb n C n’est pas vide.

Si r &#x3E; 0, supposons, par l’absurde, que le lemme est faux. D’après le
lemme 2.1 on doit avoir

Soit f C C(X) comme dans le lemme 2.3. Il existe une composante
irréductible A de Xb telle que A f1 C n’est pas vide. Alors fiA n’est pas
constante, donc f e C(B) (on considère C(B) C C(X) par composition
avec h)

D’autre part, f est holomorphe au voisinage de chaque point de Bj
et Alors, f o s : 0 * -&#x3E; P1 se prolonge, puisque d’après (2)

Quitte à rétrécir A, on peut supposer

Le fait que b soit une singularité essentielle de 8 o s entraîne aussi que
8 g C(B). Puisque le degré de transcendance de C(X) sur Cl) est 1, il

existe

non-nul tel que P(f, 0) = 0. Posons

Comme c C(X) est une extension transcendante pure, alors
= 0 implique aj (T) = 0.



1628

Par ailleurs, s(0*) n’est pas contenu dans un ensemble analytique de
codimension 1 d’après le lemme 2.1. Donc, = 0 implique = 0.

On en déduit que aN ( f ) o s = aN ( f o s) # 0.

De l’équation P( f , 8) = 0 on déduit P( f o s, 8 o s) = 0. Donc

Comme f o s est holomorphe sur A, la fonction aj (f os) est méromorphe sur
A. Puisque aN ( f o s) ~ 0, on obtient que 8 o s est une fonction algébrique
sur A. Alors, elle n’a pas de singularité essentielle : contradiction. D

THÉORÈME 2.1. Soient F un feuilletage analytique à singularités
isolées sur une surface fibrée Soient s : 0* -~ X

une section de h définie sur un voisinage épointé de b, 8 : X - une

application holomorphe surjective et C C X une courbe irréductible non
contenue dans une fibre de h. Supposons que

(1) C n’est pas invariante par F;

(2) s est tangente à ~";

(3) b est une singularité essentielle de 8 o s.

Alors, s(0*) n C n’est pas vide.

Preuve. - Tout d’abord on peut supposer que C ne contient pas de

point singulier de .~. En effet, si 7r : X - X est une suite convenable
d’éclatements, on peut supposer que la transformée stricte C de C dans
X ne contient pas de point singulier du relèvement 0 de .~’ à X (voir [2,
lem. 2]). En prenant A suffisamment petit, on peut aussi supposer qu’on
n’éclate aucun point de ~"~(A*) et la section s se relève en s : 0* ~ X ;
notons 8 = 8 o 7r.

Maintenant 6 o est une singularité essentielle de
o 9. Il suffit, donc, de substituer h, s, 8 et C par h := h o 7r, S, Õ et 6
respectivement.

On traite maintenant le cas où C ne contient pas de singularité de .~.

Soit A la composante irréductible de Xb donnée par le lemme 2.4.
Pour tout voisinage connexe C A de b, on sait que s(Vb *) est une feuille
de la restriction de .~’ à h-1 (vb ) ; ici on a posé :== vb - tbl. On en
déduit que A est invariante par ./~’. Prenons p E C n A. Puisque p n’est pas
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singulier pour .~’, la structure produit de .~ au voisinage de p et le fait que
p E s(0*) nous montre tout de suite que s(0*) ne n’est pas vide, d’où le
théorème. D

3. Classe de Fuchs et solutions transcendantes.

On dénote Pi := C la droite projective complexe et le

produit de k de ces droites.

Considérons l’équation différentielle implicite

où F E C[x, y, z] est irréductible de degré m ~ 1 en z. Une solution locale
de (3) en a E P1 (à reparamétrisation holomorphe près) est une application
holomorphe (a, 0) : U* __&#x3E; définie dans un voisinage épointé U* de
0 E C, avec a non-constante, holomorphe en 0 et a(O) = a et telle que

Donc, on peut supposer

pour un m ~ 1; on dira que la solution est uniforme si (3i ~ 0 implique
que m divise i et qu’elle est ramifiée en a autrement ; si la solution est

uniforme et (3 possède une singularité essentielle en a, on dira que a est une
singularité essentielle de cette solution.

S’il existe une solution locale en a ~ C qui soit ramifiée (resp. avec
singularité essentielle) en ce point, on dira que a est un point de ramification
(resp. une singularité essentielle) de l’équation (3).

DÉFINITION 3.1. L’équation (3) est dans la classe de Fuchs s’il

n’existe qu’un nombre fini de points de ramification.

Notons So
les restrictions à So des projections canoniques, où f o est la projection
sur le premier facteur, 00 sur le deuxième et go sur les deux premiers. On
considère l’adhérence de Zariski ,S’ C de So dans avec les extensions

fl, 81 : S - Pi , gi : S - de fo, 0 et go correspondantes. Finalement,
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X - S’ est une désingularisation de S, on pose f : == fI 0 7r, () : := 01 o 7r
et g := gi o 7r ; on a le diagramme commutatif suivant :

où p : P21 --&#x3E; P1 est la projection sur le deuxième facteur et p est un

revêtement ramifié tel que f se factorise comme p o h avec h à fibres
connexes ([6, chap. III, cor. 11.5]). Par ailleurs, on considère la 1-forme
méromorphe sur définie par

On note 0 le feuilletage analytique à singularités isolées sur X défini par
l’équation de Pfaff

On dira que 0 est de Riccati par rapport à la fibration h : X -&#x3E; B s’il
est transverse à une (et donc à toutes sauf un nombre fini) fibre régulière
de h.

On a le résultat suivant dont la preuve se trouve dans [13, chap. II,
thm. 3.15].

THÉORÈME 3.1. L’équation (3) est dans la classe de Fuchs si et
seulement si 0 est de Riccati par rapport à h.

Maintenant on est prêt pour démontrer notre résultat principal.

THÉORÈME 3.2. - Supposons que (3~ possède une solution ayant une
singularité essentielle en un point a E C. Alors, (3) est dans la classe de
Fuchs.

Preuve. - Supposons que 0 n’est pas de Riccati par rapport à h. En
particulier, il existe une composante irréductible C du support du diviseur
de tangence entre 0 et le feuilletage défini par dh = 0, qui n’est pas
contenue dans une fibre de h.
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Soient U* un voisinage épointé de a et u : U* 2013&#x3E; P1 une solution
locale de l’équation (3) ayant une singularité essentielle en a ; la fonction
u définit une application analytique v : U* ----&#x3E; ~S’ telle que fi o v = Id et
P09l 0 V = u, où v(x) = (x, u(x), u’ (x) ) .

Par ailleurs, notons V c So C S l’ensemble ouvert où g devient un
isomorphisme local : il est constitué de points réguliers de S ; v (U* ) n’est
pas contenu dans S - V, car autrement le graphe de u dans U* x P1 serait
contenu dans le sous-ensemble analytique 91 (S - V) de contredisant

l’existence de singularité essentielle. Donc L := U* - est discret et

7r-l 0 (v|U* -L ) se prolonge en une application analytique w : U* 2013&#x3E; X telle

que l’on ait :

(i) w(U*) est invariante par .~;

en particulier w est une section locale de la fi bration f.

Comme on sait w(U*) n est connexe; prenons b E B avec
= a de sorte que soit la composante connexe de qui

contient w(U*) n f -1 (a). L’application s : A* ----&#x3E; X définie sur un voisinage
épointé A* de b par

est, par construction, une section (locale) de h, invariante par F, telle que
8 o s a une singularité essentielle en b E B.

Par le théorème 2.1, s (0* ) intersecte C, ce qui est impossible. D

L’équation (3) est dite de genre g si la fibre générique de h est de
genre g. On sait qu’une équation différentielle de genre &#x3E; 1 qui est dans
la classe de Fuchs possède une intégrale première méromorphe (voir [14],
[8] ou [13, chap. III, thm. 6.4]). On en déduit immédiatement le résultat
suivant.

COROLLAIRE 3.1. Supposons que l’équation (3) est de genre &#x3E; 1.

Alors, elle ne possède pas de solution avec singularité essentielle.

Pour finir on montre que le théorème 3.2 fournit, comme cas parti-
culier, les théorèmes de Yosida ([16]) et Wittich ([15]) qui généralisent, à
leur tour, le théorème de Malmquist ([10]). Pour ce faire on a besoin de
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rappeler que si on écrit

et si l’équation (3) est dans la classe de Fuchs, alors (voir [14] ou [13, chap. I,
pro. 4.9])

Il en résulte le corollaire suivant qui généralise l’énoncé de Yosida (théo-
rème 3.3).

COROLLAIRE 3.2. - Si l’équation (3) possède une singularité essen-
tielle, alors

THÉORÈME 3.3 (K. Yosida). - Soit R(x, y) une fonction rationnelle.
Supposons que l’équation différentielle

admet une solution méromorphe sur (C qui n’est pas rationnelle. Alors

R(x, y) est polynomiale en y et degy R(x, y) - 2m.

Preuve. - Il suffit d’écrire R(x, y) = A(x, y)/B(x, y) avec A, B E
C[x, y] et d’appliquer le corollaire 3.2 à F(x, y, z) := B(x, y)z"2 - A(x, y);
le cas où F est réductible se réduit au cas où il est irréductible (voir [9,
chap. VIII, § 9, thm. 16]). 0

Remarque 3.1. - Le théorème de Malmquist est le théorème 3.3 pour
m = 1.
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