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1. Introduction.

Soit X une variété riemanienne compacte de dimension d, T une appli-
cation de classe Cl de X dans X, v une mesure de probabilité invariante
par T et ergodique, (Tn)~ la différentielle de l’itérée n-ième Tn au point x.
Alors le théorème ergodique multiplicatif [Os] donne les exposants caracté-
ristiques de T, relatifs à v sous la forme :

En dehors de situations liées à la géométrie ou à la théorie des groupes,
on connaît peu d’exemples où ces exposants ont été calculés ou estimés.
Dans une situation donnée, on peut se demander, par exemple, si la simpli-
cité du spectre (V) &#x3E; ... &#x3E; -Yd (v» est valide ou non. Cette question
apparaît dans l’étude des algorithmes d’approximation simultanée de
plusieurs réels par des rationnels comme ceux de Jacobi-Perron ou de
Brun [SI] qui seront considérés ici; en ce cas, certaines inégalités entre
exposants peuvent s’interpréter en termes d’approximation, comme cela a
été remarqué dans [Lal] et [Ko].

On se propose ici d’établir de telles inégalités, de les interpréter dans le
cas de l’algorithme de Jacobi-Perron, et d’en déduire des réponses partielles
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aux questions de ces auteurs. Un tel algorithme associe à v-presque tout x
de X, une suite infinie de matrices d’ordre d + 1 notées qui sont de la
forme = Il permet alors de «coder » le point x E X 
sous la forme suivante. Si al, a2, ..., an sont les applications projectives
de P~ associées à A2,..., An, on obtient :

avec 0 et xn dans X. Les ak sont les «quotients partiels » de x, et zn
est le « n-ième reste ». Plus précisément, A(x) est une fonction à valeurs
matricielles définie sur X, a’ est l’application projective associée et on

suppose que (a~ ) -1 ~ x reste dans X pour presque tout x de X. Alors T est
défini par la relation fondamentale

et on a

Les d + 1 points rationnels

de l’espace euclidien Ilgd C pd forment un simplexe,

qui contient le point x et qui converge vers x. La forme asymptotique de
ce simplexe est donnée presque partout par les exposants ~yl ( v) , ... , 
lorsque x est distribué selon la mesure v. Dans les cas considérés ici, T

préserve une mesure équivalente à la mesure de Lebesgue, qui sera notée 7r.
Comme 7r sera fixée, le symbole 7r sera omis dans les exposants qui seront
donc notés Il 2: ... 2: Id.

Soit w l’endomorphisme de défini par

Pour a e on note Ta l’endomorphisme de Rd+ 1 défini par
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On note A = wTa et on note encore w, Ta, a les applications projectives
de l~d associées. Dans le cas de l’algorithme de Jacobi-Perron, on a, avec
X = [0, X - (x~l&#x3E;, ..., E X : 1

et x = w ~ = Notant An = on est amené à considérer

le produit de matrices

et les exposants caractéristiques de ,S’n (x), si x est distribué selon 7r, seront
notés ÀI &#x3E; ~2 &#x3E; ~ ~ ~ &#x3E; Àd+l (ils vérifient Ai + ~2 + . . + Ad+1 = 0 car les
matrices sont unimodulaires). On a alors 1’1 = Ài - d+ 1, ... , yd = 1 - 2 .

Avec ces notations, nos principaux résultats peuvent se résumer ainsi :

THÉORÈME 1.1. - Pour l’algorithme de Jacobi-Perron, on a les

inégalités :

THÉORÈME 1.2. - Pour l’algorithme de Jacobi-Perron, on a :

En particulier, si d = 2, on a À2  0.

Le théorème 1.1 exprime que le simplexe converge exponentiel-
lement vers un drapeau E(x), d’origine x. Le d-volume de un (z) est égal à
(d ! qn ... et on a :

où h est l’entropie de T. Cette situation est tout à fait analogue à celle de
l’algorithme classique des fractions continues pour d = 1.

L’inégalité Ai + Ad+l &#x3E; 0 exprime que le (d - l)-volume du bord
de un(z) tend vers 0 plus vite que qn (d - 1) -,s où c &#x3E; 0 est assez petit.
Pour d = 2, ceci entraîne la «convergence exponentielle» de l’algorithme
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conjecturée en [Lal] et [Ko]. Cette convergence exponentielle est prouvée
dans [IKO], pour l’algorithme de Brun et d = 2, grâce à la formule explicite
de la densité de la mesure invariante (voir aussi [S3] et [Me] pour une
démonstration plus simple de ce dernier résultat). Afin de préciser, notons :

et observons que la taille du vecteur exprime la qualité relative de

l’approximation de x par un rationnel de dénominateur qn [Lal]. On a alors

et la condition ~2  0 exprime la convergence exponentielle de vers

zéro, pour presque tout x. Puisque si d = 2, ~1 + À2 + ~3 = 0, le théorème 2
donne donc A2  0.

Par ailleurs, le principe des tiroirs de Dirichlet montre que, pour tout
x E I d, il existe une suite E Qd telle que soit bornée et

on peut se demander s’il est possible de construire une telle suite par un
algorithme du type précédent. Pour d = 1, l’algorithme classique répond à
cette question et donne 

D’après les relations précédentes, on a presque partout :

La propriété précédente ne peut donc être satisfaite, pour presque tout x,
que si À2 = A3 - - - - = Àd+l = -Ai/d.

Le théorème 1.1 montre que l’algorithme de Jacobi-Perron ne possède
pas cette propriété si d &#x3E; 2. Il en est de même pour l’algorithme de Brun,
comme on le montre en appendice. Cependant pour des classes particulières
de points x, en particulier pour une large classe d’irrationnels cubiques,
on peut voir que

(Ce qui montre, pour ce cas, la validité de la conjecture de Littlewood, voir
[SI], p. 48.) D’autre part, un algorithme « géodésique » basé sur la réduction
des réseaux de vérifiant la condition bornée pour tout x

a été décrit en [La2].
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En fait l’algorithme de Jacobi-Perron possède des propriétés de
nature différente, qui généralisent aussi celles de l’algorithme unidimen-
sionnel, mais qui ne conduisent pas à des approximations simultanées
optimales, presque partout relativement à la mesure de Lebesgue, d’après
ce qui précède.

Par définition de l’algorithme, la somme des d-volumes des sim-

plexes de sommets x, ayant une face commune avec est égale au
d-volume de Notant

pour 0  k  d, on obtient :

Cette relation est fondamentale en dimension 1, car alors Qn (x) _ 
(cf. [Ca], p. 3 et suivantes).

Cette relation implique

où = A1 - - - An et c est une constante. En particulier, si x n’est pas situé
dans un hyperplan rationnel, l’algorithme de Jacobi-Perron fournit une
suite ,S’n E Sl(d + 1, 7~+) telle que converge vers zéro rapidement,
plus précisément Qn (x)  Cette relation entraîne immédiatement

(cf. [CGu]) la propriété de densité de l’orbite de (x,1) dans sous

Sl(d + 1,Z) (cf. [D], p. 70). La relation entre ce type de propriétés et
la minimalité du flot horocyclique a été étudié par L. Greenberg [Gr].
Une relation différente entre algorithme de fractions continues et flot

horocyclique a aussi été étudiée, dans le cas de la dimension 2, par
A. Nogueira [N]. On peut donc voir aussi l’algorithme (homogène) de
Jacobi-Perron, comme la construction d’une suite de matrices Sn (x)

]  c/IISnll, plutôt que comme un algorithme
d’approximation simultanée.

Pour d = 1, cette propriété définit la suite des meilleures approxi-
mations d’un réel par des rationnels. Pour d &#x3E; 1, elle implique aussi la
convergence de al - - - an - 0 e Id vers x, mais la formulation quantitative
considérée plus haut fait intervenir les d-volumes associés à x, ou les

coordonnées barycentriques de x dans le simplexe o,,,(x), plutôt que les
longueurs qui jouent en quelque sorte un rôle dual. Ceci explique



571

la non-optimalité de l’algorithme de Jacobi-Perron du point de vue des
approximations simultanées, pour presque tout x. La remarque précédente,
pour d = 2, montre cependant que ces approximations sont optimales
pour de larges classes de points irrationnels. On peut d’autre part obtenir
des résultats plus précis sur la vitesse de convergence de un (z) vers x en
utilisant des inégalités du type Paley-Ursell [PU].

En particulier, le théorème 1.2 repose sur une inégalité généralisant
un résultat remarquable de Paley et Ursell [PU], qui exprime que si d = 2,
pour tout x, la suite est bornée. On peut montrer, par des exemples
analogues à ceux considérés au paragaphe 16, qu’une telle propriété n’est
plus valide pour d &#x3E; 3. On ignore si cette propriété reste valide pour presque
tout x, ce qui fournirait la convergence forte de l’algorithme conjecturée
par [Ko] et [HK1].

La généralisation de l’inégalité de Paley-Ursell, qui est donnée ici,
exprime que la suite des (d - l)-multivecteurs {qnx} n ... A

est bornée. L’étude de certaines équations cohomologiques, en
utilisant les points périodiques de T, qui sont denses dans X, permettent
alors de déduire le théorème 1.2 du théorème 1.1.

Afin de donner quelques indications sur les preuves des théorèmes 1.1
et 1.2, considérons l’ensemble A des drapeaux ~ de I~d dont l’origine x_
appartient à X. On peut identifier A à X x On note aussi T
l’extension de T à A au moyen de la différentielle, m la mesure de Lebesgue
sur A. On note P l’opérateur markovien sur X adjoint de T par rapport
à la mesure 7r, P l’extension de P aux drapeaux appartenant à A. On a
alors le :

THÉORÈME 1.3. - Il existe une application mesurable de X dans A
notée x F ç(x), ou ~(x) est un drapeau d’origine x, telle que l’on ait :

La suite Tnm converge aussi vers une mesure Il existe une mesure de
probabilité À sur ne chargeant pas de sous-variété algébrique, telle

que 7r -- soit absolument continue par rapport à 7r x A.

La démonstration du théorème l.l découle de l’étude des convergences

précédentes et des mesures limites. On est amené à montrer que l’adhérence
de Zariski du semi-groupe engendré par certaines matrices génériques A(x)
contient Sl(d+1, Z) et on utilise alors le caractère « fortement stochastique »
de T par rapport à la mesure de Lebesgue.
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Le théorème 1.1 permet de montrer le théorème suivant sur lequel est
basé le théorème 1.2.

THÉORÈME 1.4. - Soit l’espace des fonctions holdériennes
sur A, d’exposant c &#x3E; 0. Il existe E &#x3E; 0 tel que l’opérateur P, sur 
admette 1 comme valeur spectrale (dominante) isolée. Toute solution

mesurable g de l’équation

où f appartient à H~ (0) est égale, ir-presque partout, à un élément de H~ (0) .
À partir du fait que la suite A ... est bornée,

ce théorème permet de montrer la convergence exponentielle vers zéro de
cette suite, pour presque tout x.

Pour d = 2, le théorème 1.2 peut être obtenu sans utiliser le théo-
rème 1.1. On a ici mis à profit cette circonstance en 1 et en II, ce qui
permet d’introduire plusieurs notions et arguments utilisés dans une plus
grande généralité ensuite (en III et IV), notamment les propriétés de
quasi-compacité des opérateurs P, qui permettent l’étude des équations
cohomologiques intervenant dans la preuve du théorème 1.2.

Les arguments développés ici dans le cas de l’algorithme de Jacobi-
Perron restent valides pour d’autres algorithmes, comme on le montre pour
celui de Brun (en annexe). Pour des algorithmes de fractions continues,
associés aux échanges d’intervalles, des résultats analogues à ceux établis ici
ont été conjecturés par A. Zorich [Z] et semblent susceptibles d’être prouvés
par les mêmes méthodes.

Par ailleurs, l’étude de l’algorithme homogène [AN] peut être regardée
comme celle d’un produit croisé au-dessus de (X, T). Les propriétés
d’ergodicité, en mesure infinie, d’un tel système peuvent alors être étudiées
suivant les méthodes de [Gul] et [GuR2] en se basant sur la quasi-compacité
des opérateurs P considérés en II et IV.

Les auteurs sont reconnaissants à J.-P. Conze, Y. Derriennic, K. Khanin
et G.A. Margulis pour d’utiles remarques et références.
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I. Rappels

2. Généralités sur l’algorithme et la transformation
de Jacobi-Perron.

La construction qui suit est une généralisation d’une construction
géométrique des approximations rationnelles d’un réel par l’algorithme des
fractions continues donnée par H. Poincaré [Po].

2.1. Une construction de Poincaré.

Elle a été reprise par A. Nogueira [N], elle repose sur l’idée suivante :
approcher un point x de [0, 1] par des rationnels p / q revient à approcher
la droite de direction (x, 1) par des points (p, q) de 7~2 . On part de la base
canonique du réseau Z~, ( e _ 1, eo ) , on trace la droite D d’équation uo = xvo .
On note Ml l’intersection de D avec la droite L11 d’équation uo - 1.

Dans (e_1, eo), Mi a pour coordonnées

_ _ _

T est la transformation « fraction continue » de [0, l].

Remarque. - Comme x est dans [0, 1], le point Ml est sur la demi-
droite uo = 1 et vo &#x3E; 1 ; donc ai est un entier strictement positif.

On pose el = e-i + a1 eo . On se place maintenant dans la base (eo, el )
du réseau 7~2, l’équation de D devient xlvl. Si xi n’est pas nul,
on peut recommencer. On construit alors une suite de points (en)n&#x3E;o du
réseau 7~2 par récurrence (voir la figure 1),

Si x est rationnel, la suite est finie, sinon on obtient une suite
infinie. Dans la base (e-i , eo) , les coordonnées de en sont données par la
dernière colonne de la matrice

Comme pour tout n &#x3E; 0, det S’n = (_ 1) n on en déduit que le couple
(en-l, en) forme une base du réseau 7~2 qui est directe si rc est pair, indirecte
sinon. Ainsi le développement en fraction continue de x correspond à la
donnée d’une suite de bases du réseau 7 2 , dont les vecteurs
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Figure 1

de base sont de part et d’autre de D. En effet, en+, est le dernier point de
la forme en+, = + ben, b entier, tel que et soient du même

côté de D. Les points en tendent en direction vers la direction (x,1 ) .
On projette maintenant coniquement toutes ces bases sur la

droite vo = 1, on obtient une suite d’intervalles qui contiennent
tous le point x et qui sont emboîtés, ils convergent vers le point x.

2.2. Généralisation de cette construction.

2.2.1. Cas de la dimension 2. - Afin de décrire géométriquement
l’algorithme en dimension 2, on adopte provisoirement des notations simpli-
fiées.

On note (i, j, k) = (io, jo, ko) la base canonique de ]R3. Tout ce qui suit
repose sur l’idée qu’approcher un point x = (cx, /3) de [0, 1] x [0, 1] par un
couple (p/q, p’/q) de rationnels revient à approcher la droite D de vecteur
directeur OM = u = ai + + k par des points entiers (p, p’, q). On observe
que M est défini comme le point d’intersection de D avec le réseau Ro
des parallélogrammes semi-ouverts de sommets k + mi + nj, 
Le point M appartient à un et seul de ces parallélogrammes, noté Po de
sommets Ao, Bo, Co, Do avec Ô - k, Ô - k + i, ODO’ = k + j et
-+

OCo = k + i + j. Pour obtenir le nouveau parallélogramme Pi , on note Ri
le réseau des parallélogrammes de sommets i + mj + nk, (m, n e Z) , et on
note Ml le point d’intersection de D avec le réseau Ri . Si a n’est pas nul,
Mi est bien défini car D n’est pas parallèle à Ri . Alors Ml appartient à un
unique parallélogramme Pl de sommets Bl, Ci, Di. La relation entre
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(D, Ml, Pl ) est la même que celle entre (D, Mo, Po ) et on peut donc réitérer
la construction précédente. On obtient ainsi une suite, finie ou infinie, de
parallélogrammes Pn de sommets An, Bn, Cn, Dn coupant D en Mn, tels
que les cônes correspondants de sommets 0 soient emboîtés et convergent
vers D.

À chacun de ces parallélogrammes est associée une base (in, jn, 1 kn) i
----+ ---

avec kn = OAn, in = An Bn , jn - AnDn. Les projections coniques des
triangles dans Po forment une suite de triangles rationnels
emboîtés contenant le point M et convergeant vers M (voir la figure 3).

Afin d’expliciter l’algorithme, on écrit :

L’algorithme d’Euclide, utilisé dans le cas classique pour d = 1, est donc
remplacé ici par la décomposition :

avec a et b des entiers. Dans Pi, le point Mi a pour coordonnées (cxl, 01)
----+ ----+

avec (al, = T (a, {3). La relation OM = aOMI s’écrit alors :

La n-ième base associée à Pn se déduit de (i, j,1~) par le produit
de matrices Sn (x) considéré dans l’introduction. La suite de ces bases est
emboîtée et converge en direction vers D. L’algorithme décrit ici permet
donc de coder un point par une suite de couples d’entiers. En fait cet
algorithme construit une suite de matrices entières d’ordre 3 qui convergent
après normalisation vers une matrice de rang 1 et dont le sous-espace image
est la direction de x. Le comportement asymptotique de l’algorithme est
alors décrit par celui du produit de matrices obtenu.

A partir de maintenant, on reprend des notations plus générales,
en particulier comme in - = kn-2, on notera la n-ième base

(en-2, en-l, en)’
Comme dans le cas unidimensionnel, la suite obtenue vérifie des

conditions d’admissibilité :
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PROPOSITION 2.1. La suite (an) - ((a~l~, a~2~))n&#x3E;o associée à un
point x de I2 par l’algorithme de Jacobi-Perron vérifie la condition (C)
suivante :

Démonstration. - La construction géométrique que l’on vient de
faire permet de vérifier beaucoup plus naturellement la condition (C) que
dans [Br2] ou dans [Sl] .

Il suffit de le voir au rang 1. Comme x est dans I2, le point Ml
appartient à la partie Po du plan IIo délimitée inférieurement par les

demi-droites suivantes :

Figure 2

Le point e 1 = e-2 + ai (1) + ai (2) eo est dans Po n Z3 ; il vérifie donc

On appelle ,,42 l’ensemble des couples a = (a(l), a (2) ) de 1~2 qui vérifient
cette condition.

Si a11~ ~ ai2), alors Tx peut prendre n’importe quelle valeur de I2 ;
on en déduit donc que e2 - e _ 1 + + peut prendre n’importe
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quelle valeur dans Po n Z3. Par contre, si a12~, alors Tx décrit le
triangle

De plus si x est dans T, le point Ml appartient à la partie Pi du plan IIo
délimitée inférieurement par les demi-droites suivantes :

Alors les points du réseau qui appartiennent à Po sont de la forme

ei = e-2 + + a(2)eo avec 1  ~~ ~ a(2). Donc si ai2)
0

Ainsi, à tout point x de I2, on peut associer une suite de points
du réseau Z3. Cette suite est définie par récurrence :

Si x n’appartient pas à certaines droites rationnelles de ]R2, la suite (en)n&#x3E;o
est infinie ; sinon on obtient une suite finie. Les coordonnées de en dans la
base canonique sont données par la dernière colonne de la matrice

Comme det S’n - 1 pour tout n &#x3E; 0, on en déduit que les triplets
(en-2, en-i, en) forment une base directe du réseau Z3. Par construction,
la droite D est à l’intérieur du cône positif engendré par les directions en-2,
en-l et en ; car, pour tout n, le vecteur est le vecteur du réseau 7~3

appartenant au plan Un d’équation un = 1, qui est le plus proche du point
d’intersection de D avec Hn. Si on note Jn la projection conique de en
sur le plan d’équation wo - 1, Jn a pour coordonnées et

limoo = 0.
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En effet, on l’action projective de la matrice Aa = [~] ] sur
le point x ; donc

alors on a Jn = a, - - - a. - U et :r = ai ... an - ~.

Mais dans [Br2], § 2.1, on montre qu’il existe une distance 8 sur 12 qui
est équivalente à la distance euclidienne, et qui est contractée par toutes les
transformations x H a - x, a dans .A.2 (avec un coefficient de contraction p
commun). Cette distance se déduit de la distance de Hilbert relative à un
convexe contenant I2. Donc,

qui tend bien vers 0 et donc en converge en direction vers (1, x) .
On projette cette suite de bases sur le plan n

d’équation vo = 1; on obtient alors une suite de triangles ~~_2 (x) -
qui sont emboîtés, qui contiennent tous x et qui convergent

vers x, quand n tend vers +oo.

Figure 3. Schéma des premiers triangles pour un point
dont le développement par l’algorithme de Jacobi-Perron
commence par (0,1), (1, 2), (1,1), (1, 2).

2.2.2. Cas de la dimension d &#x3E; 3. - On note (e-d, e_d+1, ..., eo) la
base canonique du réseau On fixe un point x = (xo1 ~ , ... , Id.
On trace la droite D d’équation

Soit IIo l’hyperplan d’équation 1. On définit Mi le point
d’intersection de D avec IIo ; Ml est le point de coordonnées
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où

T est la transformation de Id associée à l’algorithme de Jacobi-Perron.
On pose alors :

Dans le repère (0, e-d+i , ... , eo, el), l’équation de la droite D s’écrit

Si n’est pas nul, on peut recommencer. L’algorithme permet alors
de coder un point par une suite de d-uplets d’entiers. On obtient ainsi
une suite de bases «emboîtées» qui définissent une suite de matrices 

(cf. plus bas). La suite obtenue n’est pas quelconque, elle vérifie

les conditions d’admissibilité suivantes, dues à O. Perron (voir [Pe], [SI]
et [Br2]) :

PROPOSITION 2.2. - On appelle E l’ensemble

À tout point x de E, l’algorithme de Jacobi-Perron associe une suite
infinie (an)n&#x3E;o de points de Ivtd qui vérifie la condition (C) suivante : pour
tout n &#x3E; 0,

On appelle suite admissible toute suite de points de NI
vérifiant la condition (C). Réciproquement, à toute suite admissible

correspond un unique point de E.
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Démonstration. Il suffit de le voir au rang 1. Comme x est dans Id,
le point Ml appartient à la partie T~o de l’hyperplan IIo suivante :

où Fi est le domaine limité inférieurement par les ensembles suivants :
/’1’...., /.B. /.......’B.

On en déduit alors que le point al est dans

On remarque que, si pour tout 1  i  d, a (d) , alors Tx peut
prendre n’importe quelle valeur de I d ; on en déduit donc qu’il n’y a pas de
condition sur a2.

On remarque que si a(i) = a~d&#x3E; (i 7~ d), alors Tx est dans

et que si a~z~ , alors T x est dans

On fixe maintenant (i, j ) tel que 1  i  j  d. On choisit x dans 7i,j ;
alors le point Ml est dans la partie Pi,j de IIo suivante :

Donc a E ,Ad vérifie donc de plus les relations suivantes :

On peut alors démontrer le reste de la condition (C). On suppose que
= alors Tx est dans 7§,d et on a donc

Si on suppose de plus = alors comme T x est dans 

on en déduit que Tz est dans 7i-I,d-1 ; on a alors

On peut continuer ainsi jusqu’au rang i - 1, ou bien jusqu’à ce que l’on
obtienne une inégalité stricte. On retrouve la condition (C) annoncée. La
réciproque est justifiée dans [Br2], prop. 2.7. D
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Ainsi, à tout point x de I d, on peut associer une suite de points
du réseau Cette suite est définie par récurrence : pour

tout n &#x3E; 0, on a

Cette suite est infinie si x n’appartient pas à certains hyperplans rationnels
de R d (d’équation mlxl + - - - + mdxd + rnd+1 = 0, mi entiers) ; sinon on
obtient une suite finie. Les coordonnées de en dans la base (e-d, ... 1 e-1, eo)
sont données par la dernière colonne de la matrice

Comme pour tout n &#x3E; 0, on a

on en déduit que les (d -~ l)-uplets (en_d, ... , en) forment une base du
réseau Zd+l. Par construction, la droite D est à l’intérieur du cône positif
engendré par cette base. On projette ces bases sur l’hyperplan II d’équa-
tion = 1 et on obtient une suite de simplexes (Jn-d ... Jn)
qui sont emboîtés et qui contiennent tous le point x. On a, en notant a . x
l’action de la matrice [ ~ ~ ] sur le point x,

Ainsi,

La distance 6 est déduite de la distance de Hilbert mentionnée plus
haut. Cette distance est équivalente à la distance euclidienne sur Id et est
contractée par toutes les transformations a : x H a - x, avec a dans ,,4d
(voir [Br2] ). Comme 0  p  1, on a donc :

On en déduit que les points en convergent, en direction, vers la

direction (x,1 ) .
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2.3. Quelques résultats sur l’algorithme de Jacobi-Perron.

On rappelle les notations et les résultats de [Br2] qui vont servir ici.
Pour 0’ une permutation de 6d, on note W, le simplexe

Le premier résultat utile ici est l’existence d’une mesure invariante pour T,
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue :

THÉORÈME 2.3. - Il existe une unique mesure de probabilité
invariante par T qui est équivalente à la mesure de Lebesgue sur Id.
Sa densité h est une fonction analytique strictement positive sur chacun
des simplexes Wu, avec 0’ dans 6d .

Pour montrer ce résultat on utilise b l’opérateur de Perron-Frobenius
associé à T, et on cherche une solution de h. L’opérateur -b vaut,
si f est dans 

où Ka = I d na. I d (c’est l’ensemble des points de I d dont le développement
de Jacobi-Perron commence par a) et ib s’identifie à l’adjoint de T
dans Comme la partition du cube I d : .X == Uo-E6d Wo- est

préservée par toutes les transformations x, on peut voir q, f comme
le vecteur ((~/)~)~ de ses restrictions aux simplexes W~ . Ce que l’on écrira
sous la forme, si 0’ est dans 6d, si x est dans W~ :

Dans cette écriture, on fait la somme sur tous les a de que l’on

peut faire agir sur un x de W~ (x dans donc a, u) est soit
strictement positif sur W~, soit identiquement nul sur W~. On remarque
alors que l’opérateur ainsi défini préserve les fonctions f qui sont continues,
hôldériennes, analytiques sur chacun des simplexes W~ (voir aussi [Ma]).
Dans toute la suite, on partitionne le cube Id par les « diagonales » et on le
remplace par X = Uo-E6d Wo-, où le signe U signifie réunion disjointe. On
dira qu’une fonction est continue, hôldérienne, analytique,... sur X si elle
est continue, hôldérienne, analytique,... sur chacun des simplexes W~. Un
autre résultat important, montré en [Go] (voir aussi [Br2]) est :
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PROPOSITION 2.4. - Le système dynamique (X, B, T, 7r) est mélan-
geant. Ici B est la tri bu des boréliens de X et 1r désigne la mesure hm.
Le mélange est exponentiel sur les fonctions analytiques.

2.4. Définition d’un opérateur markovien associé à T.

Comme h ne s’annule pas sur X, on peut alors normaliser (D de façon
à ce qu’il devienne markovien (Pl = 1). On pose pour tout f de L~(X) :

alors P s’identifie à l’adjoint de T dans L~ (X ) . On écrit, pour x dans W~
et 0’ dans 6d : i

On peut voir p(X, a, 0’) comme la probabilité de faire agir a sur x qui est
dans W~. Comme l’ensemble TKa n Wa est vide ou W, tout entier, on
en déduit que les fonctions p( . , a, a) sont nulles ou strictement positives
et analytiques sur Wa . On verra plus loin que cet opérateur est associé à
l’extension naturelle de T.

On doit préciser encore quelques notations et définitions. On note

et on observe que, d’après [Br2], Dom a est une réunion finie de sim-

plexes W,, tandis que l’image par a de chacun de ces simplexes W, est
contenue dans l’intérieur d’un seul simplexe On pose aussi :

On voit que Dom al - - - C Dom ai ... an.

DÉFINITION 2.5. - On dit que la suite finie wn - (a1, ... , an) est

x-admissible (x dans X), si x est dans an.

La suite Wn est dite admissible si Dom al - - - an n’est pas vide.

Enfin la suite infinie w = de points de est admissible si

tous ses blocs finis sont admissibles.
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Remarque. - Si w = est admissible, pour tout n de N, on a :

où Xn est une réunion finie de simplexes. La relation

implique que l’intersection des Xn est aussi une réunion finie non vide
de simplexes. On a aussi, d’après [Br2],

n

La proposition 2.2 implique alors que w vérifie la condition (C) . La
réciproque est justifiée dans [Br2]. L’admissibilité d’une suite infinie se lit
donc sur ses blocs de longueur d et coïncide bien avec la notion considérée
plus haut.

Par la suite, on aura besoin des puissances de l’opérateur P ; on pose
pour x dans W~, avec cr dans 6d, pour n &#x3E; 0 :

où

7-a, ... a.,o, est une permutation de 6d qui est entièrement déterminée par
ai ... an - X E Wla,,, ... an, si ai ... an est admissible ; sinon p(X, al ... , an, a)
est nul et on prend pour n’importe quelle permutation de 6d (par
exemple l’identité). Comme p(x, a1, ... , an, cr) est nul si al, ... , an n’est pas
x-admissible, on écrira souvent

où on fait la somme sur tous les wn = (al, ..., an) qui sont x-admissibles.
On peut voir p(x, u) comme la probabilité de faire agir Wn sur le point x
qui est dans Wa ; dans cette écriture, on suppose que les poids p(., wn, u)
sont strictement positifs et analytiques sur Wer.

On remarque tout de suite que si x et y sont dans Wer, alors le

rapport p(x, a) est uniformément majoré par une constante.
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En effet, si on note (qn_d, ... , lqn-1, qn ) la dernière ligne de la matrice qui
correspond à Wn, alors

On a donc, si x et y sont dans W~ :

Comme X est la réunion disjointe des W~, en règle générale, on
omettra l’indice a qui indique dans quel simplexe de X le point x se trouve
et on écrira

où l’on fait la somme sur tous les wn = (a,, ... 1 an) x-admissibles.

On a plus précisément la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6. - Il existe une constante c &#x3E; 0 telle que si wn est

admissible et si x et y sont dans Wer, avec p(x, wn)P(Y, &#x3E; 0, on ait :

Démonstration. - Considérons la fonction

Alors, comme a
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On en déduit que

avec c’ = supf 2c,, ~2}, les ci dépendent de h et de la comparaison 
et de 6(x, y). Si u  0 est borné, il existe une constante c" &#x3E; 0 telle que

1 u - 1 (  c" 1 log u 1. Prenant u = on a vu ci-dessus que u

était borné ; on en conclut

D’où l’énoncé avec c = p). D

On énonce maintenant un résultat utile pour la construction de la

mesure 1r :

PROPOSITION 2.7. - On fixe a dans Ad. Il existe une constante E(a)
telle que si wn est admissible telle que (wn, a) est encore admissible alors
on a :

Démonstration. - Comme h est une fonction strictement positive
et analytique sur X, il existe deux constantes réelles positives c et

C telles que si on note (q~_d, ... , qn) la dernière ligne de la matrice

Mal Ma2 ... Man et si p( . , ne s’annule pas, on a :
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De même, si p(x, a)) ne s’annule pas, on a :

avec +...+a(d)qn’ Comme (wn, a) est admissible,
il existe au moins un simplexe WT de X sur lequel p( -, (wn, a)) ne s’annule
pas. On a donc :

Mais on a :

On a donc :

On a aussi :

On obtient alors :

Remarques. - 1) Les minorations que l’on vient de faire sont très
grossières. L’essentiel ici est qu’on ait une domination &#x3E; c(a) &#x3E; 0 dès

que est admissible.

2) La même démonstration permet de montrer que si 1 = (bo ... bk)
est admissible, alors il existe une constante c( 1’) telle que pour tout w,
admissible vérifiant admissible, on ait :
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3. Définitions des exposants de l’algorithme.
3.1. Rappels sur les exposants de Lyapunov.

On rappelle ici quelques définitions et propriétés des exposants de

Lyapunov d’une suite stationnaire de matrices réelles d’ordre d. On fixe un

système ergodique probabilisé (Q, F, T, 7r) et une application mesurable A
de Q vers l’ensemble des matrices d’ordre d. On suppose que la fonction

est intégrable. Pour tout entier n &#x3E; 0, on note

pour tout entier 1  p  d, on note APA l’application linéaire de 
définie pour tout p-uplet par

Alors pour tout 1  p  d, la limite de la suite 

existe dans R U { -oo}; on la note Ài + ..- + Àp. Si on suppose de plus
que log ] det A] est intégrable, alors tous les Àp sont finis. (Ces limites ne
dépendent pas des normes choisies sur les espaces de matrices.) Dans le cas
où A est unimodulaire, on + - .- + ~d = 0 car det AI = 1.

On peut aussi définir directement les (Ap), en utilisant la décomposi-
tion polaire de la matrice Cn,

orthogonales, Dn est diagonale avec &#x3E; ~ - - &#x3E; &#x3E; 0.

On a alors Àp = Jo log ôp (Cn) d7r et donc a 1 2: ... 2: Àd.
Comme le système (0, .~’, T, 7r) est ergodique, le théorème ergodique

sous-additif de Kingman permet d’écrire que pour 7r-presque tout c,~ de Q,
pour tout 1  p  d, on a :

Les exposants de Lyapunov associés au produit de matrices (An =
&#x3E; 01 sont les nombres que l’on vient de définir.

Il faut remarquer que

1) Les résultats précédents restent valables pour le produit de

matrices suivant : B(w)B(Tw) ... B(T n-1.) = où B est une matrice

unimodulaire d’ordre d. Car si on remplace B par A = t B, les parties
diagonales des décompositions polaires de Cn et de En sont les mêmes.

2) Si A est inversible, comme bP (A-1 ) _ ~bd+1 _ p (A)~ -1, les exposants
du produit sont -~d, ... , -Ai.
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3.2. Définition des exposants de l’algorithme de Jacobi-Perron.

3.2.1. Définition des Ài. - On applique les résultats que l’on

vient de rappeler au système ergodique Pour tout x de

définit la matrice unimodulaire suivante :

Si x est dans E son développement par l’algorithme de
Jacobi-Perron est infini et on peut donc définir pour tout n &#x3E; 0 la matrice

produit :

On remarque que

LEMME 3.1. - Pour tout x 

De plus on a :

Démonstration. - La relation

découle de Il Comme a vaut au moins (0,..., 0,1),
on a donc qn+l 2: qn. Les mêmes relations sont vraies pour les pn2~ . Pour i
dans {2013d,... ,0,1}, on a p~~~  Qi, alors par récurrence, pour tout n &#x3E; 0,
on ap~~ ~ qn . D

On désigne par (x) la plus grande des valeurs absolues des mineurs
d’ordre p de Alors, comme
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est fini, il existe d + 1 réels Ai,..., vérifiant A2 &#x3E;- - - - -&#x3E; Ad+l,
Ai + À2 + . . + Ad+l = 0 tels que

En particulier, on a rrL-p.p. On les appelle
exposants de Lyapunov de T. On a aussi :

PROPOSITION 3.2. - On a ÀI &#x3E; log od &#x3E; 0, Àd+l  0, est la

plus grande racine réelle (en module) du polynôme xd - 1.

Démonstration. - C’est un corollaire du lemme 3.1, pour tout x de
les an valent au moins (0, ... , 0,1), donc 2: qn + qn-d.

Les qn sont des entiers positifs, où /3d est la plus grande
racine réelle (en module) du polynôme 1 ; elle appartient
à ](2d + 1)/2d, 2[. Ainsi &#x3E; log {3d &#x3E; 0. Comme A1 + ... + Àd+1 = 0,
alors Ad+l  0. 0

3.2.2. Définition des Ii. Dans la suite on utilisera aussi les exposants
associés à la matrice jacobienne de T :

On définit alors les exposants de

Lyapunov de ce produit de matrices, en posant pour
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PROPOSITION 3.3. - On a les relations suivantes pour 1  p  d :

Démonstration. - Pour montrer ces relations, il est plus facile

d’utiliser les transformations x H a ~ x. On fixe un x qui a pour

développement et alors, pour tout n, on a ai " - an - x.

Donc,

et donc

où B(x) est la matrice qui est d’ordre d. On rappelle que
a~ (y) - al - y, si al est le premier terme du développement de x. Les
exposants de Lyapunov de ~n sont les opposés de ceux de (Tn)’, on a donc
pour m-presque tout x :

En effet, si on note f (x) = Sn ~ x, on a fx - £n (z) et comme det Sn = 1,
alors IIAP:En(x)11 est, à une constante multiplicative près, de l’ordre de

4. Rappels sur les sommes de Birkhoff.

On rappelle dans cette partie quelques résultats de théorie ergodique
utiles par la suite.

LEMME 4.1. - Soit Y un espace métrique compact, soit Q un

opérateur markovien qui préserve les fonctions continues sur Y et qui laisse
invariante une unique mesure de probabilité v. Alors pour toute fonction
continue f sur Y, la moyenne n-1 converge uniformément

surY vers v(f). 
- -

C’est un résultat classique, la démonstration est donnée dans [F].
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On suppose maintenant que (A, B, T) est un système dynamique et
que 7T est une mesure de probabilité invariante par T.

LEMME 4.2. - Soit f une fonction de à valeurs réelles telle que

1) ir(f) = 0,

2) il existe une constante c telle que pour ir-presque tout ~ de 0, pour
tout entier n &#x3E; 0, on ait ~ ]

Alors il existe une fonction g de à valeurs réelles telle que

Tr-presque partout.

De plus si on impose que soit nul, alors cette solution est unique.

Démonstration. - Si g et h sont deux solutions de f = g - g o T

Tr-presque partout et si 7r(~) == ir( h) = 0, alors on a :

Comme le système (A, B, T, vr) est ergodique, g - h est constante et donc
nulle Tr-presque partout.

Pour tout ~ de A, tout entier n &#x3E; 0, on pose :

Comme , la fonction

est finie et est mesurable de A vers R. La fonction g est dans car

f  g  c. L’égalité

entraîne que tout ~ :

Alors, la fonction f - (g - g o T) est négative et d’intégrale nulle ; donc
on a :

Tr-presque partout. 0

On utilisera aussi le résultat suivant :
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LEMME 4.3. - Soit (X, B, T, 7r) un système dynamique, soit f une
fonction de L~ (X ) . Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) pour 7r-presque tout x de X, on a 

2) Jr( f) n’est pas nul.

En particulier, si pour 7r-presque tout x de X :

alors, est strictement négatif.

La démonstration suit [At], [Ke] et [GuRl].

II. Cas de la dimension 2

Dans toute cette partie, on se place dans le cas de la dimension 2.
Dans un premier temps on va montrer que À2 est négatif ou nul.

5. À2 est négatif ou nul.

Ce premier renseignement est donné par une inégalité entre 1

5.1. Une inégalité entre IIA2Sn(x)11 et 
Elle est donnée par :

THÉORÈME 5.1. - Pour tout x de E, on a :

où

Dans toute la suite, on note :
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La quantité sn représente la somme des coefficients de la dernière colonne
de la matrice elle est égale à L’inégalité précédente s’écrit alors

Avant de donner la démonstration, on énonce un corollaire de cette
inégalité.

THÉORÈME 5.2. - En dimension 2, les exposants de Lyapunov de

l’algorithme de Jacobi-Perron vérifient

Démonstration. - À2 est défini comme la limite de n-l fX log 62 (Sn) d7r.
On a = 6. Ainsi a2  liMn-,, log 6/n = 0. D

Démonstration d u théorème 5.1. - Dans [PU], Paley et Ursell

montrent que sn ; la version donnée ici se démontre beaucoup
plus simplement, par récurrence. On donne d’abord des relations entre
les coefficients des matrices On se place dans la base (ei, e2’ e3) ==

( A el, el A e2)

LEMME 5.3. - Pour tout n &#x3E; 0, pour tout x de

on note {3~I) , {3~2) , {3~3) les colonnes de la matrice A 2 Sn. On a alors :

Démonstration. - Comme Sn = A1- - -An, on a A2Sn = 
il reste donc à calculer On a Ael = e2, Ae2 = e3 et Ae3 -

Ce qui prouve les relations annoncées. D
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On peut alors montrer le théorème 5.1 par récurrence; il suffit de

montrer que pour 1  i, j  3, les coefficients !3n (i, j) de la matrice A2 Sn
vérifient l!3n (i, j)  2sn ou si on oublie l’indice j des colonnes 1 ~ 2sn
si 1  i  3. On remarque alors qu’il suffit de montrer que : 10(l)  sn ; les

relations du lemme 5.3 entraînent alors que

Maintenant, on montre par récurrence que 1t3~I)  sn. Si on suppose

que c’est vrai jusqu’au rang n, alors,

D’autre part, sn+1 = + + ~-2. Donc, sauf

éventuellement si = Dans ce cas, on écrit

On itère les relations de récurrence pour les derniers termes des égalités et
on trouve

On a alors :

Comme

Pour terminer la démonstration il suffit de montrer que l’inégalité est
aussi vraie pour les quatre premiers rangs ; on remarque que l’on a

où w est la matrice

En posant A_ 2 = A_ 1 - Ao - w, on a alors 112 A_ 2 = A2 A-I =
A2AO = w ; on peut donc écrire ,S’n - I1~=-2 Ai et = 

Les relations de récurrence restent valables. L’inégalité est vérifiée pour
n - 0, -1, -2 et sup- ce qui
achève la démonstration. D



596

5.2. Applications aux approximations de deux réels obtenues
par l’algorithme de Jacobi-Perron.

On fixe un point x de X ; il a un développement fini ou infini par
l’algorithme de Jacobi-Perron. On peut donc construire une suite finie ou
infinie de triangles 7,-, = qui sont emboîtés et qui convergent
vers le point x. On a alors :

THÉORÈME 5.4. - On pose à = -~2/~1 &#x3E; 0. Il existe E &#x3E; 0 tel que

pour m-presque tout x de X, pour n assez grand, on a :

Démonstration. - Le point x est à l’intérieur du triangle on a

donc :

On choisit maintenant un point x de E, tel que al - lim n log q,, (x) et

ÀI + À2 = On sait que l’ensemble de ces points est de
mesure 1. Alors, pour tout c &#x3E; 0, pour n assez grand, on a :

Ainsi on a D’autre part, on a aussi

Ainsi,

’2’" G

si n est assez grand, car À2 - Al + 3e est strictement négatif si E est assez
petit. p

Pour répondre à la question posée par Lagarias [Lal], savoir si

Jnll = I = 0, il reste à démontrer que

2 est strictement négatif et on aura en fait pour e &#x3E; 0 bien choisi

limn-oo Jnll = 0. Pour faire cela on va étendre de façon naturelle
la transformation T aux drapeaux.

À partir de maintenant, on suppose que À2 est nul et on va obtenir
une contradiction.
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6. Extension de l’algorithme aux drapeaux.

6.1. Définitions des extensions.

On étend maintenant la transformation aux drapeaux; cela revient
à préciser à quelle droite chaque point x de X C 1~2 appartient. Une telle
droite Dx C I~2 est entièrement déterminée par un vecteur directeur ul.
Un point y de R 2 est sur Dx si xy = celui, avec cx 1 dans R.

On appelle drapeau de I~2 la donnée d’un point x de X et d’une
droite Dx issue de x. On note .~2 l’ensemble des drapeaux de I~2 et A C .~2,
l’ensemble des drapeaux d’origine x dans X.

On remarque que pour tout réel À non nul, les drapeaux (x, u) et
(x, Àu) sont les mêmes, on peut donc identifier A avec X x l~l où I~1 est le
cercle unité de où on a identifié les points u et -u. On note ~ = (x, u)
un point de A. Des sous-variétés spéciales de 02 s’introduisent par la suite :
pour une droite D de I~2 (respectivement un point p de I~2 ) , @ on note D
(respectivement p) l’ensemble des drapeaux dont l’origine appartient à D
(respectivement dont la droite passe par p). On a encore une décomposition
de A en simplexes. On définit maintenant la distance d sur A utilisée
dans la suite.

DÉFINITION 6.1. 2013 Pour ~ = (x, u), ~’ - (x’, u’) dans A, on pose :

ô est la distance sur X précédente, elle est contractée par toutes les

transformations a - x, avec a dans A2. Ici, a(u, u’) désigne la valeur
absolue d u sinus de l’angle entre les vecteurs u et u’.

PROPOSITION 6.2. - d est une distance sur A.

Démonstration. Il suffit de montrer l’inégalité triangulaire pour 8.
En dimension 2, c’est élémentaire. D

Si on munit R 2 du produit scalaire habituel ( ~ , ~ ~ et de la norme

euclidienne Il - 11, alors pour calculer la distance 9 on peut utiliser les

formules suivantes :
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Comme T est localement projective, on étend naturellement T à A
en regardant comment T transforme la droite ; on note T cette extension.
Soit g = (x, u). Le vecteur u est transformé par T en T~u où T~ désigne la
matrice jacobienne de T au point x. On a de plus :

donc par exemple dans X x (II~2 ) * , on a :

On étend exactement de la même façon les transformations a - x

de X à A. En utilisant les notations précédentes, on trouve par exemple,
avec ~ e A :

Si (a 1, .... an) est admissible, on note le drapeau défini par
récurrence par : VJn . ç = Wn-1 - (an - ~).

On étend aussi l’opérateur markovien P à A. Pour une fonction f
de A vers C, on définit si ~ = (x, u),

Remarque. P préserve les fonctions analytiques sur A, continues
sur A, etc. (cf. 2.3).

6.2. Construction de la mesure ~r.

On suppose maintenant que À2 est nul. Alors, si x admet pour

développement par l’algorithme de Jacobi-Perron, le produit de matrice
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admet donc trois exposants distincts. Il en est de même pour le produit des
matrices inverses

où B(x) est la matrice
B

On remarque que 5~(~) ’ ~ = Tnx.
On note (X, f, if) l’extension naturelle du système (X, T, 7r). Un

point de X de projection x dans X sera noté x. On peut voir X comme
l’ensemble des suites de ,,42 qui vérifient pour tout k de Z, (an)n&#x3E;k
est admissible. T peut alors être vu comme le décalage à gauche des suites
bilatères.

Le théorème ergodique multiplicatif [Os], [Ra] assure alors l’existence
d’un ensemble Ê de ,~i, 7r(B) = 1, = B, sur lequel on a :

PROPOSITION 6.3. - Pour tout x de B , il existe trois vecteurs

linéairement indépendants ef, eî et e’~ tels que
1 ) les fonctions e~ , 1  j  3, sont mesurables de X vers R3

DÉFINITION 6.4. - On appelle drapeau contractant du cocycle ,S’n 1 (x)
le drapeau g(z) = (el &#x26; eT n e2 ) de p2 qui est associé pour 7r- presque tout x
aux deux sous-espaces vectoriels de II~3 :

où ei et e2 sont définis par la proposition 6.3.
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PROPOSITION 6.5. - Considérons le drapeau contractant flz de

,S’~ 1 (x). Alors Çx == ~(x) est d’origine x. Soit une probabilité sur A,
non concentrée sur un ensemble de la forme p U D C a où p est un point
de I~2 et D une droite de I~2. Alors pour 7r-presque tout x, gz est un atome
de chaque valeur d’adhérence de la suite de mesures M.

Remarque. - Dans la proposition 6.5, l’énoncé le plus naturel est le
suivant : si M ne charge pas de sous-ensemble de la forme p U D C 0, alors

converge vers b~x . Cet énoncé est plus simple à montrer mais ne
suffirait pas ici.

Démonstration. - La condition 2) de la proposition 6.3 permet
d’écrire B(x) ~ £Tz et donc ÇTx == Tçx. La définition de gz et la

proposition 6.3 montrent que gz ne dépend de x que par l’intermédiaire
de x, ce qui justifie la notation. Si z(x) désigne l’origine de gz, on a donc
z(x) = z(Tx), ceci implique z(x) = x. Donc gz est d’origine x.

Si S’~ 1 (x) - KnDnKn est la décomposition de Cartan de la matrice
Sn-’ (x), on sait alors que

converge 7r-presque partout vers une matrice symétrique dont les valeurs
propres sont 1, De plus limn 
La matrice D est diagonale, D = diag (e~, 1, e- &#x3E;~l ), et la base est

la base orthonormée associée à la base 6~.
En particulier, pour tout drapeau de A, la suite converge

vers K’ 1 ~ g. On note Xi C X, l’ensemble des points de X qui vérifient
ces convergences. On fixe x dans Xi et ni une suite d’entiers strictement
croissante telle que K- 1 converge vers K-1. Soit p le point de p2 défini par
Ke 1 et D la droite définie par Puisque Sn = Kn Dn 1 Kn-’,
les convergences précédentes montrent que p U D, on a :

Soit maintenant une mesure non concentrée sur un ensemble de la
forme p’ U D’. On appelle la restriction de M au complémentaire de
pU D et e la masse de Pp,D (e &#x3E; 0). Le lemme de la convergence dominée
entraîne donc que = On en déduit donc que toute

valeur d’adhérence de M est supérieure à où E &#x3E; 0 est une constante

qui dépend de ~u et de la sous-suite choisie. Ainsi gz est un atome de chaque
valeur d’adhérence de ~c. 0
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Sur A, on définit alors la mesure de probabilité 7T par

On a alors :

PROPOSITION 6.6. - La mesure 7r est invariante par T. L’opérateur P
est l’adjoint de T sur A relativement à la mesure ir. Le système dynamique
( 0, BA, Î, 7r) est mélangeant.

Démonstration. - On remarque que si f est dans LI’ (A), alors la
fonction cp définie par cp (x ) = est dans L~.(X). On a alors _ 7r( cp).
La proposition découle donc des faits suivants : Tgz = gTz et 7r est invariante

par T, P est l’adjoint de T sur X relativement à 7r et le système (X, B, T, 7r)
est mélangeant. D

En fait, on va montrer beaucoup plus :

THÉORÈME 6.7. - La mesure 7r est l’unique mesure de probabilité
sur A qui se projette sur la mesure 7r sur X et qui est invariante par P.

La démonstration du théorème 6.7 va se faire en plusieurs étapes.

Soit x fixé dans X ; on définit les suites et (zz)z&#x3E;o par

On a alors le résultat suivant :

LEMME 6.8. - Soit wn = (a1 ... an) admissible. Alors la loi de x,,
sachant wn a pour densité ( par rapport à 7r) :

Remarque. - Comme wn est admissible, la fonction p( ~ , wn) est

strictement positive sur au moins l’un des deux triangles We ou Wr.
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Démonstration. - Soit A un ensemble mesurable de B, quitte à le
découper en deux, on peut toujours supposer que A est entièrement contenu
dans l’un des triangles W~, on a alors :

où Wn . A désigne l’image de A par la transformation x H x. Pour

calculer A], on va utiliser le fait que pour tout n &#x3E; 0, pn laisse la
mesure 7r invariante. On écrit

(on fait ici la somme sur tous les 8n qui sont x-admissibles 0n = (b, ... bn ) ) .
On a donc :

Comme l’image par 0n de la partie de X sur laquelle on peut le faire
agir est Kb, n T-I Kb2 n ... n et comme (Kon )On forme
une partition de X, on a donc :

Donc on a 7r[w,, - ~4] == fX De même on trouve que

7r[wn . X] = Ce qui montre bien le résultat annoncé. 0

On appelle S( f) l’ensemble des suites admissibles de longueur finie. On
note M l’adhérence de l’ensemble des mesures q,, quand w parcourt S( f) .

LEMME 6.9. - Siq est dans M ; alors ’q admet une densité par rapport
à 7r qui est une fonction analytique sur X. M est relativement compact
pour la norme des variations des mesures.

Démonstration. - Soit r~ une mesure de M, alors il existe une suite

w(") de points de S( f) telle que pour toute fonction continue sur X, bornée,
on ait 7~(f ) = ( f ) . La mesure a pour densité Ctep( , , w(n) )
par rapport à 7r. Sur chacun des triangles We et Wr, cette fonction est

analytique bornée. Le théorème de Montel [Mo] montre donc l’existence
d’une sous-suite de dq,,(,,) / d7r qui converge vers une fonction analytique
bornée sur X et donc ri admet bien une densité par rapport à 7r et cette
densité est analytique sur X.
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Si maintenant on prend une suite de points de M, cela revient à se
donner une suite de fonctions analytiques bornées sur X. On peut encore
appliquer le théorème de Montel et on en déduit l’existence d’une sous-suite
convergente dans M et donc M est relativement compacte pour la norme
des variations des mesures. Il

On aura aussi besoin d’un autre résultat pour montrer le théorème 6.7.

On note ax = ai et a ’ 7r la mesure image de 7r par la transformation
a : x ~--~ a ~ x, avec a dans A2. On a donc :

éventuellement, si a(l) = a(2), on intègre sur le triangle We.

LEMME 6.10. Soit a dans A2; pour 7r-presque tout x de X, si p(x, a)
n’est pas nul, on a :

Démonstration. - Pour montrer ce résultat, on utilise le fait que 7r
est une mesure invariante par P. Fixant une fonction f dans L~ (X ), on a :

Mais pour tout x de X tel que p(x, a) n’est pas nul, on a Ta - x = x. Ainsi,

éventuellement en prolongeant les fonctions p( ~ , a) par zéro là où elles ne
sont pas définies. Dans chaque intégrale, on fait alors le changement de
variable x’ =: a - x. L’ensemble X est transformé en Ka. Donc,
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Mais si x est dans Ka, alors a~ = a, donc

car Ainsi, 7r-presque partout, on a :

Si maintenant, on fixe x et a de ,,42 tels que a ~ a~ , alors comme la
mesure a - 7r a pour support Ka, qui est disjoint de on a :

ce qui montre le résultat annoncé. D

On passe maintenant aux drapeaux. On rappelle ici que P f est défini
sur A par

On cherche les mesures de probabilité qui sont définies sur A, qui sont
invariantes par P. Puisque 7r est l’unique mesure P-invariante, elles sont de
la forme

où est une famille de mesures x I~1 qui est contenu dans A.
On peut voir les mesures Vx comme des désintégrations de v et donc la
fonction est mesurable. On peut donc aussi supposer que les v~ sont
des mesures de probabilité sur (z) x P1. Comme la mesure Vx ne charge que
les sous-ensembles de A de la forme {x} x on utilisera le plus souvent
la notation abusive suivante :

LEMME 6.11. - Soit i7 une mesure sur A de la forme -

Alors v est invariante par P si et seulement si

pour 7r-presque tout x de X, on a :

La démonstration est classique, elle est laissée au lecteur.
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LEMME 6.12. - Soit p un point de p2 une mesure de probabilité
sur A qui est invariante par P. Soit or une permutation de 62 et W, la
partie de X correspondante. Alors sur un ensemble non négligeable de Wa,

Démonstration. - On appelle l’ensemble des a de A2 tels que Ka
est contenu dans W~. 4, est l’ensemble des a de A2 qui vérifient : si x
appartient à Wa alors est encore dans en particulier p(x, a) &#x3E; 0.

Supposons que, pour 7r-presque tout x de W~, 1. Montrons

alors que, pour tout a de on a a - p = p. Sinon, supposons a - p ~ p
et considérons l’équation (valide 7r-presque partout) a - Vx = va.x dès que

p(x, a) &#x3E; 0. On a donc pour tout a de 7r-presque partout sur W~,

Cette condition signifie que, 7r-presque partout sur vz est

concentrée sur le drapeau d’origine x dont la droite passe par a-1 - p.
Comme on a aussi == 1, 7r-presque partout, on en déduit, si c~ -p 7~ p,
que les points x, p et a-1 - p sont alignés 7r-presque partout sur W~ . Donc
la restriction de la mesure 7r à W, est portée par la droite qui passe par les

points p et a-1 - p. Ceci est impossible car 7r est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue. Ainsi pour tout a de on a a - p = p.

Si p = le point a - p a pour coordonnées (a’, 0’) avec

a - 1/(~3 -f- a~2~), ,C3 - a + a~l~/(,û + a(2»). L’équation a - p - p revient
alors à a = 1/(o + a(2») et f3 = (a + a~l~)a donc à

Mais si cr est l’identité e, ta e .r42 : 0  a~1&#x3E;  a~2~ ~ et si u est

la transposition qui échange 1 et 2, = ta E A2 : a(l) = 0, a (2) &#x3E; ol.
L’équation a -p = p revient donc dans le premier cas à a3 -f-a~l&#x3E; a2 ~-a~2&#x3E; a = 1
pour tous les entiers tels que 0  a~l~  a (2) , dans le second cas à

cx3 + a(2) a = 1 pour tout entier a (2) &#x3E; 0. Il n’y a pas de solution pour
ces deux familles d’équations. Il n’existe donc pas de point p de P 2 tel que
,4, - p = p. Ainsi, on a  1 sur une partie non négligeable de Wcr. D

On définit alors pour wn = (a, 1 ... 1 a,,) une suite admissible la

mesure v£ sur A par
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PROPOSITION 6.13. - Soit x un point de X dont le développement
par l’algorithme de Jacobi-Perron est et soit v une mesure de

probabilité sur A invariante par P. Alors la suite al ~ ~ - an . v£ = vwn
est une martingale qui converge 7r-presque partout vers vx. De plus pour
7r-presque tout x, ~., est un atome de v~ .

Démonstration. - Par définition de vw on a :

Donc wn . est une martingale qui converge presque partout vers vx au
sens vague.

Pour montrer la deuxième assertion, on écrit :

Le lemme 6.9 permet d’extraire de une sous-suite convergente en
variation totale limn’ -+00 / 

= La fonction q est de plus une
fonction analytique sur X ; c’est la limite de la suite de fonctions

et elle est non nulle sur au moins l’un des Wa.

On a alors :

On vérifie alors que pour tout point p de lp2 fixé, toute droite D fixée,
N ~

v’(p U D)  1. Comme 7r(D) = 0, alors v’(D) = 0. Si on avait v’(p) = 1,
on aurait 7r-presque partout sur au moins un des W~, = 1. D’après le
lemme 6.12, c’est impossible.

La proposition 6.5 dit alors que gz est un atome de n’importe
quelle valeur d’adhérence de a1 - - - an - v’. Comme la variation totale de

la mesure a1 - - - an, . vw , - al - - - an, . v’ est égale à la variation totale de la
mesure - v’, on en déduit que

Remarque. - Si on pose e(x) = sup{ e &#x3E; 0 ; Vx 2: la fonction E

est mesurable.
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Démonstration du théorème 6.7. - Soit v une mesure de probabilité
sur A, on suppose que v est ergodique et invariante par P. On va montrer
que v ne peut être que 7r. La proposition 6.13 montre qu’il existe une
fonction mesurable strictement positive telle que

On a aussi :

Mais, comme v et 7r sont toutes les deux ergodiques,
on a donc v A 1f = 0 ou bien v A 7r = v.

Le cas v A 7r = 0 est impossible à cause de l’inégalité précédente ; le
cas v A 7T = v entraîne alors que v = 7r.

La mesure 7r est donc l’unique mesure de probabilité sur A qui est
ergodique et invariante par P. 0

Remarque. - On ignore si 0 pour tout point p de p2. Ceci
entraîne des complications techniques dans la démonstration précédente.

7. Propriétés de contraction de P et équations
cohomologiques.

On suppose toujours que À2 est nul. Soit E dans ]0, l], on dit que la
fonction f est e-hôldérienne sur A, si son coefficient de Hôlder f ~~ est fini.
La quantité [f],~~ est définie par

où l’on prend le supremum sur les couples de drapeaux qui sont différents
et qui ont leur origine dans le même triangle. On appelle l’ensemble

des fonctions hôldériennes sur A. On définit aussi la norme de f par

Le but de cette partie est de montrer le théorème suivant et d’en déduire
la régularité des solutions g de l’équation f = g - Pg où f E est

donnée :
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THÉORÈME 7.1. - Il existe un entier n &#x3E; 0, il existe E dans ]0, 1[ et
deux constantes 0alet/3&#x3E;;0 tels que pour toute fonction f de

on ait

Démonstration. - Elle est fondée sur un argument de [LeP] repris
dans [GuR2]. On fixe e dans ]0,1[, n un entier, une fonction f de 
et un couple de drapeaux différents (ç,ç’) == ((x, u), (x’, u’)) qui ont leurs
origines dans le même triangle. Alors,

Le deuxième terme ne va pas poser de problème; en effet, les fonctions

p( . , wn) sont analytiques sur X, elles ne dépendent pas de la direction
choisie et on a donc si x et x’ sont distincts :

1

où [h] est le coefficient de Lipschitz de la fonction analytique h, c est

une constante non nulle qui minore h, C est une constante positive qui
majore le rapport h(x)/h(y) sur X2. Les fonctions cp( ~ , wn) sont les poids
de l’opérateur cpn, ~p ( ~ , est dérivable sur X et on a :
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Ainsi,

Cette dernière série est convergente. Comme la série L:wn cp(x, converge

aussi, on a donc bien montré l’existence d’une constante finie f3 &#x3E; 0, et ceci

quelles que soient les valeurs de e dans ]0, l[ et de n.

On estime maintenant le premier terme
On a :

où éventuellement l’un des deux termes n’existe pas et vaut 0,

car b est contractée par toutes les transformations a de ,,42. Ainsi,

Pour démontrer le théorème 7.1 il reste à montrer que l’on peut rendre

strictement plus petit que 1 si on choisit bien e dans ]0, l[ et n dans N*.
On utilise ici les propriétés des exposants de Lyapunov associés à T. On
appelle ici M l’ensemble des couples de drapeaux (ç, ç’) == ((x, u), (x’, u’))
qui ont leurs origines dans le même triangle et qui vérifient u : u’.
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On note PZ l’ensemble des applications projectives de IIg2 vers R. On définit
l’application 8 de P2 x M dans R+ par

Alors 0 est un cocycle multiplicatif. En effet on a

) ce qui entraîne

On compactifie M en lui ajoutant M’ où

Mi,2 est l’ensemble des drapeaux de dimension 2 de R 21 c’est-à-dire

l’ensemble des couples V = (VI, V2) d’espaces vectoriels vérifiant VI C V2,
1 et dim Y2 = 2. Ici, comme Y2 = on peut identifier M’ à 0.

On note :

On munit alors M de la topologie suivante : M est un ouvert de M
et (~,~) converge vers (x, V) si et seulement si 0,

= 0, c’est-à-dire xn et x~ convergent vers x, = 

converge vers Vi et Y~2~ = converge vers V2 = ]R2. On appelle
alors u un vecteur unitaire qui engendre Vi , u A u’ un bivecteur unitaire qui
engendre V2.

On peut alors prolonger par continuité la fonction (~,~)) à M,
en posant :

Ce qu’on écrit :

car on peut identifier M‘ avec A.

La fonction (
.... ,

de M vers R se

prolonge alors par continuité au compact M et il existe donc gn dans M
tel que
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Pour tout réel x, on a e~  1 -~- x + 2 x2 e~~~ ; on a donc pour tout
entier n :

LEMME 7.2. - La série

converge uniformément sur M.

Démonstration. On a :

Comme (wn ) 2 est inversible, on a :

Ainsi, on obtient :

On rappelle que úJn . x = al ... an . x = comme det ,S’~ = 1, on a :

Si on note (q.-2, qn-l, qn ) la dernière ligne de la matrice ~S’n , on a aussi :

d’après l’inégalité du théorème 5.1. On a donc 8(cv~, ~)  Cqn. Alors,

Cette dernière série converge dès que 3 - ~ &#x3E; 2 donc dès que E  1. 0
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LEMME 7.3. - Il existe un  -y  0, tel qu’à partir d’un
certain rang, on ait :

Démonstration. - En utilisant la propriété de cocycle de 0, on montre
le résultat suivant :

LEMME 7.4. 2013 Pour ~ = (x, u) dans A, on définit f par

On a alors :

Démonstration. - On note wn = ala2 ... an. La propriété de cocycle
de 0 entraîne que

On a aussi pour tout k :

D’où
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Fin de la démonstration du lemme 7.3. - La fonction f étant continue
sur A, le lemme 4.1 entraîne que n-1 yn-1 converge uniformément

vers De plus,

Notant g la fonction

car ~2 = 0 et Ai &#x3E; 0. On en déduit alors qu’il existe un -Ai  -y  0

tel qu’à partir d’un certain rang, on ait :

Ceci termine la démonstration du lemme 7.3 0

On peut alors finir la démonstration du théorème 7.1. On fixe un
entier n assez grand pour que l’inégalité du lemme 7.3 soit vérifiée et on
choisit alors e dans ]0, l[ assez petit pour que

soit négligeable devant nqe. On en déduit que

d’où le théorème 7.1. 0

On fixe ainsi E et n dans toute la suite. On peut alors montrer que :

THÉORÈME 7.5. - Si f est une fonction de A vers R telle que ir(f)
est nul et P f est dans H~ (0), alors il existe une fonction g de HE (A) qui
est solution de l’équation

De plus si on impose que soit nul, alors cette solution est unique.
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Démonstration. Comme pour tout f de H~ (0), on a :

le théorème de Ionescu-Tulcea et Marinescu [ITM] donne la décomposition
spectrale de l’opérateur P dans il a un nombre fini de valeurs

propres de module 1 qui sont de multiplicité finie et le reste du spectre est
à l’intérieur d’un disque centré en 0 et de rayon 0  p  1. On peut écrire :

où les Ai sont les valeurs propres de module 1, les Pi sont les projections
sur les espaces propres qui sont de dimension finie et R est un opérateur
linéaire de qui a pour rayon spectral r strictement inférieur à 1.

Comme le système dynamique (A, T, ir) est mélangeant et que P est
l’adjoint de T relativement à vr, on en déduit que 1 est l’unique valeur
propre de module 1 de P et qu’elle est simple. De plus, comme P1 = 1, on
en déduit que pour tout entier n &#x3E; 1 pour toute fonction f telle que P f est
dans H~ (0), on peut écrire :

Ainsi si g et h sont deux solutions de P f = Pg - g et si ir(g) = = 0,
alors on a :

donc g - h est constant (car dans HE (0) ), donc nul.

Soit f une fonction telle que P f est dans et d’intégrale nulle;
on peut maintenant exhiber une solution de l’équation :

En effet, la solution ne peut être que g = - ~~ 1 on va montrer que

g est dans ce qui terminera la démonstration du théorème 7.5.
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Soit k un entier, on l’écrit k = + ni avec 1  n ; on a alors :

Quitte à changer de r, on peut toujours supposer que a  r’, alors on
obtient :

Donc, on a :

qui est une constante indépendante de N. Ceci montre que la fonction
est bien dans et termine la démonstration du

théorème 7.5. 0

On est maintenant en mesure de compléter le lemme 4.2.

COROLLAIRE 7.6. - Soit f une fonction de à valeurs réelles;
on suppose que

1) est nul,

2) P f est dans H, (A),

3) il existe une constante c &#x3E; 0 telle que pour tout entier n &#x3E; 0, pour
ir-presque tout ~ on ait

Alors il existe une unique fonction g de H, (A) telle que
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Démonstration. - Le lemme 4.2 entraîne l’existence d’une fonction 9
telle que

Tr-presque partout.

Comme g est dans on a :

Tr-presque partout.

Mais le théorème 7.5 dit que gi = - est l’unique solution de :

On en déduit que gl est égale Tr-presque partout à la solution g précédente.
Ainsi gl vérifie :

8. Fin de la démonstration de À2  0.

On suppose toujours que À2 est nul. On définit maintenant le cocycle ce
sur Gl(3, R) x 1~2 par

Alors, on a :

(x, u) = 

représente les n premiers éléments du développement de x par l’algorithme
d e Jacobi-Perron, on a :
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Démonstration. - Comme x = Sn . x et det Sn = l, on a :

La mesure 7r ne charge que les drapeaux de la forme
On a :

En utilisant la proposition 6.3, on obtient le résultat.

On définit maintenant la fonction f sur

par f (~ ) - 3 où a’ désigne le premier terme du développe-
ment de x dans l’algorithme de Jacobi-Perron. On remarque déjà que :

LEMME 8.2. - La fonction f est continue sur A*, elle est dans L~ (~).

Démonstration. - Comme (2/7r)B01 ~ IBI, il suffit de

montrer que la fonction (z,0) H est continue sur

~0,1~ x [0, 11 x ~- 2 -~r, 2 7r]. C’est bien le cas car si (x; cos 0, sin 0)
on a :

Alors,

On a donc :

z 
-

Cette formule montre bien que f est une fonction hôldérienne sur les

compacts de 0* . Une étude de la fonction 9 j(ç) sur [--7r, 7r]
montre que
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avec . Ainsi on a :

Cette fonction est bien intégrable sur X. Donc f est dans L~ (0) . Il

On a aussi le :

LEMME 8.3. - On a = À2 = 0.

Démonstration. - Le théorème ergodique de Birkhoff entraîne que
pour 1f-presque tout x de A, on a :

De plus on a :

où wn désigne les n premiers termes du développement de x par l’algorithme
de Jacobi-Perron. Le lemme 8.1 permet alors de conclure. Il

LEMME 8.4. - La fonction P f est dans 

Démonstration. - Si ~ = (x, u), on a :

Si on prend u = (cos 0, sin 0), 0 dans [- ~7r, ~7r], alors
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Pour tout a, cette fonction est dans et on a :

Comme la série log(l + 2a(2)) supx p(x, a) est convergente, on en déduit
que P f est aussi dans D

On est alors en mesure de montrer que À2 ne peut pas être nul. On
vient de vérifier les hypothèses du corollaire 7.6, il existe donc une fonction
g de telle que

Tr-presque partout.
On fixe un a de ,,42, on se place maintenant sur,
Sur cet ensemble on a :

1

Donc f est une fonction continue sur Da, on a donc pour tout ~ de Da :

On choisit maintenant a dans .,42, de façon à ce que la matrice Aa ait

trois valeurs propres réelles distinctes; on prend par exemple a = (5, 5), on
considère le point fixe ça de Aa . On a alors go = (x ~ 1 ~ , X(2); cos 0, sin 0) avec

Donc avec e qui vaut
Un a alors :

Après calcul, on trouve :

Mais le point x est dans le triangle de sommets (

Comme 0 n’est dans aucun de ces intervalles, on a une contradiction et
donc le théorème 1.1 est démontré en dimension 2. Il peut s’énoncer ainsi :
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THÉORÈME 8.5. - Le deuxième exposant de Lyapunov de l’algorithme
de Jacobi-Perron est strictement négatif On a donc pour m-presque tout x
de I2, si Jn désigne la nième approximation de x et qn le dénominateur

commun :

De plus, il existe E &#x3E; 0 tel que

III. Simplicité du spectre de Lyapunov

On suppose à partir de maintenant que la dimension d est quelconque.

9. Introduction.

D’après le paragraphe I, la transformation T de Jacobi-Perron satis-
fait, pour x E X, la relation x = a - Tx où a désigne l’application
projective de I~d définie par la matrice A(x) E GI(d + 1, ~) donnée en 1.3.
On note an = An = A o et on considère le produit matriciel :

Lorsque x est distribué suivant la mesure 7r, on note Ai, À2,..., Ad+l les
exposants caractéristiques de 5~. On a donc a priori : Ai &#x3E;- À2 &#x3E; ... &#x3E; 
et on prouve dans ce paragraphe l’inégalité stricte

On est aussi amené à considérer le produit S,,- 1 (x) - An 1 (x) ~ ~ ~ qui
joue un rôle dual de ,S’n (x) . La transformation projective correspondante
est et elle coïncide localement avec l’itérée Tn. L’action de

la différentielle itérée (Tn)’, dans les espaces de drapeaux projectifs,
coïncide donc avec l’extension aux drapeaux de la transformation projective
an 1 ... ai 1. Les exposants de -Ad, -.., -A, et ceux de

(Tn)’ valent Ai - Ad, ... , À l - À2. Le drapeau contractant de 
est la suite de sous-espaces vectoriels Vi(x) définis par

Il lui correspond un drapeau projectif qui coïncide avec le drapeau
contractant de la différentielle de T. La preuve de la simplicité des spectres
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de ,5’n (x) et ,S’n 1 (x) est basée sur le «caractère stochastique » de T, qui
s’exprime ici par les propriétés de contraction et d’irréductibilité du semi-
groupe engendré par les branches inverses de T. On utilise aussi le fait que
A(x) ne dépend que de la première coordonnée du codage naturel de x.
On précise et on justifie maintenant la démarche suivie.

Soit l’espace des drapeaux complets de pd, 0Qj/ l’espace des

drapeaux d’origine x e UXEX On note T l’extension de

T à A par la différentielle; si ~ e A est d’origine x E X , on a

(a~)’~ ’ ~. L’opérateur de transfert P = T* défini en 1.2 par la

formule Pp(x) = Y- a e .4d x)p(x, a) s’étend aussi en utilisant

l’extension de a et sera noté P :

où ~ e A est d’origine x E X. On observe que, pour tout ~ e A on a

L’étude du spectre de se ramène à celle de certaines sommes
de Birkhoff pour le système dynamique (0, T) de la manière suivante.
On peut repérer un drapeau projectif ~ E d’origine quelconque par
la suite de multivecteurs (xl, Xl A ~2?. " Xl 1B ... A Xd) de sorte que
le i-ème sous-espace de ~ corresponde au sous-espace vectoriel défini par
v2 - Xl A X2 A ... A xi . On peut de plus supposer Ilvill - 1 pour tout
i E [1, d~ . On note alors oi (g, ~) le cocycle sur + 1) x défini par

Ce cocycle donne le coefficient de multiplication des longueurs le long de la
courbe de passant par ~ définie en fixant les vj = pour tout j # i.

D’après le théorème ergodique multiplicatif, si le spectre de S,,-’ est
simple, possède un drapeau projectif contractant complet tel que si ~
est opposé à ce drapeau on a 7r-presque partout :

où ~t est le drapeau dual de ~. On est donc amené à considérer l’espace
produit X = X x et la transformation T de X dans lui-même définie

par :
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Si A C X désigne l’ensemble des couples (x, ~) où ~ a pour origine x
dans X, T préserve 0 et sa restriction à 0 s’identifie à l’action de T sur A.
Dans la suite, deux mesures de probabilité invariantes par T sur X, et de
projection 7r jouent un rôle. L’une est concentrée sur A et correspond donc
à une mesure, notée 7r, invariante par T sur A. Elle est construite ci-dessous
et satisfait la relation :

où m est la mesure de Lebesgue sur A. L’autre mesure ~r est concentrée
sur X B 0 et satisfait :

où m est la mesure de Lebesgue sur X. Elle fournit aussi une mesure
invariante par T sur A au moyen de la projection de X B K sur A décrite
de la manière suivante. À tout couple (x, ~) de X B 0, on peut associer
le drapeau ÇX de A d’origine x et dont le k-ième sous-espace (k &#x3E; 1) est
engendré par x et par le (k - l)-ième sous-espace de ~. Cette application
commute avec T, et avec la restriction de T à X B A. La projection r-
de 7T sur A est donc invariante par T. On a aussi 7r = lim2013,oo Tnrh. On
verra que ~r- est la loi du drapeau dilatant de T n tandis que vr est la loi du
drapeau contractant de Tn et qu’elles sont étrangères.

Les constructions de % et de 7r’ sont décrites ci-dessous, de manière
différente. La mesure 7r est «non singulière » par rapport au drapeau
contractant de et elle donne l’asymptotique de la somme de Birkhoff

On est donc amené à prouver :

presque partout au sens de ~r.

Soit m la mesure de Lebesgue sur A. On construit d’abord une
fonction mesurable (x) à valeurs dans 0Qj/ telle que l’on ait Tr-presque

partout
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On note la sous-variété des drapeaux non opposés à ~(x), et on
en déduit par un argument géométrique ( cf. théorème 10.14)

pour tout g g (x) et i e [1, d]. Supposant * connue et désintégrée suivant
les fibres x x sous la forme if x pz il suffit (cf. lemme
4.4) pour obtenir (*) de voir que l’on a 7r-presque partout ll,,[~(x)] - 0.
Cette observation conduit au choix de 7r [cf. lemme 13.4] et on montre

que, 7r étant ainsi choisie, les mesures pz ne chargent pas de sous-variétés

algébriques de 

La construction de ~(x) est basée sur les observations suivantes. Si
l’on suppose Ai &#x3E; À2 &#x3E; ... &#x3E; le théorème ergodique multiplicatif
appliqué à Sn 1 (x) et 7r fournit un drapeau complet ~(x) E 0Qj/ tel que
l’on ait

Alors la mesure 7r = f satisfait l’équation :

On montre alors (cf. théorème 11.1) l’existence et l’unicité de 7r

vérifiant (l’). On montre de plus que 7r se désintègre sous la forme

où if x est une mesure de Dirac sur ce qui permet de définir ~(x) par
~=~).

L’étude de 7r est basée sur les propriétés de densité du semi-groupe
engendré par les branches inverses de T ; en particulier, le théorème de

convergence des martingales permet de montrer la relation (**) :

d’où l’on déduit aussi limn Pnm = 7r.

Comme pour ~(x), la construction du noyau x H pz repose sur un
théorème de point fixe (théorème 12.2). Il est commode de considérer
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l’espace Q- des suites telles que an e Ad et wn = ( an ... ao ) soit
admissible pour tout n  0. L’espace X c 0- x X des suites telles

que cvn soit x-admissible pour tout n  0 est une réalisation de l’espace des
trajectoires de la chaîne de Markov de noyau P. Une trajectoire s’écrit sous
la forme (wn . et le décalage ~ sur cet espace s’écrit :

où 0 est le décalage sur 0-. Alors l’extension naturelle de T est donnée par

On note par = (an... ao) un cylindre de Ç2 -, et Ç2 - est muni des
probabilités de Markov jRp définies par

L’espace des trajectoires X est alors muni de la mesure markovienne
~-invariante 7r x 8x d7r(x). Les projections de ir sur Ç2- et X sont
respectivement P, et 7r ; on a donc T7r = 7r et O(P7r) = P7r’

D’après II (cf. proposition 2.6), la probabilité Px sur SZ- dépend
continûment de x en variation et donc Px est absolument continue par
rapport à P7r’ Toujours en supposant À1 &#x3E; À2 &#x3E; ... &#x3E; le théorème

ergodique multiplicatif appliqué à pour n  0 et à la mesure P7r
fournit un drapeau complet ~’(~) contractant pour ,5’n 1 (c,~). On a donc
l’équation

Notons que, d’après le théorème ergodique multiplicatif, ç-(w) est
opposé à ç(x); on peut voir de plus que l’hyperplan de ç-(w) ne coupe
pas X. Si = désigne la loi de ~"(c~) sous Px on a donc, pour
tout x :

qui découle de (2) et de la relation de Markov E

De plus la relation - ~- (P~ ) et la continuité en variation du

noyau x H Px entraînent la continuité en variation du J.lx.
On montre alors (voir théorèmes 12.2 et 13.7) l’existence et l’unicité d’une
solution de (2’) continue en variation, toujours en utilisant les propriétés
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d’irréductibilité du semi-groupe des branches inverses de T. Alors la mesure
1f sur X x définie par x x d7r (x) est T-invariante. Cette
invariance permet d’exploiter la relation lim.-. aj ~,S’~ 1 (x), ç] = 0, établie
plus haut pour certains ~ de et d’en déduire (cf. théorème 13.1)
l’inégalité Ai &#x3E; À2 &#x3E; ... &#x3E; On peut alors construire le drapeau
dilatant ~(x, w) de la différentielle de T à partir de ç- (w) en projetant
X B 0 sur A comme indiqué plus haut. On note [ç-(w)]X
le drapeau de ilij C A ainsi déduit de (x, ~) . Les équations fonctionnelles
satisfaites par ç- (w) et ~- (x, w) montrent que ~- (x, w) est le drapeau
dilatant de la différentielle de T au point x. Si alors jix désigne la loi

de ~- (x, w) sous Px, on a :

on notera que Mx et px satisfont la même équation mais que jix n’est pas
continue en variation, contrairement à fix, car = 2 si x =1= x’. Le
noyau x H satisfait aussi cette équation sans être continu en variation.

La mesure 7r" sur A, définie par 7-r- f jiz d7r(.r) est alors T-

invariante. Les propriétés de pz impliquent 0 et on peut
voir alors que limn--?oo Tniii == 7r , -- et limn--?oo pnrh = ir. On notera que
pour d &#x3E; 2, les mesures 7r’ et 7r sont singulières l’une par rapport à l’autre
car = 1 et = 0. Cette dissymétrie est à rapprocher du fait
que la relation A2 = ... - Àd+l ne peut être satisfaite pour d &#x3E; 2, comme
cela a été mentionné dans l’introduction.

10. Applications quasi-pro jectives et ensembles
critiques.

Le but de ce paragraphe est de calculer l’ensemble de continuité
d’une limite simple d’applications projectives et de donner des informations
quantitatives sur cette convergence (théorèmes 10.8 et 10.14).

DÉFINITION 10.1. - Soit Y un espace métrique compact et gn une
suite d’applications continues de Y dans Y. On appelle ensemble critique
de la suite gn, le complémentaire de l’ensemble des points y E Y tels qu’il
existe un voisinage de y sur lequel la suite gn est équicontinue.

Remarque. - Par définition un ensemble critique est fermé ; la notion
n’a d’intérêt que lorsque cet ensemble est non vide, ce qui sera le cas dans
ce qui suit.
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DÉFINITION 10.2. - L’espace est muni d’un produit scalaire et
les espaces AiJRd+1 (1  i  d + 1) des normes correspondantes. Soit gn une
suite d’endomorphismes de On dira que la suite gn est fondamentale

si les suites (1  i  d + 1) sont convergentes vers des

endomorphismes ui E 

On précise dans ce paragraphe l’ensemble critique de certaines suites
d’applications projectives gn opérant sur l’espace Y = 0d des drapeaux
complets de pd et on donne des informations quantitatives sur les modules
de continuité des applications gn . Ces considérations sont proches de
celles developpées en [GuRl], [GuR2], [GuR3] et [BL]. Il a été cependant
nécessaire ici de préciser ces développements sur certains points. Pour des
informations complémentaires on pourra se reporter à [GuRl], [GuR2],
[GuR3] et [BL].

PROPOSITION 10.3. - Supposons que la suite gn E Gl(d -~ 1,R) soit
fondamentale et décomposons gn sous sa forme polaire gn = avec kn
et dans O(d + 1)
Alors, pour tout i  d + 1 la limite du rapport /an existe.

Démonstration. - Par compacité, on peut supposer limn kn = k,
limn = k’, de sorte que

On peut donc aussi supposer gn = an. Dans ce an et
A’an est diagonale de coefficients ai anl ... avec J = ( j 1, ... , ji ) et
j 1  j2  ...  ji . Il suffit alors de choisir J = (1, 2,..., i - 1, i + 1) et
d’appliquer au vecteur ej = pour obtenir

la convergence annoncée. n

DÉFINITION 10.4. - Soit gn une suite fondamentale et 0

81 U 92 U ... U 0p la partition de (l,2,...,d-t- 1) définie par la relation

d’équivalence i si et seulement si la suite an/an a une limite finie non
nulle. On dira alors que la suite gn est 0-fondamentale et on notera a2

(i &#x3E; 1 ) le complémentaire de 01 U 02 U ... U ()i.

PROPOSITION 10.5. Soit gn = une suite 0-fondamentale et

suite des sous-espaces de JRd+1 définie par
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Soit k’ une valeur d’adhérence de et posons pour i donné :

Alors la suite est décroissante au sens large et 1

Démonstration. - On peut clairement supposer gn - an afin de

prouver la dernière assertion qui implique évidemment la première. Or

et la définition de aï donne la formule 
«

DÉFINITION 10.6. - On appelle drapeau L de JRd+1 une suite

emboîtée de sous-espaces stricts et on note L = (LI, L2, ..., Lr) avec

. On appelle drapeau complet f = (fi, f2,..., fd) un drapeau avec
dim fi = i. On notera l’ensemble des drapeaux complets de R d+l

. On appelle drapeau associé à la suite gn le drapeau défini par les
v2 = tx E = 0).

Remarques.
. Un drapeau complet peut être repéré par une suite u = lui, Ul A

~2,..., ui /B ... n Ud] de multivecteurs unitaires.

. Tout drapeau définit une suite croissante de sous-espaces projectifs
de I~d et inversement.

. À tout drapeau complet f = (/i?/2?--’?/d) de est associé

un drapeau complet dual de noté f t dont les sous-espaces sont
les orthogonaux dans des sous-espaces de f. Pour un drapeau
projectif ~, on notera le drapeau dual, lorsque la distinction sera

nécessaire.

DÉFINITION 10.7. - Soient L - (L1, L2, ... , Lr) un drapeau et

f - (/i,/2,...?/d) un drapeau complet. On dira que f est subordonné
à L s’il existe i et un sous-espace Lj de L de codimension au moins i

tels que l’intersection fi n Lj ne soit pas réduite à zéro. On notera L la
sous-variété des drapeaux complets subordonnés à L et on dira que L est
la sous-variété subordonnée à L. On dit que deux drapeaux complets sont
opposés si l’un n’est pas subordonné à l’autre.
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Remarque. - On adoptera maintenant les mêmes notations pour
les drapeaux vectoriels et les drapeaux projectifs correspondants. On fera
de même pour les applications linéaires et les applications projectives
correspondantes, l’action de u E GL(d-~-1, R) sur x e I~d étant notée u.x. Ces
applications projectives opèrent naturellement sur les espaces de drapeaux.

On a alors le

THÉORÈME 10.8. - Soit gn une suite fondamentale et L le drapeau
associé. Alors pour tout drapeau complet ~ ~ L, la suite converge.

La convergence est uniforme sur tout compact de L et l’ensemble critique
de gn est égal à L.

Ce théorème découle de deux lemmes.

LEMME 10.9. - Avec les notations précédentes, un multivecteur
décomposable appartient au noyau de ui noté ker ui si et seulement s’il est
de la forme x A v avec x E v2 et v multivecteur décomposable de 

Démonstration. - On peut clairement supposer gn = an et on calcule
alors ker uz . Dans la base ej avec J = (jl, j2, ... , ji) où jl  j2  ...  ji,
ui est diagonale de coefficients donnés par lim~ 1.

Cette limite est nulle dès que J contient un indice de ai et les e J

correspondants forment une base de ker ui . Donc

La condition 0, pour un multivecteur décomposable w, signifie que
le sous-espace défini par w et le sous-espace Rej ont une intersection
non réduite à zéro. Donc, si w E ker ui, w est de la forme x n v avec x E YZ
et v e La réciproque est évidente. 0

LEMME 10.10. - Soit gn e Gl(d -+ 1, R) une suite telle que

e Alors l’ensemble critique de gn sur pd
est la sous-variété projective définie par le noyau de u. La suite gn . x

converge pour tout x n’appartenant pas à ce sous-espace et la convergence
est uniforme sur tout compact ne rencontrant pas ce sous-espace.

Démonstration. - Soit x g ker u tel que == l, x = limn zn avec

Ilxnll = 1. On a alors, avec un = 1
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Si l’on note le point de I~d associé à xn, cette relation s’écrit

Ceci prouve la convergence uniforme de gn . y vers u . g au voisinage de x
et fournit la dernière assertion.

Donc l’ensemble critique de gn est contenu dans la sous-variété

projective définie par ker u. L’appartenance de x à l’ensemble critique
de gn équivaut à l’existence de deux suites xn et xn avec

Si gn s’écrit gn - en décomposition polaire, on peut supposer
limn kn - k, limn k£ - k’. L’ensemble critique de an est alors l’image
par 1~’ de l’ensemble critique de gn. On peut donc supposer gn = an
et limn a’ n 11 an I = a2 - Prenons dans I~d l’hyperplan à l’infini défini par
l’équation x 1 - 0 (ici pour alléger les notations on note xl et non x(l) la
première coordonnée de x) ; alors an s’identifie à la transformation affine
de définie par les équations

avec = 1.

Le sous-espace correspondant à ker u est alors contenu dans l’hyper-
plan à l’infini et est défini par les équations xi = 0 (2  j  r). Considérons
la droite vectorielle de vecteur directeur v = (v2, ... , avec vj = 0 pour
j  r et les deux suites de points définies par xn - xn - 2tnv avec
tn = 1 0152n . Par définition de r on a limn tn = oo, limn a, - zn = y E ,

limn an - y’ - 2y avec y # 0 dès que 0. De plus les deux
suites xn et xn convergent vers le point à l’infini de la droite de vecteur
directeur v. Ce point est arbitraire dans le sous-espace projectif associé à
ker u et il appartient à l’ensemble critique de an ; d’où l’énoncé. D

Démonstration d u théorème 10.8. - La convergence uniforme

annoncée découle de la définition des suites fondamentales et du

lemme 10.10 appliqué aux produits extérieurs le lemme 10.9

donne la forme de ker ui et la proposition 10.5 donne la forme de L en
fonction des sous espaces ker ui.

L’ensemble critique de gn est donc contenu dans L. D’après le

lemme 10.10, il lui est égal. D
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DÉFINITION 10.11. - Soit gn une suite fondamentale d’applications
projectives et soit L le drapeau associé. Pour tout e e L, on note

T . ç == limn gn . i et on dira que T est une application quasi projective
de et que gn converge vers T.

Remarque. - Si gn est une suite d’applications quasi projectives, on
peut toujours en extraire une sous-suite fondamentale qui converge vers
une application quasi projective T. La convergence de vers T . g est
uniforme en dehors d’un ensemble L d’intérieur vide et T est définie et
continue en dehors de L.

DÉFINITION 10.12. - Soit une mesure sur telle que pour tout

drapeau L on ait m(L) - 0. On dit que la suite gn E Gl(d -f- 1,R) est
contractante vers q E si la suite de mesures gn - m converge vers la

mesure de Dirac 8r¡. *

Remarque. - On pourra se reporter à [GuRl] pour les formulations
différentes de la notion de suite contractante. On voit que le choix de m

ne joue pas de rôle en considérant les suites fondamentales extraites et en
appliquant le théorème 10.8 qui fournit Oi = til et caractérise les sous-
espaces de 1J comme étant les sous-espaces images des ui. Les noyaux des ui
dépendent de la suite fondamentale choisie. La suite gn est contractante si
et seulement si rg u2 = 1.

DÉFINITION 10.13. - Soient V et V’ deux sous-espaces de dimension i

repérés par les multivecteurs v et v’. On définit la distance de V et V’ par
la formule :

On note a la distance sur définie par la somme :

des distances des multivecteurs unitaires qui repèrent les deux drapeaux

Remarques.

. Si un espace vectoriel E est muni d’un produit scalaire (x, y), un



631

produit scalaire se trouve aussi défini sur A 2 Epar

En particulier, est alors le sinus (positif) de l’angle des
vecteurs unitaires x et y. L’inégalité triangulaire 8(x, z)  9(j*, y) -~ â(~, z)
se réduit alors à une vérification élémentaire dans l’espace de dimension  3,
engendré par les trois vecteurs. Elle est laissée au lecteur.

. À chaque sous-espace V de JRd+1 de dimension p, on peut associer
par orthogonalité un sous-espace de de dimension d + 1 - p. Grâce

aux produits scalaires précédents, on peut associer à un p-multivecteur v
de APJRd+1 un (d + 1 - p)-multivecteur de qui sera noté vt .
On a par exemple les formules :

où g est dans Gl(d + 1 , R) et Vi et V2 sont deux sous-espaces de dimension p

. Le produit extérieur v A v’ (où v, v’ sont dans ne doit pas
être confondu avec un vecteur de Avec ces définitions, on a par
exemple :

et si le est le sinus de

l’angle 0 des deux i-plans définis par v et v’.

THÉORÈME 10.14. - Soit gn E R) une suite contractante vers
q E (gn) la suite des applications transposées. Alors l’ensemble critique
de gn est égal et le coefficient de Lipschitz de gn sur un compact donné
du complémentaire de tend vers zéro.

Démonstration. - Comme l’image de gn et le noyau de gn se

correspondent par dualité, le passage aux suites fondamentales extraites

de gn montre que celles-ci ont toutes pour drapeau associé r~t . D’après le
théorème 10.8, ~ t est donc contenu dans l’ensemble critique de Il suffit

donc maintenant de prouver la dernière assertion.

On choisit la base ei de de façon que ri soit défini par les

multivecteurs ei , ei A e2, ... , el A ... A ed et l’on décompose gn sous la
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forme gn = Le passage aux suites fondamentales extraites montre

que n A ei) converge en direction vers el A ... n ei. Notons

J == (1, 2,..., i), J’ = (l, 2, ... , i - 1, z + 1) et observons que la norme

de vaut aj = an ... a’ tandis que celle de (Aign) A (Aign) vaut 
Considérons deux sous-espaces VI et v2 de dimension i non subordonnés
à 7î. Donc Vl et V2 sont non subordonnés à r/. Si Vi et V2 sont repérés
par les multivecteurs unitaires vl et v2, ceci signifie que les composantes vJ
et v J de VI et v2 suivant ej dans la base canonique de AiJRd+1 sont non
nulles. On a :

pour n assez grand car et eJ sont proches en direction. De même
.. 

D’autre part,

On en déduit :
Il Il i. 4- 1

Finalement, pour n assez grand :

Le second membre converge uniformément vers zéro sur tout compact du

complémentaire de r¡t, ce qui fournit l’assertion annoncée. 0

Remarque. - Soient U, V, W trois sous-espaces emboîtés de dimen-
sions Gl(d ~- 1, R) et u, v, w des multivecteurs unitaires
repérant U, V, W. Un calcul simple montre que le coefficient infinitésimal
de multiplication des distances en v, pour la famille de sous-espaces de
dimension i contenant u et contenus dans w a pour expression :

Il Il

où E désigne un drapeau complet contenant u, v, w. En particulier, dans
les conditions de la proposition çt) tend vers zéro uniformément
sur tout compact du complémentaire de fit. Notons aussi la relation

La notion d’adhérence de Zariski donne une condition suffisante qui
permet souvent de montrer l’existence de suites contractantes dans un

semi-groupe donné [GM] et qui sera utile ici. Plus précisément on a l’énoncé
suivant, justifié en [GuR3]. On note Zc(Y) l’adhérence de Zariski d’une
partie Y d’une variété algébrique affine.
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LEMME 10.15. - Soit S un semi-groupe de Gl(d+ 1, R) ne laissant
pas invariante une réunion finie de sous-espaces et Zc(S) son adhérence de
Zariski (qui est un groupe). Alors si Zc(S) contient une suite contractante
il en est de même de S. C’est le cas en particulier si Zc(S) contient

Sl(d+1,JR).
On rappelle que si Y est une partie d’une variété algébrique affine X,

définie sur R, Zc(Y) est l’ensemble des zéros communs aux polynômes nuls
sur Y. Le groupe est une sous-variété algébrique affine de JRd2+1.

11. Construction d’un champ de drapeaux T-invariant.

11.1. Quelques notations.

Précisons d’abord quelques notations de I. On considère le cube Id et
ses simplexes W~ ; on note X U, W, la réunion disjointe des Wer muni
de la topologie naturelle.

On désigne par Ad l’ensemble des éléments de I~d de la forme

a = (a~ 1&#x3E; , a~2~ , ... , a~d&#x3E; ) avec a(d) &#x3E; 1 et 0  a(i)  a (d) pour tout i.

On note aussi a la transformation projective de P~ définie par wTa . Si on la
restreint à X, son domaine

est une réunion finie de simplexes Wu tandis que son image vaut :

De plus on a vu en 1 que l’image par a de chacun des simplexes W, est
contenu dans un unique simplexe de la même forme. Considérons alors :

et le semi-groupe S’ engendré par 4 d - a e 4’d 1, respectivement
le semi-groupe ,S’" engendré par E 4"dj. D’après la

proposition 2.2, on voit aussi que si wn = est admissible

et que si -y = (bl,..., bk ) est une suite finie d’éléments de A", alors (w,,, -y)
est admissible.

On sait que Dom a = X si a E et donc que S’’ et ,5’" préservent X.
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D’après I, il existe une distance 6 sur Id, équivalente à la distance
euclidienne, et p E ]0,1[ tel que 8(a . x, a - y)  pb(x, y) pour tous a E Ad,
(x, y) E Id x I d . On appellera aussi 8 la distance sur X induite par la
distance 8 sur I d . Il est commode d’identifier un drapeau projectif d’origine
x E 1~d à un couple (x, Y) où Y est un drapeau projectif de l’espace tangent
en x à on peut repérer Y par une suite de multivecteurs unitaires
u = (ul, ul A u2, ... , ul A ... A ua-1)- On identifiera l’espace des drapeaux
d’origine x E X à X x et on note d la distance sur I d x définie par

où 8 a été définie en 10.13. Une distance analogue, notée encore d, se trouve
alors définie sur A = X x 

On a vu en 1 que l’opérateur P adjoint de la transformation T par
rapport à la mesure T-invariante 7r opère sur les fonctions continues sur
X = Ua W~ par la formule :

où les p(x, a) (cf. 1) sont pour a E Ad des fonctions continues sur X, et
sont en restriction à un Wa donné des fonctions analytiques strictement
positives ou identiquement nulles. On a vu en 1 que p(x, a) &#x3E; 0 équivaut à
x E Dom a. Si (a,, ... , an+1 ) est dans et si x est dans X, on
note le point de X défini par récurrence :

si est x-admissible.

On a donc ( cf. 1) :

où les (al, ... , an) sont x-admissibles et où :

Les fonctions sont strictement positives si et seulement si

x E Dom (ai ... an).
On prolonge naturellement T à A = X x par la différentielle.

Si T désigne la matrice jacobienne de T au point x et = (x, Y) -
(x, ul, ui A U2 ... ui A... A alors est transformé par T en :
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On étend exactement de la même façon les transformations z - a - x
de X à A par :

où désigne la différentielle de a au point x. Puisque T et a sont
localement projectives, ces extensions coïncident avec les extensions à
X x comme transformations projectives. On notera P l’extension de
P à A ainsi obtenue :

et on peut observer que P préserve les fonctions analytiques sur A, continues
sur A, etc.

Pour x fixé dans X on définit les suites ai (i &#x3E; 1) et x2 (i &#x3E; 0) par :

Pour une suite admissible (al, a2, ..., an) on note alors la loi

conditionnelle de Xn sachant wn. Sa densité par rapport à 7r est donnée

ci-dessous par la formule :

Pour une mesure P-invariante sur à donnée par la désintégration :

est concentrée sur les drapeaux d’origine x, on considère les mesures :

Ces mesures sont clairement absolument continues par rapport à v et leurs
densités sont les fonctions d1Jwn / d7r (x).
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11.2. La mesure P-invariante.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 11.1. - L’équation vP = v a une unique solution. Elle
est de la forme :

J

et x ~--~ ~(x) e 0$ est l’unique application mesurable de X dans A qui vérifie
~(a ~ x) - a - ~(x) dès que p(x, a) &#x3E; 0. En particulier, on a ~(Tx) = 
La suite de mesures al ... anvwn est une martingale qui converge Tr-presque
partout vers 8ç(x). La suite de transformations projectives a1 ~ ~ ~ an est

contractante vers ~ (x) (7r-p.p.).
La démonstration du théorème 11.1 va découler de plusieurs propo-

sitions et d’un théorème apparemment plus faible que le théorème 11.1 :
le théorème 11.10. On énonce tout de suite un corollaire :

COROLLAIRE 11.2. - La mesure 7r est T-invariante, l’application
~ (x) est un isomorphisme du système (X, T, 7r) sur le système (0, T, ir)

et P est l’adjoint de T par rapport à ir.

Démonstration. - Clairement x H ç(x) est injectif, et ir est l’image
de 7r par cette application de X dans A. De plus la relation ~ (a - x) - a ~ ~(x),
dès que p(x, a) &#x3E; 0, implique g(Tz) = D

Les quatre lemmes qui suivent sont des généralisations immédiates de
résultats déjà établis dans le cas de la dimension 2.

LEMME 11.3. - Soit = (~1 ’ ’ ’ an) une suite admissible. Alors la loi
xn sachant Wn a pour densité (par rapport à 7r) :

Démonstration. - Même démonstration que celle du lemme 6.8. D

On note aX == al et a - 7r la mesure image de 7r par la transformation
a : z - a - x, a dans On a alors :
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LEMME 11.4. - Soit a dans Ad. Alors, pour 7r-presque tout x de X,
si a) n’est pas nul, on a :

Démonstration. - C’est la même démonstration que celle du

lemme 6.10. 0

On appelle l’ensemble des suites admissibles de longueur finie. On
note M l’adhérence de l’ensemble des mesures T}w quand w parcourt 

LEMME 11.5. - M est relativement compact pour la norme des
variations des mesures.

Démonstration. - C’est la même démonstration que celle du

lemme 6.9. D

On passe maintenant aux drapeaux. On rappelle ici que P f est défini
sur A par :

On cherche les mesures définies sur A qui sont invariantes par l’action
de P et qui se projettent sur X sur la mesure 7r. Elles sont donc de la

forme :

où (VX)XEX est une famille de mesures sur concentrées x =

0$ . La fonction x H vz est mesurable.

LEMME 11.6. Soit v une mesure invariante par P qui se projette
sur la mesure 7r. Alors, pour 7r-presque tout x de X, on a :

Inversement, cette relation implique que Î; = f Vx d7r(x) est P-invariante.

Démonstration. - C’est la même démonstration que celle du

lemme 6.11. 0
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Soit w dans S(f) et soit 1]w la mesure (dans M) associée. On définit
alors la mesure vw sur A par

avec ç == (x, Y) e X x On a alors le résultat suivant :

LEMME 11. 7. - Soi t x dans X, son développement de

Jacobi-Perron. Soit 1 - (~-.?~) une suite finie d’éléments de 

et (c,~n, -y) = (ai,... an, b1, ... , bk) E S f . Alors la suite a1 ~ ~ ~ an . vwn est
une martingale et l’on a 7r-presque partout :

Démonstration. - On remarque d’abord que pour 7r-presque tout x

de X,

Donc ai ... an . 1 est une martingale. Soit p une fonction de C(A), on
pose :

La propriété de martingale entraîne alors que

(on fait ici la somme sur tous les 1 = tels que soit

dans En effet,
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Mais,

Ainsi, pour tout wn admissible fixé, on a :

où la somme porte sur tout les, de longueur k tels que (wn, 1) soit dans S f .
Fixons alors 1 comme dans l’énoncé et observons que est admissible

dès que Wn l’est. Pour tout w~ ,

En intégrant par rapport à ir,

D’où On en déduit alors que 7T-

presque partout limn ( f n - 0. Mais d’après la proposition 2.7,
si = (al, ... , an, bl, ..., bk) est une suite admissible, il existe une

constante e(q) telle que

On en déduit alors que pour tout, fixé hn ) 2 = 0 Jr-presque
partout. D’où la convergence annoncée en faisant varier cp dans une partie
dénombrable dense de C(A). D

LEMME 11.8. - Le groupe H engendré par (resp. ~1~) est le

groupe des matrices à coefficients entiers de déterminant 1 si d est pair et
le groupe des matrices entières de déterminant ~1 si d est impair.
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Démonstration. - Comme À" C A’ d, il suffit de considérer le cas

de .4~. Si wTa et wTb appartiennent à ~1~, on a :

et g appartient au groupe engendré par ~4~ " ~4~. Il est immédiat

que engendre Donc le groupe H contient Ta pour tout a
de Z ; il contient aussi w = (WTa)T;;I. Donc H contient les sous-groupes
w k7-aW- k(a E et k E Z. Si Eij désigne la matrice dont tous les termes
sont nuls à l’exception du terme d’indice (i, j ) qui vaut 1, on obtient que
les matrices I + Eij (i # j) appartiennent à H. On sait qu’elles forment
un système de générateurs de Sl(d + 1, Z) et donc H contient Sl(d ~-- 1, Z).
Si det w = 1, on a H = Sl ( d + 1, Z) et si det w = -1, H est l’ensemble des
matrices entières de déterminant ±1. 0

COROLLAIRE 11.9. - L’adhérence de Zariski du semi-groupe S’

(resp. ,S’") engendré par ,~L d (respectivement par À") contient le groupe
des matrices réelles de déterminant 1.

Démonstration. - Zc(S") est un groupe, donc contient Sl(d -~ 1, Z)
d’après le lemme 11.8. D’après le théorème de densité de Borel, celui-ci
est dense au sens de Zariski dans le groupe indiqué car Sl(d -~ 1,Z) est de
co-volume fini dans S

THÉORÈME 11.10. - Il existe une application mesurable ~(x)
de X dans A telle que g(z) soit d’origine x et telle que pour toute

probabilité v sur A qui soit P-invariante, il existe ev &#x3E; 0 avec

La démonstration découlera de trois lemmes qui correspondent aux
énoncés 6.11, 6.12 et 6.13.

LEMME 11.11. - Soit v une probabilité P-invariante et écrivons sa
désintégration v = f vx d7r(x). Supposons qu’il existe une permutation a,
un drapeau L tel que 7r-presque partout sur W, on ait v~ (L) - 1. Alors,
pour tout drapeau ~ E A, d’origine x e W~, appartenant au support de vx,
pour toute suite admissible wn qui satisfait e W~, on a Wn . ç E L.
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Démonstration. - D’après le lemme 11.6, l’équation vP = v implique
vx = a’ - vTz Jr-presque partout, donc aussi va.., = a - Vx dès que p(x, a) &#x3E; 0.

Le même raisonnement vaut pour Pn et donne = vx dès

que p(x, &#x3E; 0. Si x E W, et w,, - x E W, on a 7r-presque partout
1 = Pour tout ~ du support de vx, où ~ e L, le
drapeau w,, appartient alors au support de VWn.X’ donc à L. 0

LEMME 11.12. - Soient L un drapeau et L sa sous-variété subor-
donnée. Soit M le compact (en variation) formé des mesures valeurs
d’adhérence des mesures où Wn est admissible, et Mv le compact (en
variation) des mesures sur A qui s’écrivent sous la forme v’ = f vx dq(x)
avec q E Met v mesure P-invariante fixée de désintégration v = f vx 
Alors il existe e(L, v) = s &#x3E; 0 tel que v’ (L)  1 - ~ pour tout v’ E Mv.

Démonstration. - Comme la fonction v’ ~ v’ (L) est continue sur le
compact Mv, elle atteint sa borne supérieure, et il suffit donc de voir que

l’équation v’(L) = 1 est impossible. Or si v’ une telle relation

implique vx(L) = 1, q-presque partout, donc pour 7r-presque tout x dans
un certain W~ . Le lemme 11.11 montre alors qu’il existe ~ e A d’origine
x E W, tel que les relations Wn . x E W, et &#x3E; 0 impliquent

E L ; cette propriété est valide pour presque tout x dans Wcr. Fixons
alors a E avec a - X C W~ . On obtient alors as - ~ E L pour 
Ceci est impossible car d’après le corollaire 11.9, l’adhérence de Zariski
de S’ contient Sl(d + 1, R), donc Zc(,S’’) - ~ = 0d . D

LEMME 11.13. - Soit L un drapeau et L sa sous-variété subordonnée.
Avec les notations du lemme précédent, il existe L une suite

contractante E S" et E &#x3E; 0 tels que, pour toute mesure v’ de Mv,
les valeurs d’adhérence de la suite,n . v’ soient supérieures à e8a. La même
conclusion vaut pour toute suite vn de Mv.

Démonstration. - On sait d’après [GM] que, puisque l’adhérence
de Zariski de S" contient Sl(d+ 1,R) (corollaire 11.9 et lemme 10.15), le
semi-groupe S’" contient aussi une suite contractante qn. On extrait une
sous-suite fondamentale lnk de qn et on note L’ son drapeau associé, de
sorte que

Si a e L, on remplace par -y-yn, avec, E S’" de sorte ce « L, ce qui
est possible d’après la propriété de densité au sens de Zariski de S" c ,S’’.



642

Soit alors E - e(L’, v) donné par le lemme 11.12 : v’ (À’)  1 - e pour tout
v’ e Mv. Soit v" la restriction de v’ à Llc, mesure dont la masse est au
moins E &#x3E; 0. On peut supposer les suites -y,, - v’ et -yn - v" convergentes.
Alors limn v’ &#x3E; limn v" &#x3E; Eb, , puisque est contractante vers a.

La dernière assertion découle de la convergence uniforme de ln . X vers a

sur les compacts de ( L’ ) ~ . D

Démonstration d u théorème 11.10. - On fixe une partie X l de X de
mesure 1 où la convergence du lemme 11.7 a lieu. En extrayant une sous-
suite de al - - - on peut supposer que la suite al - - - a,,k est fondamentale
et converge vers l’application quasi-projective (x E Xi). En utilisant le
lemme 11.7 on peut supposer que, pour tout q E S’", et tout x E Xi on a :

Notons Lx le sous-ensemble critique de Alors,

Si -yn E S", cx e A et e &#x3E; 0 sont définis par le lemme 11.13 ; on a

limn e8a avec a g L~ puisque 
1 
varie dans le compact

(en variation) Mv. On en déduit :

puisque T~ est continue sur L~. Ceci prouve le théorème avec s - sv,

1(Z) = pour x e Xl. D

COROLLAIRE 11.14. - L’équation vP = v a une unique solution et il
existe r &#x3E; 1 et des fonctions mesurables de X dans A telles que, si v

s’écrit v on a :

Démonstration. - a) Soient v et v’ deux mesures P-invariantes
extrémales distinctes : elles sont étrangères; or d’après le théorème 11.10,

J J

Il y a donc contradiction et solution unique de l’équation vP = v.

b) On peut décomposer Vx en sa partie atomique v° et sa partie
diffuse + L’équation vxo,
a~ - v*x == vf. D’après le lemme 11.6, les et
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sont P-invariantes. Donc v° et vd sont proportionnelles
à v d’après a). Le théorème 11.10 montre que
donc Vx = v~ .

c) Les atomes de Vx de masse maximale m(x) sont en nombre fini r(x)
et on peut encore décomposer Vx sous la forme :

où les atomes de v~ sont de masse inférieure à m(x) et ceux de de

masse m(x). L’équation ax - vTx = vx implique :

Comme en b), on conclut que f d7r(x) est proportionnelle à v, de même
Comme elles sont étrangères et 

on conclut que v,,’ = 0 et v., = vr;", 7r-presque partout. L’équation
a’ - donne m(Tx) = m(x), n(Tx) - n(x), et par ergodicité

..&#x26;.CA,.I - , , , . , ,

de T, m(x) = m = Cte, r(x) = r = cte, et donc 1-

Fin de la démonstration du théorème 11.1. - On prouve d’abord que,
avec les notations du corollaire 11.14 on a r = 1. Au lieu de considérer A,
on considère A’, l’espace compact des parties de A formées de r drapeaux
de même origine; ces drapeaux sont distincts ou non mais en ce cas ils

sont comptés avec leurs multiplicités. Alors OT est fibré au-dessus de X,
comme A l’était au-dessus de X, la nouvelle fibre au-dessus de x E X étant
le produit symmétrisé de r copies de l’ensemble des drapeaux d’origine x.
Les transformations projectives s’étendent naturellement à Or ainsi que le

noyau P :

où Tl = ~2, ... , est un ensemble non ordonné de r drapeaux de même
origine. On pose avec les notations du corollaire précédent :

L’application z - ri(x) de X dans OT vérifie donc a’ - q(Tz) = 7?(~) Il en
découle comme ci-dessus (lemme 11.6) que la mesure,
est Pr-invariante.

D’autre part, la diagonale Ai de OT est invariante par les

transformations projectives et compacte. Comme le noyau Pl opère
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continûment sur cette diagonale, il admet une mesure invariante M portée
par Ai C A’. Pour montrer que r = 1, il suffit donc de voir que P,
admet une unique mesure invariante sur Or, c’est-à-dire l’analogue du
théorème 11.10 précédent.

Au lieu de donner une démonstration détaillée, observons que le

théorème 11.10 reposait sur les faits suivants :

a) l’existence pour un drapeau donné L et la variété subordonnée L,
d’une suite contractante qn E ~S’’ telle que converge vers L sauf

si ~ appartient à l’ensemble critique de -yn,

b) le fait que toute probabilité v sur A qui est P-invariante satisfait
v(L)  1 pour toute variété subordonnée L donnée à l’avance.

c) le fait que, pour une variété subordonnée L et un drapeau ~ e A il
existe -y E S’, avec q . g g L.

Dans A, les ensembles critiques, ensemble de discontinuité des

applications quasi-projectives, sont des variétés subordonnées à des

drapeaux. Ici, dans A ~ si L’~ est un ensemble critique d’une suite

d’applications projectives, L’’ est égal à l’ensemble des Ç2, ..., ~r 1, tels
que l’un des gz (1  i  r) appartienne à une sous-variété L subordonnée
à un drapeau L. La propriété c) correspond donc ici à la propriété que
pour une variété subordonnée L, et des drapeaux complets ~i (1  i  r),
il existe, tel L pour tout i e ~1, 2, ... , rl. Elle est bien
réalisée car S’ est dense au sens de Zariski dans Sl(d -I- 1,R). La propriété
a) découle de l’existence de suites contractantes et de c). Elle est donc
encore réalisée ici, d’après la densité de S’. La propriété b) est conséquence
formelle de c) et de l’équation de P-invariance. Elle est donc valide ici.

Le corollaire 11.14 implique alors 8ç(x). La martingale al ~ ~ ~ an . vWn
converge alors 7r-presque partout vers la mesure 8ç(x).

Si ~’ (x) satisfait ~’ (a_~ x) - a - ~’ (x) dès que p(x, a) &#x3E; 0, la mesure
v = ç’(7r) sur A satisfait vP = v. L’unicité de v implique ~’ - ~ 7r-presque
partout. Afin de montrer que la suite al ~ ~ ~ an est contractante vers ~(x),
il suffit de voir que toute valeur d’adhérence 7~. d’une suite fondamentale

extraite est de rang 1. Soit Lx l’ensemble critique d’une telle sous-suite
Par continuité de 7~ en dehors de Lx, et d’après la première

partie de la preuve, on a :

où v’ E Mv est valeur d’adhérence VWnk’ Comme v/ILx est de masse non
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nulle, et n’est pas portée par un ensemble de la forme L, on a :

Donc 7~ est de rang 1 et pour toute mesure m ne chargeant pas d’ensemble
de la forme L, on a limk a 1 ~ ~ ~ ank .

COROLLAIRE 11.15. - Soit rh la mesure de Lebesgue sur 0 -
Alors Pnrn converge vaguement vers ~r.

Démonstration. - Soit md-1 la mesure de Lebesgue sur Fd- 1 et

considérons d’abord la mesure 7r d == 7r x md-1 qui est équivalente à m.
On a :

d’après l’invariance de 1r == J~ Px x 8x d7r(.r) sous T et en notant ak = 
pour I~ &#x3E; 0.

Considérons les mesures 8rnx x md-l = et la suite d’applications
projectives ai ... an, et montrons que 7r-presque partout,

En raison de la positivité des matrices S’n = ~4i ’ ’ - An, il est clair que pour
tout y = (x,1) e Id x ~1~, on a et donc limn &#x3E; 0

sur Id. Comme la suite est contractante vers ~(x), le drapeau
associé à n’importe quelle suite fondamentale ank extraite est un

drapeau complet. L’observation précédente montre que l’hyperplan de ce
drapeau complet ne coupe pas Id. Il en découle que les mesures Id,
ne chargent pas l’ensemble critique de la suite fondamentale précédente.
Comme la même propriété est vraie pour leurs valeurs d’adhérence, on a
par continuité limk a, = et limn ai ... an . 
Par convergence dominée, on a limn j i

Si 7r = hm, le même calcul donne :

Fixons p E C+ (A) et posons
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On a donc p[g(z)] 7r-presque partout. Cette convergence a
aussi lieu dans LI(7r) car 1’P100. Évaluons alors pn7rd - pnm :

Introduisant l’opérateur adjoint de T, on obtient :

Puisque limn ~pn(x) _ ~p~~(x)~ - v(x) dans L~. et que limn pn v = 7r(v), on
obtient :

D’où limn Pnm = 7r. D

Avant d’aller plus loin, on remarque qu’en dimension d = 2, le support
de la mesure 7r est A. On énonce aussi :

CONJECTURE. - En dimension d quelconque, on considère l’action du
semi-groupe SI sur A. Alors pour tout ~ de A, S’ ~ ~ = A.

Ceci est équivalent au fait que le support de la mesure vr est A.

La conjecture revient à montrer que les points T-périodiques sont denses
dans A.

Pour le moment, on ne sait montrer ce résultat qu’en dimension d = 2.

PROPOSITION 11.16. - Pour d - 2, l’image de l’application
x E X H gx e A est dense dans A.

Remarque. - Cette proposition montre alors que le support de la
mesure 7r est A.

Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe une matrice Ma,
a dans ,,42 qui a une valeur propre dominante réelle positive et une valeur
propre de la forme avec eie qui n’est pas racine de l’unité. En effet, si
on définit les drapeaux

Pour p assez grand, m quelconque, le point xp,m est aussi proche du point
périodique qui a pour développement et les vecteurs (up,m)m
forment une suite dense de JP&#x3E;1 .
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On considère les matrices Mn = Ma avec a = (0, n) et n &#x3E; 0. Le

quadrant ~x E JR3; xi &#x3E; 01 est invariant par Mn ; le théorème de Perron-
Frobenius dit alors que Mn a une valeur propre réelle positive dominante
et que les autres sont en module strictement plus petites. On a :

Il existe donc a dans ] n, n + 1[ [ tel que Pn (a) - 0. Comme 

-2x(x - n) et comme Pn(0) = 1, Pn a comme unique racine réelle cx et les
deux autres racines sont complexes conjuguées. On va maintenant montrer
que les racines non réelles de Pn ne sont pas de la forme r e~, avec eie racine
de l’unité. On suppose le contraire : il existe un réel positif r strictement
plus petit que a et deux entiers p et q premiers entre eux, tel que r ei21rp/q
soit racine de Pn. Alors,

En séparant partie réelle et partie imaginaire, on trouve :

. L’équation (1) entraîne que r ne peut pas être nul. Alors l’équa-
tion (2) entraîne que sin(67Tp/g) et sin(47rp/q) ne peuvent pas être nuls car
sinon eio vaudrait -1 ou 1. Donc p/q n’appartient ni à ni à 3 7~.

. L’équation (2) donne :

En remplaçant dans (1), on obtient

Si n est grand, cette dernière équation n’est vraie que si les sinus sont
nuls. Mais ne pas être nul car p et q sont premiers entre eux,
sin(47rp/q) et sin(67rp/q) ne peuvent pas être nuls car p/q n’appartient
ni à 2 , ni à 3 . 1:1nI a 2 nI a 3 0
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12. Propriétés de certains noyaux harmoniques.

12.1. Notations.

Afin de dégager le rôle des diverses conditions qui apparaissent dans le
paragraphe 13, on va se placer dans une situation plus générale qui concerne
deux espaces compacts X et Y, une famille dénombrable A d’applications
continues de X dans X. On se donne aussi une application a de A vers
le semi-groupe des applications continues de Y dans Y et on note S’ le

semi-groupe engendré par ce(A). On se donne aussi une famille de fonctions
positives p(x, a) continues pour chaque a de A et telle que EacA p(x, a) = 1.
Au paragraphe 13, on aura X et ,S’ sera formé de

transformations projectives.

On supposera ici que X U, Xa est une réunion finie disjointe de
parties ouvertes et fermées et que A opère aussi sur X, au sens où chaque a
de A définit une transformation continue d’une partie Xa = Dom a de X,
réunion de certains X, dans X. On suppose que Dom a = p(x, a) &#x3E; 01
et que l’image de chaque X, inclus dans Dom a est contenue dans un
unique Xa’ (voir la remarque 2.4). On notera l’action de a e A sur x E X~
par a - x et celle de a sur Y par a (a) .

DÉFINITION 12.1. - Soient X, Y, A, p(x, a) comme ci-dessus et vz un
noyau markovien de X dans Y. On dira que x vx est p-harmonique si
l’on a :

On va s’intéresser surtout aux solutions de (1) qui sont continues en
variation, c’est-à-dire :

Pour ces solutions on va s’intéresser aux supports Yx de vx et on sou-
haite montrer la « non-dégérescence » de vx relativement à certaines familles
spéciales de fermés que l’on précisera au paragraphe 12.3 et qui seront des
sous-variétés algébriques de 0d au paragraphe 13. De telles équations
interviennent également dans [GuLeP].
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12.2. Construction de noyaux p-harmoniques continus en
variation.

Comme au paragraphe 2.4, on définit p(x, wn) où wn = (ai, a2, ... an )
est x-admissible :

La nullité de p(x, cvn) ne dépend que de X, et de Wn, (x est dans X,). On a
alors le :

THÉORÈME 12.2. - Avec les notations précédentes, supposons que
pour tout x de X,

Alors il existe un noyau p-harmonique de X dans Y qui est continu en
variation.

Démonstration. - On définit un opérateur P sur les noyaux

markoviens continus de X dans Y par

Alors on vérifie que

Prenons en particulier pour v., un noyau constant Vx = m. Alors,

et

Considérons alors la suite de et munissons

l’espace des probabilités sur Y de la topologie vague. Alors
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la suite de fonctions x H v~ est équicontinue par hypothèse, et est à valeurs
dans un espace métrique compact. D’après le théorème d’Ascoli, on peut
en extraire une sous-suite qui soit convergente en topologie vague :

= Or,

et à la limite D’autre part, pour toute fonction continue Sp
sur Y, on a :

vy 11  SuP. On a donc ainsi construit

un noyau x H vz qui est continu en variation et qui satisfait :

12.3. Irréductibilité des noyaux p-harmoniques.

Si Y est une variété algébrique projective sur laquelle opère un groupe
de transformations projectives, des familles de fermés de Y particulières
s’introduisent, et on est amené à étudier si une mesure Vx donne une

masse positive à l’un de ces fermés spéciaux. Ceci conduit à formaliser la
situation pour ,S’ et Y de la façon suivante, en s’inspirant de la topologie
de Zariski et de la dynamique topologique. Soit T la famille des fermés
d’une nouvelle topologie sur Y. Rappelons que Y est dit noethérien si

toute famille strictement décroissante de fermés est finie. Un fermé Y’ de
Y est dit irréductible s’il ne peut s’écrire Y’ = Z U Z’ avec Z, Z’ e T
et Z # 0, Z’ # 0. On appelle dimension de Y la plus grande longueur
possible des suites strictement décroissantes de fermés irréductibles. Si la
dimension de Y est finie, tout élément Y’ de T est réunion d’un nombre
fini d’éléments irréductibles de T appelés composantes irréductibles de Y’.
On note A’ c A l’ensemble des a de A tels que p(x, a) &#x3E; 0 pour tout x

de X (ou Dom a = X) et on note ,S’’ le semi-groupe de S engendré par A’.
On fera sur (p, a, Y) les hypothèses suivantes :

a) dim Y  +oo et Y est irréductible ;

b) pour tout F de T irréductible et tout s de S, s-1 F appartient à T
et s-1 F est irréductible de même dimension que F ;
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c) tout F de T est un fermé de la topologie d’espace compact de Y ;

d) S’est totalement irréductible sur (Y, 7-) au sens où les relations
F E T, F =1- 0 et s -1 F c F pour tout s e S’ impliquent F = Y.

DÉFINITION 12.3 (cf. [CR]). - On dira qu’un ensemble F de X est
un p-fermé invariant si F est fermé et si de plus les conditions x E F,
p(x, a) &#x3E; 0 impliquent a - x E F. On dira que l’action de A sur X est
p-minimale si 0 et X sont les seuls ensembles p-fermés invariants.

On a alors le :

THÉORÈME 12.4. - Soit A un ensemble dénombrable de C(X, X),
soit a une application de A vers C(Y, Y), S le semi-groupe engendré par
a(A). Soit p(x, a) une famille de fonctions sur X x A, comme ci-dessus, et

Vx un noyau markovien p-harmonique continu en variation. On

suppose Y muni d’une structure d’espace noethérien (Y, T), vérifiant les
conditions a, b, c, d ci-dessus. Alors si l’action de A sur X est p-minimale les
conditions F E T, x E X, &#x3E; 0 impliquent F = Y.

La démonstration découlera de deux lemmes. Le lemme suivant

montre le rôle de la condition de «type noethérien » pour une mesure
de probabilité.

LEMME 12.5. - Soit v une mesure de probabilité sur l’espace compact
et noethérien Y, dv la dimension minimale des fermés F tels que

v(F) &#x3E; 0. Alors pour tout a &#x3E; 0, l’ensemble des éléments H de T

irréductibles tels que dim H = dv et v(H) &#x3E; a est fini.

Démonstration. - Observons que si H et H’ de T sont irréductibles

de dimension dv et si H # H’, on a v(H n H’) = 0. En effet, si H H ~ ~ cp,
H n H’ # H, le fermé H n H’ c H est de dimension strictement inférieure
à dv car H est irréductible; donc v(H n H’) - 0. Si alors Hi (où i E I)
est un ensemble fini de fermés irréductibles distincts de dimension d, avec

cx, on a

car v(Hi n Hj) = 0. Alors card I  a-l et il y a donc au plus [a-’] fermés
irréductibles de dimension dv et de masse a au moins. 0
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Remarque. Il découle du lemme 12.5 que la borne supérieure mv
des nombres v(H) pour H e T irréductible et de dimension dv est atteinte ;
il existe donc H dans T, irréductible avec v(H) = mv, et l’ensemble des H
de ce type est fini. De plus il existe e &#x3E; 0, tel que si H est irréductible de
dimension du, on a v(H) = mv ou v(H)  mv - e.

DÉFINITION 12.6. - Avec les notations du lemme 12.5, on appellera
T -atome principal de v tout fermé irréductible H de dimension dv tel que

On notera Wv la réunion (finie) des T-atomes principaux de v.

LEMME 12.7. - Soit 1t une famille de fermés de Y, x H vx un

noyau p-harmonique continu en variation et h(x) - sUPHE’H vx (H). Alors
la fonction h est continue. Si de plus 1-t vérifie la condition :

et si A est p-minimal sur X, alors h est constante.

Démonstration. - Pour H fixé, est fonction continue de x, car

le est continu en variation. Pour e fixé et x’ assez voisin de x

fixé on a donc :

On a donc aussi h(z’)  e + h(x) de même h(z)  e + h(x’), ce qui justifie
la continuité de h. Comme le noyau est p-harmonique, on a :

pour tout H de H. D’où, puisque E 7~,

Soit xo dans X vérifiant h(xo) = supxcx h(x). Comme E,,, p(x, a) = 1,
il en découle h(a ~ xo) = h(xo) si p(xo, a) &#x3E; 0. L’ensemble

est donc un p-fermé invariant. Par p-minimalité de l’action de A sur X,
il est égal à X : h(x) = h(xo). D
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Démonstration du théorème 12.4. - Soit VV(x) la réunion des T-
atomes principaux et

Soit n(x) le nombre des T-atomes principaux de vx et m(x) la masse de
l’un quelconque de ces atomes : par définition de J1, on a ~(x) = n(x)m(x).
On va prouver que W(x) = Y, n(x) = 1 et m(x) = 1.

Soit ô = infxEx d(x) = d(xo) et Hia famille des éléments irréductibles
de T de dimension b. On pose :

Par hypothèse si H E H, on E fi. Le lemme 12.7 permet de
conclure h(x) - Cte. Le choix de à donne m(xo) &#x3E; 0 et donc

h(x) = m(xo) &#x3E; 0, pour tout x E X. La définition de à implique donc aussi

d(x) = b et la définition de h(x) donne m(x) = h(x) = m pour tout x.

Puisque vx est une probabilité on a 1 et donc n(x) est
bornée. Posons :

et considérons l’ensemble des réunions finies L de k éléments irréduc-

tibles H de T. On définit la fonction :

Les hypothèses du lemme 12.7 sont satisfaites par pour l’action de S

sur H’: on obtient h’(x) - c = h’(xl). Par définition de k et xl,
il est clair que

La condition //(.c) == km implique clairement :

pour tout x. Autrement dit, le nombre des atomes principaux de vx est
constamment égal à k et leur masse vaut m. L’équation :
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et la condition :

impliquent :

pour tout x tel que p(x, a) &#x3E; 0.

On montre maintenant que la fonction x H W(x) de X dans ~’ est
localement constante. Soit x fixé et

D’après la remarque suivant le lemme 12.5, on a A (x)  m. Soit alors x’

assez voisin de x pour que l’on ait 11 vx, - vxll  m - À(x), et soit l’une

quelconque des composantes irréductibles de W (x’) . On a :

D’où &#x3E; ~(x). Par définition de A(z) on obtient que Fx, est égal à
l’une des composantes irréductibles de W(x) ; comme n(x) - n(x’), il en

découle W ( x’ ) = W (x) . Alors W = appartient à T comme
réunion finie d’éléments de T et satisfait :

On a aussi s-1 W c W pour tout s e S’. Les propriétés de S’ et
T impliquent alors W(x) - Y, et l’irréductibilité de Y donne W(x) - Y,
n(x) = 1, m(x) = = 1. 0

13. Application à la simplicité du spectre de Lyapunov.

On considère ici les produits de matrices :

dont l’étude est cruciale pour celle des exposants de la différentielle. Le

système dynamique de base est (X, T, 7r) et il est ergodique.
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THÉORÈME 13.1. - Les exposants du produit de matrices station-
naires :

sont tous différents.

Avant de montrer cet énoncé, nous introduisons quelques nota-

tions. Si le drapeau ~ E est repéré par la suite de multivecteurs

(xl, Xl n x2, ... , Xl A... A xd), on note ~) le cocycle défini par

On note aussi A’ &#x3E; A’ 2: ... &#x3E; la suite des exposants de ,S’n 1,
répétés avec leurs multiplicités, et Ai &#x3E; A2 &#x3E; ... &#x3E; B, les valeurs distinctes

(~i AI et ~~. = A’+1).

DÉFINITION 13.2. - Soit (Y, S, A) un système dynamique inversible,
~n (x) un produit de matrices stationnaires d’ordre d + 1, satisfaisant le
théorème ergodique multiplicatif et soit Ai &#x3E; À2 &#x3E;... &#x3E; Àr la suite de ses

exposants caractéristiques.

On appelle drapeau contractant (respectivement dilatant) le dra-

peau Cy, de sous-espaces C2 défini par

pour 2  k  r, respectivement le drapeau Dy, de sous-espaces

Dÿ ~ ~ ~ ~ ~ D~ défini par

La démonstration du théorème va résulter des deux lemmes suivants

où l’on note Lx le drapeau contractatnt de ~n (x) :

LEMME 13.3. - Il existe un borélien X’ C X de 7r-mesure 1, tel que
pour tout drapeau complet non subordonné à Lx on ait :
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Démonstration. - Si ç est repéré par (xl, Xl A X2, ... , Xl n ... n xd), 1
le théorème ergodique multiplicatif implique que, si le sous-espace engendré
par (XI x2, ... , une intersection réduite à 101 avec L~, on a 7r-presque
partout,

On prendra pour X’ l’ensemble de validité de cette formule. Donc, si g g L~

LEMME 13.4. - On considère l’action de a E Àd sur définie par
l’action projective de a-l, l’action de a sur X étant celle considérée plus
haut. Il existe alors un noyau p-harmonique, de X dans qui est continu
en variation :

Alors la transformation T de X x dans lui-même définie par

laisse invariante la mesure

De plus on a, pour if-presque tout (x, ç) :

Démonstration. Ici les notations sont celles introduites en 111. 11

et III.12 avec = a-le L’existence de Mx découle directement du théo-
rème 12.2, car on a :

‘~" 77. 

avec de plus IP(X, Wn)/P(Y, c8(x, y) en vertu de la proposition 2.6 ;
ces relations impliquent :

et la condition de validité du théorème 12.2 est donc satisfaite.
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Soient cp et 0 deux fonctions continues sur X et On a :

Par définition de l’adjoint P de T sur (X, 7r), on obtient :

Puisque le noyau y H My est p-harmonique, on obtient T* = ~r.

D’après les théorèmes 11.1 et 10.14, on sait que limn ~i (,S’n 1 ( x ) , ~ ) = 0
pour 7r-presque tout x et tout ~ ~ £(z) .

Observons maintenant que si Y = 0d et agit sur Y par a ~--~ 
les conditions de validité du théorème 12.4 sont satisfaites. Ici ~ est la

topologie de Zariski et le semi-groupe S’’ est engendré par ,,4.d ; clairement
L E T. La condition d) de p-minimalité de l’action de Ad sur X découle du
lemme 2.10 de [Br2]. Puisque le semi-groupe S’ engendré par ,~4.d est dense
au sens de Zariski, il ne laisse pas de sous-variété algébrique invariante
dans D’après le théorème 12.4, on déduit que pour tout x E X où 
est défini on a C(x) - 0. Donc on a 0 Tr-presque
partout, et le lemme 4.3 implique alors  0

fr-presque partout. D

Démonstration du théorème 13.1. - Supposons a2+1 - ai ; d’après
le lemme 13.3 pour presque tout x de X et pour tout e L,,, on a

0. Le lemme 13.4 implique alors que pour
presque tout x E X, on a pz(L£) = 0 donc 1. D’après le

théorème 12.4, une telle relation est impossible, car le semi-groupe ,S’ est
Zariski-dense. Donc,

COROLLAIRE 13.5. - Si l’on note ÀI &#x3E; À2 &#x3E;... &#x3E; Àd+l les exposants
caractéristiques du produit de matrices stationnaires Sn(x), les exposants
caractéristiques de la différentielle (Tn)~ sont égaux à -y2 - AI - Bd+2-i
(1  i  d). Ils sont donc distincts et l’on a Id &#x3E; 0. De plus le drapeau
caractéristique de (T’~)x est égal à ~(x).
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Démonstration. - Dans cette démonstration, la notation ax est

remplacée par al. On a la relation x - ax - Tx - ai ’ Tx, d’où par
différentiation = Id et

Considérons le produit dont les exposants sont :

Notons ri(x) le drapeau caractéristique : il satisfait l’équation 
que partout) :

D’après le théorème 11.1, il y a unicité de la solution de cette équation
qx _ g (z ) . Considérons l’extension naturelle (X, T, 1?) du système (X, T, 7r),
et une base de fournie par le théorème ergodique multiplicatif,
pour le produit

avec an E R et

L’application projective associée à Sn 1 (x) est an’ et les points
de I~d correspondant à seront notés ék (x) ; clairement el (x) x et le
drapeau défini par cette base est égal à ~(x) : an 1 ... g(Î) = (In
On peut prendre une base dans l’espace tangent en x à X, formée de
vecteurs unitaires d’origine x et colinéaires aux droites 
Alors on a :

D’autre part, on sait que

Soit la matrice des vecteurs Ek (Î) dans la base canonique
de les propriétés des donnent :
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Donc les exposants de (T" )f§ = (an 1 ~ ~ ~ sont :

et le drapeau caractéristique de (T’~ ) ~ (lorsque n - +00) est égal à ç(x). 0

On va montrer maintenant que la mesure tix, utilisée dans la preuve
du théorème, est la loi conditionnelle, lorsque x est fixé, du drapeau carac-
téristique du cocycle quand n ---&#x3E; -oo. Il n’est donc pas étonnant

que l’on ait lix [î(x) = o.

DÉFINITION 13.6. - Pour un sous espace-projectif v de Ihd et un point
x de (x tf- v), on note vx le sous-espace projectif engendré par x et v.
Pour un drapeau ~ de sous-espaces Li, L2,..., Lr, on note ÇX le drapeau
défini par les sous-espaces Lx, L2 , ... , Lr .

THÉORÈME 13.7. - Soit ~- (w) le drapeau dilatant du produit de
matrices stationnaire Alors la loi de ç- (w) sous Px est égale à Mx, qui
est l’unique solution continue en variation de l’équation :

Soit ¡lx l’image de pz par l’application ç H ÇX de dans A et

d7r(x). On a alors, en convergence vague,

où md désigne la mesure de Lebesgue sur 

Démonstration. Le théorème ergodique multiplicatif entraîne que
la suite a~ 1 - - - est contractante vers ~- (W ) . Donc pour toute mesure v
ne chargeant pas la sous-variété critique L d’une sous-suite fondamentale

La même observation reste valide lorsque l’on remplace v par une
suite Vk dont les valeurs d’adhérence ne chargent pas L. D’après le

lemme 13.4, pz ne charge pas de sous-variété algébrique. Comme de plus
pz est continue en variation, on a bien :
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Comme le second membre est indépendant de la sous-suite choisie, on
en déduit

D’autre part, l’équation :

montre que

et donc, par convergence dominée :

d’où la première assertion.

On a d’autre part :

Comme a~ 1 ... a_n+1 ~ md converge P,-presque partout on

obtient par convergence dominée,

Une formule analogue vaut pour [m x On obtient

Pour cp dans C+ (X) et 0 dans en posant :

on obtient alors
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Puisque converge - ~ ~~- (c,~)~ dans le second
membre est proche, pour n grand, de

où 8(c,~, x) _ (Ow, ao . x). La propriété de mélange de 0 donne alors :

Soit 1f = x mdl Puisque l’application (x, ) ÇX de X x Fd
dans A commute avec T et T, la relation

est conséquence de la relation précédente. D

IV. Stricte positivité de la somme des
exposants extrêmes AI + 

Cette partie est une généralisation en dimension d &#x3E; 2 de la partie II ;
on va montrer que la somme des exposants extrêmes est strictement positive.
Ce résultat entraîne que les volumes des (d - l)-faces des simplexes 
décroissent vers 0 plus vite pour un certain 6- &#x3E; 0.

14. Propriétés de contraction de P.

Dans cette partie, on se restreint à des fonctions définies sur A, qui
dépendent uniquement des composantes x et u 1 A ... A non du

drapeau complet,

Soit e dans [0, l], on dit qu’une telle fonction est höldérienne si

est fini, où le supremum est pris sur l’ensemble des couples de drapeaux
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qui sont différents, et qui ont leurs origines dans le même simplexe de X.
Ce qui revient ici à

car on peut toujours voir ul n ... n Ud-1 comme un vecteur de R/~ . On note
encore d la distance :

On appelle H, (A) l’ensemble de ces fonctions hbldériennes. On définit aussi
la norme de f par

Le but de ce paragraphe est de montrer le théorème suivant, analogue
au théorème 7.1 :

THÉORÈME 14.1. - Il dans ] 0, 1], un entier n &#x3E; 0, une cons-
tante 0  cx  1 et une constante 0 &#x3E; 0 tels que pour toute fonction f

on ait

Démonstration. - On fixe un couple ((x, u), (x’, u’)), (x, u) =,,~ (x’, u’),
les points x et x’ étant dans le même simplexe. On se donne aussi un e &#x3E; 0

et une fonction f de On rappelle que

où

On a donc :
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Le deuxième terme ne va pas poser de problème; en effet, les fonctions

p( - , sont analytiques sur X et ne dépendent que de x, et on a donc
si x et x’ sont distincts :

où c’ et C sont des constantes qui dépendent de n et e, est le

poids correspondant dans l’opérateur La fonction W (. est dérivable

sur X et on a :

Ainsi,

et cette dernière série est convergente. On a donc bien montré l’existence
d’une constante finie {3 &#x3E; 0, comme dans l’énoncé.

On estime maintenant le premier terme ; on a :

où éventuellement l’un des deux termes n’existe pas et vaut 0. Comme 8

est contractée par toutes les transformations z - a - x, on a la majoration
8(wn . x, x’ ) / S (x, x’ )  On aura donc montré le théorème si on peut
rendre strictement plus petite que 1 la quantité suivante :

en faisant un bon choix pour e et n. On utilise ici les propriétés des
exposants caractéristiques de la matrice jacobienne de T.
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On appelle M l’ensemble des couples ((x, u), (x’, u’)), u =1= u’, x et x’
dans le même simplexe de X. On note 0 le cocycle de x M suivant :

L’ensemble M n’étant pas compact, on le compactifie en lui rajoutant

On note M = M U Ml,2. L’ensemble M est compact si on le munit la

topologie suivante :

. M est un ouvert de M,

Les espaces vectoriels V(i) sont de dimension i et V(2) contient V(1~. Le
bivecteur (u, u A v) engendre le drapeau (V (1), V (2) ).

On peut alors prolonger par continuité le cocycle 0 à M en posant :

La fonction

est continue sur M et se prolonge par continuité sur M, qui est compact.
Il existe donc un point (n = (xn, A vn) de M tel que

On rappelle maintenant que pour tout x réel,
On a donc

La convergence de la deuxième série est assurée par le résultat suivant :
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LEMME 14.2. - Pour tout n &#x3E; 0, pour  1/(2d + 2), la série :

est convergente.

Démonstration. On a :

Comme la matrice l~d-1 (c,~n)~,~ est inversible, on a :

On a de plus :

Donc,

et est la matrice de terme général :

Les composantes du vecteur sont de la forme

sont les mineurs d’ordre d - 1 de la

matrice (Wn ) ~ . On a donc :
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où C est une constante qui dépend de d et de Xn. On a donc :

Cette dernière série converge dès que e(2d + 2)  1. 0

LEMME 14.3. - Il existe un réel -y  ~y  0 tel qu’à partir
d’un certain rang, on ait :

Démonstration. - La propriété de cocycle de 0 permet d’écrire que :

La fonction f est continue sur A, donc d’après le lemme 4.1, la suite

7~ converge uniformément sur A vers Jô. f dir. On a de
plus :
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En effet,

si ~Tx = (Tx; n vT~ , ... ) . L’intégrale est donc égale à la différence
des deux premiers exposants caractéristiques de la matrice jacobienne de T.
Comme tous les ~y2 sont différents, alors -y2 - qi est strictement négatif.
On fixe alors un réel 1 vérifiant ,2 - Il :::; ,  0 ; alors à partir d’un certain
rang, on a :

et donc à partir d’un certain rang, on a bien :

On est alors en mesure de montrer le théorème 14.1. D’après les
lemmes 14.2 et 14.3, si n est suffisament grand et e  (2d + 2)-1,

On fixe un n assez grand, on choisit alors un e assez petit pour que
le terme pnE: -~ 2 ~2.~n,~ soit négligeable devant et que -1   0.

On a alors :

-- 

14

Ce qui achève la démonstration du théorème 14.1. D

Remarque. - Une démonstration analogue, basée sur le corol-

laire 13.5, montre que le théorème 14.1 reste vrai si on prend une fonction
qui dépend du drapeau complet. Si on note

où on prend le supremum sur l’ensemble des couples de drapeaux complets
qui sont différents et qui ont leurs origines dans le même simplexe de X. On
note H,(A) l’ensemble des fonctions qui ont un coefficient de Hôlder fini.
Alors il existe un entier n, un e &#x3E; 0, deux constantes 0  a  1 et , &#x3E; 0
tels que, pour toute fonction f de on ait



668

15. Généralisation d’une inégalité de Paley et Ursell en
dimension d &#x3E; 3.

THÉORÈME 15.1. - Pour toute dimension d &#x3E; 3 et pour tout

entier n &#x3E; 0, si wn = (al, ... , an) est une suite admissible et si on note

où

Démonstration. - On précise dans un premier temps les notations.
On a :

Ona:

Dans toute la suite, on notera wn à la place de La suite (wn ) est
strictement croissante et vérifie la relation de récurrence suivante :

En écrivant que a~ +1 - (a~ +1 - 1) + 1 et en utilisant d fois la relation
précédente, on obtient : pour n &#x3E; d,
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On remarque que tous les coefficients de cette égalité sont positifs.
Comme ( -1 ) d ~ Ia 1], on a donc :

Les colonnes de A dSn vérifient donc les relations de

récurrence suivantes :

On peut exprimer toutes ces relations en fonction des /3(l), et on trouve
pour 1  r  d + 1 :

On remarque maintenant qu’il suffit de montrer que 1/3~I) 1 ~ wn, pour
montrer le théorème. En effet, on a alors :

On rappelle aussi les conditions d’admissibilité de la suite (an)n&#x3E;o ;
elles sont essentielles pour la démonstration du théorème. On a pour
tout n &#x3E; 0 :

et si de plus
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alors :

On va maintenant montrer par récurrence que (~3~1~ ~  wn ; on suppose
que pour tout k  n, et que n est suffisamment grand, pour- 

1 1

utiliser les relations de récurrence précédentes. L’équation :

donne alors que

En comparant avec on a donc sauf si l’une des

inégalités suivantes n’est pas vraie :

L’inégalité (1) n’est pas vraie si et seulement si 

L’inégalité (Ak ) n’est pas vraie si et seulement si :
.. i , . , - ,

Les conditions d’admissibilité de la suite (a~) entraînent alors que

donc on a l’égalité et ainsi de suite. On obtient alors que l’inégalité (Ak )
n’est pas vraie si et seulement si :

Donc, au plus une des inégalités ( 1 ) ou (Ak ) n’est pas vérifiée.
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On se place dans le cas où an+l = an+l’ Alors :

Ainsi,

Do] , sauf si l’une des inégalités suivantes n’est pas vraie :

L’inégalité (Bk ) est toujours vraie, sinon, on aurait :

Donc, dans le cas où an+l’ on a aussi 
On regarde maintenant le cas où l’inégalité (Ako ) n’est pas vérifiée.

On remarque déjà que si 1 ~ 0, ou s’il existe un k  l~o tel que
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On suppose donc que (Ako ) n’est pas vraie et que pour k  ko, on a :

Ce qui revient à supposer que :

On en déduit que :

On écrit que a et on décompose /
après calculs, on obtient
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Donc, on a

La relation

est toujours vraie, car dans le cas contraire, l’une des deux propriétés
suivantes serait vraie :

Le premier cas entraînerait que

et donc a,, (1 Le deuxième cas entraînerait que

et donc &#x3E; 1. Ce qui est exclu par hypothèse.

De plus, on a :

On aura montré que si on vérifie que l’on a toujours :



674

Cette inégalité est vérifiée sauf si

ce qui entraîne

donc a(l) &#x3E; 1 donc a B = a(d) == l donc &#x3E; 1, ce qui est exclu?T.2013A;o2013 Tt2013/Co ?T.2013A;o 

par les hypothèses.

Donc si l’inégalité (Ak) n’est pas vérifiée, on a encore 113~~11 ::; 
Pour terminer la démonstration, il suffit de montrer que la relation

est vraie pour les 2d + 2 premiers rangs. Soit w la matrice de la permutation
e2 ’2013~ - " ~ On a = I et Adw = w. On pose :

et Sn = pour n &#x3E; -(2d + 1). Toutes les relations

précédentes restent valables et l’inégalité du théorème est vérifiée de façon
élémentaire pour les premiers rangs, ce qui achève la démonstration du
théorème. D

16. Fin de la démonstration Ai + &#x3E; 0.

Le résultat suivant relie Ai + Ad+, aux exposants de la matrice

jacobienne de T.

LEMME 16.1. - On a

Démonstration. - Pour tout 1  i  d, on a ~ 1

On a donc :
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car Az = 0. On a aussi :

Donc,

Sur A* = f~ C A : x(l) =~ 01, on définit la fonction f à valeurs réelles
par

où ~ = (x, ul , ... , ul A ... A avec les u1 n ... n u2 unitaires. Alors :

PROPOSITION 16.2. - Pour ir-presque tout ~ de A, on a :

Démonstration. On a :

Mais la mesure 7r ne charge que les drapeaux de la forme Çx, qui sont
les drapeaux caractéristiques de (T’~ )~ . Donc, ir-presque partout,
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LEMME 16.3. - La fonction f est continue sur A*, elle est hôldérienne
sur tous les compacts de A*.

Démonstration. - Si ~ - (x, Ul, ..., UIÂ ... A ua-1 ) avec ul A... A ui
unitaire, et si

On a donc :

Cette fonction est bien définie sur A* et est continue sur 0*, holdérienne
sur tous les compacts de A*. D

LEMME 16.4. La fonction f est dans L~ (0) .

Démonstration. Soit c = 1 - QI + (al + + ... + les

ai et les x( i) sont en module plus petits que 1, donc,

On remarque que c est une fonction croissante de QI si càzzl’) est

positif, décroissante sinon. La valeur minimale de c est (1 2013 ~ ~~=2 ] ) ~ ;
elle est atteinte pour a2= 1, les autres ai sont donc nuls et donc c &#x3E; 1. On

en déduit que

Comme la mesure 7r est équivalente à la mesure de Lebesgue, f est donc
bien une fonction de L’ (X). Il
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LEMME 16.5. - La fonction Pi est dans H~ (0) .

Démonstration. On a Pour a dans Ad
et si ~ = A... A Ud-1), on a :

et donc on a :

Si on écrit maintenant

Comme ul n ... A est unitaire, on a :

Chaque fonction ~ H f (a ~ ~) est donc bien h5ldérienne. La majoration du
lemme précédent permet d’écrire que

où c est une constante indépendante de a. La série Ea SUp., p(x, a)
est convergente, donc P f est aussi hbldérienne. D

Si on suppose que À2 + ..- + Àd est nul, alors d’après le corollaire 7.6,
il existe une fonction g de telle que

Sur Aa = (g : x E avec a dans est continue, de même que f
et g ; donc pour tout ~ dans Da, d’origine x, on a

On a alors le :
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LEMME 16.6. - La fonction f n’est pas de la forme f (~) = 
avec g continue.

Démonstration. - On montre que cette équation ne peut pas avoir
lieu en la testant sur des points périodiques x pour lesquels on peut
construire un drapeau ~ particulier. Ils sont tels que leur développement
par l’algorithme de Jacobi-Perron soit une suite périodique (ai ... ak) de
période k et tels que la matrice Aak ait exactement d + 1 valeurs

propres distinctes en module. On calcule alors :

et on montre que cette quantité ne peut pas être nulle. Si gz est alors le

drapeau complet d’origine x, dont le sous-espace projectif de dimension
p  d est engendré par les p vecteurs propres de (T~ ) ~ correspondant
aux p plus petites valeurs propres Mi (en module ipil ] = e~‘2 ), la quantité

Il suffit donc de connaître l’existence d’un produit de ,S’’,
dont les valeurs propres Mi sont réelles, distinctes en module et telles que

] ~ 1. Cette existence découle du lemme suivant qui est un cas

particulier du lemme 1.4 de [GGu].

LEMME 16.7. - Soit S’un semi-groupe Zariski-dense dans SI (d + 1, R)
et r C S’ l’ensemble des, de S’ dont les valeurs propres sont réelles,
distinctes en module. Alors r est aussi Zariski-dense dans SI (d + l, R).

La démonstration du lemme 16.6 s’achève aisément. Pour un élément

g de SI (d + 1, R) de valeurs propres Mi (g), la fonction

est une fonction symétrique des racines, qui est elle-même un polynôme
par rapport aux fonctions symétriques élémentaires des racines, donc un
polynôme par rapport aux coefficients de la matrice g. Puisque r est dense
au sens de Zariski dans SI (d + 1, R), la relation R(g) = 0 pour tout g de r
implique R(g) = 0 pour tout 9 de SI (d + 1, R), ce qui n’est pas le cas. Donc
il existe 1 dans r C ~S’’ avec R(-y) 7£ 0 et donc dans ce cas # 1,
ce qui achève la démonstration du lemme. 0
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Complément. - Pour illustrer les considérations précédentes, on
donne des exemples explicites. En dimensions 3 et 4, on peut en effet faire
tous les calculs et donner des points qui vérifient les conditions précédentes.

a) En dimension 3, on prend le point x du cube I3 de développement
périodique par l’algorithme de Jacobi-Perron (a, b) où a = (9, 9,10) et

b = (l,1,1). En ce point les quantités précédentes se calculent, ce sont les
logarithmes des racines des modules des valeurs propres de la matrice AaAb .
On a :

qui a pour polynôme caractéristique

Les racines de P sont toutes les quatre différentes et réelles; elles sont

proches de -0.47, -0.38, 0.27 et 20.6. La valeur absolue du produit des
racines extrêmes vaut environ 9.7 et est donc bien différente de 1. La

fonction f ne s’écrit donc pas sous la forme g - g o T, pour

où ~ _ (x, Ul, Ul A U2).

b) En dimension 4, on choisit par exemple le point qui a pour
développement par l’algorithme de Jacobi-Perron (ab) avec a = (2, 2, 2, 2)
et b = (10, 10, 10, 10). Les valeurs propres de la matrice AaAb sont les

racines du polynôme

qui valent à peu près -0.9, -0.62, 0.12, 0.45, 32.96. On vérifie que f n’est
pas de la forme g - g o T exactement de la même façon qu’en dimension 3.

Remarque. En suivant les arguments de [Gu2], on peut donner une
autre caractérisation des Àp analogue à celle considérée en [Z] :
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THÉORÈME 16.8. - Considérons l’algorithme de Jacobi-Perron et
posons

Alors pour 7r-presque tout x, il existe un entier n = n(x) tel que Sn(x) ait
(d + 1) valeurs propres réelles, distinctes en module Mn (X) (1  p  d + 1).
Si ces pg (z) sont ordonnés par module décroissant, on a :

Le drapeau correspondant ~’~ (x) converge vers ~(x) 7r-presque partout.

Annexe : résultats pour l’algorithme de Brun

Dans ce paragraphe, on montre brièvement que les résultats obtenus
sont aussi valables pour l’algorithme de Brun. On peut voir cet algorithme
comme la restriction de l’algorithme de Jacobi-Perron à l’ensemble

~x E Id : X(d)1. Il faut noter que la densité de la mesure invariante
est connue explicitement [S2], [AN], à cause de la relation de cet algorithme
avec les échanges d’intervalles. Cette densité vaut

Il faut remarquer que cet algorithme apparaît comme une généralisation
« moins naturelle » de l’algorithme classique des fractions continues, car
dans la construction géométrique (voir 2.2) des approximations, au lieu
de projeter sur un demi-plan, on projette sur la réunion des demi-bandes
suivantes :

Ceci entraîne que les simplexes qui approchent le point x ne sont pas
construits aussi simplement que dans le cas de l’algorithme de Jacobi-
Perron. Cependant, on peut utiliser cette structure supplémentaire pour
obtenir un algorithme ayant des propriétés de symétrie très analogues à
celles de l’algorithme classique des fractions continues [HK2].
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Tout ce qu’on a fait précédemment reste valable pour l’algorithme de
Brun, à condition de montrer que l’analogue de l’inégalité de Paley et Ursell
est encore vraie pour cet algorithme, et que le semi-groupe de matrices qui
apparaît est dense au sens de Zariski.

Supposons d &#x3E; 2, soit x = (x(l), x~2~, ... , lx(’» un point de Id. On
définit r (x) = r si x~~’~ = L’algorithme de Brun est défini
par la transformation de I d suivante :

On définit aussi l’entier c(x) _ [1 /zl’~)] ; alors

Un point de I d est entièrement déterminé par la suite (en, r n)
construite ainsi par récurrence. On considère w la matrice de la permutation
el H e2 ’2013~- ’-’ H el et n la matrice de À4d+1(R) qui a des
coefficients tous nuls, sauf le coefficient qui vaut 1. On a alors

Pour construire une distance équivalente à la distance euclidienne et

qui est contractée par toutes les homographies + cn) ~ x,
on remarque que le polyèdre symétrique convexe qui a pour sommets
les points (-e,..., -e), (é-l,..., e-l), Q(2, -2~, ... , -2e), a E 6d, est
envoyé strictement à l’intérieur de lui-même si e est suffisamment petit (par
exemple on peut prendre e = g ) . Pour le voir, il suffit, comme tout est

symétrique, de le faire pour d = 2. Ensuite, comme dans [Br2], on déduit
de la distance de Hilbert une distance 6 qui est contractée par tous les 

Comme dans le cas de l’algorithme de Jacobi-Perron, on construit
une suite de bases du réseau par récurrence, en partant de la base

canonique du réseau (el,.’" ed+l). La n-ième base est alors l’image de
cette base par la matrice Sn(x) = M (x) M (Bx) ... M(Bn-Ix). On a donc :

dans les indices, on fait les sommes modulo d + 1.

On note sn la somme de la dernière colonne de la matrice Sn. On a
alors :
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LEMME 16.9. - Soit k le plus petit entier tel que rn+1 ~- - - - + rn-k = 0
modulo (d + 1 ) ; alors on a :

Éventuellement, si n - k est négatif, on a Sn+l = + 1.

Démonstration. - On note colonnes de la matrice ,S’n.
On a alors :

,., , _ ._ . , -

dans les indices on fait les sommes modulo d + 1. Donc,

où 1~ est le plus petit entier tel que rn+l + rn + - - - + rn- k = 0 [d + 1]. D’où,

L’inégalité de Paley-Ursell généralisée est alors donnée par :

PROPOSITION 16.10. - Pour tout x qui a un développement jusqu’au
rang n, on a :

Démonstration. - On calcule d’abord lldM(x). On a :

Alors, si x a pour développement (cn, rn) par l’algorithme de Brun :

Si on note les colonnes de la matrice Ad Sn, on a alors :

dans les indices, on fait les sommes modulo d + 1.

Pour montrer la proposition, il suffit de montrer que Icen 1  sn,

où jal désigne le plus grand en module des coefficients de On le fait

par récurrence.
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. C’est vrai pour les entiers compris entre -d et 0, car on impose
pour ~ ~ 0, Tf == 1 et c~ = 0.

e On suppose que c’est vrai jusqu’au rang n; on a alors

où k est le plus petit entier tel que r,+, + rn + ... + rn_~ = 0 [d + 1]. On a
alors :

Donc,

car la suite (sn ) est croissante. 0

On a aussi le résultat suivant :

PROPOSITION 16.11. - Soit G le groupe engendré par l’ensemble des
matrices

Alors G est le groupe des matrices à coefficients entiers de déterminant 1 si

d est pair et le groupe des matrices à coefficients entiers de déterminant :il
si d est impair.

Démonstration. - Le groupe G contient toutes les matrices I 

et I + 1  r  d. En effet,

Alors G contient aussi la matrice w car

Donc G contient w k(I + = I + Ainsi G contient toutes

les matrices I + 1  1 # j  d + 1 qui engendrent Sl(d + 1, Z). Comme
det w = (-1)d, on a donc G = Sl(d + 1, Z), si d est pair; G est le groupe
des matrices à coefficients entiers de déterminant ±1 si d est impair. 0
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Ce résultat entraîne alors que l’adhérence de Zariski du semi-groupe
S’engendré par + cn, c E N*, 1  r  d} contient le groupe des matrices
réelles de déterminant 1. Ainsi tous les résultats que l’on a montrés pour

l’algorithme de Jacobi-Perron sont valables pour l’algorithme de Brun. Ce
qu’on peut énoncer ainsi :

THÉORÈME 16.12. - Les exposants caractéristiques de l’algorithme
de Brun sont tous difiérents et la somme des exposants extrêmes est
strictement positive.
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