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ESPACE DES REPRESENTATIONS DU GROUPE
D’UN NEUD CLASSIQUE DANS UN GROUPE DE LIE

par Leila BEN ABDELGHANI

1. Introduction.

A la suite des travaux de Casson ([GM]), puis de Culler-Shalen ([CS]),
il est apparu que ’espace des représentations du groupe fondamental I"
d’une variété de dimension trois dans les groupes classiques reflete de
nombreuses propriétés géométriques de la variété de départ.

Le cas qui nous intéresse est celui ou I' est le groupe II d’un noeud
dans une 3-sphére d’homologie rationnelle. E. Klassen ([K]) a été le premier
a étudier le probléme de déformation d’une représentation abélienne py du
groupe d’un noeud de S3 dans SU(2). Il a montré que si le polynome
d’Alexander A du noeud n’a pas de racines sur le cercle unité, il existe
un voisinage de py qui ne contient que des représentations abéliennes. En
revanche, lorsque po(u)? est une racine simple de A, ou p désigne un
méridien du noeud, C. Frohman et E. Klassen ([FK]) ont montré qu’il
existe un arc analytique de représentations irréductibles d’extrémité pg.
Cette hypothése a été affaiblie par C. Herald ([H]) et Heusener-Kroll ([HK])
en remplagant la condition sur la racine simple par une condition sur le saut
de la signature en cette racine.

Mots-clés : Théorie des nceuds — Groupes de Lie — Cohomologie des groupes — Variété
des représentations.
Classification math : 57TM25 — 57N10.
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Soit X le complémentaire d’un noeud dans une 3-sphére d’homologie
rationnelle ¥. Soit pp une représentation abélienne de IT = II;(X) dans

un groupe de Lie complexe qui factorise par le groupe cyclique infini
Hy (X, Z)/tors(Hy (X, Z)).

Dans cet article nous proposons une méthode générale pour 1’étude
de la structure locale de la variété algébrique des représentations du groupe
II dans un groupe de Lie complexe au voisinage de pg. En particulier, nous
montrons le :

THEOREME 4.5.— Soit un noeud dans une 3-sphére d’homologie
rationnelle dont le groupe II est muni d’une involution k telle que k(u) =
u~1, ot u désigne un méridien du nceud.

Soient G un groupe de Lie complexe connexe réductif et pg : Il — G
une représentation abélienne qui factorise par Hy(X,Z)/tors(H1(X,Z))
et telle que po(p) = hg ott hg est dans H, sous-algébre de Cartan de G.
Supposons qu’il existe a;, € Ag(H) telle que w;, = e®io(0) est une racine
simple de A. Alors il existe un arc de représentations non métabéliennes
pt : Il = G d’extrémité py.

Une idée classique ([BK]) est de construire une déformation formelle
de po, pr = (D ;51 Uit*)po, ot les Uy, i > 1, sont des cochaines de II &
valeurs dans 'algebre de Lie G qui est naturellement munie d’une structure
de II-module via la représentation adjointe Adpg. On verra que la condition
d’homomorphie de p; & l'ordre 1 est équivalente & U; € Z(II,G). On
procede inductivement en montrant que la condition d’homomorphie a
Pordre n est équivalente & une équation d’obstruction de la forme —6U,, =
¢n(Un,...,Un_1) dans l’espace des 2-cocycles Z%(IL,G). Ces obstructions
seraient levées si le groupe H2(II,G) était nul. Mais ce n’est en général
pas le cas. Sous de bonnes hypothéses, on peut quand méme résoudre ces
équations d’obstruction et obtenir ainsi une série formelle ), , Ust*. Un
théoreéme classique de M. Artin permet alors d’en déduire I’existence d’un
arc analytique de représentations non métabéliennes d’extrémité pg. Les
obstructions & l'ordre 2 proviennent du produit cup en cohomologie et
déterminent un cone quadratique que nous déterminons explicitement et
nous montrons qu’il coincide avec le cone tangent en pyg.

Il est & remarquer que presque tous les résultats énoncés dans cet
article sont aussi valables dans le cas des groupes de Lie compacts connexes
réels. Le cas de ces groupes est ramené & celui de leurs groupes de Lie

complexifiés qui sont des groupes de Lie complexes connexes réductifs,
(voir [BA]).
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Remerciements : Cet article est issu de la thése que j’ai préparée au
laboratoire de Topologie de I’Université de Bourgogne. Je tiens & remercier
Daniel Lines qui a dirigé ce travail ainsi que tous ceux avec qui j’ai eu des
discussions intéressantes a ce sujet et en particulier Lucy Moser qui m’a
initiée a la géométrie algébrique.

2. Cohomologie du groupe du noeud.

Soient II le groupe d’un noeud dans une 3-sphére d’homologie ration-
nelle ¥, G un groupe de Lie complexe connexe réductif d’algeébre de lie G
et po une représentation abélienne de Il dans G qui factorise par le groupe
cyclique infini T := H, (X, Z)/tors(H; (X, Z)) ou X désigne le complémen-
taire du noeud dans ¥. Soit p un méridien du noeud et supposons que
po(1) est un élément semi-simple de G ([St, §2.4]); alors po(p) appartient
a un sous-groupe de Cartan H de G d’algebre de Lie H ([PV, Chapitre I,
§3.5.5, Corollaire 1]). Donc po(p) = ho olt hg € H et : G — G est Pappli-
cation exponentielle. La réductivité de 1’algebre de Lie G implique que G
se décompose comme II-module sous la forme : G &2 H @ (Eae Ag(H) Qa)
ol Ag(H) désigne le systéme de racines de I’algeébre de Lie G par rapport
a la sous-algébre de Cartan H ([OV, Chapitre 3]).

Plus précisément, ’action de II est triviale sur H et est donnée par
la multiplication par w = e®(*) sur G, pour tout o € Ag(H).

Soient E un espace d’Eilenberg Mac-Lane qui est un K(II, 1), E son
revétement universel et F°° son revétement cyclique infini qui correspond
a Ker p ol p désigne la projection canonique p : I — H(X,Z) — T.
On peut donc identifier II au produit semi-direct Ker p x T. Notons par
X le revétement cyclique infini de X correspondant a Ker p et soit 7 un
générateur du groupe des automorphismes du revétement X °°. Les groupes
d’homologie H,.(X°°,C) sont munis d’une structure de A = Clt, ¢t 1]-
module de la fagon suivante. Si u € H;(X°,C) on pose tu = 7,(u), (voir
[G], §4 et 7 pour les propriétés de ces modules qui restent valables pour
les noeuds dans les 3-sphéres d’homologie rationnelles si les coefficients des
groupes d’homologie sont @ ou C). Ces modules sont de génération finie et
le module H; (X, C) est appelé module d’Alexander du noeud.

De plus, le module H;(X°°,C) est un A-module de torsion qui se
décompose d’une maniére unique sous la forme A/ @ --- ® A/\, et \;
divise A\;41 pour tout 1 <2 < n— 1. Les A\;, 1 < ¢ < n, sont les invariants

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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d’Alexander du nceud et []}_; A; est le polynéme d’Alexander A\ du nceud.
Le polynéme d’Alexander est défini & une unité preés de A et satisfait
tdee® A (1/t) = a A (t) ou a € C.
ProposiTION 2.1
1) L’application
®: H — HYILHKH)
h W]

ou W : Il = Ker pxT — H est défini par W(x,t*) = kh, est un
isomorphisme.

2) H2(II, H) = 0.
H'(I1,G,) = Homy (H1 (X, C),Ga)
3) ~ Homp (@i A/Xi, A/(t—w)) si w#1
N { ga si w=1.

4) H*(I1,G,) = Extp (@ A/, A/(t — w)).

En particulier, H?(I1,G,) = 0 si et seulement si A(w) # 0. Si a est
une racine de I’algébre de Lie G telle que e*(*0) # 1 alors dimH(I1, G,) =
dimH?(11, G,,).

Démonstration. — Considérons la projection de revétement gq : E —
E* et s la section

s:Ci(E®, %) — Cyi(E,%)

€; — €;

ol e; est une i-cellule de E° et €; est un relevé dans E de e;. Alors s induit
un isomorphisme de complexes de chaines

s* : Homgn(Ci(E),G) — Homgj; ¢-11(Ci(E™), G)

qui commute aux bords, (on a noté encore par G le module G avec ’action
de Z[t,t7!] induite par po : T =< t >— G).

Puisque E est un K(II,1), on a pour tout ¢ > 1, ([Br, Chapitre II,
Proposition 4.1])

HY(1,G) = H* (Homzn(C*(E),g))

= H' (Homge-1)(C.(E™),G) ).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Par extension des scalaires, Homgj ;—1)(Ci(E*),G) est isomorphe &
Homgj ¢-1(Cs (E*°, C),G). Comme A est un anneau principal, les coef-
ficients universels donnent la suite exacte

0 — Ext}h (H;_1(E>,C),G) — H'(I1,G) — Homy (H;(E>,C),G) — 0.

Il est facile de voir que

Ho(E*,€) = A/(t 1)

Hy(E*,C) = (Ker p/(Ker p)') ® C = H1(X>,C).
On relie Ho(E*, €C) & Ho(X >, C) en regardant la suite exacte de Hopf pour
X°°, ([Br, Chapitre II, Théoréme 5.2]). On a une surjection : Hy(X >, Z) —
Hy(Ker p) qui induit, en tensorisant par € une surjection

Hy(X>,C) — Hy(Ker p) ® C = Hy(E™, ).
Or H3(X*°,C) = 0. En effet, la dualité de Reidemeister montre que
Hy(X>,C) & H' (Homy (Cy(X*,0X*°,C), A))
=~ Homy (H1(X*°,80X>,C), A)

ol Hy(X*,C) désigne le module conjugué de Hy(X°°,C). Comme

H{(X>*,C) est de A-torsion, H;(X>,0X>*°,C) Dlest aussi et
Hy(X>,C)=0.

Ceci implique que H2(II,G) = Ext} (H;(X>,C),G).

D’autre part, le A-module H1(X*,C) n’a pas de (t — 1)-torsion car
A(1) # 0 donc, puisque le A-module trivial H est isomorphe & A/(t — 1),
on obtient

HY(II,H) = Exti(A/(t —1),H) = H.

Comme 'application ® est un homomorphisme injectif, on obtient I’affir-
mation 1).

La deuxiéme égalité, H?(II,H) = 0, est conséquence de A(1) # 0. De
méme, pour tout @ € Ag(H) tel que w = e*(h0) =1, on a

H'(T1,Ga) = Extj (A/(t — 1),Ga) = Ga
H?(II, G,) = 0.
Par contre si w # 1 alors
Hl(na ga) = HomA(Hl(Xoo’C)aga)
H%(I1,G,) = Exth (H (X, 0),Ga).

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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Remarquons que H?(II,G,) = 0 si et seulement si H;(X>,C) n’a pas de
(t — w)-torsion, c’est-a-dire si et seulement si A(w) # 0. a

3. Structure d’algebre graduée
sur les groupes de cohomologie.

Soit pg : I — G une représentation abélienne de II dans un groupe
de Lie G d’algebre de Lie G. Le crochet de Lie sur G induit un produit cup

—: HY(I1,G) x H (I, G) — H"(I1, )

défini au niveau des cochaines comme suit : pour f € CYII,G) et g €
C(I1,G) on pose :
(f~— 9)(351, <o Ty Tid1, -~~7~Ti+j) = [f($1,~~-56¢),5€1 .. --Ti'g(xi+1,-~axi+j)]'

Ce produit confere donc & H*(II,G) une structure d’algebre graduée. On
s’intéresse a la nature de I’application bilinéaire symétrique

—: HY(I,G) x H*(I1, G) — H*(IL, G).

Dans ce qui suit, on consideére le cas des groupes de Lie complexes connexes
réductifs et on conservera les notations du §2.

Rappelons ([OV, Chapitre 3, §1.2]) que l'algebre G se décompose,

comme II-module, sous la forme G = H® >, c a3 Yo avec

[H, H] = O, [H, ga] C gou [ga7 ga] = 07

Ga+s si a+ B € Ng(H).
H si B=—-a

= 0 sinon.

N

[ga ) gﬂ]

Donc on en déduit que f — g = 0 pour tout (f,g) € HY(Il, H) x H* (I, H)U
HY(II,G.) x HY(II, Ga) U HA(IL, Go)) x H(IL,G5) pour tout a, § € Ag(H)
tels que a + 3 ¢ Ag(H).

Il est clair aussi que si « est une racine de G telle que A(e*(h)) #£ 0
alors f — g = 0 pour tout (f,g) € H (I, H) x H'(II,G,) car dans ce cas
H?*(1,G,) = 0, (proposition 2.1, 4)).

On se propose de montrer le résultat suivant :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME 3.1.— Soit o € Ag(H) une racine de G telle que
w = e*(h) est une racine simple du polynéme d’Alexander. Soit W €
H(II,H) = Z'(I1,’H) un cocycle abélien non nul donné par W (u) = H €
H et tel que a(H) # 0. Alors application linéaire

W — —: H(I1,Ga) — H*(I1,Ga)

est un isomorphisme.

Démonstration. — D’apreés la proposition 2.1, 4), il suffit de montrer
que W — — est injective. Soit j ’homomorphisme défini par la composée

j : Ker p — Ker p/(Ker p)’ — Ker p/(Ker p) ® C = Hy(X*™,C).

Si U € Homp(H;(X*,C),Ga), soit U : I — G, défini par U(z,tk) =
U(j(x)). 1l est facile de voir que U € Z(I1,G,) et que 'application

HOIIlA(Hl(XOO,@),ga) - Hl(r!aga)
U — [U]

est C-linéaire et injective. La proposition 2.1.3) montre que c’est un
isomorphisme. Si A est un élément de H'(II,G,), il existe donc U €
Homy (H1(X°, C), Ga) qui représente A.

Si [W] — A =0, il existe une cochaine ¢ : Ker p x T' — G, telle que
W — U = 6¢, c’est-a-dire

(1) —p(XY) + ¢(X) + X - ¢(Y) = [W(X),X - U(Y)]

pour tout X = (x,t*),Y = (y,t!) avec z,y € Ker p, k,1 € Z.

Quitte & corriger par un cobord, on peut supposer que ¢(0,t¥) = 0
pour tout k € Z. En effet, si ¢(0,t) = g € G4, on remplace ¢ par la
cochaine ¢/ = ¢ + 6C ou C est la 0-cochaine donnée par 1/(1 — w)g. En
utilisant (1) et par récurrence sur k, on montre que, puisque U(0,t) =0,
#(0,t%) = 0. De plus, ¢(z,t*) = ¢(z, 1) pour tout = € Ker p et tout k € Z.
Donc ¢(z,t*) = v(z) ot v désigne une application de Ker p dans G,. En
utilisant (1) de nouveau et le fait que W(z,1) = 0 pour tout z € Ker p, on
montre que v est un homomorphisme de groupes. Il induit une application
C-linéaire v : H1(X>°,C) — G4 et (1) est équivalent a

(2) —(t*y) + w*o(y) = ka(h)w*U(y)
pour tout y € H1(X*,C) et k € Z.

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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D’autre part, comme w est une racine simple de A, le A-module
H, (X, C) est isomorphe & A/(t—w)®7T ot T est un A-module de torsion
sans (t —w)-torsion. Il est clair que U(7) = 0 et si y appartient a la (¢t —w)-
torsion de H; (X, C), (w —t)y = 0.

Pour k£ = 1, I’équation (2) donne : 0 = v((w — t)y) = a(h)wU(y).
Donc U est 'homomorphisme nul et W — — est injective. O

4. Structure locale de R(IL, G).

Soient I' un groupe discret de présentation finie et G un groupe
algébrique. On considére ’ensemble R(T', G) de tous les homomorphismes
de groupes de I" dans G. Cet ensemble admet une structure d’espace
topologique de la facon suivante : on considére la topologie usuelle sur
le groupe de Lie G, la topologie discréte sur I' et on munit R(T',G) de la
topologie compacte ouverte.

L’ensemble R(T',G) admet aussi une structure de variété affine non
nécessairement irréductible. En effet, si I" est le groupe libre F), de généra-
teurs X1,...,X,, Pensemble R(T',G) s’identifie naturellement & la variété
affine G™. Si ' admet la présentation (X,,...,X, : Wq,...,W,;,) on
peut plonger R(I',G) dans G™ via l'application f donnée par f(p) =
(p(X1),...,p(Xn)). L’application f est injective car les X; engendrent I'.

Soit (071, ..,0n) un élément de G™. Si on substitue o; & la place de X;
dans le mot W; alors on peut considérer chaque mot W; comme étant une
application polynomiale de G™ dans G™. Donc Imf = "{(W;)"(e), j =
L,...,m}=WTl(e,...,e) ou

W=Wy,...,Wn):G* — G™

et on peut identifier R(I',G) & Imf.

Le résultat suivant, qui est une conséquence de la proposition 3.4 de
[LM], généralise le théoréme 19 de E.P. Klassen ([K]) & d’autres groupes
de Lie que SU(2).

Soit G un groupe de Lie complexe connexe réductif d’algebre de Lie G
et soit pg : Il — G une représentation abélienne de IT dans G qui factorise
par T. Supposons que po(p) est un élément semi-simple de G alors po(u)
appartient a un sous-groupe de Cartan H de G d’algeébre de Lie H et
po(1) = ho avec hg € H.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME 4.1. — Supposons que pour toute racine o € Ag(H),
w = e*ho) n’est pas racine du polynéme d’Alexander; alors I’espace
des représentations R(I1,G) est une variété analytique complexe lisse au
voisinage de py de dimension égale a celle de G. De plus, il existe un
voisinage de po dans R(II,G) qui ne contient que des représentations
abéliennes.

Remarque. — La sous-variété S(II, G) des représentations abéliennes
de R(I1, G) qui factorisent par T' = H1 (X, Z)/tors(H1 (X, Z)) est une
composante irréductible de R(II, G) qui s’identifie & G.

Naturellement, on se demande ce qui se passe si I'un des w est une
racine du polynoéme d’Alexander A.

Ce paragraphe est entierement consacré a une réponse partielle a cette
question dans le cas d’'un groupe de Lie complexe connexe réductif.

DErINITION 4.2. — Soit p : I' — G une représentation d’un groupe I’
de génération finie dans un groupe de Lie G. On dit que p est une représen-
tation métabélienne si la restriction de p au sous-groupe r (o1 r’ désigne
le deuxiéme sous-groupe des commutateurs de T') est I’homomorphisme
trivial.

Un calcul simple utilisant le fait que [G,Gn] = 0 pour tout o €
Ag(H) montre la :

ProposiTION 4.3. — Soit pg : Il — G une représentation abélienne
de II dans un groupe de Lie complexe connexe réductif qui factorise par
T et supposons que po(u) est un élément semi-simple de G. Soient V; un
cocycle de Z1(I1,G,), @ € Ng(H), et py = (tV1)po, t € R. Alors p; est un
chemin de représentations métabéliennes de 11 dans G.

Rappelons ([P, définition 3.3]) qu’une représentation p € R(II, G) est
dite réduite au sens des schémas si on peut identifier szarR(H, @), l’espace
tangent de Zariski & la variété R(I1, G) au point p, & 1’espace des 1-cocycles
ZY(11,G).

CoRroLLAIRE 4.4.— La représentation py est réduite au sens des
schémas.

Démonstration. — Pour montrer ce résultat, il suffit de montrer qu’on
a Vect(CL (I,G)) = Z'(I1,G) ou CK (11, G) désigne le cone tangent de

R(I1, G) en pg, (voir §5, définition 5.1). Or, d’apres la proposition 4.3, tout
cocycle de Z'(I1,G,), a € Ag(H), est un vrai vecteur tangent. De plus, il

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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est facile de voir que les cocycles de Z!(IL,’H) sont aussi de vrais vecteurs
tangents, d’ou le résultat. O

Nous allons maintenant énoncer le théoréme dont la démonstration
va occuper tout le reste de ce paragraphe.

THEOREME 4.5. — Soit un nceud d’une 3-sphére d’homologie ration-
nelle ¥ dont le groupe II est muni d’une involution k telle que k(u) = p=t,
ol i désigne un méridien du nceud.

Soient G un groupe de Lie complexe connexe réductif et soit py : II —
G une représentation abélienne qui factorise par T et telle que po(u) = ho
ou hy est dans ‘H, sous-algebre de Cartan de G. Supposons qu’il existe
a;, € Dg(H) telle que w;, = e*0o("0) est une racine simple de A. Alors
il existe un arc de représentations non métabéliennes p; : Il — G d’extré-
mité pg.

Remarque. — 11 semble nécessaire d’introduire l’involution sur le
groupe du noeud pour pouvoir résoudre les équations d’obsrtuction de la
proposition 4.11. Une telle condition n’apparait pas dans les travaux de
C. Frohman et E. Klassen ou un résultat analogue est démontré par une
méthode géométrique pour le groupe de Lie réel SU(2), ni d’ailleurs dans
les travaux de C. Herald et Heusener-Kroll. L’existence de cette involution
est garantie si le noeud est rigidement inversible (ce qui est le cas des
noeuds du tore ou plus généralement des noeuds algébriques) ou fortement
amphichériques, ([Boi)).

Nous nous proposons de démontrer le théoreme 4.5 en deux étapes.
Tout d’abord nous construisons une déformation formelle de pg. Ensuite
nous montrons qu’a partir de cet arc formel on peut construire un arc
convergent de représentations.

Nous énongons et démontrons auparavant quelques résultats qui nous
seront utiles pour la suite.

Notons par G l'algebre de Lie de G qui est un II-module via I’action
de Ad(pg o k).

Notations.— On notera par e; un générateur de gaio, par es un
générateur de G_,, et par H;, la sous-algebre abélienne engendrée par
hay, = [€1,€2]. Si f est une i-cochaine & coefficients dans G;, = Goasy ®G-ayy s
on notera par (f!, f?) les coordonnées de f dans la base (e, e3). Si F est
une i-cochaine & coefficients dans H;,, on notera par F° sa coordonnée dans
la base hq, .

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On a les isomorphismes de II-modules suivants :
V:Ga;, — G-ay, €6 ¢ 1 G0;; — Gayy

définis sur les générateurs par y(e;) = ez et p(ez) = e;.

L’automorphisme k induit des isomorphismes sur les complexes de co-
chaines : k* : C*(IL,G) — C*(II,G) et en cohomologie : k* : H(I,G) —
H*(I1, G). Notons par K} la composée

K} =¢*ok* : C'(I, Ga,, ) — C* (I, Ga,, ) — C*(IL,G_a,,)
et par K3 la composée
K} = ¢*ok*: C'(II, L C"(H,g__aio) — C"(H,gaio)
alors K7 o K3 = idci(nvg_aio) et KoK= idci(l‘[vgaio).
Soit K = K} @ K3 : CH(I1,G;,) — C(11, G, ).
DEFINITIONS 4.6

1) Si f et g sont deux cochaines dans C*(I1,G,,), on note par [f, g| la
2-cochaine de C?(I1, H;,) donnée par [f,g](X,Y) = [f(X), g(Y)] pour tout
XY €11

2) Soient F € C?(I1, H;,) et G € C*(I1,G;,). On note respectivement
par (F,G) et ({F,G)) les 2-cochaines de C2(Il,G,,) définies, pour tout
X,Y e€1l, par

<F,G>(X’ Y) = [F(X7Y)7G(X)] et <<F’ G))(X’ Y) = [F(X’ Y)aX : G(Y)]
Nous aurons besoin du résultat suivant.

ProrosiTION 4.7

1) Le diagramme suivant est commutatif :

ct (Hv gio) L ct (Hv gio)
o) 1o
K

2) Pour tout f,g € C*(IL,G;,) : Ic*([f,g]) =—|Kf,Kg] et
k*(f—9) =—-Kf— Kg.

3)SifeCYIl, H;,) et g € CY(IL,G;,) alors K(f — g) = —k*f — Kg.
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4) Pour tout F € C*(II, H;,) et tout G € C*(I1,G;,) : K((F,G)) =
—(k*F,KQ) et K(((F, G))) = —((k*F,KG)).

Démonstration. — La démonstration étant technique, nous démon-
trons juste le cas 1).

Pour tout X,Y € I = Ker p x T, écrivons X = (z,t!). Soit
feCY(11,G,,); alors
JoK(f)(X,Y) = —(F1(k(XY))es + F(K(XY))er)
+ (1 k()ez + F2(k(X))er)
o (w10 " R ez + wio P2 R(Y e ).

D’autre part,

Kod(N)(X,Y) == (F(kXY))es + F2(R(XY))er) + (F1(K(X))es
+F2(k(X))er) + (w5 FL k(Y ))ez +wh, F2((Y ) )er )

d’ou le résultat. (]

Notation. — Soit V7 un cocycle qui engendre H!(II, Gas,) et tel que
Vi(p) = 0. Notons par V5 le cocycle de Z'(II,G_q, ) tel que Vo = KiVi.
Comme K7 est un isomorphisme, le cocycle Vz engendre aussi H' (11, Gaiy)
et est tel que Va(u) = 0 car K7V (u) = Vi(u!) = 0. En particulier, on a
KWVi+Vz2)=Vi+V,.

4.1. Construction d’une déformation formelle.

Soient I" un groupe de présentation finie et G un groupe de Lie réel
ou complexe. Notons par G[[t]] Pespace vectoriel des séries formelles en
une variable ¢ et par m/[[t]] la sous-algebre des séries formelles sans termes
constants. Si G admet une structure de I'-module alors G|[t]] aussi et I’action
est donnée par

- <2Aiti) = ZAim-ti pour tous x € I', A; € G.

>0 >0

En substituant les éléments A =Y., Uit' et B =", Vit' de m|[t]] dans
la série de Campbell-Hausdorff :

AxB=A+B+1/2[A,B]+1/12[[A,B],B — A + ...
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on obtient

(ZU#‘) * (ZVit’) = (Uy + VW)t + (Uz + Vo + 1/2[Uy, V1))t

i1 i1

+(Us + Vs + 1/2[Uy, Vo] + 1/2[V1, Us] + 1/12[[U1, V3], Vi — Ui])t® + . ..

(voir [Bou, Chapitrell, §6.5] pour les détails). Ceci permet de construire
une opération * : m[[t]] x m[[t]] — m[[t]].

DEFINITION 4.8. — Un arc logarithmique formel est une application
U; : T' — m[[t]] telle que pour tout X, Y € ' : Up(XY) = Up(X)+ X -U(Y).

Soient des cochaines U; : I' — G, ¢ > 1 et soit U; = Zileiti.
Considérons pour tout X,Y € I' équation Uy (XY) = U(X) * X - U(Y).
En remplagant la cochaine U; par sa valeur et en égalisant les coefficients
de t", on obtient une fonction multilinéaire (,,, n > 2 sur l'algebre de Lie
G telle que

{ sUL(X,Y) = 0
—6Un(X,)Y) = (u(Uy,...,Up—1)(X,Y).
Remarquons que {, (n > 2) est en fait une somme de mondémes qui sont

des crochets en les U;(X) et les X - U;(Y), 1 < 4,5 < n — 1. En particulier,
pour tout n > 2 :

n—1 n
—8U,(X,Y) = % D Uk(X), X - Un k()] + Y Aj(Un,...,Un_2)(X,Y)
k=1 j=3

olt A; est une somme de mondmes qui sont des crochets en exactement j
facteurs parmi les U;(X) et les X - U;(Y), 1 <4,/ <n—2.

DeriNiTION 4.9. — Soit I un groupe quelconque de génération finie
qui agit sur l'algébre de Lie G. Une famille de cochaines U; : I' — G,
it =1,...,k, satisfait la condition d’homomorphie & I’ordre k ,(Hy), si pour
tout X,Y €T':

k

k k
S U(XY)E = (Z Ui(X)ti) * (ZX : Ui(Y)ti) mod (t**1G[[t]]).

=1

ProrosiTioN 4.10. — Soit (Us,...,Ux-1), pour k > 2, une famille
de cochalnes sur le groupe de présentation finie I' qui satisfait la condition
d’homomorphie & l'ordre (k — 1), (Hg—1), alors

G(Uy, ..., Ux_1) € Z3(T,G).
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Démonstration. — Ceci découle de D’associativité de la loi *. Si
(Ui, -+, Ug—1) satisfait la condition d’homomorphie (Hy_1) alors

k—1
S U(XY)E + G(Uy, ..., Up—1) (X, V)t

=1
-1 N\ [kl _
= (Z Ui(X)t’) * (ZX . Ui(Y)t’) mod(t**+1G][[t]]).
i=1 i=1
Si on calcule
k—1 . k—1 k-1
(Z U,(X)t’) * (Z X - Ui(Y)ti> * (Z XY - Ui(Z)ti>
i=1 i=1 i=1
de deux fagons différentes, on voit que 6¢x(Uy,...,Ux—1) = 0. 0O
ProrosiTioN 4.11. — Supposons que pg est une représentation abé-
lienne de II dans un groupe de Lie complexe connexe réductif et qui vérifie
les hypothéses du théoréme 4.5. Soit le cocycle Uy = Vi +V, € Z(I1, Ga,, @

G-a,,), alors pour tout i > 2 il existe une cochaine U; € CY(I1,G) qui est
solution de I’équation

(E:) —6U; = (U, ..., Ui—1).
Démonstration. — Pour toute la suite de la démonstration choisis-

sons un cocycle W non nul de Z!(II, H;,); alors W est un générateur de
H'(II, H;,). De plus a;, (W(p)) # 0 ([OV, Chapitre 3, §1.2]).

On va commencer par traiter les cas 2 = 2 et ¢« = 3 ot I’on peut écrire
les équations completement.

Considérons 1’équation

1
(E2) —8Uz = (2(Uh) = §U1 ~ Us.

Cette équation admet une solution unique U3 € C1(II, H;,) telle que
Ud(p) = 0 car H2(II, H;,) = 0 et dimZ(II, H;,) = 1.

D’apres la proposition 4.7 on a
L.
k*(G2(th)) = 5k" (UL — Uh)
1
= —§U1 ~ U1 = —CQ(UI)-
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Donc
—6k*UY = k*(—6U3)
= k*C2(Uh)
= —((Uy) = 8U3.
On en déduit que k*UY = —UJ + Z ot Z € Z'(II, H,,). Or k*US(n) =
Ud(p=1) = —=U2(p) = 0 donc Z(u) = O et par 1a méme Z = 0. Ceci
implique que k*UY = —U3.
Considérons la 2-cochaine (3(Us, UY) € C%(IL, G;,) alors (3(U;,UY9) €
Z*(11,G;,) (proposition 4.10) et pour tout X,Y € Il on a
1 1
G(Un, U)(X,Y) = 5[U(X), X - Up (V)] + 5[U2(X), X - Ur(Y)]

+00X), X - UL(Y)], X - U(Y) — U(X)

ou encore

1 1 1
G(Uh,UY) = = ~UY — Ur+—={({U1 — U1, Un))

1
2 2 12 12

En appliquant I'isomorphisme K on obtient (proposition 4.7)

Uy — U+ (Uy — U, Uy).
0 1 a0 _ Lourro
K3(Uy, U§) = 5 KUy — k*U§ — 5K*US — KU,
1 1
— E((k*(Ul — Uh),KU1)) + -1—2<k*(U1 — Uy), KUy).
Or KU, = U, et k*UQ = —US d’ott K(a(Ur, US) = (3(Uy, UY).
D’aprés le théoréme 3.1, il existe un couple unique (X,v) € €2 tel que
{G(U,U3)} = MW — i} +4{W — Va}.
Or K{(3(U1,U3)} = {KG(U1,U3)} = {(3(U, U3)} et
K (MW — i} +{W — Va}) = MW — Va} +{W — W3}
donc v = A. Ceci implique que {(3(U1,U2)} = MW — Uy }.
Comme {W — U;} = {U; — W} dans H?(I1,G,,) alors
oy A A
(UL, Uy)} = §{W — U} + §{U1 —We.
Ceci est équivalent a

{Cg(Ul,Ug) - %W -~ U — %Ul N W} =0
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ou encore
{G(U,U = AW)} =0 dans H*(IL,G;,).

Autrement dit, il existe une cochaine Uz € C'(IL,G,,) qui est solution de
I’équation

(E3) —6U3 = (3(Up, Uy — AW).

On pose Uy = U — A\W. Alors il est clair que U, est solution de
Péquation (E,) et vérifie k*Uy = —Us,. D’autre part, il est facile de voir
que K(3(Uy,U2) = (3(U1,Us), donc pour toute cochaine Uj solution de
(F3) on a K(—6Us) = —6KU;s = —8Us, ou encore KUs = Uz + Z avec
Z € ZM(I1,G;,). Quitte & corriger par un cobord, on peut supposer que UY
est une cochaine telle que U (u) = 0 et qui satisfait (E3). On a la deuxieéme
composante de Z qui s’écrit sous la forme Z2? = eV, + 6C avec € € C et
Ce g_aio. D’ou

K} ((U3) er) (w) = ((U3)?e2) (1) + €Va(p) + 6C (1)
= 6C(p)
=(1- wi—ol)C.

Dautre part, K7 ((U3)"er)(w)=((U3)"es) (1) = —u=2-((U9) e2) () =0.
Donc

Ki((U3)'e1) = (U5)%ez + €V3

= (U9)%e2 + K} V4.
Notons par Us la cochaine dans C(II, G;,) telle que
Ules, = (Udle; — ey
1 — =
{ Ugez _ (U:(;))zeg alors (5U3 Cg(Ul, U2) et

KU; = Ki(Uler) + K3 (Ugez)
=UZey + Use; (car K} o Kf =1d)
=Us.

Nous allons démontrer par récurrence que ’on peut résoudre de la
méme fagon les paires d’équations (Esay) et (Ean+1), pour tout n > 1.

Hypothése d’induction. — Supposons que pour tout 1 <i<n —1,il
existe une cochaine Us; € C*(II,H;,) et une cochaine Uy; 11 € CY(IL, G;,)
telles que

{-6U2i = Cu(U1,...,Ugi—1) | {—5U2i+1 = Goip1(Us,...,Uy)
k*Uy; = Uy " KUy = Usigr.

I
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Considérons le 2-cocycle (on (Ui, . ..,Usn—1) € Z2(I1, H;,), alors

n—1 2n
1
Gn (U, ..., Uspn1) = 3 E U2k+1 — Uzn—(2k41) + E AUy, ..., Uspn_2)
k=0 1=3

puisque tous les produits cup des cochaines d’indices pairs sont nuls.

Montrons que k*an(Ul, ey U2n_1) - —an(Ul, ey Ugn_l).

Chaque terme dans une somme Aj; de la sommation ci-dessus,
(2 < j < n) contient (25 — 1) crochets et 2j termes, un nombre pair a;
de cochaines Us;41 (0 < ¢ < m — 1) et un nombre pair ay de cochaines
Us; (1 <3< n—1). Donc, d’apres ’hypotheése de récurrence et la proposi-
tion 4.7,

k*Agj(Un, ..., Usp_g) = (—=1)271(=1)*2 Ay;(Un, . .., Usp—2)
= —Ay;(Uy,...,Uzn_2).

Quant aux termes dans une somme Ay;41 (1 < j < n—1) ils font intervenir
237 crochets, un nombre pair «; de cochaines Us;41 et un nombre impair aso
de cochaines Usy; ; d’ou

k*Azjp1(Us, ..., Uznz) = (-1)%(=1)*2 Aj41(U, . .., Uzn—2)

= —Agj1(U,...,Uzn_2).

De plus, par la proposition 4.7 et I’hypothese de récurrence
k*(Uak41 ~ Usn—(2k+1)) = —Uzk41 ~ Usp—(2k+41), Pour tout 1 < k <n—1
donc

k*Con(Ut,. .., Usn-1) = =Con(Un, ..., Uan—1).

Comme H?(II, H;,) = 0 et dimZ*(I, H;,) = 1, on trouve une cochaine U3,
dans C(IL, H;,) telle que

{—5Uz9n = (on(Ur,...,Uzpn-1)
Upn(n) = 0

et qui vérifie en plus k*U3S, = —UY,.
Soit le 2-cocycle (an+1(U,-..,US,) € Z2(11, G;,) alors

n—1
1
Coni1(Un,..., Ugy,) = ) > (Uzi — Uzny1-2i + Uany1-2; — Us)

=1
1 1 2n+1
+§U§n — Ui+ 50— Ud. + Z; AUy, ..., Upp_1).
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Considérons un terme dans un mondéme As; (2 < j < n) alors ce terme
contient (25 — 1) crochets, un nombre impair «; de cochaines Us;y;
(0 < i <m—1) et un nombre impair as de cochaines Uy; (1 <i < n—1)
d’ou

KAZj(Uh RN U2n—1) = (—1)2j_1(—1)02A2j(U1, ey U2n—1)
= A2j(U17 LR UZnﬂ1)~

D’un autre c6té, tout terme dans un monéme Ajj; (1 € j < n) fait
intervenir 2j crochets, un nombre impair a; de cochaines Uz, 41 (0 < @ <
n — 1) et un nombre pair as de cochalnes Uy; (1 < i< n— 1) donc

KAzj1(Uny...,Uspo1) = (=1)#(=1)*2 A9, 41(U1, - . ., Uzn—1)
= Agj1(U1,...,Uzn-1).

Enfin, pour tout 1 < 7 < n — 1 on a, en appliquant la proposition 4.7 et
I’hypotheése de récurrence,

K (Uzi — Uznt1-2i+Usnt1-2i ~— Uzi) = Uzi ~ Usny1-2i+Uznt1-2i ~— Uz

et K(Ugn - U1 +U; — Ugn) = Ugn - U1 +U; — Ugn Donc
KCZn+I(Ul,~ . 7Ugn) = C2n+1(U1a . ,Ugn)

D’apres le théoréme 3.1, il existe un couple unique (A, ) € C? tel que
{Cans1(Un, .-, Uz,)} = MW — Vi} + 9{W — V3}.

La condition K(ony1(U1,--.,US) = Cant1(Un,...,US,) implique que
A =1, donc

{Cont1(Un, ..., Uzp,)} = MW — Uy}

ou encore
{Cons1(Un,..., U — AW)} = 0 dans H?(II, G;,).

On pose Us, = U, — AW. C’est une solution de I’équation (Es,) telle

que k*Us, = —Us,. Quitte a corriger par un cobord, on peut supposer que
U9, .1 est une cochaine dans C(I, G;,) telle que
{ “6Ugn+1 = (2n+1(U1, sy U2n)
Ugn-{»l(“) = 0.

On montre que K}((U3,.1)'e1) = (Ud,41)%2 + €Va; € € C. Dong, la
cochaine Uy, 11 € C1(IT, G;,) telle que

1 1

{ Ugnpie1 = (Ugn+1) e; — €V

2 _ 0 2
U2n+162 - (U2n+1) €2
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est une cochaine telle que

{—5U2n+1 = Cont1(U1,...,Uzn)
KU2n+1 = U2n+1'

Ceci termine la récurrence et par 14 méme la construction des défor-
mations formelles. O

4.2. Construction d’une déformation convergente

a partir d’une déformation formelle.

Soit pg : I' — G une représentation abélienne ou I' est un groupe de
présentation finie et G est un groupe de Lie.

THEOREME 4.12. — Supposons que Uy : T' — G][t]] est un arc
logarithmique formel; alors il existe un arc logarithmique convergent U, :
I' — G tel que U, = U; (mod t3G[[t]]). De plus, p; = Uy po est un arc de
représentations de I' dans G.

Démonstration. — Supposons que les relations du groupe
I'= <X1,...,Xn . Wl,...,Wm>

sont de la forme W; = X;ll X;: avec j; € {1,...,n} et ¢, = £1. 1l
existe un voisinage V de 0 dans G pour lequel les fonctions analytiques
F; : V™ — G données par

Fi(g1y -+ 9n) = Gja ¥ (X5 - Gg) %o (X1 X570 - G5)
- i si e =+1
avec §;, = . .
Yix {—Xj,’:'gj,c si e =—1
sont définies. Considérons la variété analytique
L(T,G) = {(91,---,9n) € V*|Fi(91,---,9n) = 0 pour tout 1 <3 < m}.

11 est facile de voir que si (g1, ...,9s) € L(T', G) alors

((91)p0(X1), - (ga)p0(Xa)) € R(T, G)

et que si Uy : I' — G[[t]] est un arc logarithmique formel, alors
(Ut(Xl),...,Ut(Xn)) est une solution formelle des équations F; pour
tout 1 < i < m. Puisque g(t) = (Ut(Xl),...,Ut(Xn)) est une solu-
tion formelle dans L(T',G), d’aprés le Théoréme d’Artin ([Ar]), il existe
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une solution convergente U; dans L(T",G) qui coincide avec U; modulo
t3G[[t]). Posons p; = U, po. Alors (Ut(Xl),...,ﬁt(Xn)) € L(T,G) et

(pt(Xl),...,pt(Xn)) € R(I',G). Donc p; est une représentation de T’
dans G. O

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoréme 4.5.

L’existence d’un arc de représentations tangent a V14V, et d’extrémité
po est une conséquence de la proposition 4.11 et du théoreme 4.12; soit
pe = (X1 Uit")po cet arc. Il reste & montrer qu’il s’agit d’un arc de
représentations non métabéliennes. Pour ce faire, on commence par mon-
trer qu’il existe o € 1" tel que Uz(o) # 0. On sait que la cochaine U, est
solution de I’équation —6U; = %Ul — Uy, d’out pour tout X,Y € II' on a
Up( XY XYY = [U(X),U1(Y)).

Soit X; un élément de Ker p tel que Vi(X;) # 0 et X; un élément de
Ker p tel que V(X)) # 0. Rappelons que Vi (1) = V2(u) = 0. Deux cas sont
possibles : si Va(X;) # 0 alors pour X = puX;pu X et Y = p~ ' X;u X"
onaUs(XYX 1Y) # 0 et si Va(X;) = 0 alors pour X = puX;u~ ' X; ! et
Y = puX;u7 X" on a Up(XYX 'Y ') # 0. Dans les deux cas, il existe
o €T tel que Uy(0) # 0. Par le Principe des zéros isolés, il existe § > 0
tel que pour tout ¢, 0 <t <6, on a pyp~ # 1.

Nous concluons ce paragraphe en montrant que tous les cocycles “non
paraboliques” de Z!(II,G;,) qui ne sont pas des cobords, apparaissent
comme vecteurs tangents d’arcs de représentations non métabéliennes
d’extrémité py.

COROLLAIRE 4.13.— Soit le cocycle Uy = zVy + yVa; x,y € C* de
ZY(I1,G,,). Alors il existe un arc de représentations non métabéliennes,
tangent a U, et d’extrémité pg.

Démonstration. — Soit p; = (3 oo, uit*)po un arc de représentations
de vecteur tangent U; = Vi + V5. Comme (\hg) est dans le stabilisateur
de po pour tout A € C, on voit que px: = (Aho)p:(—Aho) est aussi un
arc de représentations d’extrémité po et de vecteur tangent e ®io(Po)V; 4
e~ i (ho) 1/

Soient z et A des nombres complexes tels que 22 = zy et e ¥io(ho) =
z/z, alors l'arc de représentations p ,; admet U; = zV; + yV, comme
vecteur tangent.

La cochaine U, associée & cet arc est Uy = zyUs. Comme zy # 0,
Pzt €st un arc de représentations non métabéliennes. a
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Cas réel. — Comme on I’a déja mentionné, le théoréme 4.5 est encore
valable dans le cas des groupes de Lie compacts connexes. Plus précisément,
onale:

THEOREME 4.14. — Soit py une représentation abélienne de Il dans
un groupe de Lie compact connexe K qui factorise par T. L’élément po(p)
appartient & un tore maximal de K et po() = hg ot hg € Vj, sous-algébre
de Cartan de ’algébre de Lie K de K.

Supposons qu’il existe 8;, € Nx (Vo) telle que wy, = e*™%a(ho) est
une racine simple du polynéme d’Alexander, alors il existe un arc de

représentations non métabéliennes p; : Il — K d’extrémité py.

Idée de la démonstration ([BA]).— Notons par G l'algébre de Lie
complexifiée de K, par 7 I’automorphisme involutif antilinéaire de G tel
que G7 = K et par a;, la racine 2in6;, (JOV, Chapitre 1, §7.2; Chapitre
4, §2.5]). Dans ce cas, on prend e; = Te; comme générateur de G-a;, OU
e1 désigne un générateur de G_,, et on note par (H;,)r la sous-algebre
abélienne réelle (H;,)” qui est de dimension 1 sur IR.

L’involution 7 commute avec k* ou k* désigne ’application de co-
chaines de C!(II, H;,) dans lui-méme induite par l'involution k. De plus,
7o Kf = K3 o7 et il est facile de voir qu’on peut choisir le cocycle V;
de manieére a ce que Vo = K{V; = 7V;. De méme, on arrive & montrer
que toutes les cochaines U; construites dans le cas complexe peuvent étre
choisies de maniére & ce qu’elles soient dans C*(IL, K). O

5. Cone quadratique et cone tangent.

DErFINITIONS 5.1. — Soient I un groupe de présentation finie et G un
groupe de Lie d’algébre de Lie G.

1) On appelle cone quadratique en p I’ensemble
C2(,G) ={V € Z',G){V — V} =0 dans H*(T',G)}
et cone quadratique homologique en p I’ensemble
cM(r,G) = {U e H((I',G)|U — U = 0 dans H*(T,G)}.
Si on note par q : Z*(I',G) — H(T',G) la projection canonique alors
CIT,G) =q ' (CH(T,G)).
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2) On appelle céne tangent de R(T',G) en p I’ensemble

C,,T(F,G)z {%u—om est un arc analytique dans R(T', G) d’extrémité p} .
Remarquons qu’on a linclusion C’E(I‘,G) C C’?(F,G). En effet, si V €

CZ(F,G) alors il existe, pour t assez petit, un arc analytique ; =

(X;s1 Vit*)p ou les V; désignent des cochaines dans C'(T',G) telles que

Vi = V. En écrivant les conditions d’homomorphie a l'ordre 1 et 2, on

obtient 6V; =0 et -6V, = %Vl - V.

3) Soit V un élément de Z'(T',G); nous dirons que V est un vrai
vecteur tangent si V € CT(T,G).

THEOREME 5.2. — Soient G un groupe de Lie complexe connexe
réductif et py : I — G une représentation abélienne du groupe I1 d’un
noeud de S3 dans G telle que po(p) = ho avec hg € H, sous-algébre de
Cartan de G. On suppose que

Wi, = e%0(h0) est une racine simple de A\,
Aexho)) £ 0 pour toute racine a # tay,
et qu’il existe une involution k sur le groupe du noeud II telle que
k(p) = p=1. Alors

CL(ILG)=CE(ILG) = Z' (ILH)® Y Z'(II,Ga)®B" (I, Gas) BG—a,)
a€Ng(H)
a#ta;,
VZ\ILH)® Y, Z'(L,Ga) ® Z (I, Gay, ®G-a,,)

a€lNg(H)
a;é:}:aio

ot My = {H € H|a;,(H) = 0}.

Le coéne tangent admet deux composantes irréductibles, I’'une de
dimension dimG et autre de dimension dimG + 1.

Démonstration.

1) Considérons le céne quadratique homologique Cg)H (I1, G). On sait
d’aprés le théoréme 2.1 que pour tout a € Ag(H) \ {Fai, }

TG ) s etz
H (I, Ga) = {ZI(H, Go) 2 Gy si ex(ho) =1,

Soit {U} € HYILG) alors {U} = {W} + ¥ .athr=1{Za} + {V}, ol
W € H\(I,H), Zo € H'(I1,Go) et V € H'(IL, Gy, & G-y, )-
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Notons par Z le cocycle tel que Z = Y~ a(ng)_; Za- Donc
(U Uy={WeW+V < V}+2{W — Z}+{Z < 2}
+2{Z <~ V} +2{W — V}.

Les trois premiers termes de cette égalité sont nuls car ils sont & valeurs
dans H? (H, H® Y athor—1 ga) = 0. Le quatrieme terme est nul sauf peut
étre si o + a3, = oy, ce qui impliquerait que o = 0 ou a = +2a;,.
Or ceci est impossible pour une algebre de Lie complexe réductive ([O-
V, Chapitre 3, §1]). Donc {U — U} = 2{W — V}. Le cocycle V
s’écrit V = aVh + yV, ol V) et V, désignent, respectivement, des cocycles
générateurs de H'(I1, Gy, ) et H'(I,G_q, ). Donc {U} € CRH(II, G) si et
seulement si z{W — V1} = 0 et y{W — V2} = 0. Deux cas sont possibles :

a) si le cocycle W est tel que oy, (W(p)) = 0 alors z{W — Vi} =
y{W — Vo} = 0 pour tout z, y € C.

b) si a;, (W(p)) # 0 alors z{W — Vi} = y{W — V2} = 0 si et
seulement si z = y = 0 (voir théoréme 3.1); d’ou le résultat.

2) Soit U un cocycle dans la premiére composante de C’f,% (I1, G) alors
U=W+7Z+ 6B avec W € ZI(H,H), Z € zeﬁ(ho)zl ZI(H, Gp) et
B e Ee'r(hw;ﬂ G,. Comme D’action est triviale sur H ® ) _sno)_; G, pour
tout X = (z,t!) el =Ker px T on a W(X) + Z(X) = IW(u) +1Z(p).
D’ou pour tout X = (z,t!),Y = (y,t°) € Ker px T :

(W(X)+2(X), X-(W(Y) + Z(Y))]= [[(W () +Z (1)), s(W (1) +Z ()]
=0.

On en déduit que arc p; = t(W + Z) pg est un arc de représentations dans
R(I1, G) tangent & W+ Z et que (¢tB) p; (—tB) est un arc de représentations
tangent & U. Donc U € CF (I1, G).

Soit U un cocycle dans la deuxiéme composante de Cg)(l’[, G) qui
s’écrit sous la forme U = Wy + Z + 6B + zV; + yV, avec W € Z1(I1, H;),
Z €Y stney—y Z'(I1,Gg), Vi (respectivement Va) est un cocycle généra-
teur de H'(IT,Ga,,) (respectivement H'(I,G o, )) et B € > evthorzy G-
Considérons le cocycle Uy = zV; + yVa alors (voir proposition 4.3 et corol-
laire 4.13) il existe un arc logarithmique formel 21‘;1 U;t* & valeurs dans
Hi, ® Gi,- 11 est facile de voir que [Gg, H;, @ G;,] = 0 pour toute racine
B € Ag(H) telle que e#(*0) = 1; donc l'arc ((Uy + Z)t + Y isg Uit) est un
arc logarithmique formel. Autrement dit

(%) —6U;, = %(U1+Z)V(U1+Z)
—6U; = U+ Z,Us,...,U;—1) pour tout i > 3.
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Considérons le cocycle U; = Wi + Uy + Z; alors on montre par récurrence
sur ¢ > 2 qu’on peut résoudre toutes les équations d’obstruction relatives &
U, . Plus précisément, pour tout ¢ > 2, il existe une cochaine U; solution de
la i-éme équation d’obstruction qui s’écrit sous la forme U; = U; + W; ou
W, € Cl(H, Zeﬁ(ho)zl Hﬁ &) gﬁ @ g—ﬂ)-

D’apres le théoreme 4.12, il existe un arc de représentations p; dans
R(I1, G) tangent a U, et d’extrémité po. L’arc (tB) p; (—tB) est donc un arc
de représentations dans R(II,G) tangent & U = 6B +U, et U € CL (11, G).

Le calcul des dimensions des composantes du cone tangent est une
conséquence immédiate des calculs des dimensions des groupes de cohomo-
logie. O

COROLLAIRE 5.3.— Soit G un groupe de Lie complexe connexe
réductif. Sous les hypothéses du théoréme 5.2, considérons I’ensemble
des composantes irréductibles de R(II,G) passant par po. Elles sont de
dimension inférieure ou égale 4 dimG + 1. Il y en a au moins une, la
composante S(I1, G), qui est de dimension égale & dimG et au moins une
autre, de dimension égale a dimG + 1, qui contient des représentations non
métabéliennes. Ces deux composantes ne sont pas tangentes entre elles.

Démonstration. — C’est une conséquence du fait que le cone tangent
admet deux composantes, I'une est de dimension égale & dimG et ’autre
de dimension dimG + 1 (voir théoreme 5.2) et que dim,, R(II,G) =
dimC7 (IT, G) ([CLO, Chapitre 9, §7, Théoréme 8]). a

0
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