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BIGEBRES DIFFERENTIELLES GRADUÉES ASSOCIÉES
AUX PERMUTOÈDRES, ASSOCIAÈDRES ET

HYPERCUBES

par Frédéric CHAPOTON

Introduction.

On construit trois bigèbres dans la catégorie monoïdale symétrique
des complexes de groupes abéliens. Chacune de ces bigèbres est liée à une
famille de polytopes, qui sont respectivement les permutoèdres, les asso-
ciaèdres ou polytopes de Stasheff et les hypercubes. Considérons d'abord
les permutoèdres. Si m est un entier positif, le permutoèdre Pm peut être
défini comme l'enveloppe convexe des points (cr(l), . . . ,a(m)) de R771, où
a décrit le groupe symétrique G m- Dans la première partie de l'article, on
rappelle la description de l'ensemble des faces de Pm (voir [Ton97]), puis
on introduit la notion d'orientation d'une face.

On associe un Z-module Perm^ à l'ensemble des faces orientées de Pm
et on note Perm la somme directe des Z-modules Perm^. On démontre le
théorème suivant :

THÉORÈME 1. — II existe sur Perm une structure de bigèbre au sens
différentiel gradué. En oubliant la différentielle^ la sous-bigèbre graduée
Perm0 formée par les cellules de dimension zéro est l'algèbre de Hop f sur
les groupes symétriques introduite par Malvenuto et Reutenauer [MR95].

Dans la seconde partie de l'article, on introduit le Z-module Perm,
puis les structures de produit, de coproduit et la différentielle sur Perm

Mots-clés : Bigèbres - Complexes - Polytopes - Permutoèdres - Associaèdres.
Classification math.: 16W30 - 52B11.



1128 FRÉDÉRIC CHAPOTON

ainsi que deux involutions b et (|. La démonstration du théorème 1 forme le
contenu de la troisième partie. On y prouve aussi les propriétés reliant les
deux involutions au produit, au coproduit et à la différentielle.

La quatrième partie est consacrée aux associaèdres, aussi appelés
polytopes de Stasheff. On renvoie, pour leur définition, à l'article original
[Sta63], ou aux références dans [Ton97]. On convient de noter Km-\ le
polytope de Stasheff de dimension m — 1, en accord avec [Zie95]. Les faces
de Kra-\ sont en bijection avec les arbres plans à m + 1 feuilles. On associe
un Z-module Arbm à l'ensemble des faces orientées de Km-i et on note Arb
la somme directe des Z-modules Arb^. On définit une surjection '0 de
l'ensemble des faces orientées de Pm vers l'ensemble des faces orientées
de Krn.-\i dont on déduit une surjection ^ de Perm dans Arb, et donc une
injection t^ de Arb dans Perm. On identifie Arb à son image par t^ \ on
obtient alors le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Arb est une sous-bigèbre différentielle graduée de
Perm. En oubliant la différentielle^ la sous-bigèbre graduée Arb° formée par
les cellules de dimension zéro est l'algèbre de Hop f sur les arbres binaires
plans introduite par Loday et Ronco [LR98].

La cinquième partie est consacrée aux hypercubes. Si 1 est l'intervalle
[—1,-(-!], alors les faces de l'hypercube Irn~l sont en bijection avec les
(m — l)-uplets d'éléments de {—1,0,+1}. On associe un Z-module Cubyn
à l'ensemble des faces orientées de I171-1 et on note Cub la somme directe
des Z-modules Cuby^. On définit une surjection 0 de l'ensemble des faces
orientées de Prn vers l'ensemble des faces orientées de Irn~l ^ dont on déduit
une surjection <Ï> de Perm dans Cub, et donc une injection *<Ï> de Cub dans
Perm. On identifie Cub à son image par ^; on obtient alors le théorème
suivant :

THÉORÈME 3. — Cub est une sous-bigèbre différentielle graduée de
Perm, contenue dans Arb. En oubliant la différentielle^ la sous-bigèbre
graduée Cub° formée par les cellules de dimension zéro est l'algèbre de
Hop f des descentes introduite par Malvenuto et Reutenauer [MR95].

La démonstration utilise l'involution {) : on montre que Cub est, dans
Perm, l'intersection de Arb et de son image par ().

Il convient ici de remarquer que ces constructions sont analogues
à celles de [ChaOO]. Plus précisément, on introduit dans [ChaOO] trois
bigèbres filtrées, dont les trois bigèbres graduées associées ressemblent
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beaucoup aux trois bigèbres de cet article. En fait, les formules pour le
produit et le coproduit ne diffèrent que par la présence de signes, de même
que les injections entre les algèbres. Dans les bigèbres de [ChaOO], toutes les
constantes de structure dans la base naturelle sont positives.

1. Permutoèdres et orientations.

Soit m un entier strictement positif. Le permutoèdre Pm est
l'enveloppe convexe de l'orbite du point (1,2,. . . ,m) e M771 sous l'action
du groupe symétrique 6m agissant par permutation des coordonnées. C'est
un polytope de dimension m — 1, dont les sommets sont en bijection avec
les éléments de 6 m- Plus généralement, les faces de Pm correspondent aux
partitions ordonnées de l'ensemble {! , . . . , m}. On représente une partition
ordonnée de m en p parts par une matrice à m colonnes et p lignes,
à coefficients 0 ou 1, telle que chaque colonne comprenne exactement
un coefficient non nul et chaque ligne au moins un coefficient non nul.
L'entier d = m — p est la dimension de la face de Pm correspondante. Dans
le cas d = 0, on retrouve les permutations sous forme de matrices carrées,
qui correspondent aux sommets de Pm' Voici un exemple, avec m = 5
et d = 2 :

(1)
1 1 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

Soit F une face de Pm- On introduit l'ensemble S {F) des sous-matrices
de la matrice de F qui sont de la forme suivante :

(2) [10. . .01] ,

c'est-à-dire un coefficient 1, puis une suite de zéros, éventuellement vide,
puis un coefficient 1. En comptant les coefficients non nuls ligne par ligne
puis colonne par colonne, on voit que le cardinal de S(F) est égal à d.

On introduit maintenant un autre point de vue. Soit

S = { 5 i , . . . ,Sm-l}

l'ensemble standard de réflexions simples du groupe de Coxeter 6m' On
note 6m,i le sous-groupe parabolique associé à une partie 1 C S. Les
faces du permutoèdre Pm sont aussi en bijection avec les paires (^,w), où
1 C S et w G 6m,i\6m est la classe à droite d'un élément w de 6m'

TOME 50 (2000), FASCICULE 4



1130 FRÉDÉRIC CHAPOTON

La correspondance avec la description précédente est définie comme suit :
étant donnée une paire (l\w), on choisit un représentant w de la classe w,
que l'on regarde comme une matrice de permutation. On considère la
relation d'équivalence sur les lignes engendrée par i ̂  i 4-1 si la réflexion
si == (i, i-\-1) est dans I . On peut définir une matrice aux lignes indexées par
les classes d'équivalence, et contenant la somme des lignes correspondantes
de la matrice de permutation. Cette matrice ne dépend que de la classe w
et ne contient qu'un élément non nul par colonne. C'est la matrice associée
à la face (J,w). Réciproquement, la matrice d'une face F détermine la
paire (J, w) comme suit. L'ensemble S {F) est identifié à un sous-ensemble I
de 6' par l'application suivante : on numérote les coefficients non nuls de
la matrice de gauche à droite et de haut en bas, chaque élément de S(F)
correspond alors à une paire d'entiers consécutifs entre 1 et m, à laquelle
on associe la réflexion simple correspondante. On associe également à la
matrice des représentants de la classe w : on remplace chaque ligne par
plusieurs lignes consécutives, en plaçant chaque coefficient non nul sur une
ligne différente. On obtient l'unique représentant de longueur minimale,
noté wp^ en plaçant, pour chaque ligne, les coefficients non nuls dans le
même ordre de gauche à droite que de haut en bas. Voici le représentant de
longueur minimale de l'exemple (1) :

" 1 0 0 0 0 "
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 .
0 0 0 0 1

. 0 0 0 1 0 .
Les polytopes Pm sont simples, c'est-à-dire que pour toute face F de
dimension d et pour tout sommet w de F, il y a exactement d arêtes de F
qui passent par w. Pour se donner une orientation de F, il suffit donc de
spécifier un sommet de F et un ordre module les permutations paires sur
les arêtes de la face -F issues de ce sommet. On peut sans restriction choisir
le sommet wp- Les arêtes de F issues de wp sont indexées par les éléments
de J, qui est canoniquement identifié à S (F).

On a montré le lemme suivant :

LEMME 1. — II existe une correspondance naturelle entre les orien-
tations d'une face F d'un permutoèdre et les orientations du R-espace
vectoriel de base S (F).

On appellera par la suite orientation de la face F la donnée d'un
produit extérieur des vecteurs de base correspondant aux éléments de S (F).

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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2. Définitions.

2.1. Définition du Z- module Perm.

On convient que le permutoèdre de rang m = 0 est un point, noté |.
On note Perm le Z-module libre sur l'ensemble des paires (F, or), où F
est une face d'un permutoèdre et «or» une orientation de F^ module les
relations

(F, or) = -(F, -or).

On considère indifféremment « or » comme un produit extérieur sur les
éléments de S(F) ou sur les éléments de I . On munit Perm d'une double
graduation par le rang m et la dimension d, et on note Perm^ la composante
correspondante, qui est non nulle si et seulement si 0 < d < m — 1
ou m = d = 0.

On remarque que Perm0 admet pour base les sommets des permu-
toèdres, indexés par les éléments des groupes symétriques, pour lesquels
il n'y a pas d'orientation à préciser.

2.2. Définition du produit.

Soient (F, or) ç Perm^, (F', or') ç Perm^, on pose p = m — d,
q = n — e et on note F x F ' la matrice à m + u colonnes et p 4- q lignes
contenant F en haut à gauche, F ' en bas à droite et 0 partout ailleurs.
On note Sh(p,ç) l'ensemble des battages de type (p,ç) dans ©p+ç. Soit
a G Sh(p, q) un battage des lignes de F x F ' . Comme chaque ligne de F ou
de F ' correspond à une ligne de a(F x F ' ) ^ on peut définir une bijection
S(F) U S Ç F ' ) ̂  SÇa(F x F')) en identifiant une sous-matrice incluse dans
une ligne de F ou de F ' avec une sous-matrice de a(F x F ' ) . On pose alors

(3) (F, or)* (F', or') = ^ (a(F x F'),or Aor'),
o-çSh(p,g)

où or A or' est considéré comme une orientation de a{F x F ' ) via la bijection
définie ci-dessus.

PROPOSITION 1. — La restriction de ce produit à Perm0 coïncide avec
le produit défini par Malvenuto et Reutenauer.

Preuve. — Comme les orientations n'interviennent pas, on obtient le
produit comme une somme sur des battages :

F ^ F ' = ^ ^(FxF'),
creSh(m,n)

qui est bien le produit défini dans [MR95]. D

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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2.3. Définition du coproduit.

Soit (.F, or) ç Perm^, on pose p = m — d. Si 0 <, i <: p, on note F<i
(resp. F>z) la matrice formée par les i premières lignes de F (resp. par
les autres lignes) en supprimant les colonnes nulles, où on convient qu'une
matrice à zéro ligne est l'élément | de Perm^. Alors on a

S(F)=S(F<,)US(F^)^

ce qui permet de considérer or comme un produit extérieur sur les éléments
de S(F<i) U S(F^). On pose

P

E6^
i=0

(4) A(F, or) = ̂  e(%) (F ,̂ or<^) 0 (F>,, or>^),

où le signe e(%) est celui du battage nécessaire pour réordonner «or» en
mettant à gauche les éléments de S(F<^i) et à droite les éléments de S'(F>^),
c'est-à-dire pour écrire or = e(%) or<^ Aor>^.

PROPOSITION 2. — La restriction de ce coproduit à Perrn0 coïncide
avec le produit défini par Malvenuto et Reutenauer.

Preuve. — Comme les orientations n'interviennent pas, on obtient
comme formule pour le coproduit :

A(F)=^F<^F>,,
î=0

qui est bien le coproduit défini dans [MR95], D

COROLLAIRE 1. — La sous-bigèbre graduée Perrn0 obtenue en oubliant
la différentielle est ^algèbre de Hopfsur les groupes symétriques définie par
Malvenuto et Reutenauer dans [MR95].

2.4. Définition de la différentielle.

On considère ici la différentielle

9:Perm^Perm^1,

transposée de la différentielle usuelle sur le complexe des cellules orientées
d'un polytope; elle augmente la dimension de 1.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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Soit (F,oï) e Perm^, on pose p = m — d. Soit 1 < i < p — 1, on
note Di(F) la matrice obtenue en fusionnant les lignes i et i + 1 de F. En
numérotant toujours les coefficients non nuls de gauche à droite et de haut
en bas, on note M(F, Ï ) le numéro du dernier coefficient non nul de la ligne i
de F. On a alors

S(D,(F))=S(F)U{SM(F^}
comme parties de S. On pose

(5) 9(F,or) = ̂ (-l)^^0^»^),^,,) Aor) ,
i=l

où £(F) = £{wp) est la longueur de wp dans le groupe de Coxeter {Grn, S).

Cette définition de 9 coïncide avec la définition géométrique :

PROPOSITION 3. — (Perm^,<9) s'identifie au complexe des cochâmes
sur les faces du permutoèdre Pm- En particulier 9 est de carré nul.

Preuve. — Comparons le dual de (Perm^, 9) au complexe des chaînes
sur les faces du permutoèdre Pm' II est clair que les faces qui apparaissent
dans 9{F^or) sont toutes celles qui contiennent F dans leur bord. Il reste
donc à comparer l'orientation du bord d'une face F induite par l'orientation
de -F et celle donnée par les formules ci-dessus. Ceci ne présente pas de
difficulté. D

Comme le polytope Pm est homéomorphe à la boule de dimen-
sion 77i — 1, il résulte de cette proposition que l'homologie de ce complexe
est un Z-module libre de rang 1 concentré en dimension 0.

2.5. Définition des involutions.

On introduit maintenant deux involutions, dont l'une jouera un rôle
dans la preuve du théorème 3 de l'introduction.

Symétrie droite-gauche b. — On note F^ la matrice obtenue en
renversant l'ordre des colonnes de F. Comme parties de S, S (F) et S(F^)
sont égales, donc on peut définir une orientation de F^ par

or^-l/^+^or.

On définit l'application b : Perm —> Perm par la formule

(6) (F.or^F^).
C'est clairement une involution.

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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Symétrie haut-bas B. — Soit (F, or) ç Perm^. On note F^ la matrice
obtenue en renversant l'ordre des lignes de F et or^ le produit extérieur
obtenu en substituant Sm-i à la place de chaque Si dans «or ». On définit
l'application jj : Perm —> Perm par la formule

(7) (F,or)»=(F^).
C'est clairement une involution.

3. Démonstration du premier théorème.

On va démontrer le théorème 1 de l'introduction. Si F est une face
d'un permutoèdre, on note L(F) l'ensemble des lignes de F contenant au
moins un élément de <5'(F), et on l'ordonne de haut en bas. Si £ 6 ^(F), on
désigne par ujg le produit extérieur des éléments de S(F) contenus dans la
ligne £ placés dans leur ordre de gauche à droite.

3.1. Associativité du produit.

PROPOSITION 4. — Soient (F, or) e Perm^, (F', or') e Perm^ et
(F",or")ePerm{. On a

(8) [(F, or) * (F', or')] * (F", or") = (F, or) * [(F', or') * (F", or")].

Preuve. — En posant p = m — d, q = n — e et r == u — /, on obtient

[(F, or) * (F', or')] * (F", or") = ^ (a(F x F' x F"), or A or'A or"),
(T6Sh(p,ç,r)

où or A or' A or" est l'orientation de cr(F x F' x F") obtenue par la bijection
entre sous-matrices induite par le triple battage a. On montre sans difficulté
que (F, or) * [(F', or') * (F", or")] est égal à la même expression. D

3.2. Coassociativité du coproduit.

PROPOSITION 5. — On a (A (g) Id)A = (Id(g)A)A.

Preuve. — Soit (F, or) G Perm^ et p = m — d. Quitte à remplacer
(F, or) par —(F, or) = (F,—or), on peut supposer que or = A^^(^)O^.
Dans ce cas, les signes qui apparaissent dans la formule (4) de définition du
coproduit sont positifs et on a donc

(A0ld)A(F,or) = ̂  (F<,,or^) (g) (F<^>,,or<^>,) (g) (F>^or>^).
0<i<j<p

On montre aisément que (Id(g)A)A(F,or) est égal à la même expression. D

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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3.3. Compatibilité du produit et du coproduit.

On munit Perm de la volte graduée r : Perm (g) Perm —> Perm (g) Perm,
définie comme suit : si (F, or) e Perm^ et (F', or') e Perm^, alors on pose

(9) r((F,or) 0 (F', or')) = (-l^F'.or') 0 (F, or).

Le produit * et le coproduit A sont compatibles :

PROPOSITION. — On a (A o * ) = = ( * (g) *)(Id(g)r (g) Id)(A (g) A).

Preuve. — Soient (F, or) e Perm^ et (F', or') e Perm^, on pose
p = m — d et q = n — e. On cherche à montrer une formule du type

p+Q p q

E E -=E E E E -
i=0 aeSh(p,g) j=0 fc=0 reSh(j,Â;) r'CShÇp-j.q-k)

On définit une bijection entre les ensembles de sommations de ces deux
expressions : à une paire (a, 2), on associe les entiers

j = sup{£ e [0,p] | a{£) ̂  i}, k= sup{£ e [0,ç] | a(£) ̂  i}.

Le battage a définit par restriction des battages r et r'. Réciproquement
la donnée de j, k^ r et T' permet de reconstruire le battage a et l'entier
î = j -^- k. Les paires de matrices correspondant à des indices en relation
par cette bijection sont identiques. Il reste à vérifier que les orientations
coïncident.

On fixe maintenant une paire (î,cr) et son image (j, Â;,T,T') par cette
bijection et on compare les orientations des deux termes correspondants.
Comme la formule est bilinéaire, quitte à changer F ou F' en leur
opposé, on peut supposer que F est orienté par or = A^^(^)O^ et F'
par or' = ^ ^ ' Ç L Ç F ' ) ^ ^ ' O11 note

Li = {£ç L(F) | i < j } ^ L^={£ç L(F) | £ > j},

L'i = [C e L(F') | i' < k}, L^ = [^ e L(F') | £' > k}.

On note N^ (resp. N[) le nombre d'éléments de S (F) dans L^ (resp.
de 6'(F') dans Z/'i). D'une part, la face a(F x F') est orientée par
/\eçL{F)^^W A A^eL(^ /)a;<T(^)5 donc le terme correspondant à (a,i) est
orienté par

(_1)^2^ ^ ^^)A A ^a(^)^ A ^)A A ^a(^).
^çLi £'çL[ £çL2 ^Ç^2

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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D'autre part, le terme correspondant à ( r ^ r ' ^ j ^ k ) dans (A 0 A) (.F (g) I7")
est orienté par

/\ ^ (g) A ^ ̂  A ^ ̂  A ^/ •
^(ELi ^(EZ/2 ^çZ/i ^e^2

Par conséquent, dans (Id 0r 0ld)(A 0 A)^ 0 J7"), ce terme est orienté par

(-I)^N{ /\ ^0 A ^/(^ A ^^ A ^/>
^€Li ^el/i £çL2 ^^^2

Donc le terme correspondant à ( r ^ r ^ j ^ k ) est orienté par

(_l)^2Ni ^ Ct^)A A ^T(^)^ A ^T^A A ^^(^).

^eLi ^eL^ ^ei/2 ^^^2

Via la bijection, on trouve la même orientation que précédemment, ce qui
termine la démonstration. D

3.4. 9 est une dérivation.

Si F e Perm^, on note dim(F) la dimension d de F. Pour montrer
que 9 est une dérivation de (Perm, *), on aura besoin du lemme suivant :

LEMME 2. — Soient (F, or) e Perm^, 1 <, i < m-d, (F', or') e Perm^
et 1 < j < n — e. On note ,̂1+1 (resp. ^^+1) lo- matrice formée par les
colonnes non nulles de la sous-matrice des lignes i et i + 1 de F {resp. j
et j + 1 de F7). Si F^+i = ̂ j+i, alors on a

(_1)W+^WW) = (_l)^/)+^•(^/)\

Preuve. — Si on note B(F) l'ensemble des matrices 2 x 2 extraites
de F qui sont de la forme

(*)
"o r
i o

alors ^{F) = ̂ B(F). De plus B{Di(F)) contient exactement les éléments de
B(F) qui ne sont pas extraits des deux lignes i et î+1. Donc £(F) —£(Di(F))
est le nombre de matrices 2 x 2 de la forme (4k) extraites des deux lignes i
et i + 1. Ce nombre ne dépend que des colonnes non nulles dans la matrice
formée par les lignes i et i + 1, ce qui démontre le lemme. D

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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PROPOSITION 7. — Si (F, or) 6 Perm^ et (F', or') e Perm^ alors
on a

(10) ^((F.orMF'.or')) =0(F, or)* (F', or) + (-l^or) * c^or').

Preuve. — On pose p = m — d et q = n — e. Comme la formule à
prouver est invariante par changement d'orientation, on peut supposer que
or = ^çLÇF^f. d 01'' = A^/Ç^(^/)CC;^. Par définition du produit, on a alors

(F, or) * (F'.or') = ̂ (a(F x FQ.or^)),
(T

où or(cr) = A^(EL(^) ̂ (^ A AreL(^) ^(T^)- par conséquent, on a

(11) ^(F.orMF'.or7))
p+g-l

= Y, ^^(^)(A(a(FxF/)),5M(a(^x^),^)Aor(a)),
î=l (7

où 2,(z) = (-l)^(^^x^))+^^(-(^x^))) on décompose la somme (11)
selon les quatre cas suivants :

1) cr"1^)^? et a-^î+l)^^;

2) a~l(^)>p et a-^î+!)>?;

3) cr-^);^ et o-^+l)^?;

4) o-"1^)^? et c^-l(i+l)>p.

Considérons le cas 1). Comme a est un battage, si on pose j = cr"^)
alors on a j + 1 = a^Çi + 1). Soit a ' le (p - 1, ç)-battage obtenu à partir
de a par fusion des lignes j et j +1 d'une part et des lignes i et i +1 d'autre
part. Réciproquement la paire (cr'.j) détermine a et i, et on a

A^FxF^^D^xF').

Par le lemme 2, on a

S,(z) = (-l)W+^W\

donc ce signe ne dépend que de j ; on le notera 2(j). Soit Nj = dim(F<^),
on a

SM^ÇFXF')^ Aor(cr) = (-1)^ A ^/^) A A ^r^)-
£CL{Dj(F)) ^CL^')
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La somme des termes correspondant au cas 1), indexée par (cr^j), est donc
égale à

p-i

^^SO^^^.^xF')^-!)^ A ^)AA^)).
J=l a ' ^L{D,{F}) ^eL(^) /

Par ailleurs, on a

(ô(F,or)) * (F'.or') = ̂ {-^F^D^\D^SM^ A or) * (F^or7)
j'==i
p-i

= E^K^WM-l)^ A ^) * (^or')
j=i ^EL(D,(^))

p-i

= EE^K^wx ̂ (-i)^' A ^w A A ^w),
j=l a ' £çL(Dj(F)) i ' ç L { F ' )

ce qui montre que la somme des termes correspondant au cas 1) est égale à
(c^or))*^^).

Considérons le cas 2). Comme a est un battage, si on pose j = a"1^)
alors on a j 4-1 = a~1 (i +1). Soit a ' le (p, ç - l)-battage obtenu à partir de a
par fusion des lignes j et j +1 d'une part et des lignes i et i +1 d'autre part.
Réciproquement la paire (<T',j) détermine a et î, et on a Di{a{F x F')) =
(7'(F x D,(F')). Par le lemme 2, on a S^(î) = (-i)^^^^))^ donc ce
signe ne dépend que de j, on le notera S^j). Soit N^ = dim(F^ •), on a
SM(a{FxF'),i) Aor(a) = (-I^^A^L^^O AA^I^.^))^^)- La
somme des termes correspondant au cas 2), indexée par (a',j), est donc
égale à
9-1

^^WÇFxD^))^-!)^ A ^(QA A ^(.)).
.7=1 a' ^EI/GF) reL(D,(^))

Par ailleurs, on a

(F, or) ̂ (F'.or') = ̂ (-l)^)+^(^))(F,or) * (^(F'),^^-) A or')
j=i
9-1

= ̂ S'O^F.or) * (^.(FQ^-l)^ A ^)
j=l £çL(D,(F'))

9-1=EE2/œ(a'(FX^•(F/))-(-l)^ A ^^A A ^^)),
j=l a ' ^L(F) e ' ç L Ç D j Ç F ' ) )
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ce qui montre que la somme des termes correspondant au cas 2) est égale
à^l^F.or^^F'.or').

Montrons enfin que la somme totale des termes correspondant aux
cas 3) et 4) est nulle. On a une bijection entre les indices du cas 3) et ceux
du cas 4) : à toute paire (a, Ï ) du cas 3) correspond la paire (a', Ï ) du cas 4)
où <7' = (2, i + 1) o cr. On a alors

D i ( a ( F x F f ) ) = D i ( a f ( F x F f ) ) .

On fixe une paire (cr^) d'indices du cas 3) et on note (a', ï) la paire
correspondante d'indices du cas 4). Montrons que les signes des termes
correspondant à (a, i) et à (a', Ï ) sont opposés. Soit N^ (resp. N2) le nombre
de coefficients non nuls dans la ligne i (resp. i + 1) de a(F x F ' ) ; on a
^(^)=letE^(^)=(-l)N^.

Montrons que or(cr) = (-1)^1^2-1 or((7'). Comme on a

(12) or(cr) = SM{a{FxFf),i} A ^i A uji A ^2 A c^+i A ^3,

(13) or(a') = 5M(a^xFO,î) A Qi A 0 .̂1 A ^2 A ̂ / A ^3,

et que ^ et o;̂  sont de même degré, ainsi que uj\ et a^+i, il suffit de
montrer que

(14) SMÇaÇFxF')^ A 0;, A O^+i = (-l^^'^M^.Fx.FQ^) A 0;̂  A C^'.

Si ^ désigne la ligne obtenue par fusion des lignes i et i + 1, alors on a

^i A SMÇaÇFxF'^i) A C^+i = ̂  = C^ A SMÇa^FxF'),!) A O^i.

Comme ̂  et o;̂  sont de degré TVi - 1 et uj[ de degré A^ - 1, on obtient
que

SMÇaÇFxF'^i) A LOi A O^+i = (-l)^1"1^

= (-l^^M^Fx^) A^ A^

= {-^^^-^-^SM^FXF^ A^ Ao;^

ce qui montre l'égalité (14). Ainsi, on obtient que les termes correspondant à
(a,%) et à ((7',î) diffèrent par le signe (-I^I+^+W-IX^-^+A^ ^ _^
ce qui montre que la somme des termes correspondant au cas 3) est opposée
à celle des termes correspondant au cas 4). Ceci termine la preuve de la
proposition. Q
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3.5. 9 est une codérivation.

PROPOSITION 8. — O n a A < 9 = (ô^Id+f^-^^Id^c^A.

Preuve. — Soit (F, or) e Perm^, on pose p = m - d. Soit
1 < i < m - d - 1, on note 6,(F) pour (-l)W+^W). Quitte à
changer F en son opposé, on peut supposer que or = /\^L(F)^£' On a alors

m-d-l

A9(F,or)=A( ^ e,(F)(A(F)^(^) A or))
î=l

m-d-l
= E E^^W^W^-^M^Aor)^)

^î ^ (A(^)>^ (^M(^) A or)>^),
où e(^) est le signe défini par l'égalité

SM{F,i) A or = e{£) (SMW) A or)<^ A (SM(F,Ï) A or)>^.

• Si £ > î, alors

SM{F,Ï) A or = 5M(^<^) A or<^ A or>^
et donc e(£) = 1.

• Si £ < î, alors

SM(F,i) A or = (-l)^^) or<^ A5M(^,,,) A or>^
d'oÙe(^) =(-l)dim(^<,)^

On obtient donc que
m—d—l

Aô(F,or)= ^ ^Qi{F)(Di{F^^SMÇF^i^oT<e)^(F^oT^)
i=l e>i

m—d—l

+ E Ee^F)(-l)dim(^)(F<^or<^
^ (A(^),5M(^>,,î) Aor>^) .

Par le lemme 2, on a
^ r (_I)^(F<.)+^D.(^,)) ^ ̂  ̂
-'[ (_1)^>.)+^(D.(^)) s i ^ < ^

la proposition en découle. Q

Ceci termine la démonstration du théorème 1 de l'introduction.

Les involutions sont compatibles à toutes les structures présentes :
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PROPOSITION 9. — On a les propriétés suivantes, au sens gradué :

• b et jt commutent.

• b est un morphisme de complexe, un antimorphisme d'algèbre et un
morphisme de cogèbre.

• jj est un morphisme de complexe, un morphisme d'algèbre et un
antimorphisme de cogèbre.

Preuve. — Les démonstrations ne présentent pas de difficultés et sont
laissées au lecteur. D

4. La bigèbre différentielle des polytopes de Stasheff.
4.1. Polytopes de Stasheff et orientations.

Soit m un entier strictement positif. Comme [Zie95], on note Km-i
le polytope de Stasheff (aussi appelé associaèdre) de dimension m — 1,
dont les sommets sont en bijection avec les arbres binaires plans à m 4- 1
feuilles. On convient que « arbre plan » signifie arbre plan muni d'un sommet
monovalent distingué appelé la racine et dont chaque sommet interne est au
moins trivalent. Alors, les faces de Km-i correspondent aux arbres plans
à m + 1 feuilles ; plus précisément, si p est le nombre de sommets internes,
alors d = m — p est la dimension de la face de Km-i correspondante. La
figure 1 donne un exemple d'arbre plan avec m = 5 et d == 1.

Figure 1. Exemple d'arbre plan

Soit T un arbre plan à m + 1 feuilles et s un sommet interne de T,
on appelle arêtes extrêmes de s la première arête à gauche et la dernière à
droite parmi les arêtes entrantes de s. On introduit l'ensemble 5'(T) formé
par l'union des arêtes non extrêmes de tous les sommets internes de T.
Par abus, on désigne encore par T la face de Km-i associée à l'arbre T.
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On observe que la dimension d de cette face est égale au cardinal de S(T).
En orientant les arêtes en direction de la racine, on munit l'ensemble des
sommets internes de T d'un ordre partiel, croissant des feuilles vers la
racine.

On sait que les polytopes de Stasheff sont simples. Il suffit donc pour
se donner une orientation d'une face T de Km-i de spécifier un sommet de
la face T et un ordre module les permutations paires sur les arêtes issues
de ce sommet et contenues dans la face T. On peut sans restriction choisir
pour chaque face T le sommet T™111 défini de la façon suivante : on remplace
chaque sommet interne de l'arbre T ayant au moins trois arêtes entrantes
par une succession de sommets internes binaires, chacun étant lié à la feuille
de gauche du sommet interne suivant, voir la figure 2. Les arêtes de la face T
issues de T111111 sont naturellement indexées par les éléments de S(T). On
appellera donc orientation de la face T la donnée d'une orientation du
R-espace vectoriel de base S(T).

Figure 2. Définition de F"1111

4.2. Définition du sous Z-module Arb.

On convient que le polytope de Stasheff K-\ est un point, noté |.
On note Arb le Z-module libre sur l'ensemble des paires (r.or), où
T est un arbre plan et or une orientation de T, modulo les relations
(T,or) = —(r ,—or) . On munit Arb d'une double graduation par le rang
m, qui est le nombre de feuilles moins 1, et la dimension d, et on note
Arb^ la composante correspondante, qui est non nulle si et seulement si
0 <^ d < m — 1 ou m == d == 0.

Soit (F, or) e Perm^, on dit que F est ^-dégénérée s'il existe une
matrice extraite de F de la forme

[1 0 1'
0 1 0(") lo i o j -

La matrice de l'exemple (1) est ^-dégénérée. On va définir une application
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surjective ^ : Perm •—> Arb. On pose d'abord ^(|) == | et ^(F,or) = 0 si F
est ^-dégénérée. Il reste à définir ^(F, or) pour F non ^-dégénérée.

On définit d'abord, par récurrence sur le nombre de. lignes de F
(supposée non ^-dégénérée), un arbre ^(F) ayant m -h 1 feuilles si F a m
colonnes. Si F est la matrice [1... 1] à m colonnes, alors ̂ (F) est la corolle
à m +1 feuilles. Soit maintenant F non -0-dégénérée ayant m colonnes et au
moins deux lignes. Soit N le nombre de coefficients non nuls de la première
ligne de F. Comme F est non ^-dégénérée et que chaque colonne de F
est non nulle, ces coefficients sont placés dans N colonnes consécutives. On
note F ' la matrice obtenue en supprimant la première ligne de -F, puis les N
colonnes nulles. L'emplacement de ces colonnes détermine une séparation
verticale de la matrice F ' . En orientant de gauche à droite l'ensemble des
séparations possibles et l'ensemble des feuilles de ̂ (F'), ces deux ensembles
étant de cardinal m — N + 1, on peut les identifier par l'unique bijection
croissante, on obtient ainsi une feuille / de ^(F"). On définit alors ip(F)
comme l'arbre obtenu par greffe sur la feuille / de ^ ( F ' ) d'une corolle à
N + 1 feuilles. Ceci termine la récurrence. Comme ^{F') a m — N -h 1
feuilles, t^(F) a bien m 4-1 feuilles.

L'application '0 a les propriétés suivantes. D'abord, on a une
bijection 0p entre les sommets internes de ^(F) et les lignes de F. La défi-
nition par récurrence de i/^{F) consiste en effet à greffer une corolle, donc
ajouter à ^ { F ' ) un sommet interne; on pose son image par Op égale
à la première ligne de F. En supposant déjà définie la bijection O p ' i
la bijection 6p s'obtient alors en identifiant les autres lignes de -F aux
lignes de F ' et les autres sommets internes de ip(F) aux sommets internes
de ^ (F ' ) . De plus, pour tout sommet interne t de ^{F\ en orientant de
droite à gauche l'ensemble des sous-matrices [10... 01] de Op^t} et l'ensemble
des arêtes non extrêmes du sommet interne t de '0(F), qui sont de même
cardinal, on peut les identifier par l'unique bijection croissante. Il en résulte
que dim(^) == dim('0(I71)) et que l'on peut considérer une orientation de F
comme une orientation de ̂ (F). On peut donc poser ^(-F, or) = (^(F), or),
ce qui définit l'application ^ : Perm —> Arb cherchée. On a montré au
passage que ^ préserve la double graduation de Perm et Arb.

On va décrire plus précisément les fibres de ^ et le noyau de ^. On
remarque d'abord que si ^{F) = ̂ ( F ' ) == T et si t est un sommet interne
de T, alors la ligne ^p(t) de F est identique à la ligne OF'W de F'. Par
ailleurs, si t' est greffé sur ^, alors Op^t') est en dessus de Op^t). On en
déduit que les éléments F de ̂ ^(T) diffèrent seulement par la bijection Op^
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laquelle doit être croissante pour l'ordre partiel naturel sur les sommets
internes de T et l'ordre de haut en bas sur les lignes de F. Toutes ces
bijections sont liées entre elles par des chaînes de transpositions de deux
lignes consécutives qui sont '0-admissibles, au sens suivant : il existe une
colonne dont le coefficient non nul est en dessous des deux lignes et telle
que les coefficients non nuls d'une des deux lignes soient tous à gauche et
ceux de l'autre ligne tous à droite de cette colonne. Réciproquement, si F
et F' diffèrent par une transposition '0-admissible, alors '^(F) = ̂ (F'). On
a donc montré la

PROPOSITION. — Soit T un arbre plan.

1) La fibre ^^(T) est indexée par les ordres totaux sur l'ensemble
Som(r) des sommets internes de T qui étendent l'ordre partiel naturel.

2) Le noyau de ^ est engendré par les éléments (F, or) où F est
^-dégénérée et par les éléments (F, or) - (F', or) où F et F' sont non
^-dégénérées et diffèrent par une transposition ^-admissible.

En identifiant Perm et Arb avec leurs duaux respectifs à l'aide de
leurs bases naturelles, on considère l'application transposée de ^ comme
une injection de Arb dans Perm et l'on identifie désormais Arb à son image
dans Perm.

PROPOSITION. — La restriction de l'injection de Arb dans Perm aux
0-cellules coïncide avec l'injection de l'algèbre de Hop f des arbres binaires
plans de Loday et Ronco dans l'algèbre de Hopfsur les groupes symétriques
de Malvenuto et Reutenauer.

Preuve. — L'orientation ne joue aucun rôle. On vérifie aisément que
cette application est bien celle décrite en termes d'arbres à niveau et de
permutations dans [LR98]. D

4.3. Arb est un sous-complexe.

PROPOSITION 12. — On a <9(Arb) C Arb.

Preuve. — Soient (T.or) ç Arb^ et p == m - d. On choisit un ordre
total quelconque sur l'ensemble Som(r) des sommets internes de T. Quitte
à remplacer (T,or) par —(T.or), on peut supposer que or = A^som(T)^
où le produit est pris dans l'ordre choisi sur Som(T) et ̂  désigne le produit
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extérieur des arêtes non extrêmes du sommet interne t dans leur ordre de
gauche à droite. On a alors

(16) (r,or)= ^ (F,or)= ^ (F, A,esom(r)^M^
Fç^-^T) Fçip-1^)

et donc

(17) ô(T,or)=^ ^ (-l^W0^))^),^^)

^WW A A ^(t)).
tçSom(T)

On sépare cette somme selon que l'échange des lignes i et i + 1 de F est ou
non '0-admissible. Dans la somme ^-admissible, on regroupe les termes par
paires dont les éléments diffèrent par échange des lignes i et î+1. Soient i un
entier et (F, F ' ) fixés formant une telle paire. On a alors Di(F) = D^F'),
on va montrer que les signes des deux termes d'une paire sont opposés.
Quitte à échanger F et F ' ' , on peut supposer que les coefficients non nuls de
la ligne i de F sont à gauche des coefficients non nuls de la ligne 2+1. Soit
A^i (resp. N^) le nombre de coefficients non nuls dans la ligne i (resp. i 4-1)
de F. Alors

(_l)^)+^zW) = l et (-l/^+^W^)) = (-1)^1^

Par ailleurs, les orientations des termes F et F' diffèrent par (—1)^1^2+1^
par un raisonnement similaire à celui utilisé en 3.5 pour montrer que 9 est
une dérivation, donc les deux termes sont opposés. La somme '0-admissible
est donc nulle.

La seconde partie de la somme correspond au cas (F, 2) non ^-
admissible. Notons t1 = Ô^Çi) et t2 = O^Çi-^-l) les deux sommets internes
de T correspondants. Alors t1 est greffé sur t2, on note a l'arête qui les joint
et Da(T) l'arbre obtenu par contraction de l'arête a et fusion des sommets
internes t1 et t2 en un seul sommet interne i ' . On définit par contraction
de 0p une bijection Q^i entre les sommets internes de Da(T) et les lignes de
F ' = Di(F). Réciproquement l'arête a et la donnée d'un élément F ' de la
fibre ^~l(Da(T)) déterminent -F et l'entier i. A l'aide du lemme 2, on voit
que le signe (—l)^^^^ ) ne dépend que de l'arête a; on le notera /^(a).
On peut donc écrire la somme non '0-admissible comme

(18) JL Y^ /^(F'^M^A A ^M<))-
a ^{F/)=Da{T) teSom(T)
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On fixe maintenant une arête a de T et on va montrer que la partie
correspondante de la somme précédente est égale à fi(a)(Da{T),OTa), pour
une certaine orientation or a. Pour cela on peut sans restriction choisir un
ordre sur Som(T) qui commence par les deux sommets t1 et t2 de l'arête
a. Cet ordre induit naturellement un ordre sur Som(Da(T)) qui commence
par le sommet t ' . Comme ^epW A SM{F^ A ^OpW = ̂ e0^,^1), on a

5M(F,z)A A ^6FW=(-^N A ^.(t).
teSom(T) t(ESom(Da(T))

où N est le nombre d'arêtes non extrêmes de t1. On pose or a =
(-1)^ AteSon^DaCT))^ ce (lui donne le résultat voulu et termine la
démonstration de la proposition. D

4.4. Arb est une sous-algèbre.

Soient (To,oro),. . . (Tr^oir) des faces orientées de polytopes de
Stasheff. On note V(TQ,...^Tr) la face correspondant à l'arbre obtenu
par greffe sur une corolle à r + 1 feuilles des arbres To,. . . ,Tr, munie de
l'orientation or = (jjf A oro A ... A or y., où ujt désigne le produit extérieur des
arêtes non extrêmes du sommet t de la corolle et où on identifie les sommets
internes des arbres T Q , . . . , Tr aux sommets internes correspondants de
l'arbre greffé.

D'autre part, si -Fo, . . . ,^r sont des faces non orientées de permu-
toèdres, on note W{FQ^ ... ,Fr) la matrice définie comme suit : dans la
matrice par blocs Fo x • • • x Fr, on intercale entre chaque paire de blocs
successifs une colonne dont le seul coefficient non nul est situé sur une
dernière ligne supplémentaire, nulle dans les autres colonnes.

LEMME 3. — Soient (TpOry) e Arb^. et pj = rrij - dj, pour
j == 0,.... r. Posons T = V(TQ, ..., Tr) e Arb^ et p = m - d. Alors
on a

(19) ^ (F, or)
Fe^-1^)

= ^ ^ ((ax l)W(Fo x ... x^) ,a ;pAoroA. . .Aor^) ,
(T6Sh(po,...,Pr) Fo,...,F-r

où Fj décrit ^~1 (7j;) pour j = 0 , . . . , r et a agit par battage des r + 1 blocs
de lignes correspondant aux matrices FQ, . . . , F r .
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Preuve. — La fibre ^^(T) est indexée par les extensions linéaires
de l'ordre partiel sur Som(r). Un tel ordre détermine par restriction des
extensions linéaires des ordres partiels sur Som(2}) pour j = 0 , . . . , r ,
ainsi qu'un battage des ensembles Som(r^). Réciproquement la donnée
d'une extension linéaire de l'ordre partiel sur chaque Som(Ty) et d'un tel
battage déterminent une extension linéaire de l'ordre partiel sur Som(T).
En explicitant cette bijection en termes de matrices, on obtient le résultat
voulu. Q

PROPOSITION 13. — Arb est une sous-algèbre de Perm.

Preuve. — Soient (F, or) e Arb^ et (F', or') e Arb^. On note
p = m - d et q = n - e. On va démontrer la proposition par récurrence
sur p + g, qui est le nombre total de sommets internes de T et F'. C'est
clair si p = 0 ou q = 0. On peut donc supposer p >_ 1 et q > 1 et,
quitte à changer de signe, écrire T = V(TQ, . . . ,T,) avec (T^or^) ç Arb^.
et T ' = V(TQ, . . . . F;) avec (TJ, or^.) ç Arb^.. Par hypothèse de récurrence,
on peut écrire

(F,, or,) * (T', or') = ̂ (T,, or,) et (F, or) * (To, oro) = ̂ (T^, or^),
a ft

où (îa.orj e Arb^ et (T^or^) e Arb^. On a d'abord

(20) (r.orMr.or')

= E E E K^xF^orAor').
açSh(p,g) FÇ^-HT) F ' ^ - ^ { T ' )

On décompose cette somme selon que a~1 (p + ç) = p ou a"1 (p + g) = p + g.
Par le lemme 3, la somme pour cr"1^ + q) = p s'écrit :

$:^>eSh(p,g) ^ ^
F/ reSh(po,...,Pr-) ^o,...,^r

(cr( (TX l)TV(Fo,...^r) x F / ) , w ^ p ) A o r o A . . . A o r , A o r ' ) .

Par composition des battages, on transforme cette somme en

E E E
F ' 0-eSh(po,...,Pr-,g)^0,...,^r

((a x l)lV(Fo,..., ̂  x F'), Wp+g A oro A ... A or, A or').
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Puis, en décomposant a différemment, on transforme ceci en

E E E E
Fo,...,Fr-i (7€Sh(po,...,Pr+g) F'.Fr r6Sh(pr,g)

((ax l)TV(Fo,...,T(Fr x F / ) ^ p 4 - g A o r o A . . . A o r ^ A o r / ) .

Alors, en utilisant l'hypothèse de récurrence, ceci devient

E E E
a Fo,...,Fr-i,Fa CTeSh(po,...,Pa)

((a x l)W(Fo,..., ̂ r-i, ̂ a), Wp^q A oro A ... A orc,),

qui est égal, par définition, à

(21) ^y(ro,...,r,_i,rj,
a

lequel est bien un élément de Arb. Par des manipulations similaires, mais
qui font de plus intervenir les orientations, on montre que la somme pour
o ' ~ l (p + ç) = P + Q es^ égale à la somme suivante, où N ' désigne le nombre
d'arêtes non extrêmes du sommet interne maximal de T",

(22) ^(-l)dim(T)N/y(^,Tl/,...,^;).
/3

Ceci est bien un élément de Arb ; la proposition est démontrée. D

4.5. Arb est une sous-cogèbre.

PROPOSITION 14. — Arb est une sous-cogèbre de Perm.

Preuve. — Soit (T.or) ç Arb^. On pose p == m — d. On prouve la
proposition par récurrence sur m. C'est clair si m = 0. On peut donc
supposer, quitte à changer de signe, que T = V(TQ^ . . . . Tr). Par hypothèse
de récurrence, pour j = 0 , . . . , r, on peut écrire,

A(r,,or,) = ̂ (T^.or^.) 0 (T^.,or^.).
^3

On a d'abord

A(T,or)= ^ A(F,or)
Fç^-^T)

p-1

= ^ (F,or)0|+ ^ ^e(^)(F<,,or<,)0(F>,,or>,),
^e^-^r) ^e^-^r) î==o
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où le signe e(î) est défini par l'égalité

or = e ( î )or<,Aor>^.
Le premier terme est égal à (F, or) (g) | qui appartient à Arb (g) Arb. Par le
lemme 3, le second terme se réécrit comme suit :

p-i

E E E
(r£Sh(po,...,pr) Fo,...,Fr i=0

e(t) (((<T x l)W(Fo,..., Fr))^, (wp A oro A ... A or,.)^)

® ((((T x I)W(FQ, ..., Fr))^, (wp A oro A ... A or^)>,).

Par découpage en deux du battage, ceci se transforme en

E E E E e((^,),,(z,),-)
Î0,...,îr FO,...,F^ TÇSh(îo,...,1r-) T'çShÇpo -ÎQ ,... ,Pr -1r)

e(îo)"-e(îr)(T((^o)<zo x • • • x (^r)<^),(oro)<^A...A(or^)^^

0 (ï'iy((Fo)>zo. • • • . (^)>zJ,^ A (oro)>,o A ... A (or,)>,,),

où e(zj) est défini par

^3 = ̂ jX01'.?)^ A (or^)>^.
pour j = 0 , . . . , r et Q((Fj)j, (zj)j) est défini par

(oro)^o A ... A (oî-r)^ A cjp A (oro)>îo A . . . A (or^)>^
= 6(20, . . . , îr)^ A (oro)<zo A (oro)>zo A . . . A (or^)^^ A (or^)>^.

On voit que ©((^)j, (îj)j) ne dépend que des dimensions des (Fj)^.
et (Fj)>^^ ce q111 permet d'écrire la somme, en utilisant l'hypothèse de
récurrence, comme

E E E
ao,•••,Qr reSh(îo,...,ir) T'eShOo-îo,...,^-^)

6(ao,.... a,) (T(F^ x • • • x F,+), or^ A ... A or^)

0 (r'W^,..., F^\^ A or^ A ... A or,J,

où Q(ao, . . . ,a^) est égal à 0((^)j, (^)j) pour les indices qui se
correspondent. Par définition, ceci est égal à

(23) ^ 6(ao,... ,a,)(T,+,,or^) * ... * (T^.or^)®y(T^,... ,T^),
Q'0,...,0'r

qui appartient bien à Arb 0 Arb. Ceci termine la démonstration. D

Ceci achève également la démonstration du théorème 2 de l'introduc-
tion.
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4.6. Arb et les involutions b et jt.

On observe que Arb est stable par b. En effet, il est aisé de voir que
l'image par b de l'élément de Perm associé à un arbre T est l'élément de
Perm associé à l'arbre T^ image de T par une réflexion du plan. On note
Arb^ l'image de Arb par (j : c'est une sous-bigèbre différentielle graduée de
Perm stable par b. Dans la section suivante, on considère l'intersection de
Arb et de Arb".

5. Hypercubes.
5.1. Hypercubes et orientations.

Soit m un entier strictement positif. On note Irn~l l'hypercube de
dimension m — 1, dont les sommets sont en bijection avec les (m — l)-uplets
d'éléments de {—1,1}. Plus généralement, les faces de Im~l correspondent
aux (m — l)-uplets d'éléments de {—1,0,1}. Soit C une face de P71"1, on
introduit l'ensemble S(C) des coefficients nuls de C. On remarque que le
cardinal de S(C) est égal à la dimension d de la face C. On associe un
graphe r(C) à une face C comme suit : les sommets de r(C) étant notés
f i , . . . , Vm? on lie Vi et z^+i par une arête si C(i) = 0. On appelle segments
de C les composantes connexes de F ((7). On se représente une face C
comme sur la figure 3, en associant une montée à —1 et une descente à +1.

Figure 3. La face (+1,0, -1,0, -1, +1)

Les hypercubes J771"1 sont clairement des polytopes simples. Pour se
donner une orientation d'une face C de J771"1, il suffit donc de spécifier un
sommet de C et un ordre modulo les permutations paires sur les arêtes
de C issues de ce sommet. On peut sans restriction choisir pour chaque
face C le sommet C™11 défini de la façon suivante : on remplace chaque
coefficient nul dans C par un coefficient 1. Les arêtes de C issues de C'"1111

sont naturellement indexées par les éléments de S{C). On appellera donc
orientation de la face C la donnée d'une orientation du R-espace vectoriel
debase5'(G).
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5.2. Définition du sous-Z-module Cub.

On convient que Phypercube de rang m = 0 est un point, noté |. On
note Cub le Z-module libre sur l'ensemble des paires ((7, or), où C est une
face d'un hypercube et or une orientation de G, module les relations

(C7,or)=-(G,-or).

On munit Cub d'une double graduation par le rang m et la dimension d,
et on note Cub^ la composante correspondante, qui est non nulle si et
seulement s i 0 < d < m — l o u m = d = 0 .

Soit (-F,or) ç Perm^, on dit que F est ^-dégénérée s'il existe une
matrice extraite de F de la forme [101]. Les matrices non (^-dégénérées
sont donc celles dont les coefficients non nuls de chaque ligne sont placés
dans des colonnes consécutives. Si F est une matrice non ^-dégénérée, on
note F(i) l'indice de la ligne de F contenant le coefficient non nul de la
colonne i et on associe à F le (m — l)-uplet (/){F) défini, pour 1 <, i < m — 1,
par

( 4-1 siF(î-hl) >F(i),
(24) WW= 0 s iF( î+ l )=F( î ) ,

-1 siF(î-hl) <F(i).

L'application 0 a les propriétés suivantes. D'abord, on a une bijection p p
entre les segments de (f)(F) et les lignes de F. En effet, chaque ligne contient
exactement une suite de coefficients non nuls consécutifs, ce qui correspond à
une suite, maximale pour l'inclusion, de traits horizontaux consécutifs dans
la représentation de C par montées et descentes, et donc à une composante
connexe du graphe F((7). De plus, pour tout segment c de (p(F), on a une
bijection naturelle entre les sous-matrices [1 1] de pp(c) et les arêtes du
segment c de (f)(F). Il en résulte que dim(F) == dim(0(F)) et que l'on peut
considérer une orientation de F comme une orientation de (t>(F). On peut
maintenant définir une application surjective <Ï> : Perm —> Cub comme suit :
on pose <t>( | ) = |, <Î>(F, or) = 0 si F est ^-dégénérée et <Ï>(F, or) = (0(F), or)
si F est non ^-dégénérée, où or est vu comme orientation de (f)(F) via la
bijection entre les sous-matrices [1 1] de F et les coefficients nuls de (f)(F).
Il est clair que $ préserve la double graduation de Cub et Perm.

On va décrire plus précisément les fibres de (j) e^ le noyau de <1>. On
remarque d'abord que si (f){F) = 4>{F') = C et c est un segment de (7, alors
la ligne ppÇc) de F est identique à la ligne p p ' Ç c ) de F". On en déduit que
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les éléments F de la fibre (f)~l{C) diffèrent seulement par la bijection p p .
Toutes ces bijections sont liées entre elles par des chaînes de transpositions
de deux lignes consécutives qui sont (^-admissibles, au sens suivant : il existe
une colonne dont le coefficient non nul est en dehors des deux lignes et
telle que les coefficients non nuls d'une des deux lignes soient tous à gauche
et ceux de l'autre ligne tous à droite de cette colonne. Réciproquement,
si F et F ' diffèrent par une transposition (^-admissible, alors (f){F) = (j)(F').
On a montré la

PROPOSITION 15. — Le noyau de <Ï> est engendré par les éléments
(F, or) où F est (^-dégénérée et par les éléments (F, or) — (F', or) où F et F7

sont non (^-dégénérées et diffèrent par une transposition 0- admissible.

En identifiant Perm et Cub avec leurs duaux respectifs à l'aide de
leurs bases naturelles, on considère l'application transposée de $ comme
une injection de Cub dans Perm et l'on identifie désormais Cub à son image
dans Perm.

PROPOSITION 16. — La restriction de l'injection de Cub dans Perm aux
0-cellules coïncide avec l'injection de l'algèbre de Hop f des descentes dans
l'algèbre de Hop f sur les groupes symétriques de Malvenuto et Reutenauer.

Preuve. — L'orientation ne joue aucun rôle. On vérifie aisément
que cette application est bien celle décrite en termes de descentes de
permutations dans [MR95] ou [LR98]. D

5.3. Cub comme intersection.

PROPOSITION 17. — On a Cub = ArbnArb^. Par conséquent, Cub
est une sous-bigèbre différentielle graduée de Perm stable par fl et b.

Preuve. — On veut montrer que (Im^) H (Im^)^ est égal à Im^.
En prenant les orthogonaux, et en identifiant ( avec sa transposée, ceci
équivaut à ker^ + ker(^ o jj) = ker<Ï>. Tout d'abord, d'après la définition
des notions de dégénérescence, on voit que F est (^-dégénérée si et seulement
si F ou F^ est ^-dégénérée. De même, il résulte de la définition des notions
d'admissibilité que F et F' diffèrent par une transposition (^-admissible si
et seulement si F et F', ou bien F^ et F^, diffèrent par une transposition
'0-admissible. La description des noyaux de ^ et de <î> donnée par les
propositions 10 et 15 permet alors de conclure.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



BIGÈBRES, PERMUTOÈDRES ET ASSOCIAÈDRES 1153

Ceci montre que Cub = ArbnArlÂ Le reste de la proposition, qui
reprend l'énoncé du théorème 3 de l'introduction, résulte des propriétés
de Arb. D
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