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0. Introduction et notations.

Dans tout cet article, ¢ désigne un nombre complexe tel que |g| > 1.
Sip=gq!etn €N, onnotera :

@p)n= [ @=2p") et (z;p)oo = [J(1—2p").

0<k<n-—1 0<k

La série hypergéométrique classique a été généralisée par Heine, puis
Ramanujan (voir [12], [20]) en la série hypergéométrique basique

0y = S @) (05P)n
Blanb,e392) HZZO €:P)n (P D)n

Si a,b,c € C*, celle-ci est solution de I’équation aux g¢-différences a
coefficients rationnels :

avec

agfb— Aog® 4+ u® =0

(a+b)z—(1+4¢/q) o z—1

A= abz —c/q ’ u—abz—c/q’

ou ’on note

0qf(2) = f(¢?)

pour toute fonction f sur la sphere de Riemann

S = P!C.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SYSTEMES AUX ¢-DIFFERENCES SINGULIERS REGULIERS 1023

Ceci a motivé ’étude de telles équations fonctionnelles (voir [1], [6],
[91, [12], [21], [22]).

Par analogie avec le cas classique des équations différentielles,
G.D. Birkhoff [6] a posé le probléme de Riemann-Hilbert pour les systémes
linéaires aux g-différences & coefficients rationnels(®) :

1) 0,X = AX, A€ GL,(C(2)).

Le groupe de jauge GL,(C(2)) opére & gauche sur les solutions
vectorielles ou matricielles de tels systéemes et donc sur les systémes eux-
mémes, ce qui conduit a introduire la notion d’équivalence méromorphe
sur S ou rationnelle : A ~ (0,F)"1AF lorsque F € GL,(C(2)). Il s’agit
alors de classifier ces systémes modulo cette relation d’équivalence.

0.1. Résolution locale.

Les deux seuls points fixes de ’automorphisme z — gz de S sont 0
et 00, et ’on est conduit & étudier I’existence de solutions au voisinage de 0,
le cas de oo s’en déduisant par changement de coordonnée.

Le cas ot A(0) est singuliére est illustré par I’équation o4 f = zf dont
des solutions typiques s’obtiennent & aide de la fonction © : ce cas se
caractérise par l'apparition de solutions & croissance sauvage (voir [21]).
A Vopposé, si A(0) = I,,, le produit [];», A(g~?2) définit une solution
holomorphe en 0 et méromorphe sur C.

Supposons A(0) € GL,(C) : un tel systeme est dit fuchsien en 0.
En parfaite analogie(®) avec la méthode de Frobenius pour les équations
différentielles linéaires, on peut alors construire une solution matrice
fondamentale X € GL, (Kj) & coefficients dans une extension Kj de C({z})
(corps des fractions de anneau C{z} des séries entiéres) & condition que
celle-ci contienne :

o Pour chaque ¢ € Sp(A(0)) (spectre de A(0)), un élément e. tel que
Og€c = Cé.

Il joue un role analogue a celui de 27 et nous le nommerons caractére
d’exposant c.

(1) Nous précisons dans I'annexe B le lien entre systémes de rang n et équations
d’ordre n.

(2 L’analogie suivie (motivée, entre autres, par I’exemple des séries hypergéométriques
basiques) est (oq — 1)/(q — 1) « 6 = 2(d/dz) (voir [21] et 0.3).

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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 Dans le cas o A(0) n’est pas semi-simple, un élément £ tel que
o =0+ 1.

Il joue un role analogue & celui du logarithme.

Notons, de fagon générale, M(X) le corps des fonctions méromorphes
sur une surface de Riemann X. L’équation fonctionnelle (1) entraine
alors que les solutions sont en fait a coefficients dans le sous-corps
M(C)(4, (ec)cec+) de Kf. En opposition & ce qui se passe avec les équations
différentielles, I’opérateur aux g-différences o, propage dans C la propriété
des solutions d’étre méromorphes pres de 0.

Classiquement (voir [1], [6], [9]), on utilise respectivement les fonctions
multivaluées 21°8(c)/198(9) et log(z)/log(q) dans les roles de e, et de £. 11 faut
alors prendre en compte conjointement les effets de I’automorphisme oy
et ceux de la monodromie. Van der Put et Singer proposent dans [19]
d’instancier les e. et ¢ par des symboles algébriquement indépendants
(sauf en ce qui concerne des relations obligées). Mais il est alors difficile
d’interpréter les solutions comme des fonctions.

Selon une suggestion de J.-P. Ramis dans [22], nous opérons un choix
différent et montrons au paragraphe 1 comment résoudre (1) & l’aide de
fonctions uniformes.

Désignons par O, la fonction theta de Jacobi (voir [21]) :
@q(z) — Z(_l)nq—n(n—l)ﬂzn'

nez

Elle satisfait la formule du triple produit de Jacobi :
04(2) = (P3P)oo (23P)oo (P27 ;D)oo
On en déduit I’équation fonctionnelle :
Oq(g2) = —q204(2).
Il est alors facile de voir que ’on peut prendre, pour instancier ¢, la fonction :
Oq(2)
ly(2) = z -2
Q( ) @q (Z)

et, pour instancier, e. la fonction :

_ Oq(2) )
0l = B,

Ces fonctions sont méromorphes sur C*. Les poles (simples) de ¢, sont les
éléments de la spirale discréte ¢Z; les zéros (simples) et poles (simples)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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de e, . sont les éléments de ¢ et de cq” respectivement. Nous avons donc
remplacé la ramification des choix classiques par des spirales discrétes
de péles.

Nous obtenons ainsi des solutions fondamentales canoniques X (%
appartenant & GL,,(Ko) et & coeflicients dans le corps :

Ko = M(C) (Zq: (eq,c)ceC*)

(donc méromorphes sur C*) et en donnons des formes normales. Dans le
cas oll le systéeme est non résonnant en 0, c’est-a-dire ou deux valeurs
propres distinctes de A(0) ne sont pas congrues modulo ¢%, il y a méme
une forme canonique. Nous étendons de plus la résolution au cas d’un
systeme singulier régulier en 0, c’est-a-dire, par définition, rationnellement
équivalent & un systéme fuchsien en 0. Dans tous les cas, on peut écrire
X0 = prONO) oy -

(i) M(©® est méromorphe sur C; les poles de M(®) sur C* forment une
union finie de demi-spirales logarithmiques discrétes ¢ S(A), olt S(A) est
I’ensemble formé des pdles de A et des poles de A1,

(ii) N© est construite & partir des eq. et de £, ; les poles de N(© sur C*
forment une union finie de spirales logarithmiques discretes déterminées
par la structure de Jordan de A(0) : ¢%Sp(A(0)) si A(0) est semi-simple,
g% Sp(A(0)) U g% dans le cas général.

Toutes les solutions dans GL,(K{) s’obtiennent alors sous la forme
X Oy op V(O est & coefficients dans le « corps des constantes » (K§)74, i.e.
le sous-corps de K{, formé des éléments invariants sous ’automorphisme o,.
On voit facilement (annexe A) que celui-ci est égal & M(C)%e, corps des
fonctions méromorphes sur C telles que f(gz) = f(z), qui s’interpréte
naturellement comme le corps des fonctions méromorphes sur la surface de
Riemann C*/q”. Le changement de variable z = €% permet d’identifier
celle-ci au tore complexe E = C/(Z + Z7), avec la notation ¢ = e %",
Im(7) > 0. Nous confondrons dorénavant le corps M(C)? et le corps des
fonctions elliptiques M(E).

Notons que la réalisation des caractéres comme fonctions méro-
morphes sur C* entraine nécessairement la présence d’un «cocycle» non
trivial de fonctions elliptiques, les eg cq/eq,c€q,4 : C'est cette circonstance
qui fait du corps des constantes M(E) tout entier (annexe A). Ceci est
la différence principale avec [19], ol les caractéres sont des symboles et
peuvent étre astreints & vérifier : e.q = e.eq, ce qui entraine que le corps
des constantes est C.

TOME 50 (2000), FASCICULE 4



1026 JACQUES SAULOY

0.2. Classification.

Aun systéme fuchsien en 0 et en oo, et & des solutions fondamentales
X(©) et X() en 0 et en co, G.D. Birkhoff associe la matrice de connexion :

P= (X(OO))—I)((O)

dont les coefficients sont og4-invariants, multivalués et peuvent étre vus
comme des fonctions méromorphes sur C, automorphes pour le réseau
(Z + Z7) (ou Zt agit trivialement et Z par monodromie). Il code le
systéme (1) & l’aide de P et des exposants en 0 et en oo et montre que
l’on peut résoudre le probléme inverse dans le cas ol A(0) et A(oo) sont
semi-simples.

Nous montrons au paragraphe 2 que nos solutions uniformes
conduisent & une matrice de connexion elliptique, c’est-a-dire a coefficients
dans M(E). Notre méthode fait jouer un role symétrique & 0 et oo et évite
le recours a des fonctions & croissance sauvage, du type ¢t — ¢t(t—1)/2
(voir [21]). Nous obtenons alors le théoréme de classification des systéemes
singuliers réguliers & équivalence rationnelle prés (par la matrice de
connexion, assortie des structures de Jordan en 0 et o), ainsi que des
précisions sur la possibilité de prescrire les poles.

Cette classification peut d’ailleurs étre enrichie sous forme d’une
équivalence de catégories tannakiennes, qui ouvre la voie & ’étude par
Panalyse du groupe de Galois des équations aux g-différences (voir [24],
[25]).

Signalons d’autre part, selon une suggestion de Yves André, que tous
les résultats qui précedent s’étendent au cas p-adique. Les ingrédients néces-
saires pour cela sont résumés dans [24]. Cette remarque ne s’étend toutefois
pas & ce qui suit.

0.3. Confluence des solutions.

Pour donner un sens géométrique a ces constructions, suivant une idée
de Jean-Pierre Ramis, nous étudions ici la classique confluence d’équations
aux g-différences vers des équations différentielles lorsque g tend vers 1.

La formule heuristique

oq—1d d
— §i=2z2—
qg—1 g¢-1 Zdz

conduit & étudier une famille de systémes (1), avec A dépendant de g de
telle sorte que A = I, + (¢ — 1)B, ou B — B.
q—'

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Nous nous restreignons pour cela au cas fuchsien non résonnant. Le
systéme (1) admet alors une unique solution X = M©@e, (. et la
matrice de connexion P = (X (°))~1x(0),

Nous supposerons que g tend vers 1 le long d’une spirale logarithmi-
que g = ¢, c’est-a-dire

T =Tee, qo= e 2"

ol l'on a fixé 79 tel que Im(7p) > 0 et ot € — 0F. Les spirales et demi-
spirales logarlthmlques discretes g%, ¢N se condensent alors en des coupures
spirales g, q& " de S. Sous des hypotheéses appropriées, nous montrons alors
au paragraphe 3 que les solutions fondamentales canoniques de (1) tendent
vers celles du systeme différentiel

(2) §X = BX

obtenues par la méthode de Frobenius (voir [13], [28]). Par exemple (¢—1)¢,
tend vers log(—z) et, si (¢ — 1)/(g — 1) tend vers 7, €4 c tend vers (—z)".

Bien que nos solutions canoniques & (1) soient sans monodromie, ce
n’est évidemment pas possible en général pour les solutions de (2). En
fait, les spirales et demi-spirales discrétes de poles des solutions de (1)
se transforment, quand € — 07, en des coupures spirales qui rendent les
solutions de (2) uniformes. C’est ce phénomene géométrique et numérique
(zones de comportement chaotique de ©) qui justifie I’hypothese sur le
mode de convergence de q.

0.4. Confluence et monodromie.

Supposons maintenant les mémes conditions satisfaites en oo, et
notons X, 6(0), X €(°°) et P, les solutions canoniques et la matrice de connexion
associées. On montre alors, au paragraphe 4, que la matrice P. tend vers
une matrice localement constante IA5 celle-ci est définie sur S privé de
toutes les coupures des solutions en 0 et oo, c’est-a-dire sur une union finie
d’ouverts connexes : P prend donc un nombre fini de valeurs PO, ,Pr.
En prolongeant les déterminations des solutions en 0 et en oo le long de
chemins qui évitent les diverses coupures, on conclut alors que les ﬁj“lﬁj_l
(1 < j < r) sont les matrices de monodromie de (2) en les singularités
autres que 0 et co (la monodromie en 0 et co est fournie par les structures
de Jordan de B(0) et B(co)).

Ce résultat fait d’ailleurs partie d’'un phénomeéne de confluence du
groupe de Galois de (1) vers celui de (2), étudié dans [24] et [25].

TOME 50 (2000), FASCICULE 4



1028 JACQUES SAULOY

Remerciements. — Ce travail fait partie d’une thése sous la direction
de Jean-Pierre Ramis. Je le remercie pour son soutien et pour ses conseils.

1. Construction de solutions locales.

1.1. Solutions fondamentales en 0.

Supposons donné un systéme (1) singulier régulier en 0 (c¢f. 0.1).
Par définition, & une transformation de jauge rationnelle prés, on peut le
supposer fuchsien en 0, ce que nous ferons donc.

On obtient des solutions fondamentales en 0 & coefficients dans le
corps de fonctions Kq introduit au 0.1 par un dévissage analogue & celui du
cas différentiel. Nous allons construire une telle solution X© € GL, (Ko)
et expliciter sa forme.

1.1.1. On se raméne au cas fuchsien non résonnant.

Nous dirons qu’un systéme de matrice A fuchsien en 0 est non
résonnant (en 0) si deux valeurs propres distinctes de A9 = A(0) ne sont
pas congrues modulo g%, autrement dit si

7V Sp(A(0)) NSp(A(0)) = 0.

Nous allons montrer que tout systéme fuchsien est rationnellement
équivalent & un systéme non résonnant. Pour étre précis, on a le

TutorEME. — En alternant des transformations de jauge a matrices
constantes Q1,...,Q, € GL,(C) et & matrices de «shearingy (voir ci-
dessous) S, ..., Sy, on raméne le systéme en X & un systéme non résonnant
a lorigineenY,ou X = Q151 ---Q.S;Y.

Supposons que Sp(Ag) contienne une classe non triviale modulo ¢ :
{¢,...,cq™} (avec m € N*). 1l existe une matrice Q € GL,(C) telle que
I’on peut écrire

oaa- (3 0)

ou le bloc ag est triangulaire supérieur, de taille 1 et n’a que des c¢g™ sur la
diagonale et le bloc dj est triangulaire supérieur, de taille v et n’a aucun cg™

sur la diagonale. On introduit la matrice dite de shearing (c’est-a-dire, de
cisaillement) (voir [28], p. 94)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ecrivons maintenant, avec des blocs de tailles correspondantes,

oa= (2 5)

c
de sorte que
/

=@ wes - (2 )= (T T

L’hypothese faite sur Q=1 AoQ montre que les coefficients de b’ (et,
de fagon évidente, ceux de a’,c’,d') appartiennent & C{z}. Le terme
constant By de B est donc de la forme

1

("0 &)

0 do/’
Ainsi, le spectre de By est le méme que celui de Ap, sauf en ce qui
concerne les cg™ qui ont été remplacés par cg™!. O

A cause de la nécessité de cette « préparationy, il semble difficile de
prévoir sur la forme d’une matrice quelconque la présence de contributions
«logarithmiques » dans les solutions.

Exemple 1.

=G A=)

0
£ ), de sorte que

OnprendQ:IgetS=<O 1

-1

1 )ZB"'

La solution d’exposant 1 comportera donc une partie logarithmique. On
obtient comme matrice fondamentale (cf. 1.1.2) :

(6 D =G ")

B=(o(@9) ' A@s) = |

Exemple 2.

2
“=(5 7)) 4= 1)

TOME 50 (2000), FASCICULE 4
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La méme transformation donne
1

B' = (0(Q9)) " A(Q8) = ((1) )

Donc B}y = I, : la solution d’exposant 1 ne comporte pas de partie loga-
rithmique. On obtient comme matrice fondamentale :

(5 DG 70 =G )

En revanche, 1’algorithme de préparation ne modifie ni les poles de A(z)
dans C* ni le spectre de Ay modulo ¢%, donc pas non plus les poles des
solutions.

A partir d’un systéme non résonnant, il y a une «voie vectorielle »
basée sur la décomposition cyclique (voir [24]). Nous présenterons ici la
«voie matricielle y : elle occupe le reste du paragraphe 1.

1.1.2. Cas d’un systéme a coefficients constants.

On suppose maintenant A € GL,(C)) et ’on construit une matrice
fondamentale canonique e 4 € GL,(Ko) telle que

0q€q,a = Aeg,a = €q,aA.

Les ingrédients de base sont les fonctions ¢, et e, . qui ont été définies
au 0.1. Grace a la décomposition de Dunford multiplicative, la construction
se fera en trois étapes.

1.1.2.1 Cas d’une matrice unipotente. — Soit U = I, + N ou
N € M,(C) est nilpotente. Nous aurons besoin, pour ce cas, d’introduire la
notation

eg’ﬂ:% II (@—i):(%), keN.

t0<i<k-1

Par convention, [gk) = 0 pour k£ < 0. La formule de Pascal pour les
coefficients binomiaux montre que, quelque soit k € Z,

(k) _ p(k k-1
o liF) = ) + £k,

ProOPOSITION. — Le systéme 0,M = UM admet une unique solution
a coefficients dans C[lg] = 3 4+, (Céflk), soit M = 8510)M0 + Egl)Ml +-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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telle que My = I,,. Cette solution est définie par My = N* pour tout k > 0.
Elle commute avec N et U.

On le prouve par identification; les é,(,k) sont en effet linéairement
indépendants sur C, autrement dit, £, est transcendant (voir annexe A).
L’exponentielle d’une matrice nilpotente et le logarithme d’une matrice
unipotente étant définies sur un corps commutatif de caractéristique 0
quelconque, cette solution vaut donc

¢

Ut = exp(fq log(I, + N)) = Z ( k

k>0

)Nk.

On la notera ey . Par construction, elle est unipotente. C’est un polynéme
en U et réciproquement. O
Les propriétés suivantes sont alors immédiates :
(i) Soit R € GL,(C) et soit V = RUR™!; alors eqv = RequR™.

(i) Une matrice commute avec eqy si et seulement si elle commute
avec U.

A titre d’exemple, notons :

A1 0 ... 0 O
0 X 1 0 0
bm=|" | eaLa().
0o o 0 ... x 1
0O 0 0 ... 0 X

Si U est la matrice &; ,,, on trouve pour e,y la matrice

VA S B G
) (m—2)

n=g=| 0T | (e,
0o o0 ... &9

1.1.2.2 Cas d’une matrice semi-simple. — Pour une matrice diagonale
A = Diag(ct,...,¢n) € GL,(C), on notera e, o = Diag(egc,,---,€q,cn)-
On a donc

Oqq.a = Degn =egnA.

TOME 50 (2000), FASCICULE 4



1032 JACQUES SAULOY

De plus, le fait que la correspondance ¢ < e, . est biunivoque montre que
A est un polynéme en e4 o et réciproquement et donc qu’ils ont méme
commutant.

Soit maintenant D € GL,,(C) une matrice diagonalisable. Ecrivons
D =RAR'=RA'(R)™!,
ol R, R’ € GL,(C) et ou A et A’ sont diagonales. On constate alors
Re,aR™' =Re,n(R)
On note cette matrice e, p. Les propriétés suivantes sont immédiates :
(i) oqeq,0 = Deq,p = €q,pD;
(i) Si D' = RDR™', e, pr = ReqpR™!;
(iii) chacune des matrices D et eq p est un polynome en lautre et elles

ont donc méme commutant.

1.1.2.3 Cas général. — Soit A = D + N la décomposition de Dunford
d’une matrice A € M,(C) : D est semi-simple, N est nilpotente et
[D,N] = 0 (les matrices D et N commutent). Ces conditions spécifient
uniquement D et N. Si A est inversible, on en déduit la décomposition de
Dunford multiplicative A = DU, ou D est semi-simple, U est unipotente
et [D,U] =0 :onprend U = I, + D"!N. Il y a encore unicité sous ces
conditions. Si R € GL,(C), la décomposition de Dunford multiplicative de
RAR™! est alors (RDR™!)(RUR™Y).

On appellera solution canonique dans le cas de coefficients constants
la matrice

€q,A = €q,D€q,U-
Elle possede donc les propriétés suivantes :
(i) 0geq.a = Aeg.a = eq.a4;
(ii) la décomposition de Dunford multiplicative de eq 4 est eq peq.u;
(iii) on a les équivalences suivantes :
[M,A]=0 <= [M,D]=[M,U] =0 < [M,eqp]=[M,equ]=0
> [M,eq4] =0.

On peut noter 'analogie de e, 4 avec le z# de la théorie des équations
différentielles linéaires (voir [13], [28]).
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1.1.3. Cas d’un systéme fuchsien non résonnant.

Nous aurons besoin du

LEMME. — Soit My un élément de M,,(C). L’endomorphisme
Prron: M — AM My — MoM

de M, (C) a pour spectre le multi-ensemble A Sp(My) — Sp(Mo).

Autrement dit, si ’on note

Sp(Mo) = { A1y, An ),

le spectre de ®p,,n est {AX\; — Aj; 1 < ¢,j < n} en comptant les
multiplicités.

L’assertion du lemme revient a dire que le polynéme caractéristique
de ®azo,x est [1<; j<n(T—AXi+ ;). Cela équivaut & un systeme d’identités
polynomiales en les coefficients de M et il suffit donc de le vérifier pour
les éléments d’une partie Zariski-dense de M, (C), par exemple pour les
matrices semi-simples.

Par ailleurs, si Pon note, pour Ny € GL,(C), iy, 'automorphisme
intérieur M +— NoM (No)~! de M, (C), on a I'égalité
D NoMo(No) =12 = TNo © Bt x © (i) ™1 5

si My est semblable & M;, alors ®uz, » est semblable & ®57, 1. On peut
donc supposer M, diagonale : My = Diag()y,...,\,). Mais, dans ce cas,
Peffet de @z, sur les matrices élémentaires est E; j — (AX; — A;)E; ; et
la conclusion est alors immédiate. 4 O

Ce lemme est d’ailleurs valable sur tout corps commutatif.

Supposons maintenant le systéme de matrice A fuchsien non
résonnant. Le théoréme qui suit dit que ce sytéme est alors équivalent
au sens de Birkhoff au systéme de matrice A(0).

TuEoREME. — Il existe une unique transformation de jauge formelle,
tangente a 'identité

F=1I,+zF +--- € GL,(C{z})
telle que (04 F)"1 AF = Ay. Cette transformation est convergente.
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Comme prévisible, il y a une étape formelle puis le recours aux séries
majorantes.

o Etape 1 : existence et unicité de la solution formelle. Le systéme
prescrit équivaut au systéme avec conditions initiales :

{AF = (O'qF)Ao {FO = In
—
Fy=1, q"FnAg = AgFn + - - + A Fo, Ym > 1.

Le lemme ci-dessus, joint a I’hypotheése de non-résonance, garantit que,
pour m > 1, ’endomorphisme ®4, 4= est inversible. Les coefficients Fi,
sont donc uniquement définis par les relations

{ F=1I,

Fn=(®ag,qm) (A1Fpo1+ -+ AnFp), Ym>1.

Cette partie de la preuve garde un sens et reste valable sur un corps
commutatif quelconque.

o Etape 2 : convergence des solutions formelles. Puisque |q| > 1,
I’endomorphisme ® 4, 4= est équivalent, lorsque m — oo, & la multiplication
3 droite qui & M associe M x (¢™Ap). Choisissant, dans Endc¢(M,(C))
la norme associée & une norme d’algébre quelconque sur M, (C), on
conclut que limy, o0 [|[(®4,,4m) 72| = 0. Il s’ensuit en particulier que
b= 8upp>1 [[(Rag,qm) | < oo

Notant a,, = |Am|l et fm = ||Fm]|, on obtient les inégalités :

Vm>1, 0< frn <ba1fm-1+-+ amfo)-

Comme la série Y a,, 2™ converge, la méthode des séries majorantes permet
de conclure aisément. O

11 est & noter que, si A est méromorphe sur C (dans la suite, elle le
sera méme sur S), F Pest aussi : son équation fonctionnelle se réécrit en
effet 0, F' = AF Ay ! @’oi1 la « propagation des péles » déja notée.

On appellera solution canonique dans le cas non-résonnant la matrice
Feg a0y ainsi obtenue (en 1.1.2 et 1.1.3).

1.1.4. Synthése.

On peut résumer les résultats qui précedent en un
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THEOREME. — Le systéme (1) admet une solution fondamentale
X© € GL,(Ko). Dans le cas fuchsien non résonnant, il y a un choix
canonique Meg ) ou M est méromorphe sur C et M(0) = In.
Dans le cas singulier régulier général, il y a une solution de la forme
MN ou M € GL,(M(C)) et ot N est formée de blocs de la forme
eq,c(€1,p)% = eqcLp (notations de 1.1.2.1).

Cette derniere forme s’obtient simplement par réduction de Jordan
de la valeur en 0 de la matrice non résonnante a laquelle on s’est ramené.
Nous appellerons «log-car » une matrice de la forme de N (bétie & I’aide du
«logarithme» £, et des «caractéresy eq ). La matrice M n’est autre que le
produit des transformations de jauge nécessaires, qui sont respectivement
les unes rationnelles et 1’autre méromorphe sur C, tangente a l'identité.
Elle est donc bien & coefficients méromorphes sur C. Il s’ensuit que X () est
bien & coefficients dans Kg. O

Le corps des constantes étant K¢ = M(E) (annexe A), toutes les
solutions de (1) sont alors de la forme XDV ou V € M(E)".

La description des p6les donnée dans I'introduction se déduit de ce qui
préceéde. Définissons le lieu singulier d’une fonction matricielle F' comme la
partie suivante de C* :

S(F) := {poles de F'} U {zéros de det F'}
= {poles de F'} U {péles de F~'}.

Les singularités de M sur C* forment une union finie de demi-spirales
logarithmiques discretes ¢ S(A). En effet, soit K = (0, N)N~! € GL,(C).
Alors, 0,M = AMK ™!, soit encore, en notant 7, = g L

M = (1,A)(T,M)K .
En itérant cette formule, on trouve
M = (1,4) - - (17 A) (T M)K ™",

ce qui permet de ramener tout point de C* dans un voisinage de 0 ou la
seule singularité de M est 0. On en déduit que

S(M) c ¢V S(A).

Des propriétés de ¢, et des eq. (0.1), on déduit d’ailleurs que les
singularités de N sur C* forment des spirales logarithmiques discretes
déterminées par la structure de Jordan :
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o Les spirales ¢“a de zéros et de poles des caractéres non triviaux,
c’est-a-dire d’exposants ¢ € Sp(A(0)) — ¢Z.

« La spirale ¢Z des poles de {4 si, apres préparation, A(0) a au moins
un bloc unipotent de taille > 2.

Dans tous les cas :

S(N) C ¢*(Sp(A(0) U {1}).

1.2. Non-unicité des solutions canoniques.

Ecrivant N = LC la matrice obtenue ci-dessus (partie log-car de
la solution), en vertu de la congruence eq ¢ = 2eq. (mod C*), on peut
imposer & la matrice C' (diagonale de caracteéres) de ne contenir que des
caracteres d’exposants ¢ tels que 1 < |¢| < |q| et de commuter tout de
méme avec L. De méme, on peut introduire un ordre arbitraire sur C*/q%
et ranger les caractéres en ordre croissant d’exposants; et, pour chaque
caractere, les blocs unipotents associés par ordre croissant de tailles : ces
deux conditions s’obtiennent en effet & ’aide de matrices de permutations.
On dira, si toutes ces conditions sont réunies, que la solution est sous forme
normalisée. Il n’y a pas unicité de solutions de cette forme : on va voir
ci-dessous ce qu’il en est exactement. En revanche, & solution donnée, on
va voir que ’écriture normalisée est unique.

THEOREME. — Soit X = M N une solution canonique fondamentale
en 0 en forme normale. Alors X' = M'N' est une solution canonique
fondamentale en 0 en forme normale si et seulement si N' = N et M' = MR
ot R € GL,(C) et R commute avec N.

Seule la nécessité de la condition n’est pas évidente. Les matrices
K = (04N)N~l et K’ = (04N')(N')~" sont des éléments de GL,(C) ayant
respectivement méme commutant que N et que N’.

Notant R = MM’ on a N"!RN' = X~ 1X’ qui est elliptique
puisqu’elle relie deux solutions d’un méme systéme. Si eg ¢, L1, ..., €q,c, Lr
(resp. eq.e LY, - . ., €q,c, L) sont les blocs diagonaux (carrés) de N (resp. de
N'), et siles R; j, pour 1 <i<r,1<j< ssont les blocs correspondants
(rectangulaires) de R, les blocs de N~ "RN' sont les (eq,c; /eq.c;)L; ' Rij L :
ceux-ci sont donc elliptiques. Les coefficients de L; 1Rm~L;- sont donc des
caractéres d’exposant c;/c;. Mais ils sont éléments de kg (¢,), ol ky désigne
le corps des fractions C({z}) de Panneau des séries convergentes C{z}, donc
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de la forme az?,p € Z (voir annexe A). Les conditions de normalisation
entrainent donc soit que R;; = 0, soit que ¢} = ¢; et L7 'R;;L} est &
coefficients dans C. Dans ce dernier cas, notant S;; = L; lRi,jL;-, on

développe 'égalité L;S; ; = R;, ng dans la base des E((Ik) . Des écritures

L, = th(lk)gg)mi, L= fo;)ggymi’

k>0 k>0

on déduit que R;; = S; ; puis que &, Ri,j = Ri ;&G - Mais ceci signifie
que R € GL,(C) et que R"'KR = K'. Les conditions imposées par la
normalisation entrainent alors que K = K’. O

L’unicité de la forme normale d’une solution canonique donnée est un
corollaire immédiat de ce théoréme.

1.3. Caractérisation des systémes singuliers réguliers par la
forme des solutions.

Il s’agit plus ou moins d’une réciproque aux résultats de 1.1.

1.3.1. Un algorithme de réduction.

Appelons uniformisante un élément v € M(C) dont 0 est zéro simple,
autrement dit dont la valuation vg(u) en 0 vaut 1. Nous établirons d’abord
un lemme tres utile. Il s’agit en fait d’un algorithme de réduction analogue
a lalgorithme du pivot de Gauss, valable dans tout anneau de valuation
discrete.

LemMME. — Toute matrice M € GL,(M(C)) peut s’écrire sous la
forme M = CR, avec des matrices C, R € GL,(M(C)) telles que :

(i) R est réguliére en 0 (i.e. R(0) € GL,(C));

(ii) C est produit :
1) d’une puissance u¥, —k € N d’une uniformisante u arbitraire;
2) de matrices T; , d’opérations élémentaires sur les lignes;

3) de matrices de dilatation D;,, ou les uniformisantes v sont
arbitraires (et choisies indépendamment les unes des autres).

Pour étre précis, les matrices mentionnées sont définies comme suit.
La matrice T; o (o € C", a; # 0) est égale & I'identité, sauf en ce qui
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concerne la ligne de rang i :

1 0 0 0
0 1 0 0
,I‘i,a = B
- ap Qa2 (871 (679}
o o0 ... 0 ... 1

L’inverse d’une telle matrice est une matrice de méme forme. La matrice de
dilatation D; , est diagonale et est égale a I'identité, sauf en ce qui concerne
le coeflicient de rang i :

1 0 0
0 1 0 0
Div=1"49 v 0
0 0 ... 0 ... 1

Le lemme dit alors que I’on peut écrire :
k
C=u Til,ngilym T TimgrDir,vr

ou u,v1,..., v, sont des uniformisantes arbitrairement choisies.

On commence par multiplier M par une puissance u* d’uniformisante,
de maniere a la rendre holomorphe en 0 : cela revient & se ramener & ce cas,
et 'on doit alors prouver le lemme avec k = 0 dans la conclusion. Puis 'on
fait une récurrence sur vp(det M). Si cette valuation vaut 0, M est réguliere
en 0 et 'on prend R = M et C = I, (produit vide).

Si vo(det M) > 0, la matrice M (0) est singuliére et il existe donc
B eC"—{0} telque BM(0)=0¢€cC"

Soit ¢ un indice tel que B; # 0 et soit v une uniformisante quelconque. Alors
M, = DZ&TZ-,BM est holomorphe en 0 et det M; = (8;/v) det M'; M; est
meilleure que M : vo(det M;) = vo(det M) — 1, ce qui achéve la récurrence.
Les T;, o de ’énoncé sont alors les TZ_[} (qui sont bien de cette forme!). O

CoOROLLAIRE 1. — Dans le lemme, on peut obtenir C' € GL,(C(2)) et
de plus réguliére en oo, i.e. C(00) € GL,(C).

11 suffit pour cela de prendre chaque v; égal & 2/(1 + 2). O
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CoROLLAIRE 2 («double réduction»). — Soient C’,C" € GL,(C(2)).
II existe alors U € GL,(C(z)) telle que UC" est réguliére en 0 et UC" est
réguliere en oco.

On applique ce qui préceéde & M = (C”)~1C" que I’on écrit donc sous
la forme CR avec C, R € GL,(C(z)), C réguliere en oo et R réguliere en 0.
On prend alors U = C~1(C”)~! : UC' = R est régulitre en 0, UC" = C~}
est réguliére en oo et, bien sur, U € GL,(C(2)). |

Outre ce qui suit, ce lemme et ses corollaires nous serviront au
paragraphe 2 pour caractériser globalement les systémes singuliers réguliers.

1.3.2. Caractérisation des systémes singuliers réguliers.

THEOREME. — Si le systéeme aux g-différences a coeflicients rationnels
04X = AX admet une solution fondamentale de la forme M N, ou M est
méromorphe sur C et ot N est une matrice log-car, alors c’est un systéme
singulier régulier en 0.

Appliquons le corollaire 1 du lemme de 1.3.1 & M, que 'on écrit
donc M = CR. Alors Y = RN est solution du systeme o,Y = BY,
avec B = (04,C) ' AC. La matrice B est rationnellement équivalente & A,
puisque C € GL,(C(z)). Mais

B = (04(RN))(RN)™! = 04R(c,NN1)R™!

est le produit de trois matrices régulieres en 0, donc l’est elle-méme; le
systeéme correspondant est donc fuchsien en 0. O

Il serait intéressant d’obtenir une caractérisation par la croissance
des solutions. Le critére le plus probable semble celui-ci : croissance et
décroissance modérées le long de toute demi-spirale logarithmique dis-
crete ¢ Nzg.

2. Matrice de connexion et classification.

Le changement de coordonnées w = 1/z permet d’appliquer ces
considérations au cas ou le systeme (1) est singulier régulier sur S,
c’est-a-dire singulier régulier en 0 et en co. Soient X = MO NO) ¢t
X () = pf() N() des solutions canoniques en forme normale : cette
derniére s’obtient par le changement de variable w = 1/z, donc comme
solution du systéme de matrice (A(1/qw))~!.
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2.1. Caractérisation globale des systémes singuliers réguliers.

THEOREME. — Un systéme singulier régulier est rationnellement
équivalent a un systéme fuchsien en 0 et oo & la fois.

Soient X© = MONO) g Xx() = pf() N() des solutions
canoniques en formes normales en 0 et en co respectivement. Appliquant le
lemme, on écrit

MO — CORO) o pf(e0) — o0) plo0)

1l suffit maintenant de trouver U € GL,(C(2)) telle que UC©) et UC(>)
soient réguliéres en 0 et en oo respectivement : on pourra alors conclure

comme dans le théoreme précédent. On applique pour cela le corollaire 2
du lemme de 1.3.1 avec C' = C® et C" = C(*), O

2.2. Classification des systémes singuliers réguliers sur S.

Sous les hypothéses de ce paragraphe, il est clair que la matrice de
connexion de Birkhoff

P=(X()"1xO
est a coefficients elliptiques, autrement dit

P € GL,(M(E)).

Comme indiqué dans Pintroduction, on associe & un systeme
singulier régulier o,X = AX, la matrice de connexion P assortie des
structures de Jordan en 0 et en oo, ou, de fagon équivalente, le triplet
(N, P, N(©). Celui-ci n’est cependant pas défini de maniére univoque : P
peut étre remplacé par (R(°))~1PR© si R(®) R(~) ¢ GL,(C) commutent
respectivement avec N() et N(9). Ceci justifie 'introduction des notations
suivantes.

Sur l’ensemble des triplets (N7, P, N2), ou P € GL,(M(E)) et ou
N1, N> sont des matrices log-car en forme normale, on définit une relation :

(N1, P, Na) ~ (Ni, P', N3)
si et seulement si
N1 =N;, Ny=N;, RP' =PR,
ou Ry, Ry € GL,(C) et [Ry, N1] = [Rg, N2] = 0.
C’est bien une relation d’équivalence, et ’on notera F,, l’ensemble

quotient.
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L’image dans F, du triplet (N(°) P,N(©) est alors bien définie
d’apres le paragraphe 1.2. On va maintenant prouver le

THEOREME. — On obtient ainsi une bijection de ’ensemble &, des
classes d’équivalence rationnelle de systémes singuliers réguliers de rang n
dans I'ensemble F,,.

On pourrait rapprocher ce codage de l’esprit de Birkhoff en lui
donnant une allure un peu plus algébrico-combinatoire. Birkhoff pose en
effet le probléme «inverse» & partir de la donnée de P et de celle des
exposants en 0 et en oo : n’étudiant que le cas générique semi-simple,
cela lui tient lieu de structure de Jordan. Dans notre cas, la donnée de
N© (resp. de N(>)) équivaut & celle de K (resp. de K(*)), qui est &
son tour déterminée par la donnée des exposants et des tailles des blocs
correspondants.

Si B = (04U) "' AU et si les solutions fondamentales choisies pour A
sont MONO et M(IN(®) on peut choisir pour B les solutions
(UMO)YNO©) et (UM(®))N(®) ce qui associe & B les mémes parties
log-car et la méme matrice de connexion, donc le méme triplet codant
qu’a A. Ainsi, on a une application bien définie de &, dans F,.

Réciproquement, supposons que A et B ont fourni des triplets équi-
valents. Quitte & modifier le choix des solutions pour 'un de ces deux
systémes, on peut alors supposer que 'on a associé & A et B le méme
triplet (N(®), P, N(©). Ainsi, on a des solutions fondamentales M.” N(®
et M1(°°)N(°°) pour A, et Mz(O)N(O) et M2(°°)N(°°) pour B. De plus,

-1, (0 —1,.(0
(019 M = () 1
car ces deux matrices sont égales & N(®) P(N(®)~1 On a donc
0)\~1 -1
MO ) = 3 ()

Notant U cette matrice, on voit qu’elle est inversible et méromorphe & la fois
sur C et sur S — {0}, donc rationnelle : et il est clair que B = (o,U) AU,
autrement dit, on a équivalence rationnelle. Ceci prouve I'injectivité.

Notons qu’en omettant les parties log-car dans le codage, on n’aurait
plus Pinjectivité. Par exemple, en dimension 1, A=1et B =c € C* — ¢*
ne sont pas équivalentes, mais on peut a toutes deux associer la matrice de
connexion P = 1.
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Reste a établir le seul point non trivial, la surjectivité. On part d’un
triplet (N(), P, N©) (P elliptique, N(>) et N© des matrices log-car)
et I'on écrit P = (N(®)"IMN®©® ot M € GL,(M(C*)). On invoque
alors la «trivialité des fibrés méromorphes sur S» (voir [19], p. 158, ainsi
que 2.3.1 ci-dessous) : cela entraine que M s’écrit (M(>))~1M©) on
M© € GL,(M(C)) et M=) € GL,(M(S — {0})).

Les matrices X (© = MO N(©) et x () = pf(20) N(>) 5ont connectées
par la matrice elliptique P : X(®°) = PX (0 et sont donc solutions du méme
systeme 04X = AX, en prenant pour A la matrice

o, XO(xO)-1 = aqX(°°)(X(°°))_1.

La premiére écriture implique que A = o, M© KO (M(®)~1 o 'on
a encore posé K = (g, N(@)(N©)~1 € GL,(C), ce qui montre que A est
méromorphe sur C. Le raisonnement analogue & I'infini montre que A est
méromorphe sur S — {0} et I’on conclut que A € GL,,(C(z)).

Le systéme aux g¢-différences linéaire a coeflicients rationnels o, X =
AX admettant les deux solutions en formes normales X(© = MO N(©) ¢t
X () = p() () ' j] résulte de 1.3.2 qu'il est singulier régulier et ceci
acheve la preuve du théoreme. D

2.3. Précisions diverses.

2.3.1. Polarité.

Le théoreme 2.1 affirme que notre systéme est rationnellement
équivalent & un systéme fuchsien en 0 et oo; cela revient & dire que
’on peut obtenir M(® et M (%) respectivement régulieres en 0 et en co.

En vue des applications & la théorie de Galois (voir [24], [25]), il
est utile de pouvoir préciser la position des singularités. Celles de N©) et
de N(*) sont totalement déterminées par la structure de Jordan de A(0)
et de A(c0). En ce qui concerne M, on déduit facilement ce qui suit de
la preuve du théoreéme. Soit une partie finie ¥ C C*; pour simplifier la
formulation, nous supposerons que deux éléments distincts de ¥ ne sont
pas congrus modulo gZ.

o Sens direct : partant d’un systéme (1) tel que S(A) C X, on voit
que les singularités de M appartiennent & ¢%%.

o Sens inverse : supposons que les singularités de M appartiennent &
¢%%. L’invocation du « Preliminary Theorem ) de [6] (lemme de Birkhoff;
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voir ci-dessous) & la place de ’argument de trivialité des fibrés méromorphes
permet de choisir les singularités de M(® et M () respectivement dans
¢V X et dans ¢"NX; le systeme (1) correspondant est alors tel que S(A) C
(voir également [3]).

Sous la forme simplifiée utilisée p. 566567 de loc. cit. (un seul contour,
une seule matrice; la forme compléte se trouve p. 533), voici I’énoncé du
«Preliminary Theorem »(3).

Soit C une courbe analytique fermée simple de C qui entoure 0 et
soit M(z) une matrice holomorphe inversible dans un voisinage de C.
Soient Dy et Do, les composantes connexes de S — C' contenant respec-
tivement 0 et co. Il existe alors un voisinage ouvert Vy de Dy, un voisinage
ouvert Voo de Do, et des matrices M(® M(®) holomorphes inversibles
respectivement sur Vg et sur Voo — {00}, Vi étant de plus holomorphe
(mais pas nécessairement inversible) en oo, telles que, sur Vo N Vg, :
M© = pr(e0) pr.

Pour appliquer ce théoréme, nous choisissons une courbe C' qui passe
entre z et gz pour chaque z € ¥.

2.3.2. Interprétation catégorique.

La normalisation un peu artificielle de la forme des matrices log-car
a pour but d’obtenir un énoncé pas trop compliqué. Si on relaxe cette
condition, la relation d’équivalence qui sert & définir F,, se traduit, pour les
parties log-car, par les conditions Ry N; = N{R; et Ry Ny = NiRs.

Les couples (R, R2) correspondent, dans la version catégorique du
théoréme d’équivalence (voir [24], [25]) & des isomorphismes. Ce théoréme
est donc le premier indice de la possibilité d’obtenir par cette voie (c’est-a-
dire, en travaillant avec de «vraies fonctions») un groupe de Galois qui soit
un groupe algébrique sur C, question qui est restée longtemps pendante.

3. Comportement des solutions lorsque q — 1.

Nous supposons maintenant donnés 7o tel que Im(7p) > 0 et
go = e~ 2" Nous posons ¢ = ¢§, c’est-d-dire 7 = Tge, € étant un réel
strictement positif que 'on va faire tendre vers 0. Les spirales et demi-
spirales logarithmiques discrétes g%, ¢ se condensent alors en des coupures
spirales ¥, 8" de S.

(3) Nous notons ici M, M(©), M () les matrices A, Uy, Uso de Birkhoff.
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Afin d’alléger les notations, toutes les dépendances en € ne seront pas
dénotées explicitement.

3.1. Estimation asymptotique de e, . et de ¢,.

PROPOSITION.
(1) lime_o+(q — 1)€4(2) = log(—2).
(i) Si(c—1)/(g—1) — 7, alors lim,_,o+ €q,c(2) = (—2).

Il s’agit des déterminations principales sur l'ouvert simplement
connexe Q =S — g& = C* — & (resp. —1+ 0, =1+ 1).

Pour prouver cette proposition, on introduit la fonction
(7, z) = O(e*™),

qui vérifie I’équation fonctionnelle (voir [15], [17])

By = — YU 5(-1,2)

T elim/T)(@— 4 (741))? T T

Soit o € C; on cherche un équivalent de O4(¢%z) = o(r,z — 7a)
lorsque € = 7/79 — 0%. L’équation fonctionnelle se réécrit

~ i/t ~ 1 =z
(e -T1a) = G Gmra- T 6(- 7T ).

Le «facteur d’automorphie » vaut
Vijre /(= 3)? p2im(a+§)(z—§)(1+0(7))

avec un O(7) uniforme en z € C.

Si ’on écrit £ = u + iv (qui n’est déterminé qu’a un entier pres) et
To = T1 + i72, il est loisible de supposer que u — vT; /72 appartient & [0;1] :
supposons que ce n’est pas 0. Cela revient simplement a supposer que ’on
a pris z € Q et 2im(z — %) = log(—2z).

La série qui définit le facteur ©(—1/7, —z/7 + ) ne comprend alors,
hors le terme constant 1, que des termes de la forme

e2irm(ect ) | o= T +ame-1) e 7 (0}
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et ceux-ci convergent normalement vers 0 lorsque ¢ — 0%, en vertu de
Pégalité

(- & o m(e - 1)) =~ 2 (-} -02)

2
et de majorations aisées. On en déduit les estimations suivantes :

1) Pour z € Q et a € C, on a, lorsque € — 0t :
0,(¢%2) ~ [ L =Gim/m)(@— 3 )*+2im(at §)(@—})
T

2)Sideplus e C:

. ©g(g°z) -
lim =22 = (—z)* P,
e—0+ O4(gP2) (=2)

Cette derniére notation désigne bien siir e(@=P)108(-2),

Ces conclusions demeurent si I’on perturbe les hypotheéses au premier
ordre :

1) Si 29 € Q et, si, pour j = 1,2, z; = 20(1 — 2imroje + o(€)), alors

lim ©4(22)/04(21) = (=)~

2) Sic=1-2irTgae + o(€) et si z = zp + o(e), alors

li = (—z)~.
Jim eqc(2) = (-2)

L’assertion (ii) de la proposition découle du deuxiéme point ci-dessus,
qui découle du premier, lequel est conséquence du

LEMME. — On suppose que z; et zo tendent vers zp € Qo =S — q6R+ =
C- q?,“ On suppose de plus que z2/21 = 1 + o(¢€). Alors

lim (22 ;p)oo

=1 (cf. (0.1) pour cette notation).
e—0t (21;D)o0o (cf. (0.1) )

Soit en effet uy = 21 — 27 : c’est un o(e). On part de 1’égalité :

(225P)oc _ 11 (1+ g "uq )

(213P)00 75 1-q 7"z
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Il existe un disque ouvert 5(z0, p) sur lequel, quel que soit A > 0,
|1 —2/g}| > 6 > 0. Pour ¢ proche de 1, 2; et 2, sont dans ce disque et

IOg (22 7p)oo Z' — q uq ' S ”U/ l IQI

(21;P)oo "z
Ce dernier majorant est un O(uq/ (g —1)) uniformément en g. Comme

uq = o(€) et ¢ — 1 ~ —2imTge, cette estimation est suffisante pour achever
la preuve du lemme.

Pour démontrer I’assertion (i) de la proposition, on introduit
1 O.(r,z)
2im O(r,x)

Dérivant logarithmiquement 1’équation fonctionnelle déja invoquée, on
trouve que

z‘r(w) ={y(z) =

rEn(e) = Loy (= 2) 42— 5+ D)

Lorsque € — 0%, (¢ — 1)£,(z) est équivalent & —2irrL,(z). On choisit
z €]0;1[+ Rry (z n’est déterminé qu’a un entier pres et z € Q). Le méme
argument de convergence normale que précédemment, appliqué a la série
qui définit Z_l/f(—m/'r) :

L~ 2) =50

1 1-— e2z7r

—:E’I'

_Z —

01“6

2'm T

(dérivée logarithmique de la formule du triple produit de Jacobi), permet
de montrer que ce terme tend vers 0; la conclusion est alors immédiate. O

On peut ajouter une interprétation géométrique. Le lieu polaire de
eq,c st la spirale discréte cq?, c’est-a-dire I'image par = — €™ du réseau
translaté (Z + Z1) + v(q)e (ici, ¢ = ¢"? et y(q) — 7). Lorsque ¢ — 07,
celui-ci se condense en le sous-groupe fermé Z + Ry de C, dont l'image
dans C* est la spirale logarithmique continue ¢X : la barriére de péles
(discréte) se transforme en coupure. Du point de vue numérique, ©4 a un
comportement «chaotique» le long de la barriére des poles (dans le plan
des z : le réseau Z + Zt), lorsque celle-ci se condense en une coupure spirale
(dans le plan des z : le sous-groupe fermé non discret Z + Rrp). 11 est
raisonnable de conjecturer que toutes les conclusions de cette section et de
la suivante demeurent valides si I’on impose simplement & ¢ de tendre vers 1
en respectant cette géométrie, c’est-a-dire tangentiellement & une spirale
logarithmique.
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3.2. Comportement des solutions canoniques.

Supposons maintenant le systéme différentiel (2) (défini au §0.3)
fuchsien sur S et non résonnant en 0 (deux valeurs propres de B(0) ne
peuvent différer d’un entier non nul). On notera X () 1a solution canonique
de (2) obtenue en appliquant la méthode de Frobenius en 0, avec, pour
fonctions de base, (—z)” comme solution® de §f = vf et log(—z) comme
solution de 6f = 1 (mémes déterminations que ci-dessus). Notons enfin
%1,...,% les poles de B (ils sont simples et dans C*).

Nous allons déployer (2) en une famille de systémes aux g-diffé-
rences (1) soumis aux contraintes suivantes :

1) A= A. = I, + (¢ — 1)B., ou B converge vers B uniformément
sur tout compact de I'ouvert simplement connexe 2y = C — U15 j<r qu§+ ;
cette hypothese peut d’ailleurs étre affaiblie (voir (23], [24])).

2) Une trigonalisation J=Q! IE (O)@ se déploie en une trigonalisation
Je = Q;lBe(O)Qev ol 1ime—>0+ Qe = Q

Cette derniere condition n’est pas automatiquement vérifiée, comme
le montre ’exemple suivant :

~ 0 0 cos“ €~
B—(O 0)’ Be_e(—sine_lcose”

2 —1

—sine ! cose! )
! sinZe1, '

On voit ici que lim._, g+ B = B. Mais B./e est la matrice de la
projection orthogonale sur le vecteur de coordonnées (cos1/e, —sin1/e).
Toute trigonalisation de B, sera donc obtenue dans une base tournant
infiniment vite lorsque ¢ — 0%, et 'on ne peut déployer aucune
trigonalisation de B en une trigonalisation de B..

TutorEME. — Pour € proche de 0, le systéme (1) est non résonnant
en 0. Soit Xe(o) = Meeg 4.(0) la solution canonique donnée par le théoréme

de 1.1. Alors, sur tout compact de (26 = (20 — qg‘, Xe(o) est holomorphe
pour € assez petit et elle y tend vers X(©.

Pour le prouver, on traite séparément la partie holomorphe M, et la
partie log-car eg 4_(0)-

1) Pour étudier M., on la caractérise par les conditions :

(M) Ac(0) = AM., M,(0) = I,.

(4) Rappelons que 6 désigne 'opérateur différentiel z d/dz.
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De méme, X0 = (—z)§ ©), ou M est caractérisé par les conditions :
6M = BM — MB(0), M(0) = I,.

Ces équations matricielles peuvent étre considérées comme des équa-
tions vectorielles dans M, (C) avec condition initiale (en 0) indépendante
du parameétre €. C’est donc un cas particulier du théoréme. Il est traité au
paragraphe 3.3.

2) Le comportement de eq 4. (o) résulte encore d’un cas particulier du
théoréme, celui ou le systéme (1) est & coefficients constants (dépendant
de €). Cela revient donc & supposer que, pour chaque valeur de ¢, B
appartient & M, (C). On note

A=I,+(¢-1)B
et l’on se propose de préciser le comportement de e, 4 lorsque e — 07 et
que B — B avec sa triangularisation. On reprend les notations précédentes.
~Soit D + N la décomposition de Dunford additive de B. La
décomposition de Dunford multiplicative DU de A s’obtient en prenant
D=1I,+(¢q-1)D, U=1I,+(qg—1)D'N.

Alors la matrice diagonale A = SDS~! et la matrice diagonale A = SDS™!

(qui est la partie diagonale de T") sont liées par la relation A = I, +(g—1)A.

Soient D + N la décomposition de Dunford additive de B et
A = SDS™! la partie diagonale de 7. Donc (A — I,,)/(q — 1) tend vers A.
Il est alors immédiat, d’apres les résultats de 3.1, que e, A tend vers (—2)2

et donc e, p tend vers (—2)P.

Comme D~ !N tend vers N , 1l résulte pareillement de 3.1 que
Ul = (I, + (g — 1)D"'N)% tend vers (—z)V : cela revient en effet a
dire que (g — 1)¥¢{") tend vers (log(—z))*/k!.

On voit donc que ey 4 tend vers (—z)&.

Modulo le résultat de 3.3, ceci acheve la preuve du théoreme. O

3.3. Comportement des solutions a valeur initiale fixe.

On consideére le systéme aux g-différences a coefficients rationnels
fuchsien en 0, «avec conditions initiales :

0, X = AX, X(0) = Xo.
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Ici, Xo est un vecteur fixé non nul de C™ et A est fonction de ¢g. On veut
faire confluer ce systéme vers le systéme différentiel & coefficients rationnels
avec conditions initiales

6% = BX, X(0) = Xo.

Selon les conventions précédentes, g tend vers 1 le long d’une spirale
logarithmique, autrement dit, ¢ = g5 et ¢ — 0. Nous supposons que la
matrice B = (A — I,,)/(q — 1) tend, lorsque ¢ — 0%, vers la matrice &
coefficients rationnels B € M,,(C(z)) et nous n’indiquons pas explicitement
les dépendances en g et en €.

Nous imposerons en outre les conditions suivantes :

1) Notons 1, ..., 2, les poles de B. Ce sont donc des éléments de C*
(le systéme différentiel étant fuchsien). On suppose que «les poles de A
tendent vers ceux de B », c’est-a-dire que, quel que soit z & {Z1,..., 2.},
A est définie en z pour € assez petit. Ceci donne un sens a I’hypotheése
B — B.

2) Quel que soit g, Xy est point fixe de A(0).

3) Le systeéme différentiel 56X = BX est fuchsien sur S et non réson-
nant en 0, autrement dit Sp(B(0))N(N*+Sp(B(0))) = 0. On verra que cette
condition entraine que, pour € assez petit, Sp(A(0)) N ¢ Sp(A(0)) =0 : A
est non résonnante en 0.

Sous des hypotheses précisées de convergence, nous prouverons alors
que 'unique solution X du systeme aux g-différences tend vers 'unique
solution X du systeme différentiel. Nous procederons en deux étapes :

« Etude locale : il s’agit de reprendre la résolution formelle et la preuve
de convergence «en familley, et, en parallele, ’algorithme correspondant
pour le systeme différentiel.

« Etude globale : on sort d’un voisinage de 0 (dans lequel la conver-
gence a été établie) le long de demi-spirales q§+. Ceci nous ramene a un
probléme de variable réelle (on pose z = zoqd) et équivaut & Pemploi de la
méthode d’Euler pour approcher les solutions d’une équation différentielle.

Nous notons dorénavant 2y 'ouvert simplement connexe
~ R*
C- U Zjqp -
1<j<r

TOME 50 (2000), FASCICULE 4



1050 JACQUES SAULOY

3.3.1. Etude locale.

Il découle des hypotheses précédentes, que B est holomorphe en 0,
ainsi que B pour ¢ assez petit : on écrit donc

B=DBy+Bjz+--- et B=DBy+Biz+---

(les B; dépendent donc de ¢). On suppose en outre que la convergence de B
~ o ~
vers B est normale dans un disque ouvert non vide D(0, p) C Q.
La résolution formelle des deux systémes se meéne en paralléle : leurs
solutions respectives sont

X=Xo+2X7+--- et )?:)A(:O—{-z)’zl_{_...,

ou Xo = Xo est une donnée et ou les autres termes se calculent par
récurrence :

Xm = (qun — Ao)‘l(Ale_l + ...+ AmXO)a
X = (mIp — Bo) ' (BiXmo1 + .. + BmXo).

Mais la premiere relation se réécrit :
-1
Xm = ((q"‘ -1)/(¢g— DI, — Bo) (B1Xm-1+ -+ BnXo).

On voit donc par récurrence que, quel que soit m, X, tend vers X,, sur €.
Par ailleurs, on peut borner uniformément

1

(g™ =1)/(g—1)I, — By)” et (ml, — Bp)™*

pour € assez petit et m > 1. La combinaison de ’hypothése de convergence
normale et de la méthode des majorants permet alors de conclure :

ProposiTiION. — X converge uniformément vers X sur un disque

ouvert non vide D(0,r) C (Nlo. O

3.3.2. Etude globale.

On va maintenant sortir du disque D(0,r) le long de segments de
spirales de la forme q([)a;b] qui ne rencontrent pas les poles Z;. On suppose
dorénavant que B converge vers B uniformément sur tout tel segment (c’est

par exemple le cas si la convergence est uniforme sur tout compact de ).
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Fixons un point z; € ﬁo ou l'on veut démontrer que X — X.

[e]
Pour un certain A > 0, et un certain a > 0, 29 = qo—’\zl € D(0,r) et

. o
q([)_c’o ’a]zo C D(0,7) (c’en est un compact). On passe aux variables réelles

en posant z = ghzg et Y(t) = X(2), Y (t) = X(2). Notre but est donc de
démontrer que Y (X) — Y(A).

On note C(t) = (g—1)/eB(z) et C(t) = —2nB(z). Ainsi, C.
converge uniformément vers C sur [0; A].

On peut maintenant traduire le systéme différentiel Y'(y) = C(¢)Y (t)
et le systéme aux g-différences Y(t +€) = (I,, + €Cc(t))Yc(t). Nous n’aurons
pas besoin des conditions initiales. La proposition ci-dessus implique
que Y,(t) converge vers Y () uniformément sur [0; a.

On invoquera maintenant la méthode d’Euler pour la résolution
approchée d’équations différentielles linéaires (vectorielles, d’ordre 1), dans
sa version multiplicative et & pas non constant. Faute d’une référence
exactement appropriée & nos besoins, nous invoquerons [18] (probléme
d’analyse, IIL.5 et IV.1).

THEOREME. — Soit A € C(]a;b[, M,(C)) et soient to < t; dans]a;b|.
On se donne, pour p entier > 1, une subdivision

to=sP <P <0< s < s =1y

de diamétre ¢, := maxoci<p—1 As” (on note As® = sgi)l — ™). On

suppose que lim,_, €, = 0. Alors, la résolvante du systéme différentiel
X' = AX est donnée par la formule :

Uit 10) = Jim (O + AGEAD) (14 AGEDAE)

Appliquons ce théoréme pour calculer la résolvante U (A, p) du systeme
différentiel Y’ = CY : nous aurons donc Y (A) = U(),0)Y(0). On subdivise
[0; A] avec le pas ve puis N fois le pas e, ot N = E(2) et v =\A/e = N. On
trouve :

U(A,0) = lim (I + €C(A—€)) -+ (In + €C(A — Ne)) (I, + veC(0)).

Mais nous voulons utiliser C' et non C. Nous remplacerons donc [18], I11.6
par une version améliorée que ’on déduit du
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LEMME. — Soient A1, ...,Am, E1, ..., Eyp des éléments de M,,(C) et
notons A} = A1+ E1,...,Al, = Ay + E,,. Alors
||(In + A1) (In+An) —(In+ A (In+ A;n)”

< (1) e (0140 + 1)),

i=1

CoROLLAIRE. — Soient (A, ;) et (Bp;) deux familles de matrices
indexées par des couples d’entiers (p,i) tels que 1 < i < p. On
considére les suites de terme général U, = (I, + Ap1)---(In + App) et

Vp = (In+ Bp,1) - (In + Bp,p). On suppose que, lorsque p — oo :
(1) la suite de terme général 3, ., || Ap,i|l est bornée;
(ii) la suite de terme général 3, ., || 4p;i — By,i|| converge vers 0.
Alors lim,_, ||Up — V|| = 0.
Nous utiliserons ce corollaire avec pour matrices A, ; et By, ; les valeurs
respectives de C et C' aux points de la subdivision introduite plus haut.
La preuve du lemme est immeédiate, ainsi que celles du corollaire et du fait

que les conditions de celui-ci sont remplies dans notre situation. On conclut
donc que Y (A) — Y(X), ce qui achéve la preuve. |

4. Comportement de la matrice de connexion
lorsque q — 1, et monodromie.

On ajoute maintenant les conditions analogues en co. Le systéme (2)
y est supposé non-résonnant ; de plus :

(i") Be converge vers B uniformément sur tout compact de

ﬁoo =S-{0} - U qunox'.

1<j<r

(ii’) Une trigonalisation de B(co) se déploie en une trigonalisation
de Bc(oo). Ces hypothéses sont par exemple réalisées si l'on prend
B.=B,A.=1,+(q¢—1)B.

Notant X ) et X(°) les solutions canoniques de (1) et de (2) en 00, uu
déduit du théoreme 1 que P, = (X°)~1 X tend vers P = (X (*))~1X(©)
sur

G-tyni —c - | ad
0<j<r
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(on a posé Z = 1 pour simplifier les notations). La matrice P est

holomorphe sur 2 et §P = 0 : elle y est localement constante.

Figure 1. Singularités de X(9) (a gauche) et de X(>) (4 droite)

Pour interpréter ses valeurs sur les composantes connexes de (NZ, on
va supposer que les coupures ne se superposent pas, autrement dit, que les
(r + 1) spirales Z;g& (0 < j < r) sont deux & deux disjointes. C’est le cas
pour un choix générique de go. Nous choisissons de plus 'indexation de sorte
qu’un cercle positif autour de 0 rencontre les spirales Zoqo . zrqo dans
cet ordre. Les composantes connexes de Q sont alors des ouverts Uo, . U
ol U a sur sa frontiere Z; et Z;4. Soit P € GL,(C) la valeur de P sur (7

Figure 2. Domaine de définition de de X(©) (a gauche) et de X () (a droite)

Considérons un petit lacet positif v autour de 2; (1 < j < r) de base
a € UJ 1; on peut le supposer composé d’un chemin 7y, dans Qe partant
de a et arrivant en b € U suivi d’un chemin 7, dans Qo partant de b et
arrivant en a. Le prolongement analytique le long de v; transforme X
en X (°°)PJ 1; celui le long de v, transforme X X() en X (O)Pj et donc

X@P;_yen XOP P,

THEOREME. — La matrice de monodromie de (2) autour de Z; dans
la base X© est P;'P;_;. ]

Rappelons les hypotheses de ce théoréme. On part de l’equatlon
différentielle fuchsienne non-résonnante en 0 et en oo : 6X = BX ol
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B € M,(C(2)), que 'on «déploie» en une famille de systémes aux g-
différences de matrices A € M,,(C(z)) dont les coefficients dépendent de
q = ¢, telles que lim,_,+ (Ac — I,)/(q — 1) = B et de plus soumises aux
contraintes suivantes :

(a) les poles de A, tendent vers les poles 71, ..., 7, de B;

(b) la convergence est uniforme sur tout compact de C*~J, <, Z a&;

Figure 3. Domaine de définition de P

(c) La convergence en 0 et en oo a lieu a structure de Jordan constante,
avec matrice de passage continue. On suppose enfin que les coupures ne
se superposent pas, autrement dit, que les spirales qu6R (0 < j <r)sont
deux & deux disjointes (on a noté Z; = 1). Le systéme aux g-différences de
matrice A, admet alors des solutions canoniques X, 5(0) et X €(°°) et la matrice
de connexion correspondante P, = (Xe(oo )“1X6(0) tend vers une matrice
localement, constante P dont les valeurs 133- satisfont aux conclusions du

théoréme ci-dessus.

Bien siir, comme dans le cas différentiel, la monodromie en 0 et en oo
ne se tire pas de la description combinatoire mais des structures de Jordan
en 0 et en oo.

Ce phénomene est 1ié & des propriétés galoisiennes. On introduit dans
[24] et [25] une matrice
P =9 p(g®)-1

obtenue en «tordant » P par des matrices déduites des sructures de Jordan
de A(0) et de A(co) et telles que, lorsque ¢ — 1, pour a fixé, ¥ (a)
et W(*)(a) tendent vers des éléments ¥(%(a) et ¥(>)(a) (que I'on sait
calculer) des groupes de galois locaux de (2) en 0 et en co.
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On interprete alors les P(a)~!P(b) comme des automorphismes d’un
certain foncteur fibre en 0 dans la catégorie tensorielle des systémes
fuchsiens. Avec d’autres automorphismes déduits des structures de Jordan,
et qui expriment la monodromie en 0 et oo, ils forment une partie Zariski-
dense du groupe de Galois de 1’équation : on a donc un analogue du
théoréme de densité de Schlesinger (voir [26], [4], [8]), mais & condition de
pouvoir interpréter les P(a)~!P(b) comme des opérateurs de monodromie.
Dans le cas ot les structures de Jordan sont triviales (A(0) = A(oo) = I,,),
cela correspond aux résultats de Etingof (voir [11]). Le lien entre nos
résultats et ceux de van der Put et Singer (voir [19]) est discuté dans [24]
et [25].

Remarquons que, des conditions imposées & ]§, on n’utilise la
fuchsianité qu’en 0. Les résultats ci-dessus s’appliqueraient donc aussi
bien & léquation différentielle df/dz = e'/*=Vf par exemple. Nous
donnons en 5.3 un exemple plus significatif. Les équations aux g¢-différences
fuchsiennes sont donc sans doute beaucoup moins régulieres que leurs
analogues différentielles.

5. Trois exemples.
Nous combinerons, pour simplifier, équations et systémes associés.

5.1. Déformation de la fonction hypergéométrique.
La série hypergéométrique (voir [29], [14])

(@)n(B)n I'(z +n)
F(o,B,7;2) =Y 222", (@)= [[@+k) = ==~
n>0 n(L)n 0<k<n—1 I'(z)
est solution de I’équation différentielle & coefficients rationnels :
82F —XSF +F =0
avec

(a+ﬂ)z+(1——7)’
1—2

o

1—-2

A=

i =

Les singularités de cette équation sont 0,1 et oo et elles sont
fuchsiennes. La méthode de Frobenius en fournit des systeme fondamentaux
de solutions en 0 et en oo :

F(a, 8,75 2),
ATFla—-7v+1,8-7+1,2-7;2);
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{ (1/2)*F(a,a —v+ 1l,a— B +1;1/2),
(1/2)PF(B,8—v+1,8—a+1;1/z).

Ces fonctions, a priori multivaluées, sont respectivement rendues
uniformes par les coupures (1, 00] et [—00, 0] de la sphére de Riemann.

Lorsque ¢ — 1, la série hypergéométrique basique (voir introduction)
tend vers la précédente coefficient par coefficient. Notre méthode attribue
a son équation les systemes fondamentaux de solutions canoniques en 0 et
en oo :

{ Q(a7 b7 c; q’ z)’
eq/c(2)®(ag/c,bq/c,q*/c;q,2) ;

{ eq(1/2)®(a,aq/c,aq/b;q,cq/abz),
es(1/2)®(b,bg/c,bg/a; q,cq/abz).

On emploie ici une famille quelconque de caractéres e,, fait que ’on pourra
exploiter (voir infra).

Le systeme différentiel correspondant a ’équation hypergéométrique
classique de parameétres «, 3 et v a pour matrice

~ 0 1
B= ( - )
- A
Nous le déformerons donc par le systeme aux g-différences correspon-

dant & I’équation hypergéométrique basique de parametres a = ¢%, b = ¢°
et ¢ = q7,de matrice

Ac = (—(p—)\+11)/(q-1) K:D

On observe que, lorsque € — 0%, (A — I,,)/(g — 1) — B. Toutes nos
autres conditions sont d’ailleurs satisfaites.

Les formules de connexion de Barnes-Mellin-Watson (voir [12], p. 106)
relient les deux systemes fondamentaux de solutions :

®(a,b;c;q,2) :@(E,a;c;q,q>m‘ﬁ(a, 99 99 iq _cq_)

b O4(abz/cq) c’ b7 abz
c ., O4(az/cq) bg bg  cq
+<I>(E,b,c,q,q) 9q(abz/cq)q)(b’ c'a’? abz)'

Elles permettent de déduire la matrice de connexion

P. = (D)7 ' MDY,
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ou :

D@=(éem&@) DP“=CW8ﬁ)ew8hQ

et ou la matrice M, = ('21 g) est donnée par :

A= ®(c/ba;c;q,q)Oq(bz/cq)/Oq(abz/cq),

B = ®(q/b,aq/c;q*/c;q,9)O,(b2/4%)/O4(abz/cq),
C=9(

C =&

iy

c/a,b;c;q,q)09q(az/cq)/Oq(abz/cq),
= ®(g/a,bg/c;q°/c;q,9)O4(az/q?)/Oq(abz/cq).

Du lemme on déduit la valeur de la matrice

== (7 5)

)= T(7)T(8 - ) /T(B)T(y — o),
J1=* (2 = )D(8 - @) /T(1 - Q)T (1 — v + B),
2)~T(7)I(a - B)/T()T(y - ),
—2)=HID(2 — 4)T(a - B)/T(1 - AT(1 -7 +a).

z

= (-
=(—z
= (=
= (=

Ces formules sont indépendantes du choiz d’une famille particuliére
de caractéres. Pour éviter la superposition des coupures, on remplacera les
caractéres utilisés jusque 1a par ©4(—2)/04(—c'z), dont il est aisé de voir
que les propriétés sont les mémes. On trouve alors DO = lim,_, o+ DEO) et
D) = lim,_g+ D sur § — [~00,0] :

~ 1 0 ~ F 0
©) _ () — (
D (0 z1_7)’ D 0 z_ﬁ)’

Ainsi P = lim,_o+ P, = (ﬁ("“))_ll/\\/fﬁ(o) prend les valeurs

Pr=(g 5 e =g 3)

sur le demi-plan de Poincaré et sur son opposé, avec :

& = ™ T(Y)I(B — a)/T(B)T(y - a),
Fy = ™2 — )06 — a)/T(1 — )T(1 — v + B),
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G4 = & I(NI(a - B)/T(T(y - B),

Hy = P72 — 7T (a - B)/T(1 - BT(1 -7+ o) ;
e~ T(Y)I(B - @)/T(B)L (v - a),

Fo= e M2 — )6 - @)/T(1 - )L (1 -7 + B),

= e "T(3)(a - §)/T(@T( - ),
H_ = e~"P=HL(2 — )l (a = B)/T(1 - AT(L - 7+a).

o
I

P
1

La matrice de monodromie en le pole 1 est (13+)"115', ce qui est la
valeur classique (voir [14], p. 111-114)®).

5.2. Déformation de log(1 — z/2p).

On va a présent traiter un systéme ol la monodromie est unipotente,
mais qui rentre tout de méme dans le cas non-résonnant. L’équation diffé-
rentielle de départ est

dazf 1 df 5 1
A2 -2z dz = &= 1-2/2

of.

Les singularités de cette équation sont zp et 0o et elles sont fuchsiennes.
La méthode de Frobenius en fournit des systémes fondamentaux de solutions
en O et enoo:

1, 1,
{ z0log(1—2/20); { —log(1 — w/wp) + log(—w).
On a posé w=1/z et wy = 1/2.
On les déformera & I’aide de la fonction £} (2) = 2(0F)'(2)/©{ (2), ou
P’on a posé
07 (2) = (2;P)oo = [[ (1 — 2¢75).
0<k

La fonction £} (z) vérifie 'équation aux g-différences fuchsienne :

1 o, —1Id
2 5., = -4 .
5.f 1—q%z/2 8af, % g—1

() 11 faut cependant prendre garde & une erreur de signe : avec la base canonique
utilisée, définie p. 38 de loc. cit., on a bien la formule de connexion 4.6.3, p. 111; mais,
avec le choix des chemins de la figure 2.5, p. 78, ’expression de Ao, dans la formule
4.6.12, p. 114 devrait faire intervenir e(c) et €(8) au lieu de e(—a) et e(—0).
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Les systemes fondamentaux canoniques de solutions en 0 et en oo sont

1, 1,
{(q— 1)z0€5 (2/20) ; {(q— 1)(€g(w) — €5 (w/quy)).
La matrice de connexion est donc

L (g = 1)20(1 = £4(2) + £4(2/20)) )
0 —20 ’

P(z) = (

Pour calculer sa limite lorsque ¢ — 0%, on invoque les estimations
suivantes, aisément obtenues de fagon analogue a celles de 3.1 :

Jim O (22)/06] (1) = (1 — 2)**™*,
lim (¢ —1)¢7 (2) = log(1 — ).

On trouve alors

) = <1 20(log(—2/20) — 108(—2))) '

0 —20

Cette matrice est localement constante sur la sphére de Riemann
privée de la coupure [0;00] U [0; 2] U [20 ; 00]. Ses deux déterminations Py
et P, satisfont

(BB = () P W)

ol a; et ag sont les valeurs de la fonction (log(—z/2p) — log(—=2)), qui est

localement constante (log(—z/zp)—log(—z)) sur les ouverts correspondants :

donc ag — a1 = 2im et 'on obtient la matrice de la monodromie autour
de 20 -

~ =~ 1 2i7I'ZO

PRy = ( )

(P)"Po={,

5.3. Un exemple irrégulier.

L’exemple qui suit m’a été suggéré par Marius van der Put, avec
d’autres, qui sont étudiés dans [24]. Il s’agit en fait d’une équation
aux g-différences singuliére réguliere, qui conflue selon les contraintes des
paragraphes 3 et 4 vers une équation différentielle; mais celle-ci présente
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une singularité irréguliére. Bien que ce cas ait été exclu du champ du
théoréme, on ne s’est pas servi de ce fait dans la démonstration et la
matrice de connexion doit encore converger vers une matrice localement
constante qui permet de calculer la monodromie de ’équation différentielle
y compris en la singularité irréguliére. Ce qui reste hors d’atteinte, pour le
moment, c’est la possibilité de calculer la «monodromie sauvage) c’est-a-
dire d’autres automorphismes de Galois (Stokes, etc.). Je pense toutefois
que des estimations asymptotiques plus fines (voir ci-dessous) et quelques
astuces géométriques devraient permettre de les atteindre (ce qui est encore
plus hors d’atteinte des méthodes d’analyse élémentaire utilisées ici, c’est
le cas d’équations aux g-différences irréguliéres).

k]
On considére ’équation o,y = azy, avec

z

aq=1+(q——1)b, ou b(Z):m

Il s’agit donc d’une équation aux g-différences réguliere. Le théoreme doit
s’appliquer dans ce cas. Nous montrons au 5.3.1 comment en obtenir (en
dimension 1) une version explicite lorsque I’équation différentielle limite
est fuchsienne. Dans le cas contraire, les estimations asymptotiques du
chapitre 3 ne permettent pas a elles seules un calcul explicite. En effet,
dans notre cas (par exemple), le numérateur de a4(z) a deux racines
qui tendent vers 7 et deux racines qui tendent vers —i. Mais, en cas de
convergence vers des racines multiples, le théoréme des fonctions implicites
ne s’applique pas tel quel et 'on n’a pas de développement limité des
racines en fonction de 7 := g — 1 : il y a un développement ramifié qui
commence en +i(1 % 4/3in). Nous devrons donc, en 5.3.2, peaufiner les
résultats antérieurs.

5.3.1. Calculs explicites en dimension 1.

Soit 1’équation o4y = ay. De facon générale, le calcul se conduit
comme suit. On écrit :
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Par exemple, dans un cas régulier & deux zéros et deux péles, on a
(z —a)(z—P)

(z=7)(z-9)
ou a, 3,7, 6 sont non nuls et vérifient af = 6.

a(z) =

On peut alors écrire la solution locale en 0 :

oy - T =72/ —a7"2/B)
T_I>Il oa) ,I:I>1 (1—q77z/7)(1 - q772/6)
De méme, la solution locale en oo :
a(a -1 =TT A=a7/2)(A - q7"8/2)
=™ =1l t—=amu—s7)

d’ou le nombre de connexion :

o(s) = Cal/@)O(/B).
84(:/)84(2/5)

Comme af3 = 74, c’est bien une fonction elliptique.

Sia = a, est donnée dépendant de g avec (a; — 1)/(q — 1) — blorsque
q tend vers 1, les racines seront fonctions de ¢ et les limites des solutions
locales et du nombre de connexion s’obtiendront & ’aide des estimations du
chapitre 3.

5.3.2. Amélioration des estimations de O.
Le point de départ est encore ’équation fonctionnelle :
~ Vit ~ 1 =z
= 6(-=-2).
6(7-’ :I;) e(i‘tr/‘r')(:v—%(‘r’~l~1))2 T T
On suppose encore T = To€, Im(79) > 0 et ¢ — 0F. Supposons que z = z.
soit doté d’un «développement limité ramifiéy :

T = zo + €/Pxy + ¥/ Pas + -+ ez, + ofe).

Le facteur é(—l /T, —x/7) vérifie la méme analyse qu’au § 3 et tend
donc (rapidement) vers 1.
Le facteur d’automorphie de I’équation fonctionnelle est équivalent a :
Vi e im/m)(@=3)* g2im(z—3)
Si Pon note [—] la troncature & o(e), il est donc équivalent & :
VijT e 3) o= (im/7)[(z— %)%
Ce facteur seul n’a pas d’équivalent tres simple. On peut tout au plus

déduire de ces estimations :

TOME 50 (2000), FASCICULE 4



1062 JACQUES SAULOY

LEMME. — Dans ces conditions, on a I’équivalence :
) q

O 2e) | ~m/m)l(@e= 4 ~(@0- )7

= a
(1, zo)

Nous appliquerons ce calcul & plusieurs valeurs wgi) tendant vers la
méme limite xy ayant chacune un développement limité ramifié comme
ci-dessus, ces développements étant tels qu’il y a des compensations entre
parties ramifiées :

> (o8- %)2 ~ (20— %)2) = A+ Be+ ole).

On peut considérer cela comme une « formule abélienne » par analogie avec
la méthode d’Abel dans I’étude des intégrales de fonctions algébriques. Cela
se produira toujours dans le cas d’'un bouquet de racines convergeant vers
une racine multiple (je ne ’ai pas démontré, mais je pense que c’est facile
avec la théorie de Galois). Cependant, nous n’avons pas affaire directement
A ces racines, mais a leurs relévements dans le plan des z (via €*"® = z);
je pense que ceux-ci satisfont aussi une formule abélienne. Ce sera le cas
dans I’exemple ci-dessous.

ProposITION. — Dans ces conditions, on a une équivalence :

ral (2)
H O(r,ze”) ~ o (im/T0)B o= (im/T0) A/ O
(7, zo)

i
En particulier, si A =0, il y a une limite finie non nulle.

5.3.3. Application a I'exemple.

Le numérateur de a(z) est ici
P.(2) = (2 +1)* + nz.
Il tend vers le dénominateur (qui, lui, ne bouge pas) :
Q(z) = (=* +1)°.

Les racines qui convergent vers 7 ont pour développements limités ramifiés :

zé=i+\/%+o(n), zé’:i—\/%-ko(n).
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En vue des développements analogues des relevements dans le plan des z,
on réécrit :

Z=e 2“'( + s Vi — Z‘—ZL‘FO(ﬂ))7
"o _ eQiﬂ(% — ZQ_V

€

z

On en tire les arguments de 0:

1 1 in 1

A - - -

1 1 zn 1

"o . . -
=gtV t e o

Voici les calculs analogues au voisinage de —i (avec une légere
ambiguité, puisque 'on utilise les mémes notations) :

o = (=1 + g Vo hn = g 5 +o(n)),

Zélze%'w(—i——?ilrlr ;4"1—41.#—11-}_0( )),

Le calcul de la «formule abélienne » au voisinage de i donne :
(:r—x'—— 1)2— (x—x - 1)2—{-(30—3:"— 1)2—(30—3: - 1)2
<2 07 2 <2 07 2

(-5 3) e tar )

d’ou la limite correspondante d’une composante du nombre de connexion :

0,(2/2;) @q(z/zé') Flel1_ 1) 1
(@q(z/zo))(@q(z/zo)) — e3P am ) et

Voici les calculs analogues au voisinage de —i :
142 1\2 1\2 1\2
(z-2-3) ~(z-m0-35) +(e-al-3) - (z-2-3)

_(Q(QHE_E)LJF_L:E)
= 4 2)16r " 4x2 a2 )"
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et

—5@t i 3)eit,

O4(2/2. O4(z/2!
(@qu;zgg ) ( @qiz§z0; ) —

La limite du nombre de connexion est donc le produit de ces deux

1
limites, soit e 47. C’est une constante (et non seulement une fonction
localement constante) : il n’y a pas de monodromie autour des poles
intermédiaires +i.

Annexe A. Relations algébriques dans les corps de
solutions.

Notons Ko = M(C)(4y, (eg,c)cec+) et Ky = ky(€y, (eq,c)cect), ol
ki = C({z}) est le corps des séries de Laurent (corps des fractions de
Panneau des séries convergentes C{z}). Ce sont des extensions de notre
corps de base kg = C(z). Nous résumons ici quelques propriétés algébriques
des corps Ky et Kj.

1) ©, est transcendant sur K}, (et donc sur Kp).
q 0

Itérant ’équation fonctionnelle, on trouve
Oy(q"2) = (=1/2)"q""V/20,(2).

Par ailleurs, pour un élément f € K{ et un zp € C* convenable fixé,
la suite des f(¢~™zp) a une croissance au pire simplement exponentielle,
comme on le voit en considérant séparément les séries de Laurent des
éléments de k), des caractéres e, . et de £4. Si ©4 était algébrique sur K,
on aurait ©, € Ky[0,'], et, fixant zp € C* — ¢, la relation écrite plus
haut entrainerait " = O(q®™) pour une certaine constante C, ce qui ne
se peut. O

2) Les ng) (k > 0) sont linéairement indépendants sur kj ; autrement
dit, £q est transcendant sur k.

Supposons donnée une relation éékH) = foé((lo) + -t fkéék), ou
fo,---sfx € kjj et ou k est minimum. On applique o4 — Id aux deux
membres de cette égalité, et I’on trouve :

() = Z ((ofi = fi)€) + o f:£51)).

0<i<k
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Par minimalité de k, o4fx — fi = 1 (sinon, on en tirerait une écriture
de &(,k) comme kj-combinaison linéaire des éél), i < k). Mais cette équation
est impossible avec fi, € kj. O

Ce fait sert & la résolution des systémes a coefficients constants dans

le cas unipotent (cf. 1.1.2), et permet en outre de prouver :

' 3) Les seuls caracteres de kq(£q) sont les cz™ (c € C*, n € Z).

Un élément f € ky(£y)* s’écrit, de fagon unique, f = uA(4y)/B(¢,),
o u € k)", et olt A, B € k{[X] sont des polynomes unitaires et premiers
entre eux. Si maintenant o,f = cf (c € C*), la transcendance de ¢, sur kj
entraine la relation formelle

(04u) A% (X +1)/B% (X + 1) = cuA”s(X)/B%(X)

(P?¢ désigne le résultat de Papplication de o, aux coefficients de
P € k{[X]). Vu les hypothéses sur A et B, on a alors

ogu=cu, A’9(X+1)=A(X) et B (X +1)=B(X).

La premiere égalité montre que u € C*2™ et ¢ = ¢™ pour un n € Z
(car u est une série de Laurent Y ux2* et il s’agit d’identifier terme
a terme Y urq®zF¥ = Y cuxz®). On n’a donc plus qu’a prouver que la
deuxiéme égalité entraine que A = 1, le cas de B étant le méme. Mais,
siA=X%+aX%14... oud>1, on voit que o,a = a + d, ce qui est
tout & fait impossible pour un élément a de k{, ('identification des séries de
Laurent donnerait, pour les termes de degré 0, ag = ag + d). O

Cette propriété est la clé des théoremes du 2.1 et donc de la
classification. Elle permet en outre de décrire toutes les relations entre
les caracteres :

4) Soient fi,...,fr des fonctions méromorphes non nulles sur un
voisinage épointé de 0 dans C*. Soient cy,...,c, des éléments de C* deux
d deuz non congrus modulo le sous-groupe q©. On suppose que oqfi =cifi
(et donc f; € M(C*)), pour 1 < i < r. Alors les f; sont linéairement
indépendants sur kj(£g).

Dans le cas contraire, on aurait une relation

Pl(eq)fl +-- 4+ Pr(ér)fr = Oa

les P; étant des éléments non tous nuls de k{[X]. Si r = 1, la conclusion
est triviale, si r = 2, elle découle du lemme précédent. Dans le cas général,
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on peut supposer la relation de taille minimale et les P; tous non nuls.
Appliquant g4, on en tire une nouvelle relation

Pl(gq + 1)clf1 + - +Pr(€r + l)crfr =0

nécessairement proportionnelle & la premiére (sinon on en obtiendrait
une plus courte par élimination). Mais ceci signifie exactement que, pour
1<i<j<r, ((Pi/P;)(4g))° = (cj/ci)(Pi/Pj)(¢q) et entraine, d’apres le
lemme 1, que ¢; = ¢; mod ¢%, contredisant I’hypothese. O

5) Supposons Xegc, - €q.c, = €qd, - €qd,, OU, pour 1 < i < 71 et
1<j<s,onac;#1,d; #1 etc; #d;. Alors, v = s, et, d réindezation
prés, d; = q™ic; (1<i<r), avecmy+---+m, =0.

La considération des diviseurs de zéros et de pdles montre que

Yo (01 -[a]) = > (01— [d)),

1<i<r 1<j<s

d’olt 7 = s et, & réindexation pres, d; = ¢™i¢; (1 <1 < r). On prouve alors
par récurrence, a partir des relations données au 1.1.2, que eggm. =
(—c2)mgm™m=1/2¢, . d'ou Pon tire egqq,/eqe; = (—ciz)™igm(mi—1/2,
L’égalité m; + - - - + m, = 0 vient alors immédiatement. O

Réciproquement, on voit que ces relations entrainent 1’égalité de
départ avec \ = qzlSiS""?/z Ticicrca™

A I’opposé, la forte indépendance des e . a pour conséquence que le
corps des constantes est égal au corps des fonctions elliptiques. Pour étre
précis :

6) Le corps des constantes est (Ko)%¢ = (Kj)?2 = M(C*)% = M(E).

En effet, les inclusions (Ko)%e C (Kj)7e € M(C*)79 sont évidentes et
lidentification M(C*)?¢ = M(E) a déja été justifiée. Mais la théorie
des fonctions elliptiques (voir [29], [15]) dit que les eqceqa/€qca =
©404,cd/©4,c04,4 (on a posé Oy .(z) = O,4(c'z)) engendrent le corps
des fonctions elliptiques; et ce sont manifestement des éléments de (Kg)«.

O

On peut prouver que, quel que soit le choix de la famille des caracteres
eq,c (supposés méromorphes uniformes sur C*), le corps des constantes est
une extension transcendante de C. Il est aussi facile de voir que c’est
un corps de fonctions algébriques de genre 0 ou 1. Je pense qu’il est
nécessairement de genre 1 mais ne sais pas le prouver.
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Annexe B. Equations et sytémes.

L’étude analytique des solutions d’équations aux g-différences (voir [1],
[2], [27), [5] [21], [16]) porte en général sur les équations scalaires d’ordre n :

(Eq) a;‘f+a10f;‘1f+---+anf=0

plutdt que sur les sytémes (1). Nous précisons dans cet annexe la relation
entre les deux points de vue.

En accord avec le cadre de I’article, nous supposerons que ai,...,a,
appartiennent & C(z), a, # 0. Nous poserons par commodité ag = 1.
Comme nous nous intéressons 4 la résolution locale en 0, ce qui suit serait
essentiellement généralisable au cas ol ay, . . ., a, € C({z}). En fait, le point
crucial est I’existence d’une valuation discréte, ici la valuation z-adique vyp.

B.1. Passage des équations aux systémes.

A Véquation (E4), on associe le systeme :

0 1 0 ... 0 0
0 0 1 .. 0 0
, . .
(Eg) 0gX = A X, Ag= 0 0 0 1
0 0 0 ... 0 1
—Qanp —Ap-1 —Qp-2 ... —a2 —a

obtenu en vectorisant les solutions, c’est-a-dire en posant

f
x=| %
oplf
Comme det A, = (—1)"ay, le systeme (E;) est fuchsien en 0 si et
seulement si vg(ay),. .., vo(an-1) = 0 et vo(a,) = 0.
Dans [1], [2], [21], [16], intervient le polygone de Newton de I’équa-
tion (E,); notons-le PN,. C’est 'enveloppe convexe dans R? de

{(l,]) I 0 S 7 S n, ay # 0, j 2 Uo(ai)}.

Le cas classiquement considéré comme d singularité réguliére ou fuchsienne
en 0 est celui oti le polygone PN, admet une seule pente finie et que celle-ci
est nulle. C’est donc le cas ol le systéme (E.) est fuchsien.
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B.2. Passage des systémes aux équations.

Nous allons prouver que tout systéme aux g¢-différences (linéaire, &
coefficients rationnels) est rationnellement équivalent & un systéme de la
forme (E.). Ceci peut étre fait dans le formalisme plus intrinséque et
algébrique des modules aux g-différences (voir [19] ainsi que [24], I1.1.1) et
I’on peut y démontrer un analogue du lemme du vecteur cyclique tel qu’on
le trouve par exemple dans [10], [4], [8]. Nous adapterons plutét la jolie
démonstration de Birkhoff dans [7].

Dire que (0qF)AF~! est de la forme A,, cest dire que les lignes
fO ..., f de F sont linéairement indépendantes et que o, f() 4 = f(i+1)
pour 1 < ¢ < n — 1. Nous cherchons donc f = (fi,..., fn) € C(2)™ tel que,
en posant

fO =7 O =g, fOA pour 1<i<n—1,

on obtienne une base (f(1),..., f(®) de C(2)".

On choisit pour cela zg € C* — ¢~ {%"~1}S(A), autrement dit, tel
que A(zp),...,A(q" '20) € GL,(C) et 'on impose les conditions :

(fl(ZO)a R fn(zO)) = €1,
(f1(g20), - - -, falgz0)) = e2A(20) 7",

(F1(@" " 20)s - -5 fu(g" 1 20)) = enA(20) "1 Ag20) 7 - - A(g" 1 20)

ou (ey,...,e,) désigne la base canonique de C(2)". Ces conditions sont
évidemment réalisables avec fi,...,f, € C(z). Elles signifient que la
matrice F € M,(C(z)) de lignes f, ... f(") vérifie F(z) = I, donc
que F € GL,(C(z)). On en déduit :

THEOREME. — Tout systéme aux g-différences (linéaire, a coefficients
rationnels) de rangn est rationnellement équivalent au systéme associé & une
équation aux g-différences (linéaire, & coefficients rationnels) d’ordre n. O

B.3. Equations singuliéres réguliéres.

Nous montrons ici que le systeme (E.) est singulier régulier en 0 (au
sens de notre article) si et seulement si ’équation (E,) est fuchsienne en 0
(au sens de C.1). Nous utilisons pour cela un résultat de Adams (voir [1],
[2]) sur P’existence de «solutions convergentes » associées a la premiére pente
du polygone de Newton, méme pour une équation non fuchsienne.
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Soit 4 € Q cette premiére pente. Adams fait intervenir la fonction
U,(2) = q% log, (#)(logg (2)=1)

qui vérifie o, ¥, = 2#¥,. La transformation de jauge f = ¥,g annule la
premiere pente et ramene a un cas similaire au cas fuchsien, c’est-a-dire ou
il y a une solution de la forme (caractére) x (série convergente).

Nous ne disposons, dans nos briques de base, d’aucun substitut
pour ¥, si u & Z. Nous commencerons donc par éliminer une éventuelle
ramification comme suit. Soit » € N un dénominateur de p et notons g un
complexe tel que " = q. A tout systeme aux g-différences de matrice A,
on associe le systéme aux g-différences de matrice A(z) = A(z"). On vérifie
aisément les assertions suivantes :

A fuchsienne <= A fuchsienne,
(04F)'AF = B <= (0,F)"'AF = B,
A singuliere réguliere = A singuliere réguliére,
(j’ignore si la réciproque est vraie, mais nous n’en avons pas besoin)
A=A, < A=Aj;.

Enfin, dans ce dernier cas, le polygone de Newton PNy est 'image de PN,
par Paffinité (z,y) — (z,ry). En particulier, sa premiére pente & = ru est
entiere. De tout ceci s’ensuit que ’on peut supposer u € Z, ce que nous
ferons donc.

Supposons maintenant le systéme (E,) singulier régulier en 0.
Alors vg(a,) = 0. En effet, Iégalité (0,F) ' AF = B entraine det B =
det A - o4(det F')/det F' et donc vo(det B) = vo(det A).

Puisque g € Z, nous pouvons prendre ¥, = ©Of, qui vérifie
0¥, = (—q)*z*V¥,. La transformation de jauge f = ¥,g annule donc
encore la premiére pente du polygone de Newton, et il résulte de [1], [2] qu’il
y a une solution g de la forme e, cu oi1 ¢ € C* est une racine de «1’équation
caractéristique associée & la premieére pentey» et ou u € C{z} , u(0) = 1.

Alors

f U
oqf cztogu
X - DECEEY - w#eq’c ..
op~lf (cz")*top " lu
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est une solution de (E!) méromorphe uniforme sur C*. D’aprés le § 1, on
peut donc écrire X = XOV on X ¢ GL,(Kp) et ot V est & coefficients
elliptiques. Ainsi ©# = ¥,, € K. D’apres ’annexe A, cela n’est possible
que si p = 0. Comme on sait déja que vo(an) = 0, cela veut dire que PN,
admet une seule pente finie et que celle-ci est nulle.

THEOREME. — Une une équation aux gq-différences linéaire, a
coeflicients rationnels d’ordre n dont le systéme associé est singulier régulier
en 0 est fuchsienne. O
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