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SUR LE VOLUME MINIMAL DES VARIETES OUVERTES

par Laurent BESSIERES

1. Introduction.

L’objet de cet article est ’étude de quelques propriétés du volume
minimal des variétés ouvertes.

Rappelons que pour une variété différentiable N, le volume minimal
est défini par
1 minvol(N) = inf vol,(V
&) (N) = nf_ vol,()
ol g est une métrique riemannienne complete sur N et K(g) la courbure
sectionnelle. En particulier, pour les variétés compactes a bord, on considere

des métriques completes sur I'intérieur de N, qui est une variété ouverte,
le bord étant rejeté & 'infini.

Il est bien connu que pour les surfaces fermées orientées, le volume
minimal est réalisé par les métriques extrémales. Pour les surfaces ouvertes
supportant une métrique hyperbolique compléte a volume fini, le théoréeme
de Gauss-Bonnet donne encore

(2) minvol(S) = volpyp(S).

En dimension > 3, les métriques extrémales jouent encore un role
crucial.

Mots-clés : Volume minimal — Rigidité — Variété hyperbolique.
Classification math. : 53C20 — 53C21 — 53C24.



966 LAURENT BESSIERES

THEOREME 1.1 ([BCG]). — Si (M, go) est une variété hyperbolique
fermée

(3) minvol(M) = volg, (M)

et go est 'unique métrique a isométrie prés a atteindre le volume minimal.

La question de savoir si le volume minimal d’une variété hyperbolique
ouverte est atteint pour cette métrique hyperbolique est encore ouverte.

Pour des variétés fermées, on a, en dimension > 3, le résultat suivant
([BCG] pour 'inégalité, [Bes| pour I’égalité).

THEOREME 1.2 ([BCG], [Bes]). — Soient N et M deux variétés
fermées, orientées, connexes de méme dimension n > 3. On suppose que M
est munie d’une métrique hyperbolique gy et on suppose également qu’il
existe une application continue

f:N—M
de degré non nul. Alors
(4) minvol(N) > |deg f|.volg, (M).

De plus, I’égalité est atteinte si, et seulement si, N peut étre munie d’une
métrique hyperbolique, et s’il existe un revétement différentiable, homotope
a f,de N sur M.

Une question naturelle est de savoir si ce résultat subsiste pour des
variétés ouvertes. Le résultat principal de cet article est de montrer que
la réponse est négative. Pour cela, on considere des variétés compactes a
bord, admettant sur leur intérieur une métrique hyperbolique complete de
volume fini.

THEOREME 1.3. —  Soit M une variété compacte, connexe, ori-
entable de dimension n > 3, admettant sur son intérieur une structure hy-
perbolique compléte de volume fini, et telle que le bord OM est une union
de tores T"~ 1. Il existe une variété N compacte & bord, non homéomorphe
a M, et une application propre f : N — M de degré 1, dont la restriction
au bord est un homéomorphisme bien que

(5) minvol(N) < volyyp(M).

De plus, les deux variétés ont méme volume simplicial, |N|| = | M]||.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Remarques.

1. Dans le cas d’une variété M de dimension n, compacte & bord,
orientable, on définit le volume simplicial (cf. [Gro]) par

|M]| = inf{Z|X;| o X \;o; est un cycle fondamental relatif
pour un générateur de H,(M,0M, R)}.

2. La comparaison de ce résultat avec ’énoncé du théoréme de
rigidité 1.2 pour le volume minimal des variétés fermées montre 'une des
deux alternatives suivantes :

— soit I'inégalité minvol(NN) > | deg f|vol,(M) n’est plus valable dans
le cas des variétés ouvertes. Il se pourrait que le volume minimal de M ne
soit pas réalisé par la métrique hyperbolique.

— soit I'inégalité minvol(N) > |deg f|vol,(M) est toujours valable,
mais alors il n’y a plus de rigidité dans le cas d’égalité.

3. La preuve détaillée que nous donnons est un cas particulier de
constructions plus générales de Cheeger et Gromov (voir [CG]).

Le théoréme de rigidité et la construction utilisée pour prouver
1.3 permettent de démontrer en toute dimension le résultat suivant, qui
généralise un résultat énoncé par Thurston dans ces notes [Thu] (voir
corollaire 1.5 ci-dessous).

THEOREME 1.4. — Soit M une variété fermée de dimension n > 3,
orientable. On suppose qu’il existe une sous-variété X C M ouverte,
hyperbolique compléte de volume fini, telle que X = UleTi”_1 et chaque
composante connexe de M\ X est homéomorphe & D? x T"~2. Si M domine
une variété hyperbolique fermée (Y, go) par une application de degré 1, alors

(6) VOlhyp (X) > volg, (V).

COROLLAIRE 1.5 ([Thu], chap. 6). — Soit (M, go) une variété de
dimension 3, fermée, orientable, hyperbolique. Soit X C M une sous-variété
ouverte telle que X est une union de tores et X admet une structure
hyperbolique compléte. Si X n’est pas incluse dans une boule B3, alors

(7 Volpyp (X) > volg, (M).

En dimension n > 4, 'hypothese “M domine une variété hyper-
bolique” est la généralisation naturelle de ’hypothése “M hyperbolique”

TOME 50 (2000), FASCICULE 3
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en dimension 3. En effet, en dimension 3, le théoréme de chirurgie hyper-
bolique de Thurston assure que presque tous les recollements, excepté un
nombre fini sur chaque cusp, donnent une variété hyperbolique. En dimen-
sion n > 4, si le groupe fondamental contient Z"~2, M ne peut pas porter
de métrique a courbure strictement négative.

La vraie question est bien entendu de savoir si, en dimension n > 4,

(8) volhyp(X) > minvol(M).

On montre seulement

(9) VOlhyp (X) > minvol(M) > volg, (Y).

2. Preuve du théoréme principal.

L’idée est la suivante : on considére une variété compacte M, dont
Pintérieur porte une structure hyperbolique de volume fini, et le bord est
une union de tores 7"~ !. On modifie la topologie de M en collant sur le
bord un fibré trivial 72 x T2, ol T2 est un tore moins deux disques.

2.1. Construction de la variété N.

Notons W?2 la sphére a trois trous , avec 9W? = C; UCy U C3. La
variété W2 x T2 est alors bordée par 3 tores 771 U Ty ' U Ty~ . Soit
un difféomorphisme

(10) ¢:9(D* xT"?) - T}
tel que ¢(8D? x {*}) = C1.

D’autre part, on identifie une composante connexe de M a Ty’ ~1 par
I'identité. On obtient donc par recollement

(11) MW xT?) | (D* xT"7?).
id ¢

Cette variété est clairement difféomorphe & M. L’introduction du terme
(W2 x T"=2) Uy (D? x T™2) est justifiée plus bas.
On considere maintenant un difféomorphisme

(12) P: (T2 xT"2) =8 xT" 2 - Tp!

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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tel que 1(S" x {*}) = C; et ol1 T2 est un tore moins un disque. On obtient
par recollement la variété

(13) N=MJW?x1"2) | (1% xT"7?).
id P

La variété N n’est pas homéomorphe & M. En effet, le théoreme
de Van Kampen montre l’existence d’une inclusion Z"~! — II;N non
périphérique (i.e. qui n’est pas conjugué & un sous-groupe correspondant &
une composante de bord).

Observons que la composante (W2 x T"~2) Uy (T% x T™"2) est
difféomorphe au T2 x T™~2 annoncé plus haut.

De plus, il existe une application propre f : N — M, de degré 1, qui
pince T2 x {*} sur D? x {} et est Iidentité 972 x {*} — 0D? x {x}.

2.2. Majoration de minvol(N).

Le but de cette partie est d’établir la

PROPOSITION 2.1.
minvol(N) < volyyp(M).

Preuve. — On construit sur N une famille de métriques rieman-
niennes (ge,n)e>0,n>0 aUX propriétés suivantes :

1. La courbure sectionnelle reste uniformément bornée

o
IK(gs,n)I <1+ 77'

2. Lorsque € tend vers 0, le volume de la composante M converge vers
le volume hyperbolique.

3. Lorsque ¢ tend vers 0, le volume de la composante T2 x T™~2 tend
vers 0.

Plus précisément, considérons sur 'intérieur de M la métrique hyper-
bolique compléte de volume fini. Sur le cusp 7"~ ! x [0, 00) correspondant
a T2 !, cette métrique est de la forme (e~*)2ds? + dt2. Déformons-la en
une métrique

(14) Gen = fs,n(t)2d82 + dt?.

TOME 50 (2000), FASCICULE 3
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On impose qu'elle soit hyperbolique au voisinage de T"~! x {0}, et
euclidienne e2ds® + dt* sur T"~! x [re ,, 00). Ici, le parametre 7 contrdle la
distance sur lequel se produit 'aplatissement. Le parameétre € contréle la
valeur de cet écrasement.

On pose

fem(t) = e—To—P(t-—,,rQ)(t—To)

avec e”™ =c et p: R — [0, 1] est une fonction C* telle que
(15) p(z) =1 pour z<0
(16) p(z) =0 pour z>1

et toutes les dérivées sont nulles en 0 et 1. On pose également 7, , = ro+27,
qui tend vers 400 quand € tend vers 0.

Cette métrique donne une métrique g. ,, sur la composante M de N
obtenue en identifiant 7"~ x {re ,} & T5'~*. Notons que la métrique n’est
pour le moment pas compléte puisqu’on coupe (T~ x [r ,, +00), e2ds® +
dt?), qui a un volume infini. Cependant, il est clair que

lin}) volg, . (M) = volyyp(M).
e—

LEMME 2.2. — Il existe une constante C' > 0 telle que sur M C N,
on ait
C
(17) |K (gem) <1+ e
Preuve du lemme 2.2. — La métrique définie sur 7! x [0, 7, ,,] est

un “warped product” (cf. [BO)). La courbure sectionnelle se calcule, d’apres
la formule (48) de appendice A.1, sur un 2-plan IT du plan tangent par

(18) K(II) = en(t) 2 (1)

T Ra® T 12,0

ol s €]0,1[ dépend de la position de II. On pose z = t%}” et on définit la
fonction F : [0,1] — R par F(z) = zp(z). Alors

(1-59)

6/’2 (t) _ / 2 /
(19) 0| = @ ) = ()2

ea®] | F(=) o e
20) ol - S e

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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La courbure sectionnelle reste bornée si les quantités (19) et (20) sont
bornées pour un choix approprié de F. Plus précisément, on peut trouver
une fonction F' (et donc une fonction p satisfaisant & (15) et (16) telle que

(21) |F'(z) <1
et
FII
(22) EACON (F'(z))?| <1+ ¢
n n
pour une constante C' > 0 d’ou
C
(23) IK(gen)| <1+ o
sur M, Ve > 0, Vn > 0. ]
Remarque. — L’inégalité (22) est optimale. Si la métrique sur le

coeur compact de M est hyperbolique a courbure —1, on ne peut pas
obtenir, sans renormalisation, de métrique aplatie sur M & courbure pincée
par —1 et 1.

Fin de la preuve de la proposition 2.1. — La composante T2 x T2
est munie d’une famille de métriques (ge,,) définies comme suit. On consi-
dére sur le tore moins deux disques une métrique hyperbolique complete de
volume fini. On la déforme sur le cusp S* x [0, +00) correspondant Ty !
en une métrique euclidienne. Précisément, soit

(24) hey = fen(t)?dz? + dt?
Pexpression de cette métrique, telle que k. ,, soit hyperbolique au voisinage
de S x {0}, et vaut e2dz? + dt* pour t > . .
On pose alors sur T2 x T2
(25) Gen = heyn + €2ds"™
ou ds'? est une métrique euclidienne sur T"~2 qu’on spécifiera plus loin.

Le bord Ty~ ! = S' x {r.,} x T""? est identifié par id au bord
T™ ! x {re} de M. Rappelons que rc, = 7o + 27 et que pour les points
de M correspondant & t € [rg + 1,70 + 27] , la métrique vaut e2ds? + dt?,
pour une métrique euclidienne ds? sur 71

On définit ensuite sur 77! x [rg + 21,79 + 3] une métrique de la
forme s; + dt?, ou s; est une métrique euclidienne sur 7"~! x {t} telle que
Sro+2n = ds® et Spo43,y = dz? + ds’?.

TOME 50 (2000), FASCICULE 3
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On peut choisir la métrique de telle maniére que les recollements du
bord 7"~ x re,, de M & T™ ! x {rg + 2n} et du bord T~ x {ro +3n} &
T3t x {ro +n} de T? x T"~2 soient lisses. On a alors défini une métrique
riemannienne sur N.

LEMME 2.3. — La courbure sectionnelle de la métrique €2s, + dt?
sur T"~ x [ro + 2m, 79 + 3] ne dépend pas de ¢.

Preuve. — Voir appendice A.2.

On peut donc choisir n assez grand pour que la courbure sectionnelle
soit proche de 0 sur 7™~ x [rg + 27, 7o + 3n] puis choisir € (dont la vocation
est de tendre vers 0) pour recoller les métriques de T"~! x {rg + 3n} et
S x {ren} x T2

La courbure sectionnelle de la métrique g, sur T2 x T2 est donnée
par la formule (49) de ’appendice A.1, pour un 2-plan II :
f(t)

(26) K@< |

d’ ol on a encore
(27) Klgol <145
sur T2 x T""2, Ve > 0, V¥ > 0.
Il est clair que
(28) lim vol,, (1% x T"~?) = 0.
Apres recollement, les métriques g, , sont bien définies sur N et on a
(29) il_’r% volg, . (N) = volyy, (M).

On rappelle maintenant que si N est une variété de dimension n, g une
métrique riemannienne sur N, et A un réel positif, alors

(30) voly24(N) = A" volg(N)
(31) K(N,2%) = 15 K(N,9).

Donc la métrique (1 + %—)% ge.n €st & courbure bornée par —1 et 1 d’ou
(32) minvol(N) < (1 + g)"/2 VOlhyp(M).
n

Par passage a la limite quand 7 tend vers 400, on obtient

minvol(N) < volpyp(M). a)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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3. Sur le volume des sous-variétés hyperboliques.

On démontre dans ce chapitre le théoréme 1.4. On considére une
variété fermée N, topologiquement différente de Y, qui domine M et qui
contient X. La preuve du théoreme consiste & montrer d’une part que

(33) minvol(N) > volg, (Y)
et d’autre part que
(34) VOlhyp(X) > minvol(N).

On s’est donné une sous-variété ouverte X C M, hyperbolique compléte a
volume fini. On suppose que 0X = UleTi"_1 et que chaque composante
connexe de M\ X est homéomorphe & D? x T2,

Plus précisément, on définit pour i = 1,...,p,
(35) & : B(DZ-Z x T'n—2) =8 x T2 _, Tz'n_l

les difféomorphismes tels que

(36) M=X (] (ﬁ D? x TH).
¢ \i=1

On pose alors, en convenant encore que T2 est le tore moins un disque,

P
(37) N=Xx |/ (]_[ T2 x T"‘2>.
i i=1
Le groupe fondamental de cette variété contient Z"~!, donc N ne
peut pas étre homéomorphe a la variété hyperbolique fermée Y. De plus
il existe une application f : N — M, de degré 1, qui pince Tf x {*} sur
D? x {x} et telle que
(38) F(OT? x {*}) = 8D? x {+}.

Comme par hypothése, M domine Y par une application de degré 1, on
obtient une application de degré 1 de N sur Y. Le théoreme de rigidité 1.2
montre alors que

(39) minvol(NN) > volg, (V).

Maintenant, on définit une famille de métriques riemanniennes (g, )
comme suit.

e>0,m1>0

On considére sur X la métrique hyperbolique compléte. Sur chaque
cusp, cette métrique est de la forme

(40) (e7%)%ds? + dt?

TOME 50 (2000), FASCICULE 3



974 LAURENT BESSIERES

ot ds? est une métrique euclidienne sur le tore Ti"‘l. Pour e™" < ¢, on
déforme cette métrique sur un tore cylindrique 77"~ x [r,7 + 7] en une
métrique euclidienne de la forme

(41) e2ds? + dt?.
Comme dans le chapitre précédent (cf. prop. 2.1), la courbure sectionnelle
est indépendante de € et proche de [—1,1] quand 7 grandit.
Sur T2 x T? on considére des métriques produits
(42) e%di? + he
ou di? est une métrique euclidienne sur 7"~ et h, , est définie comme suit.

On considére une métrique hyperbolique compléte sur le tore moins
un disque. Cette métrique est de la forme

(43) (e7*)2dz? + dt?

sur le cusp S* x [0,00). On la déforme sur S* x [r,7 + 7], pour e™" < ¢, en
une métrique euclidienne de la forme

(44) e2dz® + dt?.

La métrique ainsi définie sur 7”2 x S x [r,7 + 7] a les bonnes propriétés
de courbure. On déforme maintenant la métrique e2(dl? + dz?) + dt? sur
T2 x S x [r +n,7 + 2n] pour que la métrique obtenue sur T"~2 x S* x
{r+2n} soit identifiée par ¢; & la métrique de T;*~* x {r +n}. La courbure
sectionnelle dépend de 7 comme précédemment.

Les métriques g, sont alors bien définies sur N. Par construction,
on a

(45) ;I_If(l) volg, , (N) = volyyp(X)
et
(46) nlin;o |Kg. .| < 1.

En reprenant (29)—(32), on obtient

minvol(N) < volpyp(X). o

On démontre maintenant le corollaire 1.5.

Preuve. — Observons que M\ X est irréductible. En effet, soit S% une
sphére plongée dans M\ X . Puisque M est hyperbolique, M est irréductible
donc S? borde une boule B® dans M. Cette boule n’intersecte pas X

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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puisque X n’intersecte pas S? et n’est pas incluse dans B3. Donc S? borde
B3 dans M\ X.

Par ailleurs, les tores de X sont compressibles dans chaque com-
posante connexe de M\X. En effet, M est hyperbolique donc atoroidale
et les tores de 0X sont compressibles dans M. Et comme 0X est le bord
d’une variété hyperbolique, 9X est incompressible dans X.

La variété M\ X est donc irréductible, bordée par des tores compres-
sibles : c’est donc une union de tores solides ([Jaco]). On applique alors
le théoréme 1.4 en prenant pour variété hyperbolique Y la variété M elle-
méme.

Appendice : courbure sectionnelle.

A.1l. “warped product”.

On rappelle la définition du “warped product” (cf. [BOJ, section 7). 11
s’agit d’une structure de produit riemannien altéré. Soit B et F' des variétés
riemanniennes et f > 0 une fonction différentiable sur B. Considérons le
produit B x F' et ses projections 1 : BX F — BetT: Bx F — F. Le
produit altéré M = B xj; F est la variété B x F munie d’une structure
riemannienne telle que

(47) Iz]|* = lme(@)II* + £2(mm) || ()®
pour tout vecteur z € T,, M.
On note (-, -) le produit scalaire sur F et (-,-) le produit sur M (et sur

B puisqu’il coincide). Soit L la courbure sectionnelle de la métrique (,-)
sur F' et K la courbure sectionnelle de (-, -) sur M.

Soit IT un 2-plan tangent & M en m = (b,p) et £ + v, y + w une base
orthonormée pour II, ol x et y sont tangents & B et v, w, tangents a F.
La courbure sectionnelle vaut

K(II) = K(z,y)lz A yl?
— (®) {(w,w)V?f(z,z) — 2(v,w) V2 (2, 9) + (v,0)V*f(y,9) }
+ fz(b) [L(v,w) — |lgrad f(b)“Z] (vAw,vAw).

TOME 50 (2000), FASCICULE 3



976 LAURENT BESSIERES

Cas particuliers.

1. Soit M = R x; F ou F est munie d’une métrique plate ds?. La
métrique sur M est de la forme dt? + f2(t)ds®. Soit IT un 2-plan tangent &
M en m = (t,p), engendré par z + v, w. Alors

'@ e £ 2
48 K(II) = ———=||z||* — 1— |z
(48) @ = Ll - L - )
ou ||z|| €]0,1][.
2. Soit M = (R x F) x5 R ou F est munie d’une métrique plate ds?
et f: Rx F — R ne dépend que de la premiére coordonnée, f(t,p) = f(t).
La métrique sur M est de la forme dt? + ds? + f%(t)dz?. Soit IT un 2-plan
tangent & M en m = (t,p). La courbure est bornée par
f”(t)l
HONE

(49) [K(I)] <

A.2. Métrique effondrée.

LEMME. —  Soit (¢°) une famille de métriques riemanniennes sur
T™=! x [0,1] définies par

(50) g° = e%h, +dr?
ol h, est une métrique plate sur T"~! x {r}, Vr € [0, 1]. Alors la courbure
sectionnelle de g° ne dépend pas de ¢.

Preuve. — Considérons des coordonnées locales (zi,...,Zp—1,T)
telles que la métrique g° s’écrive
91 -+ im0
(51) (95;) =
Y 92—1,1 95;-1,n—1 0
0 0 1

En convenant que g = g%, les coefficients g;; ne dépendent que de r et
g5 = 52gij. En posant A® = det(gfj), les coefficients inverses s’écrivent

£
aj, a1,n—1

Ac ... AT 0

€,8] — .

(52) (9°*) afz—l,l afz—l,n—1 0
A . Ae

0 ... 0 1

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR LE VOLUME MINIMAL DES VARIETES OUVERTES 977

11 1,n—1

.. L

€ €
53 = n_ _ —
( ) g 1,1 gn 1,n—-1 0

= e T

0 0 1
Les symboles de Christoffel pour les coordonnées (zi,...,Zn—1,7) se cal-
culent par la formule

n

g'* (Bgu  Ogj Oy
54 I‘k = — L _ =2
(54) Z: 2 <8x1 ozt Ozt

avec la convention x,, = 7.
Etudions la variance de ces symboles par rapport a €. Cela donne :

—pourk<n

1 a8lk 0q¢ 0qE.
g 995 gii 9ij
(55) Z (81:3 ort 8:cl)

g=m* (agfn 4 %n _ 39%)

+ 2 oxI oxt or

Le premier membre de la somme ne dépend pas de €, le second est nul car

5™ = 0. De plus, si i,5 € {1,...,n — 1}, toutes les dérivées sont nulles.
Done I'§y* =T% et T5 =0sid,je{1,...,n—-1}.

— pour k = n,
(56) T3 = 95 " (09 | 99 _ 095
K 31‘] drt ozt
g¢=™™ (dgs, 095, 0Og5;
5 (6x7+8x" or )
Le premier facteur est nul car g™ = 0. Il reste
1 (8¢5, 095, Og;;
Iw'{z_,e —_ = in ]fl _ L] .
(57) * 2 <6m1 + oxt or

Distinguons 3 cas :
1. Sii,j € {1,...,n— 1} alors g5, = g5, = 0, g§; = €°g;; don
ne _ 2
I‘ij =€ F:’]
2. Si 'un seulement des indices 7 ou j vaut n, le facteur (57) est nul
car les coefficients ne dépendent que de 7.

S ne _
3.81i=j=mn,alors I';;” = =3~
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Résumons-nous :
(58) k<n = T°=Tf (=0siije{l,...,n-1})
(59) k=n = T°=¢T} (=0 si i oh j=n).

Rappelons qu’on note

; or:,  ore, n ; ;
(60) ikl = 79;]; 8;1 + Z (F?lruk - Fé'tkr‘ul)
pn=1
et
o 0
(61) Rijm =9 (R('a‘;'?’ 63:’) oxJ’ 3:171) quz Ikl

ou R est le tenseur de courbure associé & la métrique g. On a les formules
correspondantes pour g¢ et R°.

Nous aurons besoin des termes de la forme R’mn, i,j€{l,...,n—1}

%, BF:{Z F‘L ¥ - LETEHE YETT,E
(62) ann = W - Ga:l Z(Flrinru] - F“ F )

Ce terme ne dépend pas de ¢ car pour p = n, I';¥ =0, 77 = 0.
Considérons aussi les R}y, pour ¢ < n et i,5,k,l € {1,...,n — 1}.
Alors
a9, a.c
ary; _ orgy i

u,s q, _ THETE
oxk ozl E:I(F F FJk Ful )
I},_

(63) R =

Les dérivées sont nulles (les coefficients ne dépendent que de r) et pour
© < n, tous les termes de droite sont nuls. Il reste

(64) RIS =TT % — I = €2RY,,.

nl —
On peut enfin calculer la courbure sectionnelle. Soit (Ul, veyUn_q, ;’T )

une base g-orthonormée. Alors (%1, ceey —l—]l‘e-‘—l-, %)est g —orthonormee.

s U; @ U _ 1
Considérons un 2-plan (%, 5-) avec =t = ZJ L ajz%. Alors la

courbure sectionnelle de ce 2-plan vaut

Ui 0\ _ (oe(Ui 0\0 Ui
(65) K(?’5;>_ (R(s 5)87"6)
1= (.f 0 O\O O
2000 (7 (o 5) 35 5
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1 n—1
(67) = > ajax Rinjn
7,k
1 n—1 n—1
(68) =5 D _aa ) ggRl,
7.k g=1
n—1 n—1
(69) =D _ajak D 9qeRy;,
J.k q=1
d
(70) = k(Ui 5)

ou (69) découle de (62).

1 . .U
Considérons maintenant un 2-plan (%, L) avec

U 199 Uy, 1% 9
—z:— i~ t —]—':— .
€ a;“axz * % ezbjaa:f

j=1
On a
Ui U;\ ¢ (Ui UN\U; U;
(71) K<5’6>—g(R(s’s)s’s
n—1
_ axaibjb; . i i 0
(72) o Py a9 R (89:’“’ Bxl)
n—1
akalb bl "
(73) = Z €4J ijkl
kijl
n—1 ara:bib n—1
kQi050] £ »E€
(75) = Z 7]— quiR_?kl
kijl =1
n—1 n—1
(76) = arabibi Y gqi R,
Kijl q=1
(76) = K (U;,Uj)

ou (75) découle de (64).
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