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PROBLEME DU BORD
DANS L'ESPACE PROJECTIF COMPLEXE

par Tien-Cuong DINH

1. Enoncé du théorème principal.

Soit X une variété complexe de dimension n. Une p-chaîne holo-
morphe de X est une combinaison localement finie à coefficients entiers
de sous-ensembles analytiques de dimension pure p de X. Une p-chaîne
holomorphe T définit dans X un courant d'intégration [T] de bidimension
(p,p). Pour p > 1, Harvey et Lawson ont prouvé qu'une sous-variété réelle
C1, compacte, orientée F de dimension 2p- 1 de C71 (resp. CP71 \CPn~p~{~l)
est le bord d'une p-chaîne holomorphe de masse finie de C71 \ F (resp.
Qpn ^Qpn-p+i (jp^ ^ ̂  seulement si F est mâximâlement complexe (c'est-
à-dire le plan tangent de F en chaque point contient un sous-espace com-
plexe de dimension p — 1) [14], [15].

Pour p = 1, ce problème du bord est très lié à l'étude des enveloppes
polynomiales et des mesures orthogonales publiée dans plusieurs articles
comme [24], [25], [2], [23], [l], [19], [5], [6], [20]. Les résultats de ces travaux
sont utilisés pour la résolution du problème du bord avec p > 1 [4], [5]. Ils
sont également utilisés par Sarkis pour démontrer un théorème d'extension
des fonctions CR-méromorphes [22].

Dans l'espace projectif, «r mâximâlement complexe» est une condi-
tion nécessaire mais non suffisante. Dolbeault et Henkin ont défini une
fonction vectorielle holomorphe G en intégrant le long de F. Ils ont prouvé
que ce problème du bord est résoluble dans CP71 (ou un ouvert (n —p-\-1)-
linéairement concave de CP71) si et seulement si dans un ouvert non vide,

Mots-clés : Problème du bord - Chaîne holomorphe - Mâximâlement complexe - Courant
rectifiable.
Classification math. : 32C25.



1484 TIEN-CUONG DINH

la fonction G s'écrit en somme finie à coefficients ±1 de fonctions vérifiant
les équations de l'onde de choc [7], [8]. Grâce à ce théorème, ils ont prouvé
que sous l'hypothèse «F de classe C2» le problème du bord est résoluble
si et seulement si F est maximalement complexe et si l'intersection de r
avec le (n — p + l)-plan projectif P^"33"1"1 est le bord d'une surface de Rie-
mann pour tout v variant dans un ouvert non vide V de la grassmannienne
G(n—p+2,n+l) . Un ouvert X C C^ est appelé q-(linéâirement) concave
s'il est la réunion d'une famille continue de ç-plans projectifs de CP77'. Cha-
que ç-plan projectif de CP71 est paramétré par un point v de la grassman-
nienne G(q + l,n + 1). On note X* := {v ç. G(q + l,n + 1) : PÎ C X}.
Alors X* est connexe.

Les théorèmes de Harvey-Lawson et de Dolbeault-Henkin [8, théo-
rème II] sont généralisés pour un courant rectifiable F dont le support est
de classe A^p-i (c'est-à-dire le support (Supp F) de F est (^2P-1,2p — 1)-
rectifiable et admet un (2p — l)-plan tangent géométrique Tan (F, z) en
1-i2p~l-pTesq\le tout point z e Supp F, où ̂ 2P-1 est la mesure de Hausdorff
de dimension 2p — 1) [4], [5]. Un tel courant F s'appelle également courant
de classe A^p-\. On dit que P^ intersecte SuppF transversalement en z si
Supp F admet un (2p — l)-plan tangent en z et dim^ P^ H Tan (Supp F, z) =
max{0,2p — 1 — 2(n — q)}. Le courant F s'appelle maximalement complexe
si (F, (p) =0 pour toute (s, 2p — 1 — s)-forme (p à support compact et pour
tout s 7^ p,p — 1.

Dans ce travail nous cherchons la plus petite famille V C G(n —
p + 2,n 4- 1) de (n — p + l)-plans projectifs telle que le théorème de
Dolbeault-Henkin soit encore valable et nous donnons des applications de
ce nouveau résultat : le théorème de Hartogs-Levi généralisé, le théorème
d'extension des fonctions CR-méromorphes et le théorème de Gruman-
MoIzon-Shiffman-Sibony généralisé. Ce dernier corollaire donne une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un sous-ensemble analytique de dimen-
sion pure p ^ 2 de C71 soit algébrique. Pour formuler le théorème principal
nous avons besoin des notions suivantes.

Une sous-variété réelle, orientée, de dimension k et de classe ̂  (r ^ 1)
à singularité négligeable d'une variété X est un ensemble de la forme YU 5,
où S est un fermé de mesure 7^ nulle de X et Y une sous-variété C7' orientée
de dimension k de X \ S vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Y U S est de mesure 7^ localement finie dans X.

2. Le courant d'intégration sur Y est fermé dans X.
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Soit F := ^riiTi une combinaison localement finie à coefficients
entiers de sous-variétés réelles orientées F^ de dimension 2p — 1 de classe
C7' à singularité négligeable. Cette combinaison définit par l'intégration
un courant fermé, localement rectifiable. On note encore T ce courant
d'intégration.

Pour toute variété complexe Z, un sous-ensemble V C Z est appelé
k-presque mince s'il existe des espaces analytiques Vz de dimension k

00

immergés dans Z tels que V C IJ Vz. Un sous-ensemble 0-presque mince
î==l

est simplement un ensemble fini ou dénombrable.

Si Z est un ouvert de G(n — p + 2, n -I- 1), un sous-ensemble V C Z
est appelé k-générique s'il n'existe pas de sous-ensemble /^-presque mince
S C CP71 vérifiant V C {v G G(n - p + 2,n + 1) : P^-P+1 n 5' ^ 0}.
En particulier, un sous-ensemble fc-presque mince n'est pas Â:-générique.
La réunion dénombrable de sous-ensembles ^-presque minces (resp. non
^-génériques) est ^-presque mince (resp. non ^-générique). Si U est un
ouvert de Z, V C U est ^-presque mince (resp. non ^-générique) dans U
si et seulement si il l'est dans Z.

Pour p = 2 et k == 0, un sous-ensemble non dénombrable V C
G(n,n + 1) ^ P72'* (par exemple une courbe réelle) qui n'est pas inclus
dans une réunion dénombrable d'hyperplans de P71*, est 0-générique.

THÉORÈME 1. — Soient X un ouvert {n — p + 1)-concave de CP^ et
F une combinaison linéaire, localement finie, à coefficients entiers de sous-
variétés réelles, orientées, de dimension 2p — 1, de classe C14"6 à singularité
négligeable (avec e > 0) et maximalement complexe dans X. Soit V un
sous-ensemble (p — 2)-générique de X* vérifiant les propriétés suivantes
pour tout v e V :

i) P^"^1 intersecte SuppF transversalement en ^-presque tout
point et cette intersection est de classe C1 à singularité négligeable.

n) II existe une 1-chaîne holomorphe Ty de masse finie de P^"^1 \ F
telle que d[Ty\ = F H P^-P+1 au sens des courants dans P^"^1.

Alors il existe une p-chaîne holomorphe T de X \ F, de masse
localement finie dans X , vérifiant d[T} == F au sens des courants dans X .

Remarque. — Ce théorème généralise le théorème de Dolbeault-
Henkin [8, théorème I] dans deux directions : premièrement, affaiblir la
condition C1"^6 de F par la condition C1"^6 à singularité négligeable (C1

ou A'zp-1 dans les autres variantes du théorème 1, qui seront appliqués
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pour résoudre le problème d'extension des fonctions CR-méromorphes) et
deuxièmement, remplacer l'ouvert V par un ensemble plus petit (ensemble
(p—2)-générique). Comme les théorèmes de Dolbeault-Henkin, ce théorème
implique les théorèmes de Harvey-Lawson qui donnent les solutions du
problème du bord dans C" et CP" \ CP7 '̂4"1 [14], [15]. Dans ces cas, les
deux conditions du théorème 1 sont triviales.

L'idée principale de la démonstration est de prouver que la condition
de Dolbeault et Henkin [8, théorème II] équivaut à un système implicite
d'équations différentielles dépendant holomorphiquement du paramètre v.
D'après le théorème de Cauchy-Kovalevskaya, la solution de ce système
décrit un sous-ensemble analytique d'une certaine variété, qui représente
l'espace de variables et de paramètres. Alors il existe une sous-variété Y
d'un ouvert de G(n — p + 2,n + 1) telle que le système d'équations cité
ci-dessus admette une solution pour tout v G Y et cette solution dépend
holomorphiquement de v. Supposons que pour tout v ç. Y, P^""^"1"1 inter-
secte SuppF transversalement T^-presque partout en une combinaison C1

à singularité négligeable. Alors le problème du bord pour cette intersec-
tion est résoluble et on peut choisir une solution dépendante holomorphi-
quement de v ç_ Y, car la solution de notre système d'équations dépend
holomorphiquement de v. L'hypothèse «V est (p — 2)-générique» montre
que dimV ^ p — 1 (on peut supposer que dimV = p — 1) et |j p^-P+1

vçY
contient un ouvert (n — p + l)-concave D C X. La réunion des 1-chaînes
holomorphes construites pour F H P^"^1 avec v e Y donne la solution
TD du problème du bord dans D pour F H D. Posant F := F - d[TD\,
notre problème initial se réduit pour un certain p^-P+1 c D, au problème
du bord dans X \ P^"^"1"1, où «r maximalement complexe» est une condi-
tion suffisante. Certaines difficultés se posent dans le cas, où on n'a pas
d'intersection transversale et ou de finitude de la longueur de l'intersec-
tion F D p^~P^~1 pour v ç. Y. Deux autres variantes du théorème précédent
seront données dans le paragraphe 3 pour Y de classe C1 ou A^p-\.

Nous donnons ici des exemples pour prouver que dans l'espace pro-
jectif, «F maximalement complexe» n'est pas une condition suffisante pour
le problème du bord et pour le théorème précédent, on ne peut pas rempla-
cer l'hypothèse «V est (p — 2)-générique» par «V est non (p — 2)-presque
mince». En revanche, si V est ni (p — 2)-presque mince et ni {p — 2)-
générique, certaines hypothèses suplémentaires permettront d'adapter la
démonstration. Par exemple, si p == 2 et s'il existe un nombre M G Z"1' tel
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M _______
que n Suppî^ = 0 pour tous ^i , . . . ,VM C V^, deux à deux différents,

i=l
alors le théorème 1 reste valable.

Exemple 1 (n = 3, p = 2, X = CP3). — On note (wo : wi : W2 : ws) les
coordonnées homogènes de CP3. Soient a ç CP3 et II : CP^a} —> CP2 la
projection linéaire canonique. Soit 7 c CP2 une courbe réelle, orientée, C°°
qui n'est pas le bord d'une surface de Riemann. On pose F = {a}Ull~1^).
Alors F est maximalement complexe, de classe C°° sauf en a et F n'est pas
le bord d'une 2-chaîne holomorphe dans CP3. Pour toute droite P1 C CP2

on pose Pj := n-^Pj) U {a}. Si Pj H 7 = 0 on a Pj H F = {a}. On peut
dire que le problème du bord est résoluble dans P2 au sens des courants.
Cette famille de P2 n'est pas 0-générique.

Exemple 2 (n = 3, p = 2, X = CP3). — Soit 7 := {|wo| = |wi|,W2 =
W3 = 0} un cercle dans CP3. Soient b(t) et d(t) les fonctions lisses, définies
sur 7 à valeurs réelles positives. On pose F := |j P^ où

t(E7

P^ := {wo.wi, -b{t)two + Wwi, -d{t)two + d(^)wi}.

On choisit 6(^) et d(^) telles que F soit une sous-variété réelle lisse de
dimension 3 de CP3 et que F ne soit pas le bord d'une variété complexe. F
est maximalement complexe car elle est la réunion de droites projectives.

Soit P2 un hyperplan projectif de CP3, passé par 7 et non contenant
aucune droite projective P^. Alors l'intersection de F avec P2 est la courbe
7 qui est le bord d'une surface de Riemann. La famille de ces hyperplans
projectifs n'est pas 0-générique.

Exemple 3 (n = 3 et p = 2). — On note Dr le disque de centre 0, de
rayon r de C. Soient f(t) et g(t, s) des fonctions holomorphes non nulles
sur DI et DI x Pi. On considère la famille suivante d'hyperplans projectifs
de CP3 passés par (0 : 0 : 0 : 1) :

P2 := {wo - tw^ - tf(t)w2 = 0} avec t e D^

et la famille de courbes réelles analytiques

7, := J w e P2 : w^
Ws

Wi / W2 \ W2
= ^ — = 9[t, — ] —

W3 \ W^ / W3
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Chaque courbe 7^ est le bord de la surface de Riemann

Tt •= \ w e P2 : W2

W3

Wi / W2 \ W2 1
1. —— = 9[t, —— ] —— ?

W3 V W3 / W3 J

. -, Wi / W2 \ W2
< 1, —— = ^ ( ^ —— ) ——

W3 V W3 / W3

On choisit / et g de sorte que dans un petit voisinage 2-concave X
de {wo = 0}, F := |j 7<; H X soit une sous-variété réelle de X pour un e

teDe
assez petit. Alors r est maximalement complexe car elle est localement le
bord d'une variété complexe et pour t assez petit P^ D F == 7^ est le bord
d'une surface de Riemann.

Supposons que r est le bord d'un sous-ensemble analytique T de
X \ F. On considère II : X —> X l'éclatement de X en a := (0 : 0 : 0 : 1).
Soit T le prolongement de îl~~l(T\{a}) en un sous-ensemble analytique de
^n'^F). Alors rnn'^a) est un sous-ensemble analytique de dimension
1 de II'^a) ^ CP2. Il est donc algébrique.

Par conséquent, si l'on choisit f^g telles que g ( t ^ s ) ne soit pas
algébrique par rapport à s et (tg(t^ff) + tf(t)^g(t^0)) ne décrit pas un
morceau d'une courbe algébrique dans C2 C CP2, alors F ne peut pas être
le bord d'un sous-ensemble analytique de X \ F.

Je tiens à remercier Gennadi M. Henkin de m'avoir proposé ce
problème.

2. Démonstration du théorème principal.

Tous les lemmes et propositions qui suivent, sont formulés pour F de
classe A'2p-i sauf s'il y a une mention expresse du contraire. Désormais,
on pose q := n — p + 1. On note w = (wo : • • • : Wn) le système de
coordonnées homogènes, Q = {wo = 0} l'hyperplan à l'infini, zj = WJ/WQ/î.\
les coordonnées affimes de CP", ^ = | '• \ une matrice colonne et

Un/
K ... r,^\

T] = : '. : une matrice p x (n — p). Un point générique de
\ ri1 ^"P )\ 'In • ' ' 'In /

la grassmannienne G(n — p + 1, n + 1) est défini par la matrice v_ = (^,77) et
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le (n—p)-plan projectifP^"^ associé à^ est défini par l'équation w" = ^w',

(^\ / wo \
où w" = : et w' = ;

W n ) \Wn-p)

On considère les fonctions

(Jj(w) = Wj - f,jWQ - T^WI - ... - TJ^Wn-p

et la matrice i/ déduite de v_ par suppression de la première ligne. On pose
gj(z) := gj(w)/wo. On note P^, le ç-plan projectif défini par p— 1 dernières
lignes de l'équation w" = v w ' . Pour un i/ générique de G(q + l,n + 1),
r^/ := F D P^, est de classe C1 à singularité négligeable. On pose <^ =

*(^,... ,z^_p) et G_k(^r]) = —— / ^—i des fonctions vectorielles.
"m Jr^ 9q

Comme F est maximalement complexe, cette fonction est holomorphe [8],
[5]. Plus généralement, on considère les fonctions ^ç. définies dans CP",

de classe C°°, nulles au voisinage de SuppF D {gj = 0} et égales —: en
dehors d'un Cj-voisinage Wç^ de SuppF H {(jj = 0}. On peut supposer
que Q D SuppF est de mesure '^2P-3 localement finie dans X et que

Qn H [93 =o}nSuppr=0.
.7=9+1

LEMME 1 (Formule de Cauchy) . — Si (p une (1,0)-forme holomorphe
n _ ( n dq \

au voisinage de SuppF D Ç} ^ej? |r,(^ A d\ç^—3- \ est indépendant
^+1 ^ ,̂ +i ^ f

^e Xe- pour les ej assez petits. Si la tranche (F, {gj}^ ç_(_i,0) existe,

( n d \
alors r,^ A dxe,-91 = ((F, te}^+i,0) ,^). Plus généralement,
\ ^+1 93 )

si pour un compact K C CP71, (F \ K, {gj }^=ç+i, 0) existe dans X\K, alors
pour tout voisinage U D K il existe des mesures /^ à support dans U pour
i := 1 ,2 , . . . , n telles que pour toute (1,0)-forme (p = fdzi holomorphe au

n
voisinage de SuppF H Q {gj = 0} on ait

J=9+l

\

r^ /\ dxe,-^ =((r\^te.}^i,o),^)+(^,/)
,=.+i 9j ]
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où la notation F \ K (resp. F \ U) signifie la restriction de F dans X \ K
(resp. X \ ÏÏ).

La première égalité est prouvée dans [5] en utilisant la formule de
Cauchy et la formule de Stokes pour le courant fermé F. Pour la seconde,
on choisit U ' C U un ouvert à bord lisse, contenant K et on fait les mêmes
calculs pour F \ U , le bord de ce courant cause l'existence des mesures /^.

D'après le lemme précédent, on a

^i^U^L
Ces fonctions sont holomorphes dans leurs domaines de définition.

Rappelons la théorie de tranchage pour un courant plat F (en parti-
culier, pour un courant rectifiable) de dimension s dans une variété réelle
Y de dimension m et pour une application II de classe C1 de Y dans R^
avec k ^ s. Pour 7-^-presque tout z e R^, il existe un courant (F, II, z) de
Y , de dimension s — k à support dans II" ̂ /z) tel que pour toute fonction
^ à support compact dans R^ et toute (s — A:)-forme / à support compact
dans Y, on ait

( r , n * ( ^ A ^ ) A / ) = I ((r,n^},/)(^
JRfe

où $ est la forme de volume de R^ [10].

Si F est de classe C1 à singularité négligeable, si l'intersection SuppFH
P^, est C1 à singularité négligeable et si cette intersection est transversale
en T^-presque tout point, alors FnP^, = (F, to}^=g+i, 0). Cette représen-
tation de F D P^/ est indépendante du système des coordonnées. Dans le
cas général, si (F, {^}^+i,0) existe, on note F H P^, := (F, {^}^+i,0).

On pose

^ '= {(^g^) e C^ x X* : dim{^ = 0} H P^ = n - p}

x^ := x* n {(^, 77g, v) : P^ n {^ = 0} n SuppF ̂  0}
2Co - 20* n {(^,z.) : PÎ nSupprnQ ̂  0}.

Alors X* \ (X*. U X_^) est une réunion finie ou dénombrable d'ouverts
connexes f^.

D'après le lemme précédent, on peut définir sur X* \ (X_^ U X_^) les
fonctions vectorielles holomorphes Gk(Çq^q^) = {G^m}^fi qui égalent
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presque partout à { (r H P^——^^) F p . La fonction Go m est à
1 v zlm 9q / ) m^l

valeurs entières et indépendante de m. On pose R{w, ̂ , rjq, v) = {Rm}^^

où Rm(w^q^q^) := w^'^expf- g ^Gk^^^w-^ sont
\ k=l )

des séries en w. Pour (^, rjq, v) dans un compact K de X* \ (X^ UX^) et
pour |w| assez grand, les séries Rm définissent des fonctions holomorphes
car \Gk\ ^ M^ pour une certaine constante MK dépendant du compact
K. Les fonctions Gk,m sont les fonctions symétriques des coordonnées des
points d'intersection de P^-P+I avec la p-chaîne holomorphe T celle qu'il
faut construire. La construction due à Harvey-Lawson et Dolbeault-Henkin
donne la chaîne T comme un résidu des fonctions méromorphes Rm.

Soient

B : = { { z ^ ) e X x X ^ : zçPî}

F'•= {^^q.r]q,y} e X x X * : (z^) e B , z e {^ = o}}

Br:=Bn{(z^) r ^ ç S u p p r }

B^:=Bn{(z^):zçQ}.

Soient (a, z/o) çBr\B^ et (^o, ^g,o) e C^+1 tels que dans un voisi-
nage de a, le ç-plan P^ intersecte Supp F transversalement 7^-presque par-
tout et {wq - Çq^wo - T]^W^ - . . . - rj^Wn-p = 0} intersecte SuppF n
^o uniquement et transversalement en a. Supposons que f^ et ̂  sont deux
composantes connexes de X*\(X^UX^) telles que 6^n{^ = 77^0, ̂  = vo}
et ̂  H {rjq = r]qft,v = vo} admettent la même droite tangente en
tëg,o, ^7,0, ^o). Ceci est valable ̂ dimx*-1 -presque partout sur b^nb^. Les
composantes fî, et f^ sont appelées adjacentes si W111112 -̂1 ,̂?!̂  ) > 0.
On appelle ̂  et ̂  les ouverts connexes de ̂  H {^ç = rjq^, v = z/o} et de
f2? n {^g = ^9,0, ^ = ^0} dont les droites tangentes en (a,^o) existent et
coïncident. Le lemme suivant, prouvé comme dans [5, lemme 4.2] par les es-
timations simples, est valable pour ^dimx*-1-presque tout (a, ̂ o, ̂ ,o, ^o)

LEMME 2 (Études des sauts). — II existe un nombre réel M assez
grand tel que

1) Go,m(^î) - Go,m(^j) est égal à la multiplicité de V en a.
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ii) lim GA;,m(C\^,o, ^o) et lim Gk,m(S,q ^ç,o, ^o) exis-
_i z _ z

^g —+ ^g,0 ^q ~" ^9,0

(^'^O^O^Hi (Sq^^o^o)^

tent et sont bornées par Mk.

iii) lim {Gk,m(^ ^9,0^0) - Gfc,mtô^^o^o)}
^ ̂ ç,0

^±'r1q,0^o)^i&

=(Go(^)-^o(^-))^.

iv) lim ^^^^^o^o) ^ _ ^)Go^)-^(^).
^^,o Rm{w^q ,^,0^0 )

(^^O^O)^,^.

v) S^J existe un sous-ensemble E de mesure ^-positive de b^ n 6fL
tel que b^ et b^ admettent la même droite tangente en chaque point
de E et si pour ^q e f^, jR^w^^T^o^o) définit une fraction rationnelle
des polynômes en w à coefficients dans 0(0.^), alors elle définit aussi pour
Çq ^ QLJ une fraction rationnelle à coefficients dans 0(^).

La notation —> signifie une limite quand ̂  tend vers ^o le long
des arcs non tangentiels. Le lemme 2 peut être formulé pour les fonctions
définies d'une manière analogue que pour G en remplaçant Phyperplan
Pg n {(jq = 0} par une hypersurface algébrique de degré fixé de P^.

LEMME 3. — Soient Z une variété réelle de dimension n, Y un
fermé (T^1"1, l)-rectifiable de Z et fl,j les composantes connexes de
Z \ F. Soit T = Y^rij^îj avec les nj entiers. Supposons que la limite
lim ^ min(|n^ |, s)d[flj} pour la topologie engendrée par la masse (notée

s——>oo
M.) est un courant localement rectifiable de Z. Alors ̂  nj\Hn(^j H K) <
4-00 pour tout compact K de Z. Par conséquent, T définit un courant
d ̂ intégration [T] de masse localement finie de Z.

Preuve. — Lawrence a démontré ce lemme pour p = 1 et pour F
compact [19]. Il s'agit ici d'un problème local. On peut donc supposer, à
un automorphisme de HT près, que Z = W et K = ~B^ := [x <E HT :
\x\ ^ l,.ri > 0} la demi-boule unité fermée et que F ne rencontre pas la
demi-sphère 6'+ :== [x C HT1 : \x\ = l,^i ^ 0}.

Posons ̂  := ^j;nK, Ts := ^min(|n^|, s)[^]. Supposons que ^o est

la composante dont le bord contient S^. Pour un point générique x ç F on
note f^ et f^ les deux composantes connexes dont les bords admettent
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le même plan tangent approximatif en x. On a

^([r.D^mindnol^^^+^mind^l^)^^.)
j'/o

=min(|no|^) / dx + V^min(|n^|, <s) / cb
^o ,̂ 0 l7^

= min(|noh -s) / a;ida;2 A . . . A dxn
Jb^

+\^mm(\rij\,s) / x\dx^ A ... A dxn
3^0 Jb^

= mm(|noh 5) / ^1^2 A ... A dxn
Js+

+ V^min(|n^-|,5) / ^1^2 A ... A dxn
Jb^nB+

(car ̂ . \ B^ C {x^ = 0})

^ \no\ / a:ida:2 A ... A dxn + / | min(|n^|, s) — min(|n^ |, s)\
Js+ JxernK

\\x^dx2 A ... A dxn^dn^1^}

^ l^o I / x^dx^ A ... A dxn + const / |n̂  — n^ ̂ Tï^1^)
Js+ JxçrnK

<^\no\ \ x-idx-2 A ... A dxn + const / ïïm\t(d[Ts],x)dHn~l(x)
Js+ JxçrnK

^ |no| / x^dx-2 A ... A dxn + const À^(d[Ts]).
J5'+

Par hypothèse ̂  ̂ ^(^ H JC) $ 1 + lim M([Ts}) < +00. a

PROPOSITION 1. — Soit F un fermé de classe Â2p-i (ou un courant
rectifiable de dimension 2;? — 1 et de classe A'2p-i pour iii)) d'une variété
complexe X. Alors

i) Tout sous-ensemble analytique T de dimension pure p de X \T
définit un courant d'intégration dans X de masse localement finie dont le
bord est localement rectifiable et à multiplicités 0 ou 1 en H2^1-presque
tout point de F.

n) Si T = Y^niTi une p-chaîne holomorphe de X \ SuppF et si
^ min(n,,A;)d[T,]+^ max(n,, -k)d[Ti] tend vers un courant localement

rii>0 ni<0



1494 TIEN-CUONG DINH

rectifiable dans X pour la topologie engendrée par la masse, alors [T] est
de masse localement finie et à bord localement rectifiable.

iii) Soient X un ouvert de C71, II : X —> CP~1 une projection
linéaire et T une p-chaîne holomorphe de X\ Supp F. Supposons que pour
H210'2-presque tout v e C33"1, mil"^) est une 1-chaîne holomorphe de
X \ (Supp F n II"1 (y)) de masse localement finie dans X et à bord (F, II, y}
au sens des courants. Supposons en plus que pour toute composante
irréductible Tj de T, d[mH{Tj) = p - 1 et pour H2^2-presque tout
y ç CP- 1 ^ Supp mn"1 (^) est de classe Ai. Alors T est de masse localement
finie dans X et à bord localement rectifiable.

Preuve. — II s'agit d'un problème local. On peut donc supposer que
X est un ouvert de C^ et le polydisque D := {|zi| ^ 1, . . . , Zn\ ^ 1} de
C71 est un compact de X. On peut supposer que toute projection linéaire
L = (LI, . . . ^ L k ) de C71 dans C^ avec Lj = Z s ^ Z s =b zi ou Zs + izi^ est
générique (c'est-à-dire L(T) est de classe A^p-i si k ^ p et F D L~1(Ç) est
de classe Â2p-i-2k pour T-^-preque tout Ç € C^ si k < p). On note II7 la
projection linéaire de C^ dans C^l avec II7 (2;) := (2^,2^,. . . ,2^,) pour
tout 1 = (21, î2î • • • ? ï\i\) C {1, 2 , . . . , n}. Il suffit de prouver notre lemme
dans D.

i) On démontre d'abord que T D D est de volume TY2^ finie. Soit
1 = (1,2,. . . ,?). Soient f^j les composantes connexes de Di \ îl1 (F), où
DI est le polydisque unité de C.p. Alors T est un revêtement ramifié de rij
feuillets au-dessus de chaque f^. Il faut prouver que Y^njH^^j) < +00.
On peut choisir D de sorte que II7 |r soit injective en dehors d'un ensemble
de mesure ̂ 2P-1 nulle. D'après le théorème d'unicité, si f^ et f^ sont des
composantes adjacentes, (c'est-à-dire 7^2p~l(b^j^\bfl,l) > 0) on a \ni—rij\ ^
1. En général, si F n'est pas de classe A^p-i^ ce théorème d'unicité n'est
pas toujours valable [5]. On pose Tj := ^min(n^,5)^. Alors Tj définit
un courant d'intégration dans CF. Le bord de ce courant est rectifiable et
à support dans II7 (F) D D I . Soit x un point générique de II7 (F) H D I . La
multiplicité de d[T^] en x est | min(n^, s) — min(n^, s) \ ̂  \n^ — n^ | ̂  1.
L'hypothèse du lemme précédent est donc satisfaite. Par conséquent, T7

définit un courant d'intégration de masse finie de D I .

Les mêmes inégalités pour les autres projections II de C71 dans CP et
le théorème de Wirtinger montrent que H^ÇT D D) < +00.

Alors, [T] est un courant plat de D. Soit L = (Z / i , . . . ,Lp) une
projection linéaire de C71 dans CP avec Lj •= 2^, Zs ±zi ou Zg^izi. Soit L une
projection de C71 dans R x CP~1 avec Lj = Lj pour j ^ 2 et Zi = ReLi ou
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ImLi. Alors (T,L,î/) est un courant d'intégration sur une réunion finie de
courbes réelles orientées de longueur finie pour un y générique de R x C^"1.
Le bord de ce courant est une somme finie de masses de Dirac car chaque
point de bT^L~l{y) est le sommet d'une seule courbe ou de deux courbes
de directions opposées. D'où

Â^(d[r]nDLd£iAdL2AdZ2...AdIp) ^ fdH^-^LÇx)) ^ H^-^TnD).
xçrnD

En utilisant cette inégalité pour les projections L différentes, on
montre que M.(d[T] H D) < +00 car les formes dZi A dL^ A dL^ A . . . A dLp
forment une base de l'espace des (2p— l)-formes maximalement complexes.

D'après le théorème du support de King [18, p.218], il existe un
(2p — l)-champ de vecteurs localement intégrable 77 défini T^223"1-presque
partout sur F tel que d[T} = TY^'^F A r]. Comme (d[T],L,y) est une
somme finie de masses de Dirac, \rj(x)\ = 0 ou 1 pour ^2P-1-presque tout
x e F.

ii) On remarque que lim ^min(|n^|, k)d[Ti}, pour la topologie en-
k——>oo

gendrée par la masse, est aussi un courant localement rectifiable dans X.
En appliquant le lemme précédent exactement de la même manière que
dans i), on montre que |r| := ̂  l^jlPj'] définit un courant d'intégration
de masse localement finie. Il est donc de même de T. On démontre tout
comme dans i) que d[T} est localement rectifiable.

iii) Sans perdre en généralité, on suppose que II(z) = ( 2^1 , . . . ,^p_i).
D'après l'hypothèse et les estimations obtenues dans la démonstration du
lemme précédent, on a

M^^T] nD) = [ M(([T] nD,^,.^))d^2p-2(rc)
JH{D)

^ const / (A^((r H D, n, x)) + const)^2^2^)
JTI{D)

^ cons^A^r 0 D) + const)
< +00.

D'où [T] est de masse localement finie. Posons

Ts := V^ mm(rii,s)Ti + V^ max(7^, -s)Ti.
ni>0 ni<0
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La multiplicité de d[Ts} en x est majorée par la multiplicité de F en a;
pour un x générique de SuppF. D'après ii), d[T] est localement rectifiable.

D

LEMME 4. — Soit Y une sous-variété complexe de dimension pure
m ^ p - 1 d'un ouvert U C G(q + 1, n + 1). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Y est (p - 2)-générique.

ii) II existe v e Y tel que P^ H S = 0, où

S := {z e CP71 : dim{^ e Y : z e P^} ^ m - p + 2}.

iii) JJ exi'sûe un sous-espace analytique {p - 2)-générique Y^ c Y de
dimension p — 1.

Preuve. — ii)=M) et iii)=H) sont évidents.

i)=^ ii) Soient

Sk := {z e CP" : dim{;/ e Y : z e P^} = k}

Yk •= {y ç Y : P^ H 5fc 7^ 0} pour A; ^ m.

Alors 5fc est une réunion finie ou dénombrable d'espaces analytiques.
Il existe S^ C Sk une réunion dénombrable d'espaces analytiques de
dimension ^ m - k tels que Yk C \J {v e Y : z ç P^}. Donc Yk n'est pas

^
(p - 2)-générique pour tout k ^ m - p + 2. D'où ii).

i) et ii) =^ iii) Montrons que pour tout 0 ^ s ^ m - p + l , i l existe
Ym-p-^-2-s C Y de dimension m - s et (p - 2)-générique. Il suffit de le
prouver pour 5=1.

Soit S ' := {z ç CP71 : dim{^ e Y : z e P^} ^ m - p + 1}. S'il existe
^ G Y tel que P^ H 6" = 0, d'après ii), il suffit de choisir V^-p+i contenant
y. Sinon dim5" ^ p - 1. D'après ii), il existe VQ e Y tel que P^ H 5' = 0.
Posons Z := {(z, v} e S ' x Y : z e P^} et Hi : Z —. 5" et IÏ2 ° Z _> Y
les projections canoniques. Soient V C Z un sous-espace analytique lisse,
irréductible de dimension m - 1 contenant z/o tel que Iii y/ soit de rang
maximal et H^y soit injective. En particulier, dimil^y') ^ p - 1 et
dimi^y') = m - 1. Soit V^-p+i := r^V). Alors pour tout ensemble
(p - 2)-mince ^ C CP71, l'ensemble {z/ G V^-p+i : P^ H ^ H S" ^ 0} ne
peut être qu'une réunion dénombrable d'espaces analytiques de dimension
^ m - 2. Par définition de 5", l'ensemble {v e Vm-p+i : P^ H 5 \ S ' ^ 0}
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est également une réunion dénombrable d'espaces analytiques de dimension
^ m — 2. Ceci implique que Ym-p-\-i est (p — 2)-générique. n

PROPOSITION 2. — Pour p = 1, n = 2 (alors X = CP2) et F de classe
Ai, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) II existe une 1-chaîne holomorphe T de masse finie de CP2 \ T telle
que d[T] = F.

ii) II existe des entiers positifs N^~, N ~ , N = N~^ -{-N~ et des fonctions
holomorphes Ck(rj) pour Â ; = 1 , 2 , . . . , 7 V + 1 , définies dans un ouvert U C C
tels que pour ç variant dans un voisinage de a G C, le système d'équations
suivant admette une solution

( r^^fn}
x^-^x^-y^-^^-y^^G^^+^^^^^-a)1-

w< +y^^^a-a)--h (^-^ [ )

pour k = 1 ,2, . . . ,7V+ 1.

Remarque 2. — (xz.rjXi + $) et (yj,rjyj + $) avec les coefficients 1
et —1 décrivent la chaîne holomorphe T dans un voisinage de la droite
{w2 — awQ — T]QW^ = 0} pour tout r]o e U. La condition ii) est invariante
par rapport à a € C.

Preuve. — Condition nécessaire : Soient {z^}^ (resp. {^*^}^=i)
les points de l'intersection T H {w2 — $wo — r/wi = 0} avec la multiplicité 1
(resp. —1). Les z^ (resp. z*^) ne sont pas obligatoirement différents.
Soient xi (resp. yj) les premières coordonnées affines de z^ (resp. de
^*0)) On appelle {a^}^ les points de l'intersection Tn {wo = 0} avec
la multiplicité =bl. Alors

r (^ ^ (v 1 ^^2-^-^1)^Gk^)=[^^^zl~^~^^)
^(^ _L ,^2__^^)\

V L J 5 27TZ 1 ^2-^-^1 7

^ ^^2-C-^l) V^r>_ ^^2-^-^1)= > Hes^(o ————-————— — > Hes^^o-) ————-—————
z^ ^2-^-^1 2-^ 2:2-^-^1

z^d(z2 - ^ - ̂ i)-^±Res,

=I^^-S^-^estfc

^2 - ̂  - ̂ 1
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OU

rest.^^±Res^^^2-^-^1)
z^ 2^2 - $ - T^i

z)

et la notation Res signifie le résidu de fonction méromorphe.

Utilisant le nouveau système de coordonnées ZQ := WQ/WI, z^ :=
W2/wi, on a

zo)rest. - V -bRps 1 d^2/zo ~ ^ ~ ̂ o)restfc — > ±Mes^) -^r „ ——-—————
^ ^ ^/2;o - ̂  - T Î / Z Q

_ V^ , p 1 ^0^2 - (^2 - 77)^0— / ^ ^-^^^(^ ~^rî ——^——7^————"— ^+1 2:2 - ̂ o - rj

'E——^^{S.-(.-,)}E^)

'E-.,.^^{g.-(.-,>}E(^)
771

-6 ^~rl l^o j ^oV^ -yy ,

II est clair que rest^ est un polynôme de degré ^ k en ^. Pour
tout x = Xi ou x = yj, on appelle y la deuxième coordonnée du point
d'intersection de T avec {w2 - $WQ - T^WI = 0} correspondant. On a
y = ̂  + ̂  D'où

< /̂ <9rr 9.z; ^ 9x 9x
Q-'^^ l+^-oT et — — = x - \ - r ] — .
ox dç 9^ 9x 9rj Qr]

Par conséquent,

Qx_ ^ 9x 9xk _ k 9x^1

9 r ] ~ X Q ^ e ~9rî~ ~ ITl~9ÏT'

D'autre part,

9Gk^rj) ^ _\_ / fc+id(z2-^-^i) _ fc dz, \
^ 2m\ ' 1 (^-^-^)2 ^_^_^J

= -^ ^r fc ^4-1^2-^-^1)
27T2 Y ' k+1 1 (^-^-^^)2

__1 j^i i nCl» ^ /6i ~———————— > j^+1 l ' ^2-^-^1 j y
k 9Gk4-i

= , —^— (car F est fermé).
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Les deux égalités précédentes impliquent l'existence des Ck vérifiant
la relation (I).

Condition suffisante : Supposons que le système (I) admet une solu-
tion. Alors la solution dépend holomorphiquement de (^,77). On choisit N
minimal tel que le système (I) admette une solution. On utilise les relations

QG^rj) ^ k 9Gfc+i(^)
Qr] k +1 9^

pour tout couple de /c-ième et (k + l)-ième lignes du système (I), on
obtiendra

E L. 1 . 9xi Qxi. v--\ L. 1 , Oî/j 9y^.xîfc ^^-^)-E^ ̂ i^-^)-0

pour k = 1,... ,7V.
Comme N est minimal, xi -^- yj pour tout (î,j). Le système précédent

nous donne
9x^ 9x, _. 9y, 9y, _1 a/- "a— — u eL y 3 ~^T~ ~ ~\— — u-9^ OT] J 9^ Qr]

Les fonctions Xi et yj vérifient les équations de l'onde de choc du
théorème de Dolbeault-Henkin [8, théorème II]. D'où i) n

Remarque 3. — Pour p = 1, la démonstration du théorème de
Dolbeault-Henkin est simplifiée par Dolbeault et Poly par la réduction au
cas dans C7' [9]. En effet, (a^, rjXi +^) et (%, y?2/j +0 décrivent une 1-chaîne
holomorphe T ' d'un voisinage d'une droite projective {w^ — ^oWo — rjow-i =
0} de CP2. Choisissons la chaîne T ' de bord lisse. Soit F' := F - d[T'}. On
définit (de même manière que G pour F) les fonctions GA;($, rj) pour F'. On

92 ~
a ~^Gk = 0 dans un voisinage d'un point (^o^o) de C2. Ceci implique

la condition des moments (c'est-à-dire (F',^?) = 0 pour toute (l.O)-forme
holomorphe (/? de C2 ^ CP2 \ {^2 - ̂ o^o - ̂ 0^1 = 0} [9], [5]). D'après
le théorème de Wermer-Harvey-Lawson généralisé [14], [5], F' est le bord
d'une 1-chaîne holomorphe F" de C2 \ Supp F'. La chaîne T := T ' + T11 est
une 1-chaîne holomorphe à bord F dans CP2.

Nous considérons le cas n = p + 1. Il existe VQ ç. X* tel que V H f^ est
(n — 3)-générique pour tout voisinage Q de i/o. On choisit un poly disque fl
assez petit centré en VQ. On choisit le système de coordonnées de CP^ ^,
a, f3 e Q2 C C, r, 6 e Q+ tels que pour tout (^> ,^2, v) ^ D{a, r) x D(/3, 6) x
^ on ait P2 H {g2 = 0} H SuppF = 0 et P2 H Q H SuppF = 0, où D(o, r)
et D((3^ 6) désignent les disques dans C de centres a, /3 et de rayons r, 6.
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D'après la proposition 2, pour tout v ç V H f2, il existe 7V^, 7V-,
7V, = 7V,+ + 7V,-, a,, /3, e Q2 c C, r,, ̂  e Q+ et M, e Z+ satisfaisant

1. D(a^r^) C D(a,r) et D(f3^6^) c ̂ CW

2. Le système

^ + • • •+ x^ - ̂ î - • • • - v^- = ̂ 2^2, v)

^^.-^^^^^'^(n } k ^,^(A;-m)/
^^)(6-a.)fc+^^——-
(K-l)! ^ (k-m)\

[ pour k= 1,2,. . . ,^+1

admet une solution {^(6^2)}^, {^(6^2)}7=ïi et {^(^)}^1 holo-
morphe dans D(a^,r^) x D(f3^,6^).

3. Cette solution vérifie |^(6^2)| < M, et |^-(^2)| < M, pour
tout (^2) e D(a^r^) x D((3^6^).

On choisit pour tout v le nombre N^ minimal et parmi les choix
avec N^ minimal, on choisit celui avec N^ minimal. Il existe 7V+, N ~ ,
7V = 7V+ + N-, ai,/?i e Q2 c C, n^i ç Q+, M e Z+ tels que
V, := {v e V n ^ : 7V,+ = 7V+,7V,- = 7V-,7V, = 7V,a, = a^ = A,r, =
ri, 6^ = 6ï,M^ = M} soit (n - 3)-générique, car la réunion dénombrable
d'ensembles non (n - 3)-génériques n'est pas (n - 3)-générique.

LEMME 5. — II existe un ouvert ^/ C Q et une sous-variété irréducti-
ble Y de ^', (n - 3)-générique et de dimension m ^ n - 2, tels que V^ H Y
soit (n - 3)-générique et pour tout v ç Y le système (II) admet une solu-
tion {xi^^v)}^ {y^r]^v)}^ {^(^^)}^o1 holomorphe dans
un ouvert de C2 et dépendante holomorphiquement de v ç. Y.

Preuve. — On pose S^r]^ v) := x\ + • • . + x^ - y^ - • . . - y^_.
Il existe un polynôme unité P(t^t^... ,^+i) de ^v+i à coefficients
holomorphes par rapport à ^i , . . . ,^ vérifiant P(S^ S ^ , . . . ,S'7v+i) = 0.
Posons

7^o:=C^ let7^,:=^çCN+l:^? )=OpourtoutJ=l,2,...,4•
l ^N+1 \

Alors il existe ko S> 0, 0/2, ̂  ê Q2 C C, T^A e Q"^ et £/o C C^1

une boule ouverte vérifiant

1. D(a^r^) c P(ai,n) et D({3^^) c D((3^6^).
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Qkop
2. Dans Un H — 0 > , t^v+i s'écrit en une fonction univalente<%1

A ( ^ i , . . . , ̂ v) à N variables.

3. ^2 :- {v e Vi : (^.....SAM-I) e £/o H Mfc, \ M^+i pour tout
(6^2) e D(a^r^) x D{[3^6^)} est (n - 3)-générique.

Ceci est vrai car la réunion dénombrable d'ensembles non (n - 3)-
génériques n'est pas (n - 3)-générique. De même raison, il existe 03^3 e
Q2 C C, rs^3 e ^ et W c C7^^11 une boule (de centre de
coordonnées rationnelles et de rayon rationnel) vérifiant

1. D(a^r^) C D{a^r^) et D^^) C D(f3^,^).

2. Si (^2) € D(a^r^) x D(^6^) et si (Go^),... ̂ C^-1^^),
C'i(^2),. • . ̂ N-1)(^2),... ̂ ^1(^2), C'N(^)) prend la valeur dans W on
aura {^i = 5'i,..., t^ = S^} H UQ -^ 0.

3. Va - {^ e V2 : (Q)^),..., ̂ -1) (^),. . . , C^)) ç lY pour
tout 772 e D(/?3, ^3)} est (n - 3)-générique.

Alors pour tout v ç V^ le système

^ = G.(^2. %, ̂ ) + cr^v) fe - a^

^-^te,^) /^ _ \k—in
(Ç2 - as)+Ê (A;-m)! w ô/

?n=l v /

pour k = 1 , 2 , . . . , A ^ + 1

^v+i=A(^^.. . ,^v)

lP(^1^2,... ,^+l)=0

admet une solution {^(6^2^)}^ {%(^^2^)},N:l et {^(772^)}£o1

holomorphe par rapport à (^2,^2) C ^(03^3) x ^(^3,^3).

On remplace les membres à droite des N + 1 premières équations
dans les deux autres équations et on développe les deux membres de ces
nouvelles équations en série de Taylor de ($2 - 03), puis on identifie les
coefficients de (^2 - û^)771, on obtiendra un système d'équations du type
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(JV+l_fe) / , _ (i) ^(N-1) ^ ^(1) ^ ,
^fe W^) — ^kW^O^Q , . . . , 0o , G I , G I , . . . , G ^ v , ï / )

pour À; = 7V + 1,7V,. . . , !

(IV) < <7w(r72^)=^o(^,C7o,^ l\...,C^- l\Cl,^ l\...,^^)

^(^Co,...,C^V- l ),...,C^)=0

pour s= 1 ,2 , . . . ,

où 2^ et H s sont des fonctions holomorphes.

D'après le théorème de Cauchy-Kovalevskaya, les N + 2 premières
équations de ce système admettent une solution unique pour chaque
condition initiale donnée en 7^2 = h par un paramètre vectoriel b e W. De
plus, cette solution dépend holomorphiquement de b et de v.

Remplaçant la solution dépendant de b dans la partie qui reste du
système, on obtiendra un système du type

(V)
H^^b)=0

pour s= 1 ,2 , . . . ,

où H s sont des fonctions holomorphes.

Les solutions de ce système décrivent un sous-ensemble analytique
Y7 de D(/33,^s) x n x W. D'après la proposition 2 et d'après l'hypothèse
du théorème 1, la projection dans fl, de V contient l'ensemble (n — 3)-
générique V^ et l'image réciproque de chaque point v e ¥3 est de la forme
D{{3^, 63) x {v} x {b} pour un b ç W. Par conséquent, Y ' contient un sous-
ensemble analytique Y " de dimension ^ n — 1, qui est la réunion de sous-
ensembles analytiques du type D(^, 63) x {v} x {b}. Dans l'espace projectif,
deux solutions du problème du bord diffèrent d'une chaîne algébrique [13],
[8]. Comme nous avons choisi N~ et N^~ minimaux, la solution du système
(III) est unique. Autrement dit, la projection de Y" dans D({3^, 63) x fl. est
injective. On pose Y la projection de Y" dans Q et on choisit Y" de sorte
que Y soit (n — 3)-générique. Alors Y est un espace analytique (n — 3)-
générique de dimension > n - 2. Il existe ^f C ^ et Y C ^' H Y une
sous-variété irréductible (n — 3)-générique, de dimension m > n — 2 de ̂ f.
Cet ensemble Y vérifie notre lemme. n

D'après le lemme 4, on choisit YQ C Y une sous-variété irréductible
(n — 3)-générique, de dimension n — 2 d'un ouvert ^î" C ^.
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Soit D := U P^ On pose
i^çYo

BY, :=Bn{(z^) ^ B : V Ç . Y Q }
et l'application n : By^ —> D avec II(^z/) := ^ l'application ^ :
^o —^ ̂  avec ^,z/) := ÎA Soient S^ •= {z ç, D : dirnil-1^) > 1} et
52 := ^(II-^i)) C Yo. D'après le lemme 4, S^ / YO. Remplaçant Vo par
un ouvert convenable, on peut supposer que S^ = 0. En particulier, D est
un ouvert.

On pose To :- E ̂ + - E TT où
î=l j=l J

T^~ := {(z, v) ç BYQ : z\ = a;,(^2, r}^ v}, z^ = 772^1 + 6
avec ($2^2) e D{a^ r^) x D{13^^)}

et
T ] ' := {(^. l/) ^ BYQ : 2^1 = ^-(^2, ^2, ^), ^2 = ^2^1 + 6

avec (^2) € D{a^ r^) x D{f3^6^)}
sont des espaces analytiques de dimension pure n — 1. Il existe Vi C YQ un
ouvert (n - 3)-générique et 04,^4 e C, r4,&i e K"^ satisfaisant

1. D(a^r^) C ^(03^3) et D(^6^) C DÇ^Ôs).

2. Il existe Ti C To H U une (n - l)-chaîne holomorphe de U représen-
tant la solution du système (II) telle que n(Ti) soit une (n - l)-chaîne
holomorphe de îl(U), où U := By, H [\z^ \ < M, z^ = T]^ + ̂  (^ ̂ 2^) e
D(a^r^xD((3^64)xY^}.

3. Les bords de Ti et de T^ := n(Ti) sont réels analytiques.

On pose Bi := BY^ r\{y e Yi} et D^ := Tl(B^. On choisit Vi de sorte
que D^ soit connexe. Soient Fo := ^-l(^)n5l-d[^l], Fi := rnDi-d[r^]
et L := {(z,v) e B^ : W2 = /34Wi + a^wo}, E C B l'ensemble de
ramification de II, Ei C S l'ensemble des points singuliers de E et des
points de ramification de II | s.

On pose Fi := F H {y e Vi}, ^ :- ^i H {(^) e Fo}, ^3 :=
^i H {z e {w2 - /?4^i - ̂ 4Wo =0}} et les applications ^ : Fi —> Y^
avec ^(^,^2^2,^) := ^ et A : Fi —^ Di avec A(^,.) := z. L'ensemble
^3 := {^ € ^i tel que dim^-1^) n S = 2 ou dim^-1^) H Si = 1}
est un sous-ensemble analytique propre de Vi. Remplaçant Yi par son
ouvert convenable, on peut supposer que cet ensemble 83 est vide et en
plus n(E) (resp. II(Ei)) est inclus et dans un sous-ensemble analytique E'
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de codimension 1 (resp. E^ de codimension 2) de D\. On peut choisir Y\
de sorte que le degré de la courbe algébrique ^f^1^) D S soit indépendant
de v e Yi.

L'ensemble F\ \ (F^ U F^) est une réunion finie ou dénombrable
d'ouverts. On note f^ ces ouverts dont f2o contient FD {^2 = o^ ̂ 2 = Ai}-

LEMME 6. — i) FQ \ S est localement de classe A^n-s (ou de classe
^ à singularité négligeable si F F est) dans B\ \ S.

ii) Si F est de classe C1'^6 à singularité négligeable, pour T^272"4-
presque tout v e Y\, P^ intersecte Suppri \ S' transversalement en H1-
presque tout point. De plus, cette intersection est de classe C1 à singularité
négligeable et de mesure 7ï1 localement finie dans D\ \ E'.

Preuve. — Pour tout x 6 B\ \ E, l'application II est un biholo-
morphisme d'un voisinage de x dans son image. D'où i). Par conséquent
^"'"^(H'^SingF) \ S) = 0. Le théorème de Sard appliqué pour la restric-
tion de l'application <Ï> sur Fo \ S nous donne ii).

PROPOSITION 3. — Sous l'hypothèse du théorème 1, il existe une
(n — l)-chaîne holomorphe T^ de D\ \ (Supp Fi U K) de masse localement
finie et à bord localement rectifiable dans D^ \ K telle que (dn*([T^]) —
ro)L^>*(^) = 0 dans Bi \ lï-1^) pour tout (n - 2, n - 2)-forme (p de Vi,
où K est un certain fermé de S', contenant Supp F i H S' et K ne rencontre
pas {w2 — /34Wi — O^WQ = 0}.

Preuve. — On appelle G'i^^î^^)? les fonctions définies pour
FI comme les fonctions Gjç définies pour F. Ces fonctions sont holo-
morphes. D'après la proposition 2, le lemme précédent et la construction,

<92

—^G^^ = o pour tout (^2,^2^) ^ D(a^,r^) x D{[5^,6^) x Yi. On définit
o^
les fonctions G\^{£,2^2^) de même manière mais pour le système des co-

ordonnées { Zi := ——————î——-—— >. Alors G\ A; (^2 7^72 5 v) = 0 pour tout1̂  W2 - O^WQ - ̂ wi J
(^25^21^) ê D(a^^r^) x D{f3^^6^) x Y\ satisfaisant P2, n Supp F H {w2 —
/34Wi —a^wo = 0} = 0. Ceci est la condition des moments [5]. Les fonctions
G\^k ne dépendent que de z et de la droite projective {^2 = 0} H P^ [5].

c ( +00 ~ _ \On pose 7?i(z,^2^2^) ''= z ^ l ' o e x p [ — ^ ^G\^z^ ) une série
\ k=i /

définie sur F\ \ (F^ U ^3). Pour tout point (^,77,^) d'un compact H de
FI \ (Fa U Fs); cette série définit une fonction holomorphe pour \z\\ » 0.
Dans cette démonstration nous limitons au cas où le degré s de ^"^(z/) DE



PROBLÈME DU BORD DANS L'ESPACE PROJECTIF COMPLEXE 1505

est égal à 1. Dans le cas général, on définit les fonctions (7i^ de manière
analogue en remplaçant la droite {^2 = 0} H P^ par une courbe algébrique
de degré s de P^.

D'après le lemme précédent, pour ^2n-^presque tout v ç. Vi, P^
intersecte SuppFi \ E' transversalement en T^-presque tout point en une
combinaison C1 à singularité négligeable dans Di \ E'. Pour tout v e Vi,
on considère Hy := P^ nSuppri H S7 et ̂  := ̂  l'enveloppe polynomiale
de H y dans C^ P^ \ [w^ - /^wi - ̂ WQ = 0}. Alors Ky = E^ \ S^ où
^L := C^DS' et S^o est la composante connexe non bornée de S^Fi dans
C2,. Comme le degré de P^HS' est égale à 1, l'ouvert P^\^ est 1-concave.
On pose K := U^y, Ky et FK •= FI H {P^ H {g^ = 0} C\K + 0}. Il est clair
que K est un fermé de Di et FK est un fermé de Fi. D'après le lemme 1,
pour tout voisinage U^ de K^ d'un ;/ e Vi générique, il existe une mesure
fi satisfaisant

6,^(r^\u.-^} +(',,- IL)
V 27TÎ ^1,2 7 \ 27T2 ^1,2 /

OU ^1,2
92

W2 — 04Wo — /^4Wi

L'égalité Ôi^ = 0 dans I^o^^) x ^(/â^&i) x ^i implique que la
mesure // := Fi H P^ \ Uy^dg^^ + ^ est une mesure orthogonale de C^
(c'est-à-dire elle annule des polynômes). Comme ceci est valable pour tout
Uy D Ky, d'après [6, proposition 1,2] il existe une 1-chaîne holomorphe Ty
de C2, \ Ky, bornée dans C^, de masse localement finie dans C2, \ Ky et de
bord FI H P^ \ Ky au sens des courants.

Comme Gi^ = 0 sur ÙQ, la série R\ définit une fonction identique-
ment égale à 1 sur ^o. D'après le lemme 2, une récurrence sur les compo-
santes connexes de Fi \ (F2 U Fs U Fj<) nous montre que Ai définit une
fonction méromorphe dans Fi \(F2UF3UFj<). Soit T(1*) := i^d'd"\og R^\
une n-chaîne holomorphe de Fi \ (F^ U Fs U Fj<). Alors si z G T^, on a
(^ ^2? ^2, ^/) ^ r^1*^ avec la même multiplicité pour tout (^, ^2, ^2) vérifiant
z e { g 2 = 0} et SupprinP^n{^2 = 0} = 0 [5, lemme 4.3]. En plus, la fonc-
tion Ai ne dépend que de z et de la droite {g^ = 0}nP^ [5]. Par conséquent,
on peut définir la (n — l)-chaîne holomorphe T^ de D^ \ (SuppFi U K)
telle que A-^rW) = T^ \ A~\K). D'après la proposition lit), r(1) est
de masse localement finie et à bord localement rectifiable dans D\ \ K.
L'égalité dans la proposition est un corollaire du lemme 2i). n
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LEMME 7. — II existe Y^ C YI un ouvert tel que oŒI*([T(1)]) = Fo
dans<S>-l(Y^\^.

Preuve. — Soit l : Vi —^ IRxC^"3 une CR-application C00. L'égalité
dans la proposition précédente prouve que ((dll*([r^]) — Fo) \ S, ^ o <î>, a;)
est un courant localement rectifiable de bidimension (1,1) dans B\ \ S
pour tout :r e IR x C71"3 générique. Ce courant est à support (H2 ̂ 2)-
rectifiable et fermé. D'après le théorème de King-Harvey-Shiffman [16],
c'est une 1-chaîne holomorphe de Bi \ S. Alors il existe un sous-ensemble
discret Y^ C l~^{x) tel que cette chaîne est une chaîne holomorphe de
^~ l(^a;)\S. Alors d'après le théorème de Casorati-Weierstrass-Sokhotskiï
généralisé [3, p.243], pour chaque y 6 Yx tel que la 1-chaîne holomorphe
Fo n ^~l(y) \ S ne soit pas nulle, SuppFo H ^^(^y) \ S rencontre toute
droite projective de ^>~l(y) c± P2. On appelle Z C Yi l'ensemble de tous
les y tels que soit SuppFo H <Ï>-l(î/) \ S soit SupproriSn^"1^/) rencontre
toute droite projective de ^>~l(y). Alors Z est un fermé de Y\. Comme
SuppFo \ S est localement (T-^"3^ - 3)-rectifiable, d'après [10, 3.2.3l],
Z est (l-t^-^^n - 5)-rectifiable. Donc Z ^ Vi. On choisit Y^ un ouvert
de Yi \ Z. On a (dll*([r(1)]) - Fo) H <Î>-\Y^ \ S = 0. D

On pose D<2 := \J P2.
v^y-z

LEMME 8. — Sous l'hypothèse du théorème 1, T^ se prolonge
holomorphiquement en une (n—l)-châîne holomorphe T^ de ^YSuppFi,
de masse localement finie et à bord rectifiable dans D^.

Preuve. — Soient F* := SuppF H S' et Oj les composantes connexes
de S' \ F* avec Qo D L H S'. On numérote les Oj de sorte que pour
tout j ^ 1, il existe Os{j) adjacente à 9j avec 0 ^ s(j) < j. Dans un
certain ouvert de &^2i, la multiplicité de F est une constante n\. Si on
remplace Fi par F[ := r\ — yii^[f^i], les lemmes précédents seront encore
valables. D'après le théorème d'unicité, la chaîne T^ construite pour ce
nouveau courant coïncide à celle de Fi. Dans D^ \E' l'adhérence de chaque
composante de T^ ne contient pas î^o U ^i \ r'i car elle est analytique au
voisinage de S' \ K -^ 0. D'après le théorème de Casorati-Weierstrass-
Sokhotskiï généralisé [3, p.243], elle se prolonge holomorphiquement à
travers î^o U ̂ i \ I^- Par récurrence, elle se prolonge holomorphiquement
à î^o U ... U Çîi pour tout i. D'après la proposition 2, cette chaîne est de
masse localement finie et à bord rectifiable dans D^. n

Soit T^ := T^ + T^2) une (n - l)-chaîne holomorphe de D^ \ SuppF
à bord rectifiable au sens des courants.
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Soit Fs := rr\D—d[T^} un courant rectifiable fermé maximalement
complexe de D^ à support dans S'. Comme dirnS' = n - 1 il existe donc
une (n - l)-chaîne d'ouverts T^ de S' à bord Fs. Soit T^ := T^ +T^
une (n — l)-chaîne holomorphe à bord F H D^ au sens des courants.

Soit Ds C D^ un voisinage d'un certain P^ tel que le bord de
y(6) ^ y(5) ^ ̂  ̂  ^ singularité négligeable. Posons F" := F - d[r(6)].
Il est de classe C1 à singularité négligeable de X \ P^, nul au voisinage de
P^. D'après le théorème de Harvey-Lawson généralisé, il existe une (n— 1)-
chaîne holomorphe T^ de masse localement finie de X \ Supp F" vérifiant
d[T(7)] = F" et SuppT(7) H P^ = 0. La chaîne F := T^ + T^7) vérifie
d[T] = d[T^] +d[T(5)] = F. D'après le théorème de King-Harvey-Shiffman
[16], T est une (n — l)-chaîne holomorphe de X \ Supp F.

Pour le cas n > p + 1, il nous suffit de faire le même travail pour
plusieurs coordonnées, n

3. Remarques et applications.

L'hypothèse C1"^ du thérème 1 est utilisée essentiellement à la fin de la
démonstration de la proposition 3. Nous donnons ici les autres variantes de
ce théorème pour les classes C1, A'2p-i et des applications de ces théorèmes.

THÉORÈME 2. — Soient X un ouvert (n - p + l)-concaye de CP71

et F une combinaison linéaire, localement finie, à coefficients entiers de
sous-variétés réelles Fi, orientées, de classe C1, de dimension 2p — 1
et maximalement complexe dans X. Soit V un sous-ensemble (p — Ï)-
générique de X*. Supposons que pour tout v e V

i) p^-P+1 intersecte I\ transversalement en tout point.

ii) II existe une 1-chaîne holomorphe T^ de masse finie de p^-P+1 \ r
telle que d[T^\ = F H P^-P+1 au sens des courants dans P^-^1.

Alors il existe une p-chaîne holomorphe T de X \ T, de masse
localement finie dans X, vérifiant d[T] = F au sens des courants dans X.

THÉORÈME 3. — Soient X un ouvert (n - p + l)-concave de CP71 et
F im courant rectifiable de dimension 2p — 1, de classe A^p-t, fermé et
maximalement complexe dans X. Soit V un sous-ensemble non (p — 2)-
presque mince d'une sous-variété (p — ^-générique Y de dimension p — 1
d'un ouvert de X*. Supposons que
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i) Pour H2?-2 -presque tout v ç Y et pour tout v ç V, le courant
d'intersection P^-P+I n F existe et de classe Ai.

ii) Pour tout v ç V, il existe une 1-chaîne holomorphe T^ de masse
finie de P^-P+1 \ F telle que d[T^] = F n P^-P+I au sens des courants dans
pn—p+l
•"• v

Alors il existe une p-chaîne holomorphe T de X\F, de masse
localement finie dans X , vérifiant d[T] = F au sens des courants dans X.

On note (7(1 - e, 1) et D la couronne des rayons 1 - e, 1 et le disque
unité de C.

COROLLAIRE 1 (Théorème de Hartogs-Levi généralisé). — Soit f une
fonction méromorphe de C(l - 6, 1) x D. Soit {ly}^v une famille non
dénombrable de droites complexes dans C2 telle que pour tout v ç V
^ H (G(l - e, 1) x D) ^ 0, ^ n (D x bD) = 0 et pour tous z/i, ^2, ^3 <E V
deux à deux différents, l^ H ̂  H l^ H (D x D) = 0. Supposons que / se
prolonge méromorphiquement dans l^ H (D x D) pour tout v e V. Alors f
se prolonge méromorphiquement dans D x D.

Remarque. — Le théorème de Hartogs-Levi clasique est formulé pour
une famille de droites complexes paralèlles.

Preuve. — D'après le théorème de Hartogs-Levi classique, il suffit de
prouver un prolongement dans un voisinage de D x D H Cy pour un v ç V.
Alors sans perdre en généralité, on peut supposer que notre fonction est
définie et holomorphe au voisinage de 07(1 - e, 1) x D. On considère le
plongement de Serge ^ : CP2 x CP1 —> CP5 avec <^((wo : wi : w^) x (vo :
z>J) := (wQVo : wovi : W^VQ : wi'yi : W^VQ : u^i). Soit X un ouvert
4-concave de CP5 défini par

X := {(to : ti : ̂  : t3 : t4 : k) C CP5 : \t^\ < \t^\ OU \t^\ < \to\}.

Alors X = |j {ct^ + bt'2 + to = 0}. Soient F' le graphe de f dans
H>|6|+1

bD x D x CP1 C CP2 x CP1 et F := ^(F'). Il est clair que F est fermé,
maximalement complexe dans X. Soit V C V l'ensemble de droites non
contenant ( 1 : 0 : 0 ) . Cet ensemble vérifie encore l'hypothèse du corollaire.
Par hypothèse chaque droite ly avec v ç V est définie par l'équation
{c^W2 + b^wi + wo = 0} avec |c^| > \b^\ + 1. Comme la fonction / se
prolonge méromorphiquement dans ly H D x D, l'intersection de F avec
^ ''= {cA + M2 + ^ o = 0 } est le bord d'une surface de Riemann Sy.
L'ensemble de ces hyperplans est ni 0-presque mince et ni 0-générique
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mais, par hypothèse, pour tous ^1,^2,^3 € V deux à deux différents
Sy^ n^ n,?^ = 0. Si dans ce cas, on fait la même démonstration que celle
du théorème 1, l'ensemble D\ (défini dans le paragraphe 2) ne sera pas un
ouvert mais les Sy seront inclus dans l'intérieur de D\. Alors le théorème
1 est encore valide dans ce cas (voir le paragraphe 1). D'où r est le bord
d'une 2-chaîne holomorphe T, qui égale à Sy pour un sous-ensemble non
0-presque mince de V. En plus F est irréductible, donc r est irréductible
et contient le graphe de / au-dessus de (7(1— e, 1) x P. Par conséquent,
T est le graphe d'une fonction méromorphe au-dessus de D x D. Cette
fonction est le prolongement de /. D

Soit M une hypersurface réelle C1 à singularité négligeable d'un ouvert
U de C71. Une fonction / définie sur M est appelée CR-méromorphe au
sens de Harvey-Lawson [15] si / est définie à valeurs dans C sur un ouvert
dense de M et l'adhérence Ff du graphe de / dans U x CP1 est une sous-
variété réelle de dimension 2n — 1, de classe C1 à singularité négligeable et
maximalement complexe.

Plus généralement, si M est rectifiable, / est dit CR-méromorphe si
Ff définit dans U x CP1 un courant d'intégration fermé de classe A^n-i et
maximalement complexe.

COROLLAIRE 2. — Soient D C C^ un domaine borné, à bord
lipschitzien, irréductible et f une fonction CR-méromorphe sur bD. Alors
f se prolonge en une fonction méromorphe dans D.

Ce théorème pour / CR-méromorphe au sens de Harvey-Lawson est
démontré par Harvey-Lawson pour n ^ 3 et King l'a annoncé pour n = 2
[15]. Pour n ^ 2 et pour / : bD —> CP1 une application de classe C2,
ce résultat est prouvé par Dolbeault-Henkin et Porten [8]. Pour / une
fonction CR-méromorphe au sens rectifiable, ce théorème est prouvé par
Sarkis [22]. Pour le prouver, Dolbeault-Henkin ont utilisé leur théorème
sur le problème du bord dans l'espace projectif. Le théorème 3 permet
d'adapter cette démonstration pour le cas où / est CR-méromorphe au
sens rectifiable [8]. L'idée est la suivante. Pour n = 2, d'après la formule
de Stokes, on peut montrer que bD D {/ == az\ + bz^ -h c} — bD D {/ = 00}
vérifie la condition des moments pour un (a, 6, c) ç. C3 générique. Il est
donc le bord d'une surface de Riemann (non nécessairement irréductible).
Comme ceci est valable pour un (a, b^ c) générique, bDn {f = az\ -^bz^ +c}
est le bord d'une surface de Riemann. Par conséquent, on peut appliquer
nos théorèmes pour le graphe de la fonction /. La solution du problème du
bord sera le graphe du F au-dessus de D.
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COROLLAIRE 3 (Théorème de Gruman-MoIzon-Shiffman-Sibony géné-
ralisé). — S'oit T un sous-ensemble analytique de dimension pure p ^ 2 de
C71. Considérons C71 comme un ouvert affine de CP^ notons Q Phyperplan à
rinfini. Soit {P^"1}^^ une famille d'hyperplans projectifs. Supposons que
pour tout sous-ensemble dénombrable S C Q, il existe v ç. V satisfaisant
P^-1 n S = 0. Alors T est algébrique si et seulement si T H P^~1 est
algébrique pour tout v e V.

Remarque 5. — Le théorème de Gruman-MoIzon-Shiffman-Sibony est
formulé pour V C CP77'* de capacité logarithmique positive ou pour une
famille d'hyperplans qui passent par l'origine et avec V C P^-1* c CP71* un
sous-ensemble de capacité logarithmique positive de p77--1*. Cette condition
implique l'hypothèse du corollaire 3. En revanche, leur théorème est valable
aussi pour p = 1 [21].

Preuve. — On peut supposer que Y est irréductible. On peut égale-
ment supposer que Y n'est inclus dans aucun hyperplan de C7'. Dans le cas
contraire, il suffit de remplacer C71 par l'hyperplan C71"1 contenant Y. Par
conséquent, dirnT H P^"1 < p pour tout v ç. V.

D'après le théorème de Gruman-MoIzon-Shiffman-Sibony, il suffit
de prouver que T H P^~1 est algébrique pour v générique de CP71*. Par
conséquent, il suffit de considérer le cas p = 2.

Soit R > 0 assez grand tel que T H [\z\ = R} soit une variété réelle
analytique et tel que pour tout ensemble dénombrable S C CP71 \ {\z\ < R}
on ait V (jL {v ç. CP71* : P^-1 H S ^ 0}. On applique le théorème 1
pour F := -T H [\z\ = R} et pour V. Bien que l'intersection T H P^"1 ne
soit pas toujours transversale, mais la multiplicité de cette intersection est
positive. Par conséquent, notre résultat peut encore s'appliquer (pour R
assez grand). Il existe donc une 2-chaîne holomorphe T ' de CP^ \ SuppF à
bord F et à support dans CP71 \ [\z\ < R}. La chaîne T H {\z\ ^ R} + T '
est donc algébrique et non nulle. D'où T est algébrique, n
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