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PROBLEME DU BORD
DANS L’ESPACE PROJECTIF COMPLEXE

par Tien-Cuong DINH

1. Enoncé du théoréme principal.

Soit X une variété complexe de dimension n. Une p-chaine holo-
morphe de X est une combinaison localement finie & coefficients entiers
de sous—ensembles analytiques de dimension pure p de X. Une p—chaine
holomorphe T' définit dans X un courant d’intégration [T] de bidimension
(p,p). Pour p > 1, Harvey et Lawson ont prouvé qu’une sous—variété réelle
C', compacte, orientée I' de dimension 2p — 1 de C" (resp. CP™\ CP"~P*1)
est le bord d’une p—chaine holomorphe de masse finie de C® \ T (resp.
CP™\ CP" Pt UT) si et seulement si T est maximalement complexe (c’est-
a-dire le plan tangent de I' en chaque point contient un sous—espace com-
plexe de dimension p — 1) [14], [15].

Pour p = 1, ce probléeme du bord est tres lié & I’étude des enveloppes
polynomiales et des mesures orthogonales publiée dans plusieurs articles
comme [24],[25],[2],[23], [1], [19], [5], [6], [20]. Les résultats de ces travaux
sont utilisés pour la résolution du probléme du bord avec p > 1 [4], [5]. Ils
sont également utilisés par Sarkis pour démontrer un théoreme d’extension
des fonctions CR-méromorphes [22].

Dans ’espace projectif, «I' maximalement complexe» est une condi-
tion nécessaire mais non suffisante. Dolbeault et Henkin ont défini une
fonction vectorielle holomorphe G en intégrant le long de I'. Ils ont prouvé
que ce probléme du bord est résoluble dans CP™ (ou un ouvert (n—p+1)-
linéairement concave de CP") si et seulement si dans un ouvert non vide,
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rectifiable.
Classification math. : 32C25.
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la fonction G s’écrit en somme finie & coefficients +1 de fonctions vérifiant
les équations de I'onde de choc [7], [8]. Gréce & ce théoréme, ils ont prouvé
que sous ’hypothése «I' de classe C?» le probléme du bord est résoluble
si et seulement si I' est maximalement complexe et si l'intersection de T
avec le (n — p + 1)-plan projectif P?~P*+1 est le bord d’une surface de Rie-
mann pour tout v variant dans un ouvert non vide V' de la grassmannienne
G(n—p+2,n+1). Un ouvert X C CP" est appelé g—(linéairement) concave
s’il est la réunion d’une famille continue de g-plans projectifs de CP". Cha-
que g-plan projectif de CP™ est paramétré par un point v de la grassman-
nienne G(¢ + 1,n +1). On note X* := {r € G(¢g+1,n+1): P4 C X}.
Alors X* est connexe.

Les théoremes de Harvey-Lawson et de Dolbeault-Henkin [8, théo-
réme 11| sont généralisés pour un courant rectifiable I' dont le support est
de classe Az,_1 (c’est-a-dire le support (SuppT) de T est (H?P~1,2p —1)-
rectifiable et admét un (2p — 1)-plan tangent géométrique Tan (T, 2) en
H?P~1-presque tout point z € Supp T, ot H?P~! est la mesure de Hausdorff
de dimension 2p — 1) [4], [5]. Un tel courant I' s’appelle également courant
de classe Azp_1. On dit que P¢ intersecte Supp I’ transversalement en z si
Supp " admet un (2p — 1)-plan tangent en z et dimg P4 N'Tan (Supp T, z) =
max{0,2p — 1 —2(n — ¢)}. Le courant I" s’appelle maximalement complexe
si (T, p) = 0 pour toute (s,2p — 1 — s)-forme ¢ & support compact et pour
tout s # p,p — 1.

Dans ce travail nous cherchons la plus petite famille V. C G(n —
p+ 2,m+ 1) de (n — p + 1)-plans projectifs telle que le théoreme de
Dolbeault-Henkin soit encore valable et nous donnons des applications de
ce nouveau résultat : le théoréme de Hartogs-Levi généralisé, le théoreme
d’extension des fonctions CR-méromorphes et le théoreme de Gruman-
Molzon-Shiffman-Sibony généralisé. Ce dernier corollaire donne une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’un sous-ensemble analytique de dimen-
sion pure p > 2 de C™ soit algébrique. Pour formuler le théoreme principal
nous avons besoin des notions suivantes.

Une sous-variété réelle, orientée, de dimension k et de classe C™ (r > 1)
a singularité négligeable d’une variété X est un ensemble de la forme Y US,
ol S est un fermé de mesure H* nulle de X et Y une sous-variété C™ orientée
de dimension k de X \ S vérifiant les deux conditions suivantes :

1. Y U S est de mesure HF localement finie dans X.

2. Le courant d’intégration sur Y est fermé dans X.



PROBLEME DU BORD DANS L’ESPACE PROJECTIF COMPLEXE 1485

Soit I' := > m;I'; une combinaison localement finie & coefficients
entiers de sous—variétés réelles orientées I'; de dimension 2p — 1 de classe
C" a singularité négligeable. Cette combinaison définit par Iintégration
un courant fermé, localement rectifiable. On note encore I' ce courant
d’intégration.

Pour toute variété complexe Z, un sous—ensemble V C Z est appelé
k-presque mince s’il existe des espaces analytiques V; de dimension k

o0

immergés dans Z tels que V C |J V;. Un sous—ensemble 0—presque mince
i=1

est simplement un ensemble fini ou dénombrable.

Si Z est un ouvert de G(n — p + 2,n + 1), un sous—ensemble V C Z
est appelé k—générique s’il n’existe pas de sous—ensemble k—presque mince
S C CP" vérifiant V C {v € G(n—p+2,n+1): PrPing #£ g}
En particulier, un sous—ensemble k—presque mince n’est pas k—générique.
La réunion dénombrable de sous—ensembles k-presque minces (resp. non
k-génériques) est k—presque mince (resp. non k-générique). Si U est un
ouvert de Z, V C U est k—presque mince (resp. non k-générique) dans U
si et seulement si il I’est dans Z.

Pour p = 2 et £k = 0, un sous—ensemble non dénombrable V C
G(n,n + 1) =~ P™* (par exemple une courbe réelle) qui n’est pas inclus
dans une réunion dénombrable d’hyperplans de P™*, est 0—générique.

THEOREME 1. — Soient X un ouvert (n — p + 1)—concave de CP" et
I" une combinaison linéaire, localement finie, a coefficients entiers de sous—
variétés réelles, orientées, de dimension 2p — 1, de classe C'*¢ 4 singularité
négligeable (avec € > 0) et maximalement complexe dans X. Soit V un
sous—ensemble (p — 2)-générique de X* vérifiant les propriétés suivantes

pour toutv eV :

i) P»~P*! intersecte Suppl' transversalement en H'-presque tout
point et cette intersection est de classe C' a singularité négligeable.

ii) II existe une 1-chaine holomorphe T, de masse finie de P7~P+1\ T'
telle que d[T,] = T NP2"P*! au sens des courants dans PP+,

Alors il existe une p—chaine holomorphe T de X \ T', de masse
localement finie dans X, vérifiant d[T] =T au sens des courants dans X.

Remarque. — Ce théoreme généralise le théoréeme de Dolbeault—
Henkin [8, théoréme I] dans deux directions : premiérement, affaiblir la

condition C'*¢ de I' par la condition C!*¢ & singularité négligeable (C!
ou Ag,_1 dans les autres variantes du théoréme 1, qui seront appliqués
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pour résoudre le probléme d’extension des fonctions CR—méromorphes) et
deuxiémement, remplacer ouvert V' par un ensemble plus petit (ensemble
(p—2)—générique). Comme les théorémes de Dolbeault-Henkin, ce théoréme
implique les théoremes de Harvey-Lawson qui donnent les solutions du
probléme du bord dans C™ et CP" \ CP" P*! [14], [15]. Dans ces cas, les
deux conditions du théoréme 1 sont triviales.

L’idée principale de la démonstration est de prouver que la condition
de Dolbeault et Henkin [8, théoréme II] équivaut & un systéme implicite
d’équations différentielles dépendant holomorphiquement du parametre v.
D’apres le théoreme de Cauchy-Kovalevskaya, la solution de ce systéme
décrit un sous—ensemble analytique d’une certaine variété, qui représente
Pespace de variables et de parameétres. Alors il existe une sous—variété Y
d’un ouvert de G(n - p + 2,n + 1) telle que le systéme d’équations cité
ci-dessus admette une solution pour tout v € Y et cette solution dépend
holomorphiquement de v. Supposons que pour tout v € Y, P?P*+1 inter-
secte Supp I' transversalement H!-presque partout en une combinaison C*
a singularité négligeable. Alors le probléeme du bord pour cette intersec-
tion est résoluble et on peut choisir une solution dépendante holomorphi-
quement de v € Y, car la solution de notre systeme d’équations dépend
holomorphiquement de v. L’hypothése «V est (p — 2)-générique» montre

que dimY > p — 1 (on peut supposer que dimY =p—1) et |J Pr-PH!
veyY
contient un ouvert (n — p + 1)—concave D C X. La réunion des 1—chaines

holomorphes construites pour I' N P?~P*! avec v € Y donne la solution
Tp du probléme du bord dans D pour I' N D. Posant IV := ' — d[Tp],
notre probléme initial se réduit pour un certain P?~P*1 C D, au probléme
du bord dans X \ P?~P*! ou «I' maximalement complexe» est une condi-
tion suffisante. Certaines difficultés se posent dans le cas, ol on n’a pas
d’intersection transversale et ou de finitude de la longueur de l’intersec-
tion TNP?~P+! pour v € Y. Deux autres variantes du théoréme précédent
seront données dans le paragraphe 3 pour I' de classe C* ou Agp_1.

Nous donnons ici des exemples pour prouver que dans ’espace pro-
jectif, «I' maximalement complexe» n’est pas une condition suffisante pour
le probléme du bord et pour le théoréme précédent, on ne peut pas rempla-
cer ’hypothese «V est (p — 2)-générique» par «V est non (p — 2)—presque
mince». En revanche, si V est ni (p — 2)-presque mince et ni (p — 2)-
générique, certaines hypotheses suplémentaires permettront d’adapter la
démonstration. Par exemple, si p = 2 et s’il existe un nombre M € Z% tel
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M
que () Supp7,, = @ pour tous v,...,vp € V, deux & deux différents,
i=1

=
alors le théoréme 1 reste valable.

Exemplel (n=3,p=2,X = CIP’3). — On note (wp : wy : wa : w3) les
coordonnées homogenes de CP®. Soient a € CP® et IT : CP*\{a} — CP?la
projection linéaire canonique. Soit y C CP? une courbe réelle, orientée, C>®
qui n’est pas le bord d’une surface de Riemann. On pose I' = {a} UTI" ().
Alors I' est maximalement complexe, de classe C* sauf en a et I n’est pas
le bord d’une 2—chaine holomorphe dans CP3. Pour toute droite lP’é C CP?
on pose P? := II"}(P{) U {a}. SiP{ Ny =2 on a PZNT = {a}. On peut
dire que le probleme du bord est résoluble dans ]P’g au sens des courants.
Cette famille de ]P’g n’est pas 0-générique.

Exemple 2 (n =3, p =2, X = CP?). — Soit v := {|wo| = |w1],ws =
w3 = 0} un cercle dans CP®. Soient b(t) et d(t) les fonctions lisses, définies

sur v & valeurs réelles positives. On pose I := J P} ou
tey

P} := {wo, w1, —b(t)two + b(t)wy, —d(t)two + d(t)w; }.

On choisit b(t) et d(t) telles que ' soit une sous—variété réelle lisse de
dimension 3 de CP? et que I ne soit pas le bord d’une variété complexe. I'
est maximalement complexe car elle est la réunion de droites projectives.

Soit P2 un hyperplan projectif de CP?, passé par + et non contenant
aucune droite projective P}. Alors 'intersection de I' avec P? est la courbe
~ qui est le bord d’une surface de Riemann. La famille de ces hyperplans
projectifs n’est pas 0-générique.

Exemple 3 (n =3 et p =2). — On note D, le disque de centre 0, de
rayon r de C. Soient f(t) et g(t,s) des fonctions holomorphes non nulles
sur D; et Dy x D;. On considere la famille suivante d’hyperplans projectifs
de CP? passés par (0:0:0:1) :

P? := {wg — tw; — tf(t)ws = 0} avec t € D

et la famille de courbes réelles analytiques

'yt:={w€IPf: —
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Chaque courbe 7, est le bord de la surface de Riemann
<1, @ =g(t,.“2)ﬂ}.
w3 w3/ w3

On choisit f et g de sorte que dans un petit voisinage 2—concave X

de {wo =0}, T := |J % N X soit une sous—variété réelle de X pour un €
teD,
assez petit. Alors I' est maximalement complexe car elle est localement le

bord d’une variété complexe et pour ¢ assez petit P2 N T" = +; est le bord
d’une surface de Riemann.

w2

w3

Supposons que I' est le bord d’un sous-ensemble analytique T' de
X \T. On considere IT: X — X I’éclatement de X ena:= (0:0:0:1).
Soit T le prolongement de IT=*(T"\ {a}) en un sous—ensemble analytique de
X\II~Y(T"). Alors TNII~!(a) est un sous—ensemble analytique de dimension
1 de II1(a) ~ CP?. 1l est donc algébrique.

Par conséquent, si 'on choisit f,g telles que g¢(t,s) ne soit pas
algébrique par rapport & s et (tg(t,0) + tf(t),g(¢,0)) ne décrit pas un
morceau d’une courbe algébrique dans C2 ¢ CP?, alors I ne peut pas étre
le bord d’un sous—ensemble analytique de X \ T

Je tiens & remercier Gennadi M. Henkin de m’avoir proposé ce
probléme.

2. Démonstration du théoréme principal.

Tous les lemmes et propositions qui suivent, sont formulés pour I' de
classe A,_; sauf s’il y a une mention expresse du contraire. Désormais,
on pose ¢ :=n—p+ 1. On note w = (wp : -+ : wy) le systéme de
coordonnées homogenes, @ = {wo = 0} 'hyperplan a l'infini, z; = w;/wo

&g
les coordonnées affinies de CP", £ = une matrice colonne et
&n
17; ceeomg?
n=11:1 . : une matrice p X (n — p). Un point générique de
o
la grassmannienne G(n —p+1,n+ 1) est défini par la matrice v = (¢,7) et
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le (n—p)-plan projectif P?~? associé & v est défini par I'équation w” = vw’,
Wq Wo

ot w"’ = et w' =
Wy, Wn—p

On consideére les fonctions
P —— . 1 n—p
gj(w)—wj —fjwo—ﬁjwl—---—nj Wn—p

et la matrice v/ déduite de v par suppression de la premiére ligne. On pose
9j(2) := gj(w)/wo. On note P¥, le g-plan projectif défini par p—1 derniéres
lignes de I’équation w” = vw’. Pour un v/ générique de G(g + 1,n + 1),
Iy := T NPY, est de classe C! & singularité négligeable. On pose ¢k =
Hzk,... 2k ) et Gi(&,m) = 2—1— / ¢k 499 des fonctions vectorielles.
e r, gq
Comme I' est maximalement complexe, cette fonction est holomorphe [8],
[5]. Plus généralement, on considere les fonctions x.; définies dans CP",

1
de classe C*°, nulles au voisinage de SuppI' N {g; = 0} et égales — en
dehors d'un €;-voisinage W, de SuppI’ N {g; = 0}. On peut supposer
que Q N Suppl’ est de mesure H?~3 localement finie dans X et que
n

QN N {g=0}NSuppl =o2.
Jj=q+1

LeMME 1 (Formule de Cauchy) . — Si ¢ une (1, 0)—forme holomorphe

.. A= A dg;
au voisinage de SuppI'n (| W, | T, ¢ /\ dxe; —
j=q+1 9j

est indépendant
J=q+1
de x., pour les €; assez petits. Si la tranche (T,{g;}}_,.1,0) existe,

n

da:

alors | T, ¢ /\ dxe, i) = ((T,{95}7=44+1,0) , ). Plus généralement,
J=q+1 9i

si pour un compact K C CP", (T'\ K, {g; }gt1s 0) existe dans X\ K, alors

pour tout voisinage U D K il existe des mesures u; a support dans U pour

1:=1,2,...,n telles que pour toute (1,0)—forme ¢ = fdz; holomorphe au

voisinage de SuppI'N [ {g; =0} on ait
Jj=q+1

Lo N dxe, =2 | = (T\T, {95} 7=gr1,0) ) + (s, f)
j=q+1 9i
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ot la notation T'\ K (resp. I' \ U) signifie la restriction de I' dans X \ K
(resp. X \U).

La premiére égalité est prouvée dans [5] en utilisant la formule de
Cauchy et la formule de Stokes pour le courant fermé I'. Pour la seconde,
on choisit U’ C U un ouvert & bord lisse, contenant K et on fait les mémes
calculs pour T'\ U’, le bord de ce courant cause I’existence des mesures p;.

D’apres le lemme précédent, on a

n—p

1 d x dg;
G(&m=4|T, %an% /\ dXng_.]
j

. q _
Jj=q+1 m=1

Ces fonctions sont holomorphes dans leurs domaines de définition.

Rappelons la théorie de tranchage pour un courant plat I' (en parti-
culier, pour un courant rectifiable) de dimension s dans une variété réelle
Y de dimension m et pour une application II de classe C! de Y dans R*
avec k < s. Pour H*-presque tout z € R¥, il existe un courant (T',I1, z) de
Y , de dimension s — k & support dans II~1(2) tel que pour toute fonction
¢ & support compact dans RF et toute (s — k)—forme f & support compact
dans Y, on ait

CIC@AD) )= [ (EIL2), 1) part

ot ® est la forme de volume de R¥ [10].

SiT est de classe C* & singularité négligeable, si I'intersection Supp I'N
P?, est C! a singularité négligéable et si cette intersection est transversale
en H!-presque tout point, alors NPy, = (T, {9;}7=4+1,0). Cette représen-
tation de I' N P?, est indépendante du systéme des coordonnées. Dans le
cas général, si (T, {g; }3—qt1,0) existe, on note TNPY, := (T, {g;}7—441,0)-

v

On pose

X" :={(&,nq,v) €CI x X*: dim{gy =0} NPI = n — p}

Xt =X "0 {(&gmg,v) : PN {gq = 0} N Supp T # o}

X5 = X" N{(&g;nq,v) : PN Supp' N Q # o}
Alors X* \ (Xt U X7 ) est une réunion finie ou dénombrable d’ouverts
connexes §2;.

D’apreés le lemme précédent, on peut définir sur X* \ (X U X)) les
fonctions vectorielles holomorphes G (&q,7q,v) = {Gr,m} o, qui égalent
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1 d P
presque partout a {(I‘ NPy, 2—zfn—g—q)} . La fonction Gg,, est a
i) 9q me1

valeurs entiéres et indépendante de m. On pose R(w,&q,ng, V) = {Rm}mih

o0
ol R (w,&q,ng,v) 1= wGEama) exp (- > %G’k,m(fq,nq,l/)w‘k> sont
k

des séries en w. Pour (&4, 74, 7) dans un compact K de X*\ (Xt UX? ) et
pour |w| assez grand, les séries R,, définissent des fonctions holomorphes
car |Gg| < M ,’2 pour une certaine constante My dépendant du compact
K. Les fonctions Gk, sont les fonctions symétriques des coordonnées des
points d’intersection de P?"P*+1 avec la p-chaine holomorphe T' celle qu’il
faut construire. La construction due & Harvey-Lawson et Dolbeault-Henkin
donne la chaine T' comme un résidu des fonctions méromorphes R,,.

Soient

B:={(z,vy) e X x X*: z€ P}

F = {(2,&g,nq,v) € X x X*: (2,v) € B, z € {g, =0}}
Br := BN {(z,v):2z € Suppl'}

Bo = BN {(z,v):z€Q}.

Soient (a,vp) € Br \ Boo €t (£4,0,Mq,0) € C7*! tels que dans un voisi-
nage de a, le g-plan P intersecte SuppI transversalement ‘H!-presque par-
tout et {wy — & owo — Nk owr — -+ — Ny Wn—p = 0} intersecte SuppT' N
P uniquement et transversalement en a. Supposons que €2; et €2, sont deux
composantes connexes de X ™\ (XtUX?) telles que bQ;N{ng = 14,0,V = 1o}
et b N {ng = ng0,¥ = o} admettent la méme droite tangente en
(€4,01 4,0+ ¥0)- Ceci est valable HI™ X" ~1_presque partout sur b;NbSY;. Les
composantes §); et {2; sont appelées adjacentes si Hdim X" 1 (b2:;Nb8Y;) > 0.
On appelle O, et 2, les ouverts connexes de Q; N {ng = ng0, v = v} et de
Q; N {ng = N0, ¥ = 1o} dont les droites tangentes en (a,vp) existent et
coincident. Le lemme suivant, prouvé comme dans [5, lemme 4.2] par les es-
timations simples, est valable pour H4™ X" ~1_presque tout (a, ;0,740 10)

LemME 2 (Etudes des sauts). — II existe un nombre réel M assez
grand tel que

i) Go,m (%) — Go,m(%2;) est égal a la multiplicité de T en a.
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53 . + . — .
ii) lim  Gim (&g mg0,v0) et lim Gim(& g0, v0) €xis-
€5 S¢€q0 &g — 84,0
(63 q,0v00€2; (64 11q,0:70) €L,

tent et sont bornées par M*.

iii) lim {Grm (&} 10,0, 0) — Gim (€7, 1g,0,0) }
€qi —£4,0
(Eg:,nq,o-i’o)eﬂ,wg.j

= (Go(%) — Go())as,.

+
iv) lim gm(w, §q,7a.0,0) _ (10 — ) G0 ~Go(@).

m(wa §q_,"7q,0, VO)

+ £
£ —¢€q,0
(6% 1ng,0100€2;.9;

v) S'il existe un sous-ensemble E de mesure H!'—positive de bQ; N b§y;
tel que b2; et bQ; admettent la méme droite tangente en chaque point
de E et si pour & € Q;, Rm(w,&q,74,0, ) définit une fraction rationnelle
des polynémes en w & coefficients dans O(£2;), alors elle définit aussi pour
&q € Q; une fraction rationnelle & coefficients dans O(£;).

La notation -5 signifie une limite quand éff tend vers &0 le long
des arcs non tangentiels. Le lemme 2 peut étre formulé pour les fonctions
définies d’une maniére analogue que pour G en remplagant 1’hyperplan
P2 N {gy = 0} par une hypersurface algébrique de degré fixé de PZ.

LEMME 3. — Soient Z une variété réelle de dimension n, I' un
fermé (H™ ', 1)-rectifiable de Z et Q; les composantes connexes de
Z\T. Soit T = Y n;jQ; avec les n; entiers. Supposons que la limite
sl—i—I->noo >~ min(|n;|, s)d[Q;] pour la topologie engendrée par la masse (notée
M) est un courant localement rectifiable de Z. Alors ) [nj|H"(2; N K) <
400 pour tout compact K de Z. Par conséquent, T définit un courant
d’intégration [T] de masse localement finie de Z.

Preuve. — Lawrence a démontré ce lemme pour p = 1 et pour I’
compact [19]. Il s’agit ici d’un probléme local. On peut donc supposer, &
un automorphisme de R™ preés, que Z = R" et K = BY = {zr € R":
|z] < 1,z; > 0} la demi-boule unité fermée et que I' ne rencontre pas la
demi-sphere St := {z € R": |z| = 1,2, > 0}.

Posons Q; := Q;NK, Ts := ) min(|n;], s)[Q}]. Supposons que  est
la composante dont le bord contient S*. Pour un point générique z € T on
note €2;, et €;: les deux composantes connexes dont les bords admettent
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le méme plan tangent approximatif en z. On a

M([T]) = min(|nol, s)H™(Q) +me(]n]| s)H™ ()
J#0

= min(|ng|, s)/ dx+Zm1n(|n]| s/ dz
&

J#0
= min(|ng|, s)/ z1dzo A ... ANdxy,
bsY)

+Zm1n Injl, s/ T1dro A ... ANdTy,
J#0 3

= min(lnol,s)/ T1dzo A ... Adxy,
S+

+Zmin(|nj|,s)/ T1dze A .. A da,
b, NB+

(car b} \ BY C {21 = 0})
< InOI/ :cldxg/\.../\da:n—l-/ | min(|n;, |, s) — min(|n;. |, s)]
S+ T

el'nK

lzidzs A ... A dey||dH™ ()

< |nol / z1dra A ... ANdr, + const/ Inj, —nj |dH™ " (z)
S+ celnK

< Ino / 21dzy A ... Adzp +const | mult(d[T], z)dH " (z)
S+ zel'NK

< |nol z1dzo A ... Adry, + const M (d[T5)).

S+
Par hypothese > |n;|H"(Q; N K) S1+ lim M([T;]) < +o0. o
§—0C

ProPOSITION 1. — Soit I' un fermé de classe Azp_1 (ou un courant
rectifiable de dimension 2p — 1 et de classe Az,_1 pour iii)) d’une variété
complexe X . Alors

i) Tout sous-ensemble analytique T de dimension pure p de X \ T
définit un courant d’intégration dans X de masse localement finie dont le
bord est localement rectifiable et 4 multiplicités 0 ou 1 en H?P~1-presque
tout point de I'.

ii) Si T = Y n;T; une p-chaine holomorphe de X \ Suppl et si

> min(n,, )d[T]+ >~ max(n;, —k)d[T;] tend vers un courant localement
n; >0 n; <0
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rectifiable dans X pour la topologie engendrée par la masse, alors [T est
de masse localement finie et a bord localement rectifiable.

ili) Soient X un ouvert de C", Il : X — CP~! une projection
linéaire et T' une p-chaine holomorphe de X \ SuppI'. Supposons que pour
H?*~2_presque tout v € CP~1, TNII~!(v) est une 1-chaine holomorphe de
X\ (SuppI'NII~1(v)) de masse localement finie dans X et & bord (I',II, v)
au sens des courants. Supposons en plus que pour toute composante
irréductible T; de T, dimII(T;) = p — 1 et pour H?’~%-presque tout
v € CP~1, Supp 'NII~1(v) est de classe A; . Alors T est de masse localement
finie dans X et a bord localement rectifiable.

Preuve. — Il s’agit d’un probléme local. On peut donc supposer que
X est un ouvert de C" et le polydisque D := {|z1| < 1,...,|z,| < 1} de
C™ est un compact de X. On peut supposer que toute projection linéaire
L = (Li,...,Lx) de C™ dans C* avec L; = z5,2s + z ou 25 + iz, est
générique (c’est-a-dire L(I") est de classe Az,—1 sik > pet TN L7(() est
de classe Ajz,_1-2x pour HZ*-preque tout ¢ € C* si k < p). On note I17 la

projection linéaire de C* dans CH! avec TI!(2) := (2, 2y, - - - s Zi);)) pour
tout I = (i1,42,...,%) C {1,2,...,n}. Il suffit de prouver notre lemme
dans D.

i) On démontre d’abord que T N D est de volume H?P finie. Soit
I = (1,2,...,p). Soient §2; les composantes connexes de D; \ II/(T), ot
Dy est le polydisque unité de CP. Alors T' est un revétement ramifié de n;
feuillets au-dessus de chaque ;. Il faut prouver que Y n,;H?P(2;) < +oo.
On peut choisir D de sorte que I |1 soit injective en dehors d’un ensemble
de mesure H?P~! nulle. D’aprés le théoréme d’unicité, si 2, et {; sont des
composantes adjacentes, (c’est-a-dire H2P~1(bQ;NbSY) > 0) on a |n;—n;| <
1. En général, si I n’est pas de classe Agp_1, ce théoréeme d’unicité n’est
pas toujours valable [5]. On pose T7 := " min(n;, s)Q2;. Alors T définit
un courant d’intégration dans CP. Le bord de ce courant est rectifiable et
& support dans IT1/(T") N Dy. Soit = un point générique de IT(T") N D;. La
multiplicité de d[T7] en z est |min(n;,,s) — min(nj, s)| < |nj, —nj | < 1.
L’hypothése du lemme précédent est donc satisfaite. Par conséquent, T/
définit un courant d’intégration de masse finie de Dj.

Les mémes inégalités pour les autres projections IT de C™ dans CP et
le théoréeme de Wirtinger montrent que H??(T N D) < +oo.

Alors, [T] est un courant plat de D. Soit L = (Li,...,Lp,) une
projection linéaire de C™ dans CP avec L; = zs, 2,£2; ou 2,%iz;. Soit L une
projection de C™ dans R x CP~! avec L; = L; pour j > 2 et L; = ReL; ou
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ImZ,. Alors (T, L, y) est un courant d’intégration sur une réunion finie de
courbes réelles orientées de longueur finie pour un y générique de R x CP~1,
Le bord de ce courant est une somme finie de masses de Dirac car chaque
point de bT'N f/_l(y) est le sommet d’une seule courbe ou de deux courbes
de directions opposées. D’ot1

M(d[T)NDedly AdLyAdL, .. . AdL,) < / dH?P~(L(z)) < H*~Y(T'ND).

zel'ND

En utilisant cette inégalité pour les projections L différentes, on
montre que M(d[T] N D) < +oo car les formes dL; AdLy AdLa A ... ANdL,
forment une base de ’espace des (2p — 1)-formes maximalement complexes.

D’aprés le théoréme du support de King [18, p.218], il existe un
(2p — 1)-champ de vecteurs localement intégrable n défini H2P~!-presque
partout sur T tel que d[T] = H?*~1.T A 7. Comme (d[T],L,y) est une
somme finie de masses de Dirac, |n(z)| = 0 ou 1 pour H??~!-presque tout
zel.

ii) On remarque que klim >~ min(|n;|, k)d[T;], pour la topologie en-
—00

gendrée par la masse, est aussi un courant localement rectifiable dans X.
En appliquant le lemme précédent exactement de la méme maniere que
dans i), on montre que |T| := > |n;|[T;] définit un courant d’intégration
de masse localement finie. Il est donc de méme de 7. On démontre tout
comme dans i) que d[T] est localement rectifiable.

iii) Sans perdre en généralité, on suppose que II(2) = (21,...,2p—-1).
D’apres ’hypothese et les estimations obtenues dans la démonstration du
lemme précédent, on a

M2?([T] A D) = / M((T] N D, L, ) dH?~2(z)
(D)

< const/ (M((T'N D,TI, z)) + const)dH?*P~2(x)
(D)

< const(M(T' N D) + const)
< +o00.

D’oti [T] est de masse localement finie. Posons

Ts .= Z min(n;, $)T; + Z max(n;, —s)T;.

n; >0 n; <0
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La multiplicité de d[T] en z est majorée par la multiplicité de " en x

pour un z générique de SuppT'. D’apres ii), d[T] est localement rectifiable.
u|

LEMME 4. — Soit Y une sous—variété complexe de dimension pure
m > p— 1 d’un ouvert U C G(¢+ 1,n+ 1). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Y est (p — 2)-générique.

ii) Hexistev €Y tel que P2 NS = o, ou

S:={2€CP": dim{reY: zePl} >m—p+2}.

iii) Il existe un sous—-espace analytique (p — 2)—générique Y1 C Y de
dimension p — 1.

Preuve. — ii)==-1) et iii)==1) sont évidents.
i)= ii) Soient

Sy :={z€CP": dim{reY: ze€Pl} =k}
Yiy:={veY: PINSy# o} pour k <m.

Alors Sy est une réunion finie ou dénombrable d’espaces analytiques.
Il existe S}, C Sk une réunion dénombrable d’espaces analytiques de

dimension < m—k telsque Yy C |J {vr € Y: 2z € P¢}. Donc Yy n’est pas
2€S),
(p — 2)-générique pour tout k > m — p + 2. D’ou ii).

i) et ii) = iii) Montrons que pour tout 0 < s < m — p + 1, il existe
Ym—pt2-s C Y de dimension m — s et (p — 2)-générique. Il suffit de le
prouver pour s = 1.

Soit " :={z € CP": dim{r €Y : z€ P} >m—p+ 1}. Sl existe
v eY tel que P2NS’ = @, d’apres ii), il suffit de choisir Y,,_, 41 contenant
v. Sinon dim S’ > p — 1. D’apres ii), il existe 1y € Y tel que P NS = 2.
Posons Z :={(2,v) € ' xY : z€Pl}letll;: Z— S etlly: Z—Y
les projections canoniques. Soient Y’ C Z un sous—espace analytique lisse,
irréductible de dimension m — 1 contenant vy tel que IT; |y soit de rang
maximal et IIa|ys soit injective. En particulier, dimII;(Y’) > p — 1 et
dimII,(Y’) = m — 1. Soit Y;,_p41 := II(Y”’). Alors pour tout ensemble
(p — 2)-mince S C CP", 'ensemble {v € Y;,_p11 : PANSNS # @} ne
peut étre qu’une réunion dénombrable d’espaces analytiques de dimension
< m — 2. Par définition de S', 'ensemble {v € Y;,_py1 : PANS\ S # o}
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est également une réunion dénombrable d’espaces analytiques de dimension
< m — 2. Ceci implique que Y,,_p41 est (p — 2)-générique. m]

PROPOSITION 2. — Pour p = 1,n = 2 (alors X = CP?) et T de classe
Az, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) II existe une 1-chaine holomorphe T' de masse finie de CP* \ T' telle
que d[T] =

ii) Il existe des entiers positifs Nt, N, N = Nt + N~ et des fonctions
holomorphes Cy(n) pour k = 1,2,..., N +1, définies dans un ouvert U C C

tels que pour ¢ variant dans un voisinage de a € C, le systeme d’équations
suivant admette une solution

. (k 1)()
gh 4l —yf - —yne = Grl(&n) + ——= ( o E-a)
(I KCh ™ (m)
+Z Rl A
( pour k=1,2,...,N + 1.

Remarque 2. — (x;,nz; + &) et (y;,ny; + &) avec les coefficients 1
et —1 décrivent la chaine holomorphe T dans un voisinage de la droite
{ws — awg — Mow;, = 0} pour tout 7y € U. La condition ii) est invariante
par rapport a a € C.

Preuve. — Condition nécessaire : Soient {z(}N (resp. {z@D})
les points de 'intersection T'N {wq — Ewg — nwy = 0} avec la multiplicité 1
(resp. —1). Les z(® (resp. 2*()) ne sont pas obligatoirement différents.
Soient z; (resp. y;) les premiéres coordonnées affines de 2() (resp. de
2*()). On appelle {a®}M, les points de I'intersection T'N {wy = 0} avec
la multiplicité £1. Alors

_ 1 kd(Z2—§—7721)
Cr(&m) = (F 2mi 1 29 — & — N2 )

_ (d[T] 1, kd(z2 5—7721))

2mi 20 —&—1n2
2¥d(z0 — € — nz1) 2¥d(z0 — € — nz1)
=) Res @ - Res,.¢
2_Reso 2 —€— nzl 2 Res.eo) 2 —€—nzn
d _e_
—Z:l:Resaz 2d(z nz)
2—5 nz1

= zk — y'?—restk
PIE DI
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ou
Z{cd(h — & —nz)

resty := Z +Res, ) 2 €12
2 — S 1

et la notation Res signifie le résidu de fonction méromorphe.
= wo/wl, Zy =

Utilisant le nouveau systéme de coordonnées Z
we/wq, on a
1 d(Z2/20 — € —1n/z
restk = Z :tReSa(i) =k (fZ/:ZO € 77/;3'0)
20 22/20_6_7’/‘20
1 2pdzy — (2 — n)dz
C Y Res, ) oy 22 B2
T B-En-1

1 dz 0%y . - ad Z m
=Y #Res, o7 0 {8—?20 — (% —77)} > (%)

Z(I)H_l 3o — —
~ k ~ m
1 dzy 0%y - Ezo
= +Res i)y 54— ——— { — 29 — - _—
S Resso o s { o~ Gam | 30 (52

Il est clair que resty est un polynéme de dégré < k en £. Pour
y;, on appelle y la deuxieme coordonnée du point
= 0} correspondant. On a

tout £ = z; ouxz =
d’intersection de T avec {wgo — Ewo — Nwy

y=£&+nz. Dou

wor _y, p0% o WO _ 00
9z BE P aron Moy

Par conséquent,

da _ 0o . ot _ _k_oatt!
on ot on  k+1 0Of

D’autre part,

0Gk (&, 77) 1 (I‘ k+1 d(zz — & —nz1) _ ok dz; )
an  2mi (22 — & —n21)? Yoo —€E—nz;

A (p_k zk+1d(32—§-7}21)
2 ,k+1 ! (2‘2—-{—7]21)2

1 k41 1
k+1d{zl 22— &—1nz }>

k  0Gri1 ,
ST (car T" est fermé).
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Les deux égalités précédentes impliquent P’existence des Cy vérifiant
la relation (I).

Condition suffisante : Supposons que le systéme (I) admet une solu-
tion. Alors la solution dépend holomorphiquement de (£,7). On choisit N
minimal tel que le systéme (I) admette une solution. On utilise les relations

0Gr(&,m) k  0Gr+1(§,n)

on  k+1  0¢
" pour tout couple de k-itme et (k + 1)-iéme lignes du systéme (I), on
obtiendra
_ or; Oz _ dy; Oy,
k=1, OFTi 0Ty N~ kv, OYi OYiy
pour k=1,...,N.

Comme N est minimal, z; # y; pour tout (3, j). Le systeme précédent
nous donne
0%1‘ 6.’13, Byj 6yj

mia_é._a—n=0 et yja—g—a—n=0.

Les fonctions z; et y; vérifient les équations de I'onde de choc du
théoreme de Dolbeault-Henkin [8, théoréme II]. D’ou i) o

Remarque 3. — Pour p = 1, la démonstration du théoréme de
Dolbeault—Henkin est simplifiée par Dolbeault et Poly par la réduction au
cas dans C™ [9]. En effet, (z;, nz; +£&) et (y;,ny; +&) décrivent une 1-chaine
holomorphe T” d’un voisinage d’une droite projective {ws — {owo — Mow; =
0} de CP?. Choisissons la chaine T” de bord lisse. Soit IV :=T' — d[T”]. On

définit (de méme manidre que G pour I') les fonctions G (&,7) pour I'”. On
2

a @ék = 0 dans un voisinage d’un point (£y,79) de C2. Ceci implique
la condition des moments (c’est-a-dire (I, ) = 0 pour toute (1,0)—forme
holomorphe ¢ de C? ~ CP? \ {wy — &uwo — now; = 0} [9], [5]). D’apreés
le théoréme de Wermer—Harvey-Lawson généralisé [14], [5], I est le bord
d’une 1-chaine holomorphe T” de C?\ SuppI"”. La chaine T := T" +T" est
une 1—chaine holomorphe & bord I' dans CP?.

Nous considérons le cas n = p+ 1. Il existe vy € X™ tel que VN Q est
(n — 3)—générique pour tout voisinage Q de vy. On choisit un polydisque ©
assez petit centré en vy. On choisit le systéme de coordonnées de CP", Q,
a,3€Q?CC,r,é € QT tels que pour tout (£2,7m2,v) € D(a,7)x D(8,8) x
Q on ait P2 N {g, = 0} NSuppl = @ et P2NQ N Suppl = @, ou D(a,r)
et D(B,8) désignent les disques dans C de centres a, 3 et de rayons 7, 6.
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D’apres la proposition 2, pour tout ¥ € V N Q, il existe NJf, N,
N,=Nf+N;, o,B8, €QcC,r,b, € Qt et M, € Z* satisfaisant
1. D(ey,r,) C D(a,r) et D(B,,6,) C D(B, ).

2. Le systeme

x’f_{_...-}.z’;}j—-yf—"‘—yfvv—=Gk(§21n2ay)
(k—1) (k m)
C
(I1) +-?k_f§'2) e E )(ﬁz—au)’“ "

pour k=1,2,...,N, +1

+ -—
admet une solution {xi(§2,ng)}£v="1, {yj(£2,n2)};y=”1 et {Ck(’l]g)}ﬁ]:"g-l holo-
morphe dans D(a,,7,) x D(B,,6,).

3. Cette solution vérifie |z;(£2,m2)] < M, et |y;(§2,m2)] < M, pour
tout (&2,7m2) € D(ay, 1) X D(By,,6,).

On choisit pour tout v le nombre N, minimal et parmi les choix
avec N, minimal, on choisit celui avec NS minimal. Il existe N*, N,
N = Nt 4+ N, a,,60 € Q1 ¢ C, r,6, € Qf, M € Z* tels que
Vi={vreVnQ: NFf =Nt N;=N-,N,=N,a, =0a1,8, = 01,7, =
r1,6, = 61, M,, = M} soit (n — 3)—générique, car la réunion dénombrable
d’ensembles non (n — 3)-génériques n’est pas (n — 3)-générique.

LEMME 5. — Il existe un ouvert Q' C Q et une sous—variété irréducti-
ble Y de €V, (n — 3)—générique et de dimension m > n — 2, tels que ViNY
soit (n — 3)-générique et pour tout v € Y le systéme (II) admet une solu-
tion {:(€2 12y V)}h, {1 (2,120 )}y, {Ci(ma, ¥)}N holomorphe dans
un ouvert de C? et dépendante holomorphiquement de v € Y.

Preuve. — On pose Sk(&2,m2,v) :==ah + -+ ak, —yb - =gk _.
1l existe un polynéme unité P(t1,t2,...,tn+1) de ty41 & coefficients
holomorphes par rapport a ti,...,ty vérifiant P(Sy,Ss,...,Sn+1) = 0.
Posons

07 P(t)

0 =CN+let My, := {tGCN+1 P
8t]\/'+1

= 0 pour toutj=1,2,...,k}.

Alors il existe kg > 0, ag, B2 € Q% C C, r3,6, € QF et Uy c CN*!
une boule ouverte vérifiant

1. D(ag,’r‘2) C D(al,'rl) et D(,@z,éz) C D(ﬂl,él).
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okop

2. Dans Uy N { = 0}, tn41 s’écrit en une fonction univalente

atko
N+1
A(ty,...,tn) & N variables.

3. Vor={veVi: (Si,...,5v+1) € Up N My, \ My,+1 pour tout
(&2,m2) € D(az,r2) x D(B2,62)} est (n — 3)-générique.

Ceci est vrai car la réunion dénombrable d’ensembles non (n — 3)-
génériques n’est pas (n — 3)-générique. De méme raison, il existe as, 83 €
Q? Cc C, r3,65 € Qt et W c CN* FHE une boule (de centre de
coordonnées rationnelles et de rayon rationnel) vérifiant

1. D(as,r3) C D(ag,m2) et D(Bs,63) C D(f2,82).

2. Si (£2,m2) € D(as,rs) x D(Bs,63) et si (Co(ma),...,CSN " (ny),

01(7]2),...,0§N—1)(7]2), . ..C](\})_I(TIQ),CN(nz)) prend la valeur dans W on
aura {t; = S1,...,tn = SN} NUy # 2.

3. Vai={veV: (C()(’I]g),...,C(()N—l)(’qg),...,CN(T[g)) € W pour
tout 2 € D(B3,083)} est (n — 3)—générique.

Alors pour tout v € V3 le systéme

C§ Y (2, v)

( Sk = Gr(&2,m2,v) + W(§2 - a3)”

KOS~ ’”’(nz, v) i
(IIT) < i Z (k m)! (éa — az)k

pour k=1,2,...,N+1
Sny1 = A(S1,82,...,5N)
\ P(S1,82,...,Sn+1) =0

admet une solution {xi(§27 2, V)}z—lv {yJ (§2a 72, V)} =1 et {Ck(n2a V)}N+1
holomorphe par rapport & (€2,712) € D(as,r3) X D(ﬂg, 63).

On remplace les membres a droite des N + 1 premieres équations
dans les deux autres équations et on développe les deux membres de ces
nouvelles équations en série de Taylor de (£2 — a3), puis on identifie les
coefficients de (€2 — a3)™, on obtiendra un systéme d’équations du type
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(CVR) (o ) = Fi(ne, Co, CSV, ...,V ¢y, Cy,v)
pour k=N+1,N,...,1

av){ M (mz,v) = Fo(nz, Co,CV,...,cN Y cy,cM, ... Cy,v)

Hy(ma,Co,...,CN"V ... Cnyv) =0

pour s =1,2,...,

ou Fy, et H, sont des fonctions holomorphes.

D’apres le théoréme de Cauchy-Kovalevskaya, les N + 2 premieres
équations de ce systéme admettent une solution unique pour chaque
condition initiale donnée en 7 = B3 par un parametre vectoriel b € W. De
plus, cette solution dépend holomorphiquement de b et de v.

Remplacant la solution dépendant de b dans la partie qui reste du
systeme, on obtiendra un systéme du type

pour s=1,2,...,

(V) { Hs("?vya b) =0

ot H, sont des fonctions holomorphes.

Les solutions de ce systéeme décrivent un sous—ensemble analytique
Y’ de D(Bs,83) x  x W. D’aprés la proposition 2 et d’aprés ’hypothese
du théoréme 1, la projection dans © de Y’ contient 1’ensemble (n — 3)-
générique V3 et 'image réciproque de chaque point v € V3 est de la forme
D(fs,63) x {v} x {b} pour un b € W. Par conséquent, Y’ contient un sous—
ensemble analytique Y de dimension > n — 1, qui est la réunion de sous—
ensembles analytiques du type D(fs,83) x {v} x {b}. Dans I'espace projectif,
deux solutions du probléme du bord difféerent d’une chaine algébrique [13],
[8]. Comme nous avons choisi N~ et Nt minimaux, la solution du systéme
(III) est unique. Autrement dit, la projection de Y dans D(3, 63) x Q est
injective. On pose Y la projection de Y" dans Q et on choisit Y de sorte
que Y soit (n — 3)-générique. Alors Y est un espace analytique (n — 3)-
générique de dimension > n — 2. Il existe @' C Qet Y C ' NY une
sous—variété irréductible (n — 3)-générique, de dimension m > n —2 de Q.
Cet ensemble Y vérifie notre lemme. o

D’apres le lemme 4, on choisit Yy C Y une sous—variété irréductible
(n — 3)—générique, de dimension n — 2 d’un ouvert Q" C Q.
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Soit D := |J P2. On pose
VEYy

By, := BN{(z,v) € B:v € Yy}

et l'application IT : By, — D avec II(z,v) := z, l’application ® :
By, — Y, avec ®(z,v) :=v. Soient S; := {2 € D: dimII7%(z) > 1} et
Sy := ®(I11(S;)) C Yp. D’apres le lemme 4, Sy # Y,. Remplacant Y, par
un ouvert convenable, on peut supposer que Sy = &. En particulier, D est
un ouvert.

Nt N~
Onpose Ty := Y, T;" — 3 T; o
i=1 j=1
T;" := {(2,v) € By, : 21 = zi(§2,7m2,V), 22 = Na21 + &2
avec (§2,m2) € D(as,r3) x D(f3,83)}

et
T; :={(2,v) € By, : 21 =y;(§2,M2,V), 22 = Me21 + &2
avec (§2,m2) € D(as,r3) x D(Bs,63)}

sont des espaces analytiques de dimension pure n — 1. Il existe Y7 C Yy un
ouvert (n — 3)-générique et ay, 84 € C, 14,84 € RT satisfaisant

1. D(a4,r4) C D(a3,7'3) et D(,@4,64) C D(,Bg,ég).

2. Nl existe T} C ToNU une (n — 1)—chaine holomorphe de U représen-
tant la solution du systéme (II) telle que II(7}) soit une (n — 1)—chaine
holomorphe de II(U), ou U := By, N{|z1] < M, z2 = 1221 + &2, (€2, M2, V) €
D(au,74) X D(Bs,64) x Y1}

3. Les bords de T} et de T(©) :=II(T}) sont réels analytiques.

On pose By := By, N{v € Y1} et D; :=II(Bj). On choisit Y; de sorte
que D7 soit connexe. Soient I'g := II"Y(T")NB; —d([T}], Ty := I'ND; —d[T]
et L := {(z,v) € By : wy = faws + aswp}, ¥ C B l'ensemble de
ramification de II, ¥; C ¥ Pensemble des points singuliers de ¥ et des
points de ramification de IT |5.

On pose F; := FNn{v € 1}, F» := Fy N {(z,v) € T}, F3 :=
Fi N {z € {wy — Byw1 — aqwp = 0}} et les applications ¥ : F; — Y;
avec U(z,&2,m2,v) := v et A: F; — D; avec A(z,.) := z. L’ensemble
S; := {v € Yy telque dim ¥~ }(») NE = 20u dim¥~}(v)NZ; = 1}
est un sous—ensemble analytique propre de Y;. Remplacant Y; par son
ouvert convenable, on peut supposer que cet ensemble S3 est vide et en
plus II(X) (resp. II(21)) est inclus et dans un sous—ensemble analytique ¥’
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de codimension 1 (resp. ¥{ de codimension 2) de D;. On peut choisir Y;
de sorte que le degré de la courbe algébrique ¥ ~!(v) N X soit indépendant
de v €Y.

L’ensemble F; \ (Fy U F3) est une réunion finie ou dénombrable

d’ouverts. On note Qi ces ouverts dont QO contient F N{& = aq,12 = B4}

LEMME 6. — i) I'g \ T est localement de classe As,_3 (ou de classe
C" & singularité négligeable si T" est) dans By \ X.

ii) Si T est de classe C'*¢ & singularité négligeable, pour H?"*-
presque tout v € Y1, P2 intersecte SuppI'; \ ¥’ transversalement en H'-
presque tout point. De plus, cette intersection est de classe C' & singularité
négligeable et de mesure H! localement finie dans D, \ ¥'.

Preuve. — Pour tout x € Bj \ X, application II est un biholo-
morphisme d’un voisinage de z dans son image. D’ou i). Par conséquent
H?=3(I171(Singl') \ &) = 0. Le théoréme de Sard appliqué pour la restric-
tion de I'application ® sur 'y \ ¥ nous donne ii).

ProposiTioNn 3. — Sous I’hypothése du théoréme 1, il existe une
(n—1)-chaine holomorphe T(") de D, \ (SuppT'y UK) de masse localement
finie et a bord localement rectifiable dans D, \ K telle que (dIT*([TM]) —
[o).®*(p) =0 dans By \ I"1(K) pour tout (n — 2,n — 2)—forme ¢ de Y,
ot K est un certain fermé de Y., contenant SuppI'1 NY' et K ne rencontre
pas {wz — Baw; — aqwo = 0}.

Preuve. — On appelle Gi x(§2,m2,v), les fonctions définies pour
I'y comme les fonctions Gy définies pour I'. Ces fonctions sont holo-
morphes. D’apres la proposition 2, le lemme précédent et la construction,

2
585—26’1,;C = 0 pour tout (£2,72,v) € D(ay,rs) X D(B4,64) x Y1. On définit
2

les fonctions él,k(fg, 7)2,v) de méme maniére mais pour le systeme des co-
w;

wz — agwo — Paws

(a2,m2,v) € D(aq,rq) X D(Ba,84) x Yi satisfaisant P2 N Supp T’ N {wz —

Bawr —aqwy = 0} = @. Ceci est la condition des moments [5]. Les fonctions

G1,x ne dépendent que de z et de la droite projective {gz = 0} NP2 [5].

ordonnées [ z; :=

}. Alors G~’1,k(§2,n2, v) = 0 pour tout

~ A +oo .
On pose Ri(z,&2,m2,v) = 2?1’0 exp (— > %Gl,kifk> une série

k=1
définie sur Fy \ (F U F3). Pour tout point (£,7,v) d’un compact H de
Fy \ (F, U F3), cette série définit une fonction holomorphe pour |z;| >> 0.
Dans cette démonstration nous limitons au cas ol le dégré s de U= (v)NE
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est égal & 1. Dans le cas général, on définit les fonctions G’l,k de maniere
analogue en remplagant la droite {g> = 0} NP2 par une courbe algébrique
de dégré s de P2.

D’apres le lemme précédent, pour H2"~4-presque tout v € Y;, P2
intersecte SuppI'; \ ¥’ transversalement en H'-presque tout point en une
combinaison C! & singularité négligeable dans D; \ ¥’. Pour tout v € Y;,
on considere H, := P2NSupp'1NY' et K, := H » ’enveloppe polynomiale
de H, dans CZ ~ P2\ {w; — fyw1 — aqwy = 0}. Alors K, = X, \ £, ou
¥, :=CZNY' et ¥, ; est la composante connexe non bornée de ¥/\T'; dans
C2. Comme le dégré de P2NY’ est égale & 1, ouvert P2\ K, est 1-concave.
On pose K :=, ¢y, Kv et Fx := FiN{P2N{g, = 0}NK # @}. Il est clair
que K est un fermé de D; et Fx est un fermé de F;. D’apres le lemme 1,
pour tout voisinage U, de K, d’'un v € Y7 générique, il existe une mesure
u satisfaisant

~ 1 degl 2 1 2’“
Giy=(I'nP?\ U, — 221222 ,—
1,k ( “\U, 31 g1z +(p -

g2
wy — oWy — Bawr

ol g1 2 :=

L’égalité G~1,;c = 0 dans D(a4,74) X D(B4,84) X Y7 implique que la
mesure ' := Ty NP2\ U,Ldgy 2 + p est une mesure orthogonale de C2
(c’est-a-dire elle annule des polynémes). Comme ceci est valable pour tout
U, D K, d’apres [6, proposition 1,2] il existe une 1-chaine holomorphe T},
de C%\ K,, bornée dans C2, de masse localement finie dans C2 \ K, et de
bord I'; NP2\ K, au sens des courants.

Comme C:‘Lk = 0 sur p, la série Ry définit une fonction identique-
ment égale a 1 sur Q. D’apres le lemme 2, une récurrence sur les compo-
santes connexes de Fj \ (F; U F3 U Fk) nous montre que R, définit une
fonction méromorphe dans Fy \ (F, U F3U Fi). Soit T(*) := ird'd" log |Ry |
une n—chaine holomorphe de Fi \ (F> U F3 U Fk). Alors si z € Ty, on a
(2,&2,m0,v) € T avec la méme multiplicité pour tout (z, £z, 7m2) vérifiant
z € {go = 0} et Supp'1NP2N{g> = 0} = & [5, lemme 4.3]. En plus, la fonc-
tion Ry ne dépend que de z et de la droite {g, = 0}NP2 [5]. Par conséquent,
on peut définir la (n — 1)—chaine holomorphe T(1) de D; \ (SuppI'; U K)
telle que A~1(T™M) = T(*) \ A=1(K). D’apres la proposition 1ii), 7) est
de masse localement finie et & bord localement rectifiable dans D; \ K.
L’égalité dans la proposition est un corollaire du lemme 2i). o
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LEMME 7. — Il existe Yo C Yy un ouvert tel que dII*([T(V]) = Iy
dans ®~1(Y2) \ T.

Preuve. — Soit [ : Y; — RxC"3 une CR-application C*®. L’égalité
dans la proposition précédente prouve que ((dIT*([T(V]) —Ty) \ X, 0 ®, x)
est un courant localement rectifiable de bidimension (1,1) dans B; \ £
pour tout z € R x C"~3 générique. Ce courant est & support (H?2,2)-
rectifiable et fermé. D’apres le théoréme de King-Harvey—Shiffman [16],
c’est une 1—chaine holomorphe de Bj \ ¥. Alors il existe un sous—ensemble
discret Y, C I7!(z) tel que cette chaine est une chaine holomorphe de
®~1(Y,)\ . Alors d’apres le théoréme de Casorati—Weierstrass—Sokhotskit
généralisé [3, p.243], pour chaque y € Y, tel que la 1-chaine holomorphe
IoN® !(y) \ T ne soit pas nulle, Suppl’o N ®~1(y) \ ¥ rencontre toute
droite projective de ®~!(y) ~ P2. On appelle Z C Y; I’ensemble de tous
les y tels que soit Suppl'o N ®~1(y) \ ¥ soit Supplo N NP~ (y) rencontre
toute droite projective de ®~1(y). Alors Z est un fermé de Y;. Comme
SuppT \ T est localement (H2"~3,2n — 3)-rectifiable, d’apres [10, 3.2.31],
Z est (H?"~5,2n — 5)-rectifiable. Donc Z # Y;. On choisit Y2 un ouvert

de Y1\ Z. On a (dIT*([TW]) = Ty) N @~ 1(Y2) \ & = 0. o
On pose Dy := |J P2.
veYs
LEMME 8. — Sous I’hypothése du théoréme 1, TY) se prolonge

holomorphiquement en une (n—1)-chaine holomorphe T?) de D5\ SupplI'y,
de masse localement finie et a bord rectifiable dans D».

Preuve. — Soient I'™* := Suppl' N ¥’ et ©; les composantes connexes
de ¥\ I'* avec ©p O L N ¥’. On numérote les ©; de sorte que pour
tout j > 1, il existe O;) adjacente & ©; avec 0 < s(j) < j. Dans un
certain ouvert de bf2;, la multiplicité de I" est une constante m;. Si on
remplace I'; par I} :=I'; — n1d[Q], les lemmes précédents seront encore
valables. D’apreés le théoréme d’unicité, la chaine TV construite pour ce
nouveau courant coincide & celle de I';. Dans Ds \ ¥’ ’adhérence de chaque
composante de T()) ne contient pas Qo UQ; \ T} car elle est analytique au
voisinage de X' \ K # @. D’aprés le théoréme de Casorati-Weierstrass-
Sokhotskii généralisé [3, p.243], elle se prolonge holomorphiquement &
travers Qo U Q; \ I'}. Par récurrence, elle se prolonge holomorphiquement
a QoU...UQ,; pour tout 7. D’aprés la proposition 2, cette chaine est de
masse localement finie et & bord rectifiable dans Ds. O

Soit T®) := T 4 T2 une (n — 1)-chaine holomorphe de D5\ Suppl
A bord rectifiable au sens des courants.
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Soit I's; := I'N D —d[T®)] un courant rectifiable fermé maximalement
complexe de Dy & support dans ¥'. Comme dimY’ = n — 1 il existe donc
une (n — 1)-chaine d’ouverts T4 de %’ & bord I's;. Soit T := T() 4 74
une (n — 1)-chaine holomorphe & bord I' N D, au sens des courants.

Soit D3 C Dy un voisinage d’un certain P2 tel que le bord de
T := T®) 0 D; soit & singularité négligeable. Posons I := T' — d[T®)].
Il est de classe C! & singularité négligeable de X \ P2, nul au voisinage de
P2. D’apres le théoréme de Harvey-Lawson généralisé, il existe une (n — 1)-
chaine holomorphe T(") de masse localement finie de X \ Supp I'” vérifiant
d[T™M] = T et SuppT( NP2 = @. La chaine T := T© + T vérifie
d[T] = d[T™W]+4d[T®] = T. D’apres le théoréme de King-Harvey-Shiffman
(16], T est une (n — 1)-chaine holomorphe de X \ SuppT.

Pour le cas n > p + 1, il nous suffit de faire le méme travail pour
plusieurs coordonnées. m]

3. Remarques et applications.

L’hypothese C1*¢ du théréme 1 est utilisée essentiellement & la fin de la
démonstration de la proposition 3. Nous donnons ici les autres variantes de
ce théoréme pour les classes C, A,_1 et des applications de ces théoremes.

THEOREME 2. — Soient X un ouvert (n — p + 1)—concave de CP™
et I' une combinaison linéaire, localement finie, a coefficients entiers de
sous—variétés réelles T';, orientées, de classe C!, de dimension 2p — 1
et maximalement complexe dans X. Soit V un sous-ensemble (p — 2)-
générique de X*. Supposons que pour tout v € V

i) P7~P*1 intersecte I'; transversalement en tout point.

ii) II existe une 1-chaine holomorphe T, de masse finie de PL~P+1\ T
telle que d[T,] = T NP?~P*1 au sens des courants dans P7P+1,

Alors il existe une p—chaine holomorphe T de X \ I', de masse
localement finie dans X, vérifiant d[T) =T au sens des courants dans X.

THEOREME 3. — Soient X un ouvert (n — p 4+ 1)—concave de CP" et
T’ un courant rectifiable de dimension 2p — 1, de classe Ag,_1, fermé et
maximalement complexe dans X. Soit V un sous-ensemble non (p — 2)-
presque mince d’une sous—-variété (p — 2)—-générique Y de dimension p — 1
d’un ouvert de X*. Supposons que
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i) Pour H?**~2-presque tout v € Y et pour tout v € V, le courant
d’intersection PP+ NT existe et de classe A,.

i) Pour tout v € V, il existe une 1-chaine holomorphe T, de masse

finie de PP\ T telle que d[T,] = T NP?~P*+! au sens des courants dans
pr—p+l,

Alors il existe une p-chaine holomorphe T de X \ T, de masse
localement finie dans X, vérifiant d[T] =T" au sens des courants dans X.

On note C(1 —¢,1) et D la couronne des rayons 1 — ¢, 1 et le disque
unité de C.

CoroLLAIRE 1 (Théoreme de Hartogs-Levi généralisé). — Soit f une
fonction méromorphe de C(1 — €,1) x D. Soit {l,},cv une famille non
dénombrable de droites complexes dans C? telle que pour tout v € V,
LN (C(1—¢1)xD)#2,l,N(DxbD) =a et pour tous vy,vy,v3 € V
deux & deux différents, 1,, N1,, Nl,, N (D x D) = @. Supposons que f se
prolonge méromorphiquement dans l, N (D x D) pour tout v € V. Alors f
se prolonge méromorphiquement dans D x D.

Remarque. — Le théoreme de Hartogs-Levi clasique est formulé pour
une famille de droites complexes paralelles.

Preuve. — D’apres le théoreme de Hartogs—Levi classique, il suffit de
prouver un prolongement dans un voisinage de D x DNC, pour un v € V.
Alors sans perdre en généralité, on peut supposer que notre fonction est
définie et holomorphe au voisinage de C(1 —¢,1) x D. On considére le
plongement de Serge ® : CP? x CP! — CP® avec ®((wo : wy : wg) X (vg :
v1)) := (wovo : WoU1 : WiVp : WivV; : WUy : wavy). Soit X un ouvert
4-concave de CP® défini par

X := {(to ity itg ity ity t5) e CP®: [ta] < |t2| ou |t4| < 'tol}.

Alors X = |J {cts + btz +to = 0}. Soient I' le graphe de f dans
le|>|bl+1

bD x D x CP! ¢ CP? x CP! et T := &(I"). Il est clair que T' est fermé,
maximalement complexe dans X. Soit V' C V I’ensemble de droites non
contenant (1 :0: 0). Cet ensemble vérifie encore ’hypothése du corollaire.
Par hypothése chaque droite [, avec v € V' est définie par ’équation
{e,wa + bywy + wo = 0} avec |¢,| > |b,| + 1. Comme la fonction f se
prolonge méromorphiquement dans I, N D x D, l'intersection de I' avec
I, = {cuts + byta + tg = 0} est le bord d’une surface de Riemann S,.
L’ensemble de ces hyperplans est ni 0—presque mince et ni 0-générique
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mais, par hypotheése, pour tous vy,vs,v3 € V’ deux & deux différents
g,,, ﬂ§V2 ﬂ?,,s = @. Si dans ce cas, on fait la méme démonstration que celle
du théoréme 1, ’ensemble D; (défini dans le paragraphe 2) ne sera pas un
ouvert mais les S, seront inclus dans I'intérieur de D;. Alors le théoréme
1 est encore valide dans ce cas (voir le paragraphe 1). D’ou I est le bord
d’une 2—chaine holomorphe T, qui égale & S, pour un sous—ensemble non
0-presque mince de V’. En plus T est irréductible, donc T est irréductible
et contient le graphe de f au-dessus de C(1 —¢,1) x D. Par conséquent,
T est le graphe d’une fonction méromorphe au-dessus de D x D. Cette
fonction est le prolongement de f. O

Soit M une hypersurface réelle C! & singularité négligeable d’un ouvert
U de C™. Une fonction f définie sur M est appelée CR-méromorphe au
sens de Harvey—Lawson [15] si f est définie & valeurs dans C sur un ouvert
dense de M et ’adhérence Ff du graphe de f dans U x CP! est une sous—
variété réelle de dimension 2n — 1, de classe C! & singularité négligeable et
maximalement complexe.

Plus généralement, si M est rectifiable, f est dit CR—méromorphe si
ff définit dans U x CP! un courant d’intégration fermé de classe Az, et
maximalement complexe.

COROLLAIRE 2. — Soient D C C» un domaine borné, a bord
lipschitzien, irréductible et f une fonction CR—méromorphe sur bD. Alors
f se prolonge en une fonction méromorphe dans D.

Ce théoréme pour f CR—méromorphe au sens de Harvey—Lawson est
démontré par Harvey—Lawson pour n > 3 et King ’a annoncé pour n = 2
[15]. Pour n > 2 et pour f : bD — CP' une application de classe C2,
ce résultat est prouvé par Dolbeault-Henkin et Porten [8]. Pour f une
fonction CR—méromorphe au sens rectifiable, ce théoréme est prouvé par
Sarkis [22]. Pour le prouver, Dolbeault-Henkin ont utilisé leur théoréme
sur le probléme du bord dans I’espace projectif. Le théoreme 3 permet
d’adapter cette démonstration pour le cas ou f est CR—-méromorphe au
sens rectifiable [8]. L’idée est la suivante. Pour n = 2, d’aprés la formule
de Stokes, on peut montrer que bD N {f = azy + bza + ¢} —bD N {f = oo}
vérifie la condition des moments pour un (a,b,c) € C3 générique. Il est
donc le bord d’une surface de Riemann (non nécessairement irréductible).
Comme ceci est valable pour un (a, b, ¢) générique, bDN{f = az; +bze2 +c}
est le bord d’une surface de Riemann. Par conséquent, on peut appliquer
nos théorémes pour le graphe de la fonction f. La solution du probleme du
bord sera le graphe du F' au-dessus de D.
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CoRrOLLAIRE 3 (Théoréme de Gruman-Molzon-Shiffman-Sibony géné-
ralisé). — Soit T' un sous-ensemble analytique de dimension pure p > 2 de
C™. Considérons C™ comme un ouvert affine de CP™, notons Q I’hyperplan &
Pinfini. Soit {P?~'},cv une famille d’hyperplans projectifs. Supposons que
pour tout sous-ensemble dénombrable S C @, il existe v € V satisfaisant
PP NS = @. Alors T est algébrique si et seulement si T N PP~ est
algébrique pour tout v € V.

Remarque 5. — Le théoreme de Gruman-Molzon-Shiffman-Sibony est
formulé pour V' C CP™ de capacité logarithmique positive ou pour une
famille d’hyperplans qui passent par l’origine et avec V- C P*~1* ¢ CP™ un
sous-ensemble de capacité logarithmique positive de P*~!*. Cette condition
implique ’hypothése du corollaire 3. En revanche, leur théoréeme est valable
aussi pour p =1 [21].

Preuve. — On peut supposer que Y est irréductible. On peut égale-
ment supposer que Y n’est inclus dans aucun hyperplan de C™. Dans le cas
contraire, il suffit de remplacer C™ par I’hyperplan C*~! contenant Y. Par
conséquent, dim 7T N P?~! < p pour tout v € V.

D’apres le théoreme de Gruman-Molzon-Shiffman-Sibony, il suffit
de prouver que T N P71 est algébrique pour v générique de CP™. Par
conséquent, il suffit de considérer le cas p = 2.

Soit R > 0 assez grand tel que T' N {|z| = R} soit une variété réelle
analytique et tel que pour tout ensemble dénombrable S C CP"\ {|z| < R}
onait V¢ {v € CP™ : P21 NS # @}. On applique le théoreme 1
pour I' := —T'N {|z| = R} et pour V. Bien que l'intersection T NP2~ ne
soit pas toujours transversale, mais la multiplicité de cette intersection est
positive. Par conséquent, notre résultat peut encore s’appliquer (pour R
assez grand). Il existe donc une 2-chaine holomorphe 7”7 de CP™ \ SuppI &
bord I et & support dans CP" \ {|z| < R}. La chaine TN {|z| < R} + T
est donc algébrique et non nulle. D’ou T est algébrique. O
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