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SYSTEMES D^EULER p-ADIQUES
ET THÉORIE DWASAWA

par Bernadette PERRIN-RIOU

L'introduction des systèmes d'Euler par Kolyvagin en 1988 ([Ko90])
a eu des conséquences extrêmement importantes en arithmétique et théorie
d'Iwasawa et a donné de nouvelles perspectives de démonstration. A partir
d'une famille de nombres de Q(^m) pour tout entier m vérifiant certaines
relations de traces (on l'appelle système d'Euler cyclotomique, il s'agit
simplement des 1—Cm pour m entier, où Cm est une racine de l'unité d'ordre
m et <^^ ^ Cm)? Rubin a ainsi pu donner une démonstration élémentaire
du théorème de Mazur-Wiles (conjecture d'Iwasawa) reliant la fonction
Ç de Kubota-Leopoldt avec les groupes de classes d'idéaux des corps de
nombres cyclotomiques. Kolyvagin a utilisé le système d'Euler des points
de Heegner pour démontrer la finitude de certains groupes de Shafarevich-
Tate. Récemment, Kato a annoncé la construction d'un système d'Euler
des "éléments de Beilinson" associé à une courbe elliptique modulaire sur
Q, vivant dans la K-théorie de la courbe elliptique, et des conséquences sur
la conjecture principale de Mazur dans le cas ordinaire.

D'autre part, depuis quelques années se développe l'idée que l'on
peut avoir une connaissance partielle d'objets géométriques (disons même
motiviques) par leurs propriétés p-adiques, propriétés qui se comprennent
uniquement en termes de la représentation p-adique associée (Greenberg,
Bloch et Kato, ...). Il est alors intéressant de séparer les constructions
et théorèmes qui relèvent uniquement de la représentation p-adique et
les constructions et théorèmes qui tirent leur existence de la géométrie
arithmétique (disons des motifs). On peut ainsi parler de systèmes d'Euler
"motiviques" et de systèmes d'Euler p-adiques (définis dans la cohomologie

Mots-clés : Représentation p-adique galoisienne - Théorie d'Iwasawa — Leopold
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galoisienne de la réalisation p-adique). A un système d'Euler motivique,
est associé un système d'Euler p-adique pour tout nombre premier p. Nous
avons cherché ici à tirer les conséquences de Inexistence d'un système d'Euler
p-adique d'une représentation p-adique géométrique du groupe de Galois
absolu de Q. Les démonstrations sont inspirées de celles de [Ko90] et [Ru90].
Un travail similaire a été annoncé indépendamment par Kato et Rubin.

Aucun système d'Euler nouveau n'est construit dans ce texte. Cepen-
dant cette étude nous a permis de mieux comprendre cette notion. Insistons
ici sur quelques points.

• Dans le cas du système d'Euler cyclotomique (et du système des
points de Heegner aussi d'ailleurs), il est fait une utilisation essentielle
des congruences 1 — Çrni = 1 — Cm module les places divisant le nombre
premier l. Comme l'a vu Rubin dans [Ru92], ces congruences peuvent en
partie se déduire des relations globales de traces (en partie signifiant pour
suffisamment de nombres premiers). Ces résultats se généralisent très bien
aux systèmes d'Euler p-adiques généraux.

• Par les méthodes de [PR94] et [PR95], on associe à un système
d'Euler p-adique d'une représentation p-adique V (avec certaines condi-
tions) un quotient de fonctions analytiques sur Gal(Q(^ynpoo)/Q) à valeurs
dans un certain Qp-espace vectoriel Dp (Y) de dimension finie, ou ce qui re-
vient au même un élément de /C(Goo)[Gal(Q^)/Q)] 0 Dp(V) où /C((7oo)
est l'anneau total des fractions d'une certaine algèbre 1~i(G 00} contenant
Zp[[Gal(Q(^poo)/(Q))]]. Les relations de trace se traduisent alors par des re-
lations entre ces "fonctions" reflétant la factorisation en produit eulérien
des fonctions L classiques.

• Nous avons besoin de résultats généralisant les résultats sur le lien
entre indépendance de points sur une courbe elliptique et groupe de Galois
([Ri79]). Ces résultats se déduisent de théorèmes généraux sur les ordres
d'une Qp-algèbre semi-simple et la classification de leurs modules.

Donnons une idée du plan du texte et de son contenu. Dans le premier
paragraphe, on introduit les systèmes d'Euler p-adiques et on donne un
aperçu des théorèmes démontrés ensuite. Le second paragraphe est consacré
aux propriétés locales des systèmes d'Euler. Dans le troisième paragraphe,
on reprend la théorie de la dérivation de Kolyvagin et on l'applique
aux systèmes d'Euler p-adiques. Dans le paragraphe 4, on rappelle des
résultats bien connus sur l'image du groupe de Galois dans GL(V), on
montre quelques assertions de finitude sur certains groupes de cohomologie
galoisienne, on étudie l'influence de l'indépendance linéaire de points sur le
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groupe de Galois engendré par ces points, puis on donne des applications
de théorème de Chebotarev. Dans le paragraphe 5, on utilise ce qui précède
pour démontrer des résultats de finitude et la divisibilité de certaines séries
caractéristiques en théorie d'Iwasawa.

Nous avons ajouté des appendices. Le premier donne la démonstration
complète d^une loi explicite de réciprocité pour l ̂  p qui est certainement
bien connue. Dans le second, nous avons précisé le lien entre deux notions
de systèmes d'Euler. Dans le troisième et quatrième, nous avons donné
quelques précisions techniques.

Plan.
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1. Généralités.

1.1. Préliminaires.

1.1.1. On fixe une clôture algébrique Q de Q. Toutes les extensions
algébriques de Q sont supposées contenues dans Q. Si F est une extension
algébrique de Q (donc contenue dans Q), on note Gp le groupe de Galois
de Q/.F. Si v est une place de jF, on choisit une place de Q au-dessus
de v et on note abusivement Gy le sous-groupe de décomposition en v de
G F , Iv le sous-groupe d'inertie en v et Frob^ e G y / I y Phomomorphisme
de Frobenius arithmétique associé à v. Si m est un entier, on note f^rn le
groupe des racines de l'unité d'ordre divisant m. Pour l nombre premier,
pour 77i entier premier à Z, la restriction de Frob^ à Q(/^m) est donnée par
C -^ C1 pour C C: /^n. On note A^ = Gal(Q(/^)/Q).

Soit p un nombre premier impair. Soit Q(/^poo) l'extension cyclotomi-
que de Q de groupe de Galois Goo ^ ^x • On note Qoo la sous-Zp-extension
de Q(^po°), F = Gal(Qc»/Q) et Qn la sous-extension de degré p71. Si F est
une extension de Q, on pose Fyi = FQ)n-

Si I7' est une extension algébrique de Q et S un ensemble fini de places
contenant p et l'infini, on note G s, F le groupe de Galois sur F de la plus
grande extension de F contenue dans Q, non ramifiée en dehors des places
de 5.

On reprend les notations usuelles de cohomologie galoisienne. Si L / F
est une extension finie, on note T T L / F l'application de corestriction, encore
appelée trace. Si v est une place de F ne divisant pas p et si M est un
Zp [GF^ ] -module, on pose

H^(F^M)=Hl(GpJI^MIV)cHl(F^M^

un élément de H^(Fv^M) est alors dit non ramifié ou ayant bonne
réduction. Si S est un ensemble de places contenant les places au-dessus
de p, on note H^^(F,M) l'ensemble des éléments de H1 {F, M) dont le
localisé en toute place n'appartenant pas à E est non ramifié. Pour v\p,
nous utiliserons (très occasionnellement) les H1 introduits par Bloch et
Kato.

1.1.2. Soit E une extension finie de Qp et 0 son anneau d'entiers. Soit
V une représentation <?-adique de GQ, c'est-à-dire un £ -espace vectoriel
de dimension finie d^ muni d'une action linéaire et continue de GQ,
non ramifiée en. dehors d'un ensemble fini de nombres premiers de Q
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et potentiellement semi-stable en p. Une telle représentation est appelée
représentation géométrique. Soit S(V) l'ensemble des places l de Q où
V n'a pas bonne réduction (on dit que V a bonne réduction en l si V
est non ramifiée en l lorsque l ^ p et cristalline en l lorsque l = p).
On note p = py Phomomorphisme de Gq dans GL(V) associé et pour
1 ¥- P^ ^i = py(Frob^) Pendomorphisme de V11 image de Frob^. On note
en fait de même ̂  agissant sur V*{1)11 avec V*(l) = HomQ^(y,Qp(l)) et
Qp(l) = Qp0lim^, le contexte disant duquel il s'agit. Soit Pi(V"(l),X)

n

le facteur d'Euler en l de V*(l) : on a donc pour l premier à p

W*(1),X) = det(l - ̂ X^Çl)11).

En particulier, lorsque V a bonne réduction en l, on a

p/(y*(i), x) = det(i - r^xiv).
Pour ^ = p, on définit Pp(V*(l),X) par

Pp(V*(l),X) = det(l - (^|D(y*(l))).

où D(V*(1)) = (Bcris 0 ̂ (l))^ est le (^-module filtré assocé à V*(l).
Nous nous servirons très peu de ce facteur.

On note d± = d±(V) la dimension du sous-espace vectoriel de V sur
lequel une conjugaison complexe c agit par ±1 (la dimension ne dépend
pas de c).

1.1.3. Soit F une extension algébrique finie de Q. Fixons un (P-réseau
T de V stable par Gq. Soit S un ensemble fini de places de F contenant
les places divisant ^{V), p et Pinfini. La limite projective H^(F,T) des
^(G^^r) pour les applications de corestriction ne dépend pas de S.
On note H^g(F,T) la limite projective des ^(Gs^.T) et H^(F,T) le
noyau de Phomomorphisme

H^s(F,T)^ ® Z^(F^T).
vçS

où Z^(Fv,T) est la limite projective des C H2{Fn,w,T) pour les homo-
w\v

morphismes de corestrictions.

1.1.4. Le groupe de Galois G'oo,m = Gal((Q)(/^poo)/(Q)) est isomorphe
à Ap^ x F avec

F = Gal(Qoo/Q) ^ Gal(Q(^oo)/Q(^)) ^ Zp,
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pour m premier àp; il opère sur les (9-modules 7^(Q(/^), r) qui sont ainsi
munis d'une structure de A[A^]-modules avec A = <^[[(^oo]l et Goo = Goo^.
En tant que A-modules, ils sont de type fini.

Si ^ est un caractère de Ay^p, si 0(Ç) est l'anneau engendré sur 0
par les valeurs de ç et M un 0[A^]-module, on note M^ le 0(^)-module
formé des x G 0(ç) Ç^o M tel que 6x = ç(6)x pour tout 6 e Ay^p. Si
^p est la p-composante de ^, c'est-à-dire la restriction de ^ à Ap, on note
e(<^) = e(^p) le signe de ^p(c) où c est une conjugaison complexe de Q/Q.
L'image A^ de ^(OIlG'oo,-^]] par le caractère ^ est isomorphe à <^(0[[r]] et
donc à l'anneau des séries formelles en 1 variable à coefficients dans 0(0.

Si M est un A-module, on dit abusivement que M est de A-torsion
si M^ est un A^-module de torsion pour tout caractère ^ de Aynp, c'est-
à-dire si M est un Zp[ [F]]-module de torsion. On note

M+ = C M^ , M- = © M^.
e(0=+ e(0=-

Rappelons ([P-R95] par exemple) que si 772 est premier à p et si ç est
un caractère de Ayyip, on a

rpA^(Q(/^),r)^ -rg^H^(Q^m).T)^ = d,^.

1.1.5. CONJECTURE. — Le A-module 7J^(Q(/^^), F) est un A-module
de torsion.

De manière équivalente, ff^(Q(/^),r)^ est un A^-module de rang
d-ç^\ pour tout caractère ^ de Ap^. Nous référons à la conjecture relative
à ^ comme la conjecture Leop(V,^).

1.2. Systèmes cTEuler p-adiques.

1.2.1. Soit S un ensemble fini de places de Q. Si m est un entier, on
dit que m est premier à S si m est une unité en toutes les places de E.
Si F est une extension algébrique de Q, on note S^ ou abusivement S
l'ensemble des places de F au-dessus des places de S.

DÉFINITION. — On appelle système d'Euler p-adique de rang 1 une
famille d ̂ éléments c{m) G ^(Q^^), T) pour m entier premier à E et sans
facteurs carrés vérifiant
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(1.2.1)

^Q(^)/Q(,,)(c(mO) == { W^l^obr1)^) si / est premier à m
L c[m) si l divise m

pour l nombre premier et premier a E.

Ici, Frob^ est vu comme un élément de Ay^.

DÉFINITION. — On appelle système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang
1 une famille d'éléments c(m) G ^(Q^^.r) pour m de la forme m'p71

avec m' entier premier à S et sans facteurs carrés et n entier, vérifiant
(1.2.2)
Tr^ ./- Jc^))^^^^^1)^1'0^1)^) sH est premier à m

t c(m) si l divise m

pour l nombre premier et premier à E.

Dans l'un et l'autre cas, si c(m) est défini, on dit que m est admissible.
Remarquons que si m est admissible et si l est un nombre premier, premier
à m et à S (admissible), ml est admissible.

Si c = (c(m))rn est un système d'Euler-Iwasawa p-adique, on a, pour
n ^ 1 et m, admissible

^W^p^W^m^cÇmp^1) = c(mp71).

Ainsi, les ((^(mj/1"^1))^ forment un système projectif pour la corestric-
tion que l'on note Cp(m). Nous verrons en 2.1.2 que nécessairement
Cp(m) appartient à H^((Q(^),T) et que l'image (-(mp71) de Cp(m) dans
^(Q^m^)^) est non ramifiée en dehors de p pour n ^ 1. Par contre,
il n'est pas toujours possible de reconstruire c(m) pour m premier à p à
partir des Cp{m') : comme

^Q^VQ^O-^^^.Frob^1)^!)^?,^^!),!)^!),

si Pz(V*(l), 1) = 0 (resp. Pp(V*(l), 1) = 0), c(l) ne se déduit pas de c(l)
(resp. de Cp(l)).

Si l est un nombre premier et F une extension galoisienne de Q non
ramifiée en Z, notons Tii la trace de T î F ( p . i ) / F ' Pour tout nombre premier
l premier à S et pour tout entier m premier à ( et admissible, on a donc

T^(c(m0) = ̂ (y*(l),Frob^)c(m).
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1.2.2. Pour m' multiple de m (premier à p), la projection A^/ —^ A^
induit un morphisme naturel d'anneaux

A[A^] = 0[[Gal(Q(/^,^)/Q)]] -^ (?[[Gal(Q(/^oo)/Q)]] = A[A^].

On note ^ : A[A^] -^ A[A^]. Si M est un A[A^]-module, on a alors
une flèche naturelle entre l'algèbre extérieure de M en tant que A[A^/]-
module et son algèbre extérieure en tant que A[A^]-module. Nous laissons
l'ambiguïté. Soit r un entier. On désigne par Tr[ = A^Tr^) l'application de

A^(Q(/^),r) -^ A^Q^r)

induite par Tr^ ç Zp[Ay^]. Nous utiliserons la notation commode suivante :
si r = (r+,r_) et si M est un (9[[Goo]]-module, on note

ArÂ-f=Ar+.^-4©Ar-.M_

(respectivement A^Â^, ^r-M- si r_ = 0, r+ = 0 ) . On pose d^ =
(d±,d_±). On note Tr? = Tr^ C Tr[~ relativement à la décomposition
précédente.

DÉFINITION. — On appelle système d'Euler-Iwâsawâ p-adique une
famille d'éléments Cp(m) de Ad-^(Q^), T) pour m entier sans facteurs
carrés, premier à un ensemble fini S et a p telle que pour tout nombre
premier l premier à S et à p et pour tout entier m premier à Ip et à S,

(1.2.3) Trf-(cp(m0) = ̂ (^(l^FYob^c^m).

Ici, Frobz est vu comme un élément de Gal(Q(/^poc)/(Q)). Pour n ̂  1,
on note c(mp71) la projection de Cp(m) dans A^-^QO^pn^r). Si m est
premier à p et ç un caractère de A^p à valeurs dans Q^ étendu de manière
naturelle en un caractère ^/ de /^mpi, on a alors

e^c^mO) =: W*(lU(FrobO-l)6^-£(%(m)

=P^(l)^(l)-l)ed^c,(m)

avec eï = A^e^).

1.2.3. Expliquons comment obtenir à partir d'un système d'Euler-
Iwasawa p-adique un système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1 d'après
une idée de Rubin (ce qui suit n'a bien sûr d'intérêt que si d+ ou d- sont
supérieurs ou égaux à 2). Dans la suite, / est un nombre premier, m et /
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sont supposés admissibles, premiers entre eux et premiers à p. Considérons
Phomomorphisme Tr^ :

HomA[A^(^œ(QM,r),A[A^]) -. HomA[A^](^(QM,nA[A^])

induit par l'application de restriction

^(Q(/^),T) ̂  ̂ (Q(^),T)

et par l'application

A[^]Gal(Q(^)/Q(^))^A[A^]

qui envoie ^ r sur 1. On comprend mieux cette application
reGal(Q(^;)/Q(^))

si on utilise le fait que si M est un A[A]-module où A est un groupe fini
abélien (ici A = A), il y a un isomorphisme canonique

HomA[A](-^A[A]) ^ HomA(M,A)^

où i revient à changer l'action de A par 6 —> 6~1 pour 6 e A (cf. 4.7.1).
L'application Tr^ est alors simplement l'application induite par l'applica-
tion de restriction

^(Q(^),T)^^(Q(^),r).

On vérifie facilement l'identité

TTlW(TTl(x))=7TlO^{x)

pour x e J^(Q(/^),T) et ^ e HomA[A^(^œ(QM,T),A[A^]).

Soit ^ = (^m)m un élément de la limite projective des

Ar-:LHomA^](^(Q(^),T),A[A^])

relativement aux applications Tr^"1 induites par les Tr^. On définit à partir
de ^m un homomorphisme de ArIï^(Q(^^),^) dans H^(Q)(^m),T) noté
encore ^rn '•

r

^m(^l A . . . A UJr) == ̂ (-l)^m(^l A ... A ̂ -i A C^,+i A ... A ̂ r)^i-

i=l

LEMME. — Soit Cp = (cp(m))rn un système d'Euler-Iwasawa p-âdique.
Soit (^m) un système compatible d'éléments de

A^-^omA^l^CQ^m)^)^^])

^ Ad--lHomA(^(Q(^),^),A)\
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Alors, les <I>yn(cp(m)) vérifient pour m 6 N et l premier et premier à m
admissibles,

(1.2.4) Tri^mi((cp(ml))) = ̂ (^(l^Frob^^Mm))

et forment donc un système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1.

Démonstration. — On a <Ï>^(Tr^" (x)) = TTI o <S^^(x) , d'où

Pt(V^l)^ïob^)^(cp(m)) = ̂ (^(^(l^Frob^c^m))

= <S>m(Trf-~\c^ml)))

=7Tt(<S>^(TTf-~\cM))

=TTi^mi{(cp(ml))).

D

Nous montrons dans l'appendice B que pour tout caractère ^ fixé de
Aynp, il existe un système compatible ^^ d'éléments ^mm' de

Ad-^-lHomA,(^(Q(^^),^)(o,A)

pour m' premier à mp tel que <I>^yn(cp^(m)) soit non nul.

1.3. Énoncés de quelques théorèmes.

1.3.1. Nous supposons désormais que V est une représentation 8-
adique irréductible de GQ, non ramifiée en dehors d'un nombre fini de
places et de Hodge-Tate en p. Le déterminant det(Y) est donné par un
caractère de la forme e<\>r où e est un caractère d'ordre fini, r € Z et
<\> est la p-composante du caractère cyclotomique : <^>: GQ —> l+pZp.

Introduisons des conditions techniques :

(Tech^) il existe un élément g G GL(T) appartenant à l'image de GW^ ^ ),
tel que V / ( g — 1)V soit de dimension 1 et dont les valeurs propres
autre que 1 ne sont pas des racines de l'unité.

(Techoo) il existe un élément g ç GL(T) appartenant à l'image de G^ab avec
Q^ la plus grande extension abélienne de Q, tel que V / ( g — 1)V
soit de dimension 1 et dont les valeurs propres autre que 1 ne sont
pas des racines de l'unité.

(H) pour presque tout nombre premier l, Pi(V, 1) 7^ O.
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Remarquons que si m est premier à S(V), il suffit de demander que g
soit dans l'image de ^Q(^poo)- En effet, Q(^) et le corps de définition de
V sont alors linéairement disjoints sur Q. D'autre part, quitte à remplacer
g par une puissance, on peut en fait supposer que le déterminant de g
est 1. Si (Techm) est vrai, pour un m, (Techyn^...^) est vrai pour tous
nombres premiers ^ i , . . . , lr distincts premiers à m et à S (Y). Remarquons
enfin que ces hypothèses (en fait (Techi)=(Tech)) impliquent que V est
absolument irréductible sur G(Q) et que sa restriction à tout sous-groupe
fermé distingué de G(Q) est somme directe de représentations absolument
irréductibles (cf. l'appendice D). D'autre part, alors que les conditions
(Tech^) sont invariantes par twist par Zp(l), il n'en est pas de même de
la condition (H) que l'on peut donc "forcer" par twist.

Si l'on se donne un système d'Euler p-adique c ou un système d'Euler-
Iwasawa p-adique Cp (resp. et tel que (Tech) est vérifié), on dit que m
est fortement admissible si m est admissible et si y^Q^rn) = 0 ou si
y^mpoc) = o (resp. et si (Tech^) est vérifié).

THÉORÈME. — Supposons que V vérifie (Tech) et (H). S'oit Cp un
système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1 pour V. Soit m un entier
fortement admissible premier à p et ^ un caractère de ^rnp ^ Que
d_(Q ^ 0. Si CpM^e^m) G J^(Q(^),r)^ n'est pas de A^-
torsion, Leop(V^) est vraie.

1.3.2. Supposons les hypothèses du théorème vérifiées pour le ca-
ractère ç. Par les théorèmes de structure, il existe un homomorphisme de
A^-modules

^(Q(/^),r)^/*^(m) ̂  A^(c^(m))) CA^-^)-1

à noyau et conoyau finis annulés par un idéal de A^ de hauteur 2. D'autre
part, comme Leop(V,^) est vraie, H^(Q(um),T)^ est un A^-module de
torsion et il existe un A^-homomorphisme injectif

®r=iAç/(/,)-^(Q(^),r)^

à conoyau fini annulé par un idéal de hauteur 2. Posons f^{m) = /i... fr G
AS.

1.3.3. THÉORÈME. — Soit V une représentation E-adique de GQ
irréductible, non ramifiée en dehors d'un nombre fini de places, vérifiant
(Tech). Soit Cp un système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1. Alors, pour
m entier fortement admissible et tel que V*(l) ^rnp^^v ^ Q pour toute
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place v divisant p, il existe un entier positif ^m tel que

k{m)\p^^Cp^m)).

Remarque. — Sous des hypothèses supplémentaires sur Y, il est
possible de montrer que l'on peut prendre firn = 0 (cf- 5.3.6).

1.3.4. Supposons qu'il existe un système Cp d'Euler-Iwasawa p-adique.
Soit f-rnÇcp^) un élément de A^ tel qu'il existe un homomorphisme de A^-
modules

Ad-(o^(Q(^),^)^/A^^(m) ̂  ̂ /(^m(cp^)

à noyau et conoyau finis près pour ^ caractère de ^rnp (o11 le prend égal à
0 si le premier module n'est pas de torsion) et soit J^mÇcp) un élément de
Qp 0 A[Ayn] tel que ç^micp)) = ^m(cp^)- Soit d'autre part un élément
fm de Qp 0 A[A^] tel que f^m) = ç{fm).

On déduit alors du théorème 1.3.3 le théorème suivant :

1.3.5. THÉORÈME. — Soit V une représentation E-adique de G(Q),
irréductible, non ramifiée en dehors d'un nombre fini de places et vérifiant
(Tech). Soit Cp un système d'Euler-Iwasawa p-adique de V. Alors, si m est
fortement admissible tel que V*(l) ^mp00)^ soit nul pour toute place v
divisant p, il existe un entier positif firn ûel que

fm\P^^m{Cp).

Ce théorème se déduit du théorème 1.3.3 en remarquant qu'il existe
un système compatible (^mm') comme en 1.2.3 tel que F(^^^rn{cp(m))) =
^m{cp^) (la démonstration est faite dans l'appendice B). On peut alors
faire la conjecture suivante :

Conjecture. — II existe un système d'Euler-Iwasawa p-adique c^60

tel que

f(m)A[^rn}=^rn(cs^c)A[^

D'autres résultats à un niveau fini sont obtenus dans le paragraphe 5.

1.4. Lien avec les fonctions L p-adiques.

1.4.1. On choisit pour tout entier m une racine de l'unité Cm d'ordre m
telle que Ç^ = Cm pour tous entiers m et n. On note ^ ce choix de racines
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de l'unité. On a alors un homomorphisme de 0[Ayn]-modules ^^ : Qp 0^
0[^m} = £[^m} -^ S ̂  Q(^m) donné par ^ agô ^ ^ a^CrJ.

<5€A^ 6ç^m

On en déduit un homomorphisme noté encore ^^ : A ̂  Qp[A^] —^
A0zQ(^m).

On note toujours TT^ la projection de Ay^ sur Ay^ pour l nombre
premier ne divisant pas m.

LEMME. — On a Tïi o ̂ ^ = -^^i ° Frob^1^ = -Frob^1^ o 7^1.

Démonstration. — On a

^^^f E a^) = E E " (̂Cmi)
VêeA^i / é'eAn,i,7ri(5')=lê€Ami

Or E ^(Cm;) = E Cmi- On écrit 1 =
6'ç.^.^ri.1 ,-7^((<$/)=l ? mod ?n^,(î,^)=l,î^l mod yn

mn + ̂  et j = nz mod l et on obtient

E ^(Cm0= E cfc—c^
<$/eA^,7^i(^)=l j mod l, (j,Q=l

car z? = l~1 mod m. Donc

T^0^ ( E a^) =- E .̂Frob^Cm
\6ç^ml / SE^ml

= -Frob,-1^ ( E ^^(Cm)
\6eA^z /

= -^^ o Frob^"1^ ^ E a^ ) •
VéeA^î /

D

1.4.2. Lorsque V est cristalline en p, il est construit dans [PR94] pour
tout entier h un homomorphisme de A[Ayn]-modules

4,Q(̂ ),. : ̂ (Q(^),T)/TGQ(AAm-oo) - Q(^) ^)Q X:(Goo) 0^ Dp(V)

(pour la définition de /C(Goo)? voir [PR94] ; Dp(V) est le (^-module filtré
associé à V par Fontaine). En utilisant Pisomorphisme ^^, on en déduit
un homomorphisme de A[A^]-modules

4,Q(^),h : H^W^W/T^^ -. /C(G^)[A^] ® Dp(V) :
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on a ̂ Q(^) ̂ •Cm = ^Q(^),/,- On pose Cy,q^ = (^Q(^),J^ et

L-VW^} = C^Q^m),^'

1.4.3. LEMME. — Soit Cp un système d'Euler-Iwasawa p-adique. Pour
tout m admissible, pour tout l premier à m et a E, on a

^Lvm^P^W = P^(^*(l),Frob^l)(-FrobOd-L^^)(cp(m)).

Démonstration. — Pour tout x ç Jf^(Q(/^),r), on a

C^(Tït{x))=TTt{C^{x)).

On déduit alors du lemme 1.4.1 que

^(L^^(x) = (-Frob^-L^^^f-^)).

On déduit alors de la relation (1.2.3) que

7rt(L^^^(ml))) = (-FrobO^PKV^lî^Frob^^L^^^Jc^m)).

D

1.4.4. Notons S {m) l'ensemble des nombres premiers divisant m. On
fixe un élément non nul CT de det^Dp(V) (on peut faire des choix plus précis
mais c'est inutile ici). Si Cp est un système d'Euler-Iwasawa p-adique, on
considère l'élément A^^ÇM) de ^(GooHA^A^+^D^y^l)) défini
pournêA^^D^y) par

A^^)^- 1-1 ÇQPFilJDP(y)^Q^)^^(-))A^
J>-h

\ o Q ' ( ' y ( ' v } : ) / y ~ ^ }
où FiPDp(Y) est la filtration sur Dp (Y) et où L- = 6W / / / / pour 7

logx(7)
d'ordre infini de F.

1.4.5. LEMME. — S'oit Cp un système d'Euler-Iwasawa p-adique. On a

^^(c?)) = (-FrobOd-P,(y*(l),Frob^l)A^^m)(cp).

Démonstration. — Comme Frob^ agit trivialement sur Dp (Y), on a

P^l^Frobr1)^;^^)^ = P((^(l),Frob<-l)(A^m)(cp))(n).

On peut alors utiliser le lemme 1.4.3. D
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1.5. Exemples.

1.5.1. On prend V = Qp(l). Par la théorie de Kummer, ^(F^pÇl))
est le complété p-adique \lmFX/Fxpn du groupe multiplicatif Fx de F.

n.

Prenons alors pour c(m) l'image de 1 - (,m dans H^F.ZpÇl)) où les <^
sont des racines de l'unité d'ordre m vérifiant ̂  = Ç^. Vérifions que les
c(m) forment bien un système d'Euler p-adique de rang 1. Pour cela, soit
l un nombre premier, premier à m et écrivons 1 = ^ 4 - vrn. On a alors
Çmi = W et

l-l^Q(^)/Q(^)(I - c^) = N^^^(I - c;̂ ) = jj(i - c^cn
_ n^(i-cG) ^ i-c^

1 — (^u 1 — ^n

-L ^m 1 Sm

=-J-iê^-=(l-FYOb^l)(l-Cn.).
1 — ÇîTl

Comme P^(V*(1), X) =: 1-X, la relation de normes est bien vérifiée. Enfin,
lorsque l divise m, on a

1-1

^(^O/Q^)^ - CmO = IJ(1 - ̂ ^) = 1 - CL = 1 - Cm.
î=0

1.5.2. Soit £' une courbe elliptique modulaire définie sur Q et Vp(E)
la représentation p-adique associée construite à partir de ses points de Ré-
torsion. Kato a construit récemment un système d'Euler-Iwasawa relatif à
Vp(E)(l) à partir d'une construction de Beilinson. On renvoie à [Ka?].

1.5.3. Rappelons que le choix d'un système de racines de l'unité
compatibles d'ordre une puissance de p permet de définir un opérateur
de twist

rw^:<(F,r)-<(F,r(j))
pour tout entier j. Il est obtenu par passage à la limite projective des
isomorphismes

H^Gs^^T/p-T} - H^Gs^^T/p-T^^Y

Soit Cp un système d'Euler-Iwasawa p-adique (resp. un système
d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1) relatif à V. Il est facile de vérifier
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que les Twvj(cp(m)) forment un système d'Euler-Iwasawa p-adique (resp.
un système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1) relatif à V{j) : en effet,
Twvj(cp(m)) e ^(Q(/^),TO-)) et

TTi(Twvj(cp(ml))) = rw^(Tr^(m)))

= Twv^Pi(V^l)^Tob^)(cp(m)))

= Pi{V^l)^^Tob^)Twvj(cp(m))

=Pi(V(jrW^ob^)Twvj(cp(m)).

On peut donc à partir d'un système d'Euler-Iwasawa p-adique (resp. un
système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1) pour une représentation V
en construire un pour tout twist cyclotomique V(j) de V.

1.5.4. Soit E une courbe elliptique à multiplication complexe par
l'anneau des entiers d'un corps quadratique imaginaire K, p un nombre
premier totalement décomposé dans K et p un idéal premier de K au-
dessus de p. Alors, si p'1 = (7r) et si Tp(£1) est la limite projective des
E^ relativement à la multiplication par TT, Vp{E) = Qp (g) T^{E) est
une représentation J^p-adique. Il est alors naturel d'introduire les corps
F(a) = F(Ea) pour a idéal de K. A partir des unités elliptiques, on
construit un système d'Euler relatif à cette famille de corps de nombres
mutatis mutandis et les résultats sont similaires et de toute façon déjà
démontrés par Rubin.

2. Systèmes cTEuler p-adiques.

2.1. Retour sur les définitions.

2.1.1. DÉFINITION. — Soit E un ensemble fini de places de Q. Soit Ri
une famille de polynômes de 0[X\ pour l ^ S. On appelle système p-adique
de rang 1 relatif aux Ri une famille d'éléments c(m) e.Tï^Q^^), T), pour
m e N de la forme m'p71 avec m' premier à S sans facteurs carrés, vérifiant
pour tout nombre premier l premier à S et pour tout entier m premier à l
et à S,
(2.1.1)

Tr^ ̂  ^c^))^/^^"1)^) si ( ne divise pas m
/ v 7 t c(m) si l divise m.
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2.1.2. Si (c(m)) est un système p-adique de rang 1, on pose pour tout
m admissible (c'est-à-dire pour lequel les cÇmp71) sont définis)

Cp(m) = limc(m;/1),
n

où Frob^ est vu comme un élément de Ayyi.

PROPOSITION. — Pour tout entier m admissible, c{mp) est non ramifié
en dehors de p. Ainsi, Cp(m) appartient a jy^(Q(^^),r).

Démonstration. — Les cÇmp^ forment un système compatible pour
les applications de corestriction. Soit v une place ne divisant pas p.
Alors Cp(m)v appartient à la limite projective des ^(Q^^pn^.r), ce
qui est aussi égale à la limite projective des 7ï'^.((Q)(/^pn)^T). Donnons
rapidement la démonstration. Par la suite exacte inflation-restriction et
en posant Kn = Ql(^mpn+l)vï n suffit de montrer que la limite projective
des ^(K^.T)03'1^^^^ relative aux traces est nulle. On remarque que
comme Kn/Ko est non ramifié, on a K^ = K^ et que GalÇK^/Kn) ==
Ga^K^/Ko)^ ; comme H^K^, T) est un (^-module de type fini, la suite
des modules H1 {K^ .T)^^^ ^Kn^ est stationnaire et pour n assez grand,
l'application de transition de Kn^-i à Kn est simplement la multiplication
par p et la limite projective est nulle. Ainsi, la projection c(?7ij/1) de Cp(m)
est non ramifiée en dehors de p et on en déduit la proposition. D

2.1.3. Exemple trivial — Supposons que 7f°(Q(^poo),r) = T6'^0^
soit non nul. Alors, il existe un tel système p-adique. En effet, l'action de
Goo sur ff°(Q(/^poo), T) est donnée par des caractères \31,..., ̂ Jr où \ est
le caractère cyclotomique. Soit c G Jf°(Q(^poo),T) tel que l'action de Goo
sur c soit donnée par ^J pour un entier j. Alors, les c?{m) = m~lc pour m
premier à p forment un système p-adique de rang 1 relatif aux polynômes
Ri(X) =1- V-^X. On a en effet :

Tîi(cp(ml)) = {l - l)^-1?^ = (1 - r^c =(1- P^Frob^c

puisque Frob^c) = ^c. Rappelons que l'on a une injection de
^°(Q(^mp-),r) dans J^(Q(/^),r) et que ff°(Q(^poo),r) en est le
sous-module de torsion., Ainsi, le système construit est «de torsion».

2.2. Propriétés locales des systèmes cPEuler p-adiques.

2.2.1. Les résultats de ce paragraphe ont leur inspiration dans [Ru92]
et dans des conversations avec K. Rubin. Il s'agit de déduire certaines
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relations locales des relations globales de trace qu'un système d'Euler
vérifie.

Soit l un nombre premier différent de p et tel que V soit non ramifié
en l, F une extension abélienne de Q et soit A une place de F au-dessus de
l. Notons ev\ l'isomorphisme

HUFx.T)^T/(l-^)T

suivant : à [x] élément de H^(F\^ T) dont un représentant dans Z^(Gp^ i T)
est rc, on associe l'image de x(¥rob\) G T dans T/(l — y\)T qui ne dépend
pas du choix de x :

evA([;r]) = rr(FrobA) mod (^ - 1)T.

2.2.2. Si N est un entier, on note S{N) l'ensemble des nombres
premiers l congrus à 1 mod N. Ainsi, pour l G S(N\ l est totalement
décomposé dans Q(/^) et Frob^ laisse fixe Q^jv)- Si / est un élément de
GL(T), M une puissance de p et N un entier, on note Sf^M(N) le sous-
ensemble de S(N) formé des l tel que la réduction de ipi modulo M coïncide
avec la réduction de /-1 modulo M sur T/MT.

Considérons la condition (**) portant sur un endomorphisme / 6
GL(T) : II existe une puissance Mo de p telle que (/Mo - 1)T C p(f - 1)T.
Si / vérifie (**), pour toute puissance M de p, il existe une puissance M'
de p telle que (/M/ - 1)T C M(f - 1)T . Il suffit pour cela de montrer
que si (/M/ - 1)T C M(f - 1)T, alors ( f M ' ï ) - 1)T C pM{f - 1)T. Or,

p-i
f M ' p _ i ^ ^M' - l) ̂  f ^ ' i ^ Comme f^t - t e MT pour tout t e T,

1=0
p-i p-i ^

on a ^ fM U - pt e MT et donc ^ /M ^ <E pT. Donc,
î=0 t=0

(/M/p - 1)T C ̂ (/^ - 1)T C pM(f - 1)T.

Soit / ç GL(T) tel qu'il existe un entier s pour lequel que ( /— l^T C
j?r (ce que signifie que / — 1 est niipotent sur T / p T ) . Nous allons montrer
que / vérifie alors la condition (**). On a l'identité

M-l M-1M-1 ^ . x

E^=EE(Oa-l) f c
i=0 k=0 i=k X K /

M-l / n/r \

•SG^-1'"
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M^1/i\ ( M \car L , = , pour k ^ 0. On a alorsi=:k \k/ U + i y

(^-^^'^
k

II existe un entier ko tel que [-] ^ ordp(Â; + 1) pour k > ko. Notons a le
s
p[k/s} M-I

ppcm des dénominateurs des -—— pour k ^ ko. Alors, ^ /T c -^-Tn: + 1 1=0
et / vérifie la condition (**).

On note S^(N) l'ensemble des nombres premiers / e S{N), non
ramifiés pour V et tels qu'il existe / e G^fT) vérifiant la condition (**) et
tel que (̂ -1 = f mod ^ - 1. Ainsi, si / e ^(A^), il existe une puissance M
de p telle que

(^-i^ca-i)^-!)^
On note S^^(MN) l'ensemble des nombres premiers l e S(MN) tels qu'il
existe / e GL(T) vérifiant la condition (**) et tel que ̂  = f~1 mod M.

2.2.3. Soit B(m) l'idéal de 0[A^] engendré par les det(l - ̂ X\
^*(l))|x=<5 pour g ç <^Q(^oo) dont l'image dans GL(T*(1)) est 7 et la
restriction à Q(^yn) est ^. Remarquons que si m est premier à S(V), ^
et 7 peuvent être choisis indépendamment. D'autre part, l'idéal 6(1) est
engendré par les det(l - 7|V*(1)) pour 7 dans l'image de ^Q^oo)- H est
non nul si et seulement s'il existe g <E GQ(^ oo) tel que 1 ne soit pas valeur
propre de g agissant sur V*(l).

2.2.4. On note Z(\) l'opérateur de T donné par (Z-l)-1?^*^), ̂ 1) :
il est bien défini car par le théorème de Cayley-Hamilton, P^(y*(l), l(p^l)x =
0 pour x € T et

W*(l),^1)^ = ^(V*(l),^1)^ mod (l - 1)T

(Pi;(y*(l),X) est à coefficients entiers p-adiques).

On considère un système d'Euler p-adique c de rang 1.

2.2.5. PROPOSITION. — i) Pour m admissible, pour l e S^(m) tel que
c(ml) soit non ramifié en l,

(c(ml)x - Z(A)c(m);OA e ]^H^^m)x,T)
\\i



1250 BERNADETTE PERRIN-RIOU

est annulé par B(m) (le produit est pris sur les places A de Q(^yn) au-dessus
d e l ) .

ii) Si c est de plus un système d'Euler-Iwasawa p-adique de rang 1 et
si m est divisible par p, on a

c(ml)^ = Z(A)c(m)A

pour A place de Q(/^n) divisant l.

La démonstration de (i) qu'on ne fera que pour m premier à p
utilise la donnée des c(n) pour n premier à p et sans facteurs carrés. La
démonstration de (ii) utilise la donnée des cÇmp^ pour n ̂  1. Nous allons
commencer par le cas où m est premier à p. On fixe M une puissance de p
telle que ((^M - 1)T c (l - 1)((^ - 1)T pour À place de Q(/^) au-dessus
de L On note Q(T/MT) le corps de définition de T/MT.

2.2.6. LEMME. — Soient 7 un élément de Gal(Q(r/Mr)/(Q)(/^) H
Q(r/MT)) et 6 un élément de Gal(Q(/^)/Q) tel que -y et 6 coïncident sur
Q(^m) H Q)(T/MT). Il existe un nombre premier q et un prolongement Q
à QO^m) vérifiant les conditions suivantes :

(1) C E E 1 modM;

(2) les actions de (pq et de 7 sur T/MT coïncident;

(3) les places de Q(/^z) divisant l sont indécomposées dans la sous-p-
extension de Q(/Wg)/Q(^mO ;

(4) la restriction de Frob^ à Q(^m) est 6.

Démonstration. — Posons F = Q(/^M, \/[p]0. C'est une exten-
sion de degré p de Q(/^M). Soit o- un générateur de Gal(F/(Q)(/^)). Les
corps Q)(T/MT) et F sont linéairement indépendants sur K = Q(^M) H
Q(T/MT). En effet, q(T/MT)/K est non ramifié aux places divisant ^ et
F/Q)(^M) est totalement ramifiée aux places divisant l. D'autre part, soit
H c F (T/MT) HQ(^) de degré premier sur ^o = Q(r/MT) HQ(^). Il
existe A' divisant m tel que ^/.Ho est totalement ramifié en A'. Or F/Q est
non ramifié en A'. Donc H = HQ et F(T/MT) et Q(/^) sont linéairement
indépendants sur Q(r/MT) nQ(/^). On en déduit qu'il existe un nombre
premier ç et un prolongement Q à Q tels que le Frobenius Frobn coïncide
avec

(i) a sur F,

(ii) 7 sur Q(r/MT),

(iii) (^surQ(/^).
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La condition (i) implique la condition (1). La condition (ii) implique
la condition (2). La condition (iii) implique la condition (4). Il reste à
montrer que la condition (3) est vérifiée. Pour cela, on remarque que
par la théorie du corps de classes, l'image de Frob^ par Pisomorphisme
Gal(Q(^)/Q) ^ (Z/^ est la classe de l (ou I-1 selon les conventions).
La condition (i) implique que l n'est pas une puissance p-ième dans
(Z/çZ)^ ce qui implique la condition (3). D

2.2.7. Posons pour simplifier Qq(X) = Pç(V*(l),X). Soit À une place
de Q(/^m0 divisant l. Choisissons un nombre premier q comme dans le
lemme 2.2.6. On a alors

^ ^ ^ ^çc(mç) = ̂ (Frob,-1)^),
TTqc(mlq) = (^(Frob^1)^).

Notons M'la plus grande puissance de p divisant q—1 (M' est divisible par
M). Notons d'autre part F^ la sous-p-extension maximale de Q(/^)/Q, Tr'
la trace de F { ^ q ) / F F ^ et Tr^ la trace de F F ^ / F pour toute extension
F telle que F H Q(/^g) = Q : on l'utilise dans la suite pour F = Q(^yn) ou
Q(/^) et on a M' == [FF^ : F] = M'. Posons enfin c'(mq) = Tï^c(mq))
pour tout m premier à ç. On déduit de (2.2.1) que

^ ^ ̂  Tr^c'M = Q^Frob,-1)^),

Tî^c^mlq) = Q,(Frob^)c(mO.

Soit A une place de Q(/^m) divisant l et notons de même son prolon-
gement à Q(^mz). La condition (3) du lemme 2.2.6 implique que Frob^ est
un générateur de Gal(Q(/^)F|7Q(/^)). Grâce à la définition explicite
de la corestriction d'un cocycle, on a pour A divisant l

(2 2 3) Tr^(c/(m^))(Frob^) = ̂ (m^Frobf) mod (^ - 1)T

Tr^c'MKFrobÂ) = ^(mç^Frobf) mod (^ - 1)T.
D'où,
(2.2.4)

nc^gKFrobf) = Q,(^1) ]^c(ml)(¥rob^ mod fj^ - 1)T
A \ \

n^mgXFrobf) = Q^^cÇm^Tob^ mod JJ^ - l)r.
A À À

On déduit d'autre part de la relation

Tr^mZg^FrobÂ) = ̂ (^^^^^(Frob^) mod (^ - 1)T
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et du fait que l'action de l'inertie en l est triviale sur T que

(2.2.5) a-l^m^XFrobf) = Qi(^y'(mç^R-obf') mod ( '̂-1)7.

L'hypothèse sur / implique que

(^f - i)r c (^M - i)r c (i - i)p(^ - i)r.
D'autre part, Qi(^)T c (l - l)pT. L'équation (2.2.5) devient donc

c'imIq^Frob^') == Z(À)c'(mg)(ProbM') mod (^ - 1)T.

En utilisant (2.2.4), on obtient

^(^(n^"^1"0^) - ̂ (A)c(m)(FrobA)) <= JJ(^ - 1)T.
A A

On en déduit que Qg^^ÇTIcÇml)^ - Z(\)c(m)^ est nul dans fi
_ A ' \

HbrWP'mi)\,T) = n^r(Q(A(m)A,T). Maintenant, l'action de y>, sur

nÀ^r(Q(^m;)AîT) est induite par sa restriction Frobg à Qi(iirn) et est
donc égale à 6. Quand à Qq(X), grâce à la condition (2) du lemme 2.2.6
il est égal à Q^(X) = det(l - 7^|T*(1)). Les Q^6) engendrent un idéal
contenant l'idéal B(m}. Ce qui termine la démonstration.

Démontrons l'assertion (ii) de la proposition 2.2.5. — On change les
notations : on suppose maintenant que m est premier à p et on démontre
la proposition pour mp. Soit r un entier ^ 0 tel que l soit totalement
décomposé dans Q(/^pr) et ne le soit pas dans Q(/^p.+i) et soit À une
place de Q(/i^pr) au-dessus de L Alors, Prob^ engendre le groupe de Galois
de F(/Xp.+n)/F(^p.) pour F = Q(^) ou Q(/^(). Prenons M = pn tel
que (^M - 1)T c (l - l)(y>^ - 1)7. Notons pour simplifier Tr la trace de
F(^pr+n)/F(^pr) et dé F(^pr^)/F(fll^pr). Oïl à

(2.2.6) ^W^XF'-obA) = c(m^pr+rl)(FïobM) mod (^ - 1)T

Tr^m^+^^FrobA) = ('(m^+^Frob^) mod (^ - l)r.

D'où,

(2.2.7) c(m^p'-+")(FrobM) ̂  ̂ m^ProbA) mod (y,, - 1)T

c(mpT•+")(FrobM) = c(mp^)(ProbA) mod (y^ - 1)T.

On déduit d'autre part de la relation

'IMm^+^Frob )̂ = (3;(^l)c(mpr+")(ProbM) mod (^M - 1)T
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et du fait que l'action de l'inertie en l est triviale sur T que
(2.2.8)

(l - l^m^+^Frob^) EE ^(^^(m^+^Frob^) mod (^M - 1)T.

Donc, grâce à l'inclusion {^M - 1)T C {l - 1)(^\ - 1)T, on a

cÇmIp^CFrob^) = ^(A^mj/'+^Frob^) mod (^ - 1)T

et donc

cÇmIp^ÇFrobx) = Z(A)c(mj/')(FrobA) mod (^ - 1)T.

On en déduit que cÇmlp^^ = Z(A)c(mpr)A dans H^(q(^ipr)^,T) et
en appliquant la corestriction de Q(^rn^) à Q)(^mip) que c(mpl)\ =
Z(\)c(mp)x. D

3. Dérivation de Kolyvagin.

Dans ce paragraphe, on reprend la construction de la dérivation de
Kolyvagin en privilégiant la définition cohomologique qui permet de tout
décrire en termes de la représentation p-adique. Nous nous sommes inspirés
des démonstrations de Nekovàr ([Ne92]).

3.1. Situation générale.

3.1.1. Soit G un groupe profini et H un sous-groupe fermé distingué
de G tel que G/H soit cyclique d'ordre N , On fixe un générateur a de G/H
et un relèvement a de a dans G. On note Tr la trace relativement à G/H :

N-l . ^V_l
Tr = ^ a\ L'opérateur de Kolyvagin est l'opérateur D == D^ = V ia^

i=0 ,=o
II vérifie la relation

N-l

( a - l ) D = N - ^ a ^ = N - Tr.

Soit A un G-module discret tué par 7V. Si x est un cocycle de H à
valeurs dans A, on note [x] sa classe dans ^(H, A). On définit un élément
D(x)=D^(x) ç.Zl{H,A) par

N-l

D(x)(h) = ̂  iy(x)(h)
i=0



1254 BERNADETTE PERRIN-RIOU

où r{x)(h) = r(x(T~lhr)) si r e G. Supposons que cores([a;]) e ^(G.A)
est nulle. Alors, la classe D[x] = [D(x)} de D(x) dans ^(Ti^A) est
invariante par a, c'est-à-dire par G / H . Si A° est nul, il en est de même de
H ^ ^ G / H , A11) car G/H est cyclique et l'application restriction H1 (G, A) -^
H1 (H, A) est un isomorphisme. Ainsi, D[x\ est l'image par restriction
d'un unique élément de H^^G.A) que l'on note kol^([:r]) = kol([a;]) (il
dépend du choix de a).

3.1.2. Soyons plus explicite. On ne suppose plus que A° est nul.
Soit x e Z^Jï.A) un cocycle de classe [x} dans H1 (H, A). Soit cores(a;)
l'élément de Z^G.A) défini par :

(3.1.1) cores(.)(,)=IEol'^(a;)(ff) si g e H

[ ^(a^) si g = à.

La classe de cores(a;) est égale à cores[a;]. Comme cores[:r] = 0, il existe
a € A tel que

coïes{x)(g) = {g — l)(û) pour tout g e G

et a est bien défini modulo A°. D'autre part,

à(Dx)(h) - (Dx)(h) = -(h - l)aa.

L'application f : G —^ A définie par

F f(h) =D(x)(h) pomhçH
\fW a) = —aa

se prolonge de manière unique en un élément de Z1 (G, A) dont la restriction
à H est D{x\ Si x ' = x + <^(/3) où <?(/3)(/i) = (h - l)f3, f est changé en //

avec

f-f-ôÇD^eZ^G^A0).

On en déduit que si a est un entier tel que aA^O, kol^^rr]) =^a[/] e
^(G^aA) est indépendant du choix de x. Si a = 1, c'est l'élément kol([rr])
défini précédemment.

3.1.3. LEMME. — Soit H ' lin sons-groupe de H , distingué dans G et
tel que G / H ' soit cyclique d'ordre TV'. Soit A un G-module annulé par
N ' ; soient TT : A —>• A/TVA la projection naturelle et Tr 1^application de
corestriction de H ' à H. Alors, si x e ^(H'\ A), on a

7r(kol^([^]))=kol^(7r(Tr([.r]))).
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Démonstration. — Faisons la démonstration dans le cas où A° = 0.
L'élément kolj^([.r]) est calculé à l'aide d'un générateur a ' e G / H 1 dont
l'image dans G / H est cr; prenons pour à un relèvement de o•f (donc de cr).
On a avec N1 = Nm,

N'-l N-lm-1 N-l m-1

E îx l = E E ̂  + ̂ ^^+7V' = E ̂ ' E XNfe mod N-
i=0 j=0 A;=0 j=0 k=0

On en déduit que

( Nm-l \ N-l

^ E ^(M) -E^MTr^]).
î=0 / j=0

D'où la conclusion. D

3.1.4. Supposons donné un sous-groupe fermé Go de G tel que si
HQ = H H Go, GQ/HQ soit encore cyclique d'ordre N de générateur o-o. On
suppose que

i) on a une surjection

7r:Go-]"IZç(l) K Z
q^l

de noyau premier à p, le produit semi-direct étant donné par la relation
(pr^p-1 = r1 avec l premier à p, pour (p un générateur topologique de Z et
T un générateur topologique RI Z9(l) ; on î^e Jo le noyau de Go —^ Z;

9^^

ii) l'image de HQ par TT est 7V ]~[ Zç(l) ix Z et l'image de <TO est r
9^^

modulo A^;

iii) G agit continûment sur un (^-module libre T de type fini et Go
agit sur T par son quotient Z.

On pose

H^(G^T)=Hl(Go/I^T)
H^(H^T)=Hl(Ho/(Io^Ho^T)

H)^G^T/MT) = H\G^T/MT)/H^{G^T/MT).

On a un isomorphisme canonique H^(GQ,T) ^ H^(HQ,T). Ainsi,
H^(GQ,T) = Iï'l(Z,^) et par évaluation sur le générateur (p de Z, on
obtient un isomorphisme

ev:^r(Go,T)^r/(^-i)r.
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Comme IQ agit trivialement sur T et pour M \l— 1, on a un homomorphisme

Evr : H\Go,T/MT) -^ îîom(Io,T/MTV=1 -^ (T/MT)^\

la dernière application étant induite par l'évaluation sur r (comme M divise
l — 1, (p agit trivialement sur lo/MIo). On en déduit une application

H^Go/Ho^T/MT)110) -^ (T/MT)^

que l'on note encore Evcrp : Ev^p ([2:0]) = ^o(^o) pour 2^0 cocycle représentant
N.

Remarque. — Si Hom^Jo, î')^ = 0, c'est-à-dire si l~1 n'est pas valeur
propre de y agissant sur T, H^(GQ,T) est en fait égal à H^-ÇGo.T).

3.1.5. Supposons que Ve = 0 avec V = Qp 0^ T, ce qui est
équivalent à ce que (V/T)0 est fini et soit un entier a annulant (V/T)° et
donc (T/MT)° pour toute puissance M de p. Soit M une puissance de p
divisant N et l — 1 et soit [y] e H^ÇH.T) tel que cores([?/]) soit divisible
par M dans ^(G.T) : cores([?/]) = M[x] avec [̂  <E ^(G.T). On peut
appliquer la construction de Kolyvagin à A = T/MT. Il existe donc un
élément [z\ = kol^([î/]) = kol^([î/] mod M) de H\G,aT/MT) tel que
la restriction de [/z] à H soit aD([?/] mod M). On enlèvera Tï" de la notation
s'il n'y a pas de confusion possible.

Soit [zo] la restriction de [z\ à GQ. Comme o-o agit trivialement sur T,
l'opérateur de Kolyvagin D agit sur T et sur Z^T^T) par ^N(N — 1).
On en déduit que la restriction de [2:0] à HQ est nul. Donc [zo] est
l'image par innation d'un élément [^] de ^(GQ/HQ, (aT/MT)110). On
peut donc calculer Ev^cd^o]) ̂ ^ l'011 note avec un léger abus de notation
Ev^(kol^(b]).

3.1.6. PROPOSITION (Nekovàr). — S'oit [y] un élément de ^(H.T)
dont F image par restriction à HQ appartient a H^(HO^T). On suppose que
cores(|j/]) est divisible par M dans ^{G^T) : cores([^/]) = M[x] et que la
restriction de [x] a H1(HQ,T) appartient à H^(HQ^T). Alors, on a

.̂Ev,(kol̂ ])) = .(-̂ M) - ^ev(M)) mod (^ - l)r

= a(ev([a;]) - ^-ev([y])) mod (y - 1)T.

Démonstration. — Vérifions d'abord que cela a bien un sens :
Ev^(kol^([y])) est défini module MT et donc ——-'-Ev^kol^ty])) est
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défini modulo ((^ - l)r, ev([^]) et ev([y}) sont définis modulo ((^ - l)r,
enfin N / M e 0. On note x et y des cocycles de ^(Z.T) représentant les
images de [x] et [?/] dans ^(Z.T). Alors,

(3.1.3) coresQ/)^) = Mx(g) + (g - l)a

avec a G T. Par définition de [z], on a

Ev^(M) = -aa mod MT.

Il s'agit donc de calculer a mod MF. En évaluant (3.1.3) en y et en
remarquant que ôoQ/)(^) = y((p), on obtient

Ny(^) == Mx(^) + ((^ - l)a mod (M,7V)r.

Comme 7V est divisible par M, on en déduit la formule (3.1.2). D

3.2. Dérivations des systèmes cPEuler p-adiques.

3.2.1. Remarquons que si V11 = 0 pour un sous-groupe fermé H de
GS^J (V/T)11 est fini. D'autre part, pour tout sous-groupe H fermé dis-
tingué dans G(Q), VH est stable par G/H et est donc une sous-représentation
de Y; comme V est une représentation irréductible de GQ, cela implique
que V11 = 0 ou V11 = V. Ainsi s'il existe un entier m tel que y^^mp^)
soit non nul, l'action de GQ se factorise par G^ab où Q^ = UQ(/^) la
plus grande extension abélienne de Q. Comme V est irréductible, elle est
alors de dimension 1. Dans ce cas, elle est donnée par un caractère de Gq à
valeurs dans Ox. Si ce caractère n'est pas d'ordre fini, y^Q^m) = Q est tou-
jours vrai et les (V/T)0^^ = Q sont d'ordre borné à condition de prendre
m divisible au plus par une puissance de p fixée. Si le caractère est d'or-
dre fini et de conducteur 777,0 ^ 1^ les conditions précédentes sont vérifiées
à condition de se restreindre aux entiers m premiers à mo, c'est-à-dire à
S(V).

On déduit de ces remarques que :

(1) Pour tout entier m (premier à S (Y) si Y est de dimension 1),
y^Q^m) == 0; il existe donc un entier a^(T) annulant (y/T)6'^^) et
{T/MT)0^^) pour toute puissance M de p ' ,

(2) les am(T) (pour m premier à E(V) si V est de dimension 1) sont
bornés par un entier a(r).
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Ainsi, la condition y^Q^m) = 0 imposée pour que m soit fortement
admissible est presque toujours vérifiée. On fixe a = a(T) (on a en fait
besoin, à m fixé, d'un entier annulant (V/T)0^^) et les (V/T)0^^---1^
pour li des nombres premiers distincts premiers à mp et à SUS(V), ce qui
existe dès que m est fortement admissible).

3.2.2. Choisissons une famille de racines de l'unité Ç = (Cn)neN? avec
Çn d'ordre n, telles que (^/ = Çn (voir 1.4.1). Notons Q"^ la réunion des
Q(A4n) pour m premier à l. On note ai l'élément de Ga^Q^^/Q^)
défini par

^("^n) .
" Î̂T = °-1

pour II uniformisante de Q0'6^ (par exemple ^) et a f ' sa restriction à
QO^mO (c'est donc un élément d'ordre l - 1 de Gal(Q(/^)/Q(/^)). Si
À est une place au-dessus de ^, on note a\ = cr' son prolongement à
Q(/^)À.

3.2.3. Soit c un système d'Euler p-adique ou d'Euler-Iwasawa p-adique
de rang 1. Soit l G S (m). L'homomorphisme Frob^ agit trivialement sur
Q(/^m) et on a

Trz(c(m0) = ̂ (^(l^Frob,-1)^) = Pz(y*(l),l) c(m).

Comme Pi(V*(l),l) est divisible par l — 1, on est dans la situation du
paragraphe 3.1 avec G = GQ(^) et H = G(Q)(^^) et N = l — 1 et M une
puissance de p divisant l — 1. On note

^y^. n — î -î )d^(m;0=kol^(c(m0)

(m) ,avec a = a^ et

d(»)(m;Z)=d^_^(m;Z)

(si N est un entier, on note Np la plus grande puissance de p divisant N).

3.2.4. PROPOSITION. — Pour toute place v de Q(^m) n^ divisant pas
p ou l et telle que c(ml) est non ramifié en v, d^Çrn'^l) est non ramifié :
son image d^ (m; l)v par localisation en v appartient à

H^W^,T/(l - ̂ ^(QM^/QM^r/^ - 1)T)

où (Q^/^)^ est la plus grande extension non ramifiée de Q(^m)v
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Démonstration. — On utilise d'une part le fait que QQ^mO/QG^m)
est non ramifiée en v et donc que le noyau de l'application restriction

H\Q(^)^T/(l - 1)T) -^ H\^^)^T/(l - 1)T)

est contenu dans H^(^(firn)v^Tl(l — 1)T) et d'autre part le fait que
les composantes de D^ (c(ml)) appartiennent, de même que c(ml\ à
^(Q(^n).,r/a-i)T). n

3.2.5. Soit A une place de Q(/^m) au-dessus de l. On désire calculer
le localisé de d(m\ l) en A. Pour cela, on applique les paragraphes 3.1.4 et
suivants avec pour GQ le groupe de décomposition de À. Notons Ev\^x^
ev\ les applications Ev^y et ev correspondant à la place À. Enfin, posons

P^l),X)=pl^^-pl^^l\
-A. — 1

3.2.6. PROPOSITION. — i) L^idéal B(m) annule

^(Ev^(^a)(m;0)-a^lP,(y*(l),^l)ev^(c(m)))
\\i

pour tout entier m et pour tout l € S^(m) tels que c(ml) soit non ramifié
enl et Pi(V,l) ^0.

ii) Si de plus p divise m et c d'Euler-Iwasawa, on a

Ev^d^M) = a^lP,(y*(l),^l)ev^(c(m)).

Démonstration. — On fait la démonstration de (i). Posons Qi(X) =
P^y*(l),X). D'après l'équation (3.1.2), on a

^^Ev^d^^O = a(^ev^(c(m)) -ev,(c(m0)).

Soit b un élément de B(m). Comme

b]^eyx(c(ml)) = b]^Z(\)eyx(c(m)) e ]^T/(^ - 1)T
X X X

avec Z{\) = ̂ ^ ^ , on a

^n^-i1^^^^)
x v

= -^n ^^^-^(^ev.^)) G nw - ̂ T.
x l ± x



1260 BERNADETTE PERRIN-RIOU

En multipliant par (l - 1)(^ - l)-1, on obtient dans ]"IA T / ( l - 1)T,

^n^^A^O = &a^Q^(^ l)^ levÂ(c(m)).
A À

La démonstration est identique dans le cas (ii) (on peut alors prendre
b=l). Q

3.2.7. Posons H^(F^A) = H1 (F^ A)) /H^(F^ A) pour A C^-
module continu. Notons

< ,. >A: H^(F^T) x ^(FA^*(I)/T*(I)) ̂  ^/(9

l'accouplement de dualité locale et pour M un entier,

< - ̂  H^F^T/MT) x ^(F^T*(l)/Mr*(l)) -. 0/MO

l'accouplement qui s'en déduit. Notons

[, .l^ : T/MT x r*(l)/MT*(l) -^ 0/MO

l'accouplement induit par l'accouplement naturel

T/MT x rVMT* -> 0/MO

et par l'isomorphisme

Z/MZ ̂  ^M = Z(1)/MZ(1)
^ ̂  C^ mod M.

Si g ç G^, on a [ga.gb]^ = xÇg^b]^. En particulier, pour
l e Sf(Mm) et A divisant /, [^a,&]^M) = [a^^b]^.

3.2.8. LEMME.—Soient^ e H^Q^^T/MT) et y e ̂ (0(^)^0
r*(l)/Mr*(l). Alors

<^2/>w=[Ev^(^,ev,(^M).

Pour une démonstration, voir l'appendice A.

3.2.9. PROPOSITION. — Soit ( e 6', (m). On suppose toujours
•P;(^l) 7e 0 et c(TO?) aon ramifié en l. Soit M un diviseur de l - 1 et
soit y G ̂ blr(Q(^m)A,Tl•(l)/MT*(l)). Afors,
(3.2.1)

(< ̂ (m^.y >^ -a[P;(V*(l),^l)^levA(c(m)A).ev^y)]w)^
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est annulé par P idéal B(m) et est nul si m est divisible par p et c d'Euler-
Iwasawa (\ parcourt les places de Q(/^m) au-dessus de l).

Démonstration. — La dernière expression a un sens : comme ev;\(c(m))
est défini modulo (<^\ — l)r, P^y^l^^^^^evA^m)) est défini mo-
dulo P^y^l),^1)^) qui est contenu dans (l - 1)T; ey\{y) est défini
modulo ((^A - 1)T*(1) + Mr*(l) et comme [^a^]^M) = [a,^^]^ on
est ramené au calcul précédent. La proposition se déduit des lemmes 3.2.6
et 3.2.8. D

3.3. Généralisation.

3.3.1. Si m est un entier sans facteurs carrés, on pose Dm = Y[ D^^
l\m

LEMME. — S'oit c un système d^Euler p-adique de rang 1. Soient m
un entier admissible, Mm là puissance de p maximale divisant les l — 1
pour l\m et rrio un entier premier a m et fortement admissible. Alors,
l'image de Dm(c(mmo)) dans H1 (^{^immo)->T / MmT) est invariante par
^m ^ Gal(Q(/^J/Q(/^J).

Démonstration. — Cela se démontre par récurence sur le nombre de
l premiers divisant m. Ecrivons m = lm'. On a

(ai - \)Dm'{c{mQm'l)) = (l - l)c(mom^) - cores^ÇDm'ÇcÇmom^)))

=(l- l̂ mom'O - W*(l), ̂ (Dm^cÇmom'))).

Comme Dm' (^(mom/)) est invariant par Ay^/ dans H^^^mom'^^T/MmT)
par hypothèse de récurence et que (^ appartient à A^/, on en déduit que

^(^(l^-^D^mom'))) = Pz(y*(l),l)P^(c(mom')) mod Mm.

Comme Mm divise P^(V*(1), 1), on en déduit le lemme. D

Si M est une puissance de p divisant Mm, on note d^Çmo'.m) G
H^^iJim^T/MT) l'élément dont la restriction à ^(Q^mmo)^/71^)
est l'image de aDm(c{mmo)).

3.3.2. LEMME. — On suppose vérifiées les conditions du lemme 3.3.1.
Soit M une puissance de p divisant Mm. On suppose que pour l\m, c(mrno)
est non ramifié en l et Pi(V, 1) 7^ O. Alors, d^Çmo'.m) est non ramifié en
dehors des nombres premiers divisant m et pour l\m

(Ev^(^)(mo;m))-P^(y*(l),^ l)ev^(d^)(mo;m/0))^|^

est annulé par Fidéal B{mo) et est nul si p divise mo et c d'Euler'Iwasawa.
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3.4. Réinterprétation.

3.4.1. Soit / un endomorphisme de V laissant stable T, de déterminant
1 et tel que V/(f - 1)V soit de dimension 1. Soit Q'{X) = Xdet(f - X),
Q'{X) = Q'{X)/{X - 1). On a donc (/ - 1)Ç'(/) = 0. Dès que V est
de dimension > 1, Q'(f) 7^ 0. Comme ker(/ — 1) est de dimension 1
et que Im Q'{f) est contenu dans ker(/ — 1), les sous-espaces vectoriels
Im Q'(f) et ker(/— 1) = V^1 sont égaux. L'homomorphisme Q'{f) induit
un isomorphisme d'espaces vectoriels V/(l — f)V —>- Q'{f)V = V^1. Si
on le restreint à T, il induit un homomorphisme de (9-modules à noyau
et conoyau finis T/(l — f)T —^ ^^==l . Enfin, par passage au quotient par
MT pour M une puissance de p, on obtient un homomorphisme à noyau
et conoyau finis d'ordre borné par rapport à M

r/(i - /, M)T -^ (r/MT)-^1,
(le conoyau de T^/MT^ -^ (T/MT)f=1 est MTn(f- l)T/(f- 1)MT
qui est fini d'ordre borné par rapport à M, son noyau est nul).

3.4.2. Soit maintenant l un nombre premier, l ç. Sf^M(Mm) : pour une
place A de Q(/^Mm) au-dessus de Z, (p~^1 agit sur T/MT comme /. On prend
F = Q(^m) ou F = Q(A4nM). L'opérateur fQ\f) = (^Ç^1) mod M
avec Q(X) = det(/ —X) induit un homomorphisme de (^-modules à noyau
et conoyau finis d'ordre borné par rapport à M

r/(^ - I,M)T -> (T/MTY^.
En utilisant les homomorphismes ey\ et Ev\, on en déduit un

homomorphisme

Dér^M : H^F^T/MT) -^ H^(F^T/MT)

à noyaux et conoyaux finis d'ordre borné par rapport à M et ne dépendant
que de /. Remarquons que comme det(/) = 1, on a

det(l - X/|V*(1)) = det(l - Xf\V^ = det(l - Xf~1 \V) = det(/ - X\V).

Ainsi, dans l'expression (^1Ç((/^1) mod M, on peut remplacer Q
par fl(y*(l),X) et Q par P^y*(l),X)/(X - 1).

Les résultats des paragraphes 3.2 et 3.3 se résument alors en la
proposition suivante.

3.4.3. PROPOSITION. — Soit c un système d'Euler p-adique (resp. un
système d'Euler-Iwasawa p-adique) de rang 1. Soit f un endomorphisme
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laissant stable T, de déterminant 1, tel que V/(f - 1)V soit de dimension 1
et vérifiant la condition ( * * ) . On suppose vérifiées les conditions du lemme
3.3.1. Soit l e Sf^{Mm) tel que Pi(V, 1) 7^ O et c(lmmo) soit non ramifié
en l. Alors,

(d^\mo',ml) - Dér^M^fmoîm));,

est annulé par Î3(mo) (resp. est nul si p divise mo) pour X parcourant les
places de Q(^m) au-dessus de l. Ainsi, dans le deuxième cas pour \\l, pour
p\mo, pour tout y e ^(F^r*(l)/MT*(l)),

< d^\m^ml)^y >^ =< Dér^^o;̂  >^

— rp,^n^rx ^a)= [Ev^DérA,M^)(mo;m),evÂ(^)]^).

4. Quelques résultats de cohomologie galoisienne.

4.1. Rappels sur l'image du groupe de Galois dans GL(T).

4.1.1. Soit F une extension finie de Q. On note F (M) le corps FQ(M)
avec Q(M) = Q(T/MT) et F(p°°) la réunion des F(M) pour M puissance
de p. On pose F'{M) = F(M)(^M). Notons Gp(T) l'image de Gp dans
GL(V) = GLv(8); elle est en fait contenue dans GL(T) = GL^O) et
s'identifie à Gal(F(p°°)/F). Comme Gp est un groupe compact, son image
Gp(T) dans GL(T) est un sous-groupe de Lie p-adique du groupe linéaire
GL(T). L'algèbre de Lie Q de Gp (T) ne dépend pas de l'extension finie
F de Q. Notons Q l'algèbre de Lie de GF(^)(T). Soit G^p le groupe
algébrique linéaire adhérence de Zariski de Gp(T) dans GLy. Rappelons
quelques propriétés de ces groupes (voir en particulier [S67], [S76], [S94]).

4.1.2. (Ai) La représentation V est non ramifiée en dehors d'un
ensemble fini de places et que sa restriction au groupe de décomposition
en p est de Hodge-Tate. Par exemple, si V est géométrique, V vérifie ces
conditions. Par un théorème de Bogomolov ([Bo80]), l'algèbre de Lie Q est
algébrique (cf. aussi [He81]). En particulier, l'algèbre de Lie de G^p est
égale à Q. On en déduit que Gp(T) est ouvert dans G^(^) pour toute
extension F finie de Q. Ainsi, si l'on note G^ÇO) = G^{£) H GL(T),
l'image GF(T) de Gp est contenue dans G^(0) et y est d'indice fini.
Enfin, la composante connexe G^9'0 de G^ ne dépend pas de F et est
égale à G^p pour une extension finie F de Q convenable.
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Rappelons d'autre part que si G est un groupe de Lie p-adique
compact et si A est un G-module fini, les groupes de cohomologie H1 (G, A)
sont finis ([L65]), ce qu'on appliquera à G = Gp(T).

4.1.3. (As) Supposons de plus que V est une représentation linéaire
semi-simple de G^Q. Pour toute extension galoisienne F de Q, les groupes
G^p sont réductifs. L'algèbre de Lie G est réductive de même que l'algèbre
de Lie G de <^Q(^oo) (qui est aussi l'algèbre de Lie de ^Q(^poo) pour tout
entier m).

4.1.4. (As) Avec les hypothèses précédentes (essentiellement V de
Hodge-Tate en p), le déterminant det(Y) est donné par un caractère de la
forme e < \ ̂  où r 6 Z, e est un caractère d'ordre fini et < \ > est la
p-composante du caractère cyclotomique : < \ >'. G(Q) —> 1 +pZp. Ainsi,
si r 7^ 0, la Zp-extension cyclotomique Qoo est contenue dans FÇp^). Si
r = 0 et V est irréductible, par contre, la Zp-extension cyclotomique Qoo
n'est pas contenue dans F(p°°).

4.1.5. (A4) On dit que V est une représentation pure de poids w si elle
est géométrique et si pour presque toute place v de Q différente de j?, les
coefficients du polynôme caractéristique de l'endomorphisme de Frobenius
agissant sur V sont dans Q et ses racines sont des nombres de Weil de
poids w (ainsi, si a est une telle valeur propre, toutes ses valeurs absolues
archimédiennes sont égales à A^"^2) ; on dispose d'un morphisme poids
w du groupe multiplicatif G> dans la composante connexe du centre de
G^ donné par

w(t)=twïàv.

II est démontré [S76] que w(C^) est contenu dans G°^9'0 et même dans
la composante neutre du centre de GpÇT). En particulier, pour toute
extension finie F de Q, Gp(T) contient un sous-groupe d'indice fini de
w(Z^). On a det(Y) = e <^>-wd/2.

Les propriétés d'algébricité ne seront pas utiles dans la suite. Elles
le sont par contre quand il s'agit de vérifier l'hypothèse (Tech). Ainsi,
par exemple, si G^r^ est le groupe des similitudes symplectiques ou des
similitudes orthogonales relatives à une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée, l'hypothèse (Tech) est alors vérifiée.

4.2. Finitude de groupes de cohomologie.

Nous supposons que V est irréductible sur GQ.
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4.2.1. Nous avons en vue de montrer sous certaines conditions que
les groupes H^F(M)/F, T/MT) sont d'ordre borné par rapport à M, puis
d'étudier leur variation lorsque F parcourt les sous-extensions finies de
Q(/^mp00)- Dans la suite, M est toujours une puissance de p.

4.2.2. PROPOSITION. — S'oit F une extension finie galoisienne de Q
et F = F ou Foc,. Les £-espaces vectoriels H^GpÇT), V) sont nuls pour
i ^ 2.

Démonstration. -— Soit G' l'algèbre de Lie de Gp(T) (elle est égale
à G si F = F et à G si F = Fyo). Supposons le centre de G ' non trivial.
Quitte à remplacer F par une extension finie galoisienne sur Q, on peut
supposer que le centre Zp de Gp(T) est non trivial. Il est alors distingué
dans Gq(T) : en effet, Gp(T) est distingué dans Gq(T) et si g ç Gq(T),
z e ZF et h <E Gp(T), on a

gzg^hgz^g^h-1 = gz(g~lhg)z~lg~lh~l = gg^hgg^h-1 = 1.

On en déduit que V2^ est stable par Gq(T) et donc, comme V est
irréductible sur Q, soit V Z F = 0, soit V Z F = V. Comme de plus Gp(T),
et donc Z p , s'injecte dans GL(T), on en déduit que V Z F = 0.

Soit maintenant a un élément de Zp différent de 1. Alors, Va=l est
stable par G p . Si V est irréductible sur Gp, on a encore nécessairement
V^1 == 0 et on en déduit que les II^{Gp(T)^ V) sont nuls : comme le
sous-groupe < a > engendré par a est distingué dans Gp(T), par la
suite spectrale de Hochschild-Serre, il suffit de vérifier que V0^1 = 0 et
H1^ a >, V) ^ V/(a - 1)V = 0. Dans le cas général, écrivons V == eH^
où les Wi sont irréductibles (la restriction de Y à Gp est semi-simple).
Comme V Z F = 0, pour tout z, il existe a e Zp tel que H^0^1 = 0.
On en déduit comme précédemment que 7P((7^(r), Wi) = 0 et donc que
H^GpÇT), V) = 0 pour tout i ̂  0.

Supposons maintenant que le centre de G' est trivial. Comme V
est irréductible, G' est semi-simple. Par un résultat de Lazard ([L65], cf.
[S67] dans le cas où i = 1), l'application naturelle H^(Gp(T)^ V) dans
H^(Gf^ V) est injective (les groupes de cohomologie H^(Gp(T)^ V) pouvant
être calculés indifféremment avec des cocycles continus ou analytiques). Un
théorème de Chevalley-Eilenberg ([CH48]) affirme alors que, comme G' est
une algèbre de Lie semi-simple, H^(Gf^V) est nul pour i = 1,2 (et, mais
nous n'en aurons pas besoin, que si la représentation triviale n'intervient
pas dans le Ç'-module Y, H^G^ V) est nul aussi pour i ^ 3). On en déduit
la nullité des H ' (Gp (F), V). D
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Remarque. — On a en fait montré que si le centre de G' est non
trivial ou si la représentation trivale n'intervient pas dans le ^'-module V,
les H^(Gp(T),V) sont nuls pour tout i.

4.2.3. COROLLAIRE. — Si F est une extension finie galoisienne de Q
et si F = F ou F^, les H1(G p(T) , T ' / ' M T ) sont finis d'ordre borné.

Démonstration. — On utilise le fait que

Qp (S) H\G^T),T) = H^G^T), V)

([Tate]), que les H^GpÇT), T) sont de type fini et que l'on a la suite exacte

0 -^ H\Gp(T),T)/M -^ H\Gp(T\T/MT) -^ H^\Gp(T\T)M -> 0.

D

4.2.4. PROPOSITION. — Supposons que F est une extension finie
galoisienne de Q. Les H1 (F (M) / F , T/MT) sont finis d'ordre borné. Si
de plus, la restriction de V à Gp n'est pas la représentation triviale, les
^{F^M^/F.T/MT) sont finis d'ordre borné.

Remarque. — Si V est la représentation triviale,

H\F\M)/F,T/MT} = H^F^/F.O/MO)
= îiom(Gfû(F(uM)/F), 0/MO),

ce qui est non borné par rapport à M.

Démonstration. — La première assertion se déduit de Pinjectivité
de l'application innation H1 (F'(M) / F , T/MT) -^ H^{GF(T),T/MT).
Montrons la seconde. Lorsque Foo est contenu dans F(p°°), cela est
clair car F\M)/F{M) est de degré premier à p. Lorsque Fyo n'est pas
contenu dans F(p°°), posons Fo = ^oo H F(p00). Ainsi, Gal(F(^M)/^o)
agit trivialement sur (T/MT)01'^^). H suffit alors de montrer que les
H^FÇ^/Fo^T/MT)0^)0^0/^ sont finis d'ordre borné. C'est clai-
rement le cas lorsque V0^ est nul. Dans le cas contraire, V = V0^ ; cela
implique que V est de dimension 1 donné par un caractère d'ordre fini e
trivial sur FQ. On a

H\F(^M)IFQ, (r/Mr)^o)Gal(^o/^)

^ Hom(Gal(F(^M)/^o), (T/MT)^).

Si 6 n'est pas trivial sur Gp^ ces groupes sont finis d'ordre borné par rapport
à M. D
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4.2.5. Soit M' un entier divisant M. La suite exacte

(4.2.1) 0 -> M'T/MT -^ T/MT -^ T / M ' T -^ 0

induit la suite exacte

(T/MT)01- -^ (T/M'T)01" -> Hl(Ff(M)/F,MfT/MT)

^H\F\M)/F,T/MT).

En particulier, si V017 = 0 (ce qui est le cas si V n'est pas la représentation
triviale sur Gp), Hl(F/(M)/F,MfT/MT) est d'ordre borné par rapport à
M. Ainsi, pour tout entier M" divisant M, les Hl(Ff(M)/F,T/Mf/T) sont
d'ordre borné. On note sp un entier divisible par l'ordre de H 1 ( F / ( M ) / F ,
T/MT) et de H ^ F ' ^ / F , T / M ' T ) pour M'\M ainsi que de H ^ F ' ^ / F ,
r*(i)/Mr*(i)).

Remarquons que sqç^ est fini sous les mêmes conditions que am(T)
(cf. 3.2.1).

4.2.6. Remarque. — Supposons que T/pT est absolument irréductible
et n'est pas isomorphe à la représentation adjointe de Gp sur G/pQ et que
H^F^/F.T/pT) = 0. Alors, sp = 1. En effet, on a (T/pT)01- = 0 et
il en est donc de même pour (T/MT)01" = 0. Par utilisation de la suite
exacte de cohomologie déduite de (4.2.1) pour M' = M/p, la nullité de
Hom(Gal(F(M)/F(p),T/p^)G^ implique celle de ^(^(MVF.r/Mr).
On remarque alors que Gal(F(M)/F(p)) ^ Q / M ' Q en tant que représenta-
tion de G F (cf. l'appendice C). Dans [F192], le cas où V est la représentation
adjointe d'une représentation de dimension 2 est traité (voir un résumé dans
l'appendice C).

4.3. Variation avec Fn C Foo.

LEMME. — Pour F/Q une extension finie galoisienne, les ^(FnÇM)
/ F n , T/MT) sont finis d'ordre borné par rapport an et M. Si de plus V ne
se factorise pas par une extension finie de Gp^, les H1 (F^ (M) / F n , T/MT)
sont finis d'ordre borné par rapport an et M\

Démonstration. — La deuxième assertion se déduit de la première en
reprenant la démonstration de la proposition 4.2.4 pour Fn contenu dans
Foc. Montrons la première assertion. Supposons d'abord que Ve F^ = 0.
D'après le corollaire 4.2.3 pour F extension finie galoisienne de Q, les
H1(GF^(T) , T ' / ' M T ) sont finis et d'ordre borné par rapport à M. On a
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la suite exacte inflation-restriction :

0 -^ H\F^/F^ (T/MT)0^) -^ H\Gp^T)^T/MT)
-^ H^GF^W.T/MT)0^00/^.

Comme V0^ = 0, les (T/MT)0^ sont finis d'ordre borné par rapport
à M; comme Ve F^ = 0, ils sont d'ordre borné par rapport à n et M.
Il en est donc de même des H^F^/Fn, (T/MT)0^). On en déduit que
les H1(GF^(T),T/MT) sont finis d'ordre borné par rapport à n et M.
L'injectivité de l'application inflation

Hl(Fn(M)/F^T/MT) -^ H\G F^(T) ,T / MT)

démontre le lemme dans ce cas. Supposons maintenant que V = Ve F^.
Comme V est irréductible, elle est de dimension 1. On a alors V = S{e<
X>r) pour un caractère e d'ordre fini. Pour r 7^ 0, il suffit de montrer le
lemme pour une extension finie F galoisienne telle V ^ ^(^r) = S (g) Zp(r)
en tant que G^-module. Pour r -^ 0, F (M) diffère alors de F(/^M) par une
extension de degré borné et H^(F(^lM)/F(^), ̂ ) est d'ordre borné par
rapport à M. Lorsque r = 0, on a Fn(M) = F^K^ où K^ est le corps fixé
par le noyau de e et l'assertion est claire. D

4.4. Étude des 0[G^]-modules.

4.4.1. On suppose dans ce paragraphe que W est une représenta-
tion ^-adique semi-simple de GS,F telle que W = e Vi avec Vz des

î=l

représentations irréductibles de GS,F non isomorphes. Pour tout i, on
pose /C^ = EndG^(^) et 0^ = End^(r,). On pose ÎCp = W^\
OF = nû^. Si r_ = (n,. . . ,r ,) , on pose W7- = CV^, JC^ = W^
et ̂  = W^1. On a alors Endc^W^ = f[ M^(/C^). On le note

i=l

aussi M^(/C^). On pose GL^p) = M^pY = t{ G7^(/C^). On pose
î=l

de même Mr_(0p) = fl M^(O^).
i=l

On désigne par G'^-réseau W de W un 0-réseau de W (c'est-à-dire
un sous-0-module libre de type fini contenu dans W et tel que <^(8)W = W)
stable par G p . On fixe un Gj^-réseau U de W et on pose Ui = U H W, et
U7- == CL^1. Ainsi, U7- est un G^-réseau de W7- et est muni d'une structure
de Ûj^-module commutant avec l'action de Gp-
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LEMME. — II existe un élément non nul m(U) de 0 telle que pour
tout r_, pour tout Gp -réseau W de W7-, il existe un G p-réseau W de W7-
équivalent à U7- pour Faction de GL^ÎCp) tel que m(U)W C W C W.

Remarque. — II existe un nombre fini de Gp -réseaux de W7- à
équivalence près par l'action de GLrÇîCp).

Démonstration. — Nous allons utiliser le théorème suivant (voir par
exemple [Re, Theorem 18.7]) : Si A est une ^-algèbre semi-simple et Ô
un ordre maximal de A, deux D-modules (à gauche) Wi et W^ tels que
S 0o Wi = 8 0e? W2 et qui sont libres de type fini en tant que 0- module
sont isomorphes.

Prenons pour A la sous-é^-algèbre de End (TV) engendrée par l'image
de GF dans End(M/) et soit û l'ordre de A engendré sur 0 par l'image de
G F dans End(î/). Comme W est un A-module semi-simple et que A est
contenu dans End(W) = End^(W), l'algèbre A est semi-simple ([Bo, chap.
8, §9, 2]). D'autre part, W1- est naturellement un A-module et tout Gp-
réseau de W7- contenu dans U7- est un 0-module. Supposons d'abord que
D est un ordre maximal de A. On peut alors appliquer le théorème cité. Si
W est un G^-réseau de W7- (donc un sous-D-module de W7-), il existe un
automorphisme g de W7- commutant avec D, c'est-à-dire avec l'action de
GF et tel que W = g(U7-). Comme Endc^ÇW7-) = EndA(W7-) = MJ/Cr),
les deux G^-réseaux W et U7- sont équivalents par GLrÇÏCp) et la constante
m(U) peut être prise égale ai . Si 0 n'est pas maximal, il est contenu dans
un ordre maximal D ; notons a l'indice de 0 dans D. Soit W = DW C W7-
le D-module engendré par W dans 8(^0 W = W7-. Soit de même Û7- = OU1-.
Les deux D-modules U1- et W étant deux (9-modules libres et vérifiant
£ 0o U1- = £ 0o W, ils sont isomorphes en tant que û-modules et
donc équivalents sous l'action de GLrÇîCp)' Soit g G GL^/C^) tel que
W = g(Ù1-) ; comme l'indice de 0 dans Û est a, les exposants de W/W
et de U^/U7- divisent a. On en déduit que W est contenu dans g'ÇU^-)
avec g ' = a~lg et que l'exposant de g^U^/W divise a2. On peut donc
prendre pour m{U) le carré de l'indice de 0 dans D. Ce qui termine la
démonstration. D

4.4.2. Pour a = ( a ^ , . . . ,aJ ç /C? et pour w_ = ( w ^ , . . . ,wJ ç W7-,
/ ri ' \

on pose a.w = ( ^ ûzj-w^ ) avec a^ = (a^) et w^ = (w^). Soit W un
^•=1 A

6^-réseau de IV^ contenu dans U7- et contenant ML^. On pose

a^(W) = {a ç û^ tq a.w e MU pour tout w e W},
b^(W) = {b e U7- tq a.b ç M(7 pour tout a e aM(W)}-
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4.4.3. LEMME. — Soit W C U1- un Gp-réseau de W1- contenant MU7-.
On a

m(U)bM(W) C W C bM(W).

Autrement dit, si t G U7- vérifie a.t ç MU pour tout a ç OM^)? rn(U}t
appartient à W.

Démonstration. — II est clair que Von a W C bM(W). Soit W' =
g^U^-) un G^-réseau équivalent à L^ et tel que

m(U)W C W C W.

Calculons aM(H;/) puis bA^W)- On remarque que a.w e MU pour tout
w e W si et seulement si og(t) G M[7 pour tout t e [/î:. Comme
û^tô = tg^t, QL ^ ÛM(W) si et seulement si tga ç MO^ et donc
OM(W) = Mtg~10'p. Le même calcul montre que t ç ^^(W7) si et
seulement si ^ G ^(^2:) et donc que bAf(W) = W. Des inclusions (4.4.1), on
déduit successivement que OM(W) C OM(W) et bM(W) C bM(W) = W.
Donc, m([/)bM(W) C m(^)W C W. D

Donnons la conséquence suivante du lemme 4.4.3. La représentation
V(3)V*(1) de G F vue comme représentation j?-adique (i.e comme Qp-espace
vectoriel muni d'une action de Gp) s'écrit sous la forme 0 W^1 où les Wi

i=l
sont irréductibles sur Gp et non isomorphes. Soit Ui = Wi D (T © T*(l))
et U = @Ui. Si r et s sont des entiers, on écrit Vr C V^l)5 = CW^1^'-
et ^5 == (r^(r,5)). En appliquant ce qui précède à W = QVl^, on peut
montrer la proposition :

4.4.4. PROPOSITION. — II existe une constante m? avec la propriété
suivante : Soit W un Zp [Gp] -réseau contenu dans T1' ®r*(l)5 et contenant
M y eT*(l)5) et soit w e T7' et w1 e r^l)3 teis que pour tous a ç D^'5

vérifiant a.W C MÎ7, on ait a.(w,w') e ML7'. Alors, m^(w,w') e W.

Remarque. — Si T/pT est absolument irréductible, û est un ordre
maximal et on a m(T) = 1. En effet, la Z/pZ-algèbre engendrée par l'image
de G F dans GL(T/pT) est alors égale à EndfT/pT). On en déduit par le
lemme de Nakayama que û = End(T) et que û est un ordre maximal de
A = £ 0o 0. Si de plus T/pT et r*(l)/pr*(l) sont disjointes dès que V
et V*(l) le sont, on a mp == 1.

4.4.5. LEMME. — Si F est une extension finie galoisienne de Q, les
rapn 'sont bornés lorsque Fn varie dans la Zp-extension cyclotomique de
F.



SYSTÈMES D'EULER p-ADIQUES ET THÉORIE D'IWASAWA 1271

Démonstration. — La représentation V reste semi-simple comme
représentation de Gp^ et on applique la proposition 4.4.4 à F^. On a
alors m^ ^ ^^oo • D

4.5. Indépendance linéaire et groupes de Galois.

4.5.1. Rappelons que F'(M) = F(T/MT^M)' On suppose que V et
V*(l) ne sont pas isomorphes à la représentation triviale sur F.

Soient

SM = ̂ M,F : H\F,T/MT) -^ Homz(G^(M)h),T/M^)Gal^^M)/i7)
^=^^:^l(F,^*(l)/M^*(l))

^Homz(^/(M)(p),T*(l)/M^*(l))Gal^/(M)/^

les applications de restriction (G(p) désignant la p-partie du groupe pro-
fini G). Les noyaux de 6 M,F et de 6 ^ p sont égaux respectivement
à Hl(Ff{M)/F,T/MT) et à H^F^M^F^^/MT^l)} ; ces groupes
d'après 4.2.5 sont finis d'ordre borné par s p -

Si X C H\F,TIMT) et Y C H^F^T^^/MT^l)) sont des sous-
0-modules, on déduit de ^M et de 6^ un homomorphisme invariant
par G F

ÔM(X,Y) : GF^M) ^Homo(X,T/Mr) x Homo(r,r*(l)/MT*(l)),

g ^((x^y) ̂  (M^)(^MO/)(^))).

Si a- e H^F.T/MT) ou H^F.T^^/MT^l)), on note OM^) son
annulateur dans 0 et bM(^) l'ensemble des b e 0 tel que boM^x) C
MO. Plus généralement, si X est un sous- 0- module de ^(F.T/MT)
et X_ = (X —> X) un couple formé d'un (9-module libre de type fini
X et d'une surjection X —> X, on note OM(X_) le noyau de X —^ X
et bM(X) l'ensemble des éléments ^ de X* = Homo(X,(!)) tels que
^(ûM(20) c M(9. Avec des notations similaires pour Y, notons W7

l'image réciproque de RomoÇX.T/MT) x Homo(y,r*(l)/MT*(l)) dans
Homo(X x Y,T x T*(l)). Soit Wgai(2C x Z) le sous-Zp-module libre de
Homo(X x V, T x F* (1)), image réciproque dans Homo(X x Y, T x T*(l))
de l'image de l'application

GF'{M} -^ îiomo(X,T/MT) x Homo(y,r*(l)/Mr*(l))
^ Homo(X x Y.T/MT x r*(l)/Mr*(l)).
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On a donc Hgai(X x Y.) C W. On note alors dM(Hgai(2C x Z)) (resp.
aM(W)) l'ensemble des {x,y) e X x Y tel que ^(a^) e MT x MT*(1)
pour tout '0 ç Wgai(2C x Y) (resp. pour tout ^ G W7). Si on choisit un
isomorphisme de (9-modules de X avec O7', Wgai(20 s'identifie à un Zp-
réseau W de Vr stable par Gp et on retrouve par ces identifications les
définitions de 4.4.2.

4.5.2. LEMME. — On a les inclusions

5FClM(Hgal(2C X Y)) C OMW C (^(HgalQC X Y)).

Démonstration. — Faisons pour simplifier Y = 0. Choisissons une
base ci du (^-module libre X et faisons les identifications qui en résultent :
ainsi, on identifie Homo(X,T) avec T 7 ' . On déduit la deuxième inclusion
de ce que Wgai(^0 C W7. Montrons la première. Il est clair que OM(W) =
dM{X_). Si (ai, . . . ,CLr) G CiMOOî on a S^^ = 0 P0111' tout (^l? • • ' ̂ r) ê

î

X, d'où pour tout g ç Gp'{M}

Y^aiÔM(xi)(g) =0
i

et donc ̂ a^ e MF pour tout (w i , . . . ,w^) e Wgai^)- Donc aM(X) C
i

ûM(Wgai(X))- Réciproquement si ( a i , . . . , a ^ ) e ciM(Wgai(X)), on a
^ diWi = 0 pour tout ( w i , . . . , Wr) e Wgai^)! d'où ÔM^ o'i^i) = 0 pour

î î

tout (a;i, • • • ^ X r ) € X. Comme le noyau de ÔM est annulé par s p ^ on en
déduit que sp ^^ diXi = 0. Donc, 5^aM(Wgai(X)) C OM(X)- D

4.5.3. Remarque. — Soit '0 e ^M(X_). L'image de ^ dans
Homo(X, (9 /MO) se factorise par X (on la note '0^) et définit un élément
de Homo(X, 0/MO). Réciproquement, si ̂ M ^ Homo(X, 0/MO), l'image
réciproque de ^ dans Homo (X, 0) est contenue dans b^f-X).

4.5.4. PROPOSITION. — S'ojent X un sous-0-module de H1 (F, T/MT)
et Y un sous-0-module de ^(F.T^lVMr*^)). Si (^*) appartient à

îîomo(X,T/MT) x Homo(r,T*(l)/Mr*(l)),

spmF ('0,^*) appartient à l'image de G F ' ( M } '
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Démonstration^.—Oïl as F aM(Wga\(KxY_)) C OM^) C aM(>Vgai(2Cx
Y)). On en déduit par le lemme 4.4.3 (appliqué aux représentations vues
comme représentations p-adiques, voir aussi la proposition 4.4.4) que

SpW C SpbMW C MWgal(2C X Y))

et

mpSpW C m^bM(Wgai(^ x Y)) C Wgai(X x Y),

ce qui permet de conclure. D

4.5.5. LEMME. — Soit X un sous-0-module de ^(F.T/MT). Si
Z^(GF, T/MT) est le module des cocycles de Gp à valeurs dans T/MT,
il existe un homomorphisme X —> Z1{GF^T/MT) tel que le composé
X -^ Z1 (G p . T/MT) --> H1 (F, T/MT) soit la multiplication par s p .

Démonstration. — Commençons par démontrer l'assertion lorsque
X est de rang 1. Il s'agit alors de démontrer les faits suivants : Soit
x ç ^(F.T/MT)', l'image de ÔM^) est contenue dans bM(x)T/MT et
spx appartient à l'image de H1 (F, bM(x)T/MT) dans H1 (F, T/MT), i.e.
on peut choisir un cocycle x ' représentant x tel que s p x ' soit à valeurs dans
bM(x)T modulo MT.

La première assertion est claire : si ax = 0, on a Û^M^X^) = 0 pour
tout g e GF'{M^ ce q11! signifie que si t est un relèvement dans T d'un
élément de l'image de ÔM^X), on a aM(x)t C MT et t ç bM(x)T. Pour la
deuxième assertion, on remarque que l'image de x dans

H\F{M\T/b{x)T) = Homo(G^M)(p).T/b(x)T)

est nulle. Donc l'image de x dans H1 (F, T/b{x)T) provient de H1(F(M)/F,
T/b(x)T). Ainsi, spx appartient à l'image de H1 (F, b(x)T'/MT), d'où le
lemme pour X monogène. Dans le cas général, on choisit un isomorphisme
X ^ ÇBO/TT^ (TT uniformisante de 0) et des éléments a; i , . . . ,Xr tels que
l'image de xi soit (0 , . . . . 0 ,1 ,0 , . . . . 0) et on applique ce qui précède à
chacun des Xi. Comme il n'y a pas d'autres relations entre les x^ que
TT^^ = 0, on peut conclure.

n

(1) Je remercie ici le rapporteur de m'avoir signalé une erreur : j'avais regardé initiale-
ment le 0- module engendré par l'image de Galois, ce qui permet uniquement de montrer
que S R ' m p Ç ' ^ , '0*) appartient à l'image de 0/MO (S) G F ' ( M } '
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4.6. Applications du théorème de Chebotarev.

4.6.1. On se donne un élément g G GL(T) tel que

(1) det(^)=l ;

(2) est valeur propre de g et V9^1 est de dimension 1 ;

(3) les valeurs propres autres que 1 de g ne sont pas des racines de
l'unité.

On suppose de plus que g appartient à l'image de Gw/^m °°)' ^n se

donne d'autre part une puissance a de p. Nous la choisirons plus tard égale
à a = rhpSp. La condition (3) implique que l'endomorphisme 1+.. .-^-g^^
de V est bijectif; on note a' une puissance de l'uniformisante TT de 0 telle
que a'T C (1+. • . ga~l)T. Enfin, quitte à prendre une puissance convenable
de g de manière à ce que les valeurs propres différentes de 1 de g soient
congrues à 1 modulo p, g^ vérifie la condition (**) : il existe une puissance
mo de p telle que (^mo — 1)T C p^ — 1)T. Nous supposons désormais que
ga vérifie la condition (**).

Soit enfin un polynôme R(X) tel que R(X) = (X —l)R(X) annule g^
et tel que R^g^) ne soit pas nul. Par exemple, le polynôme Xdet(X — ^a)
convient pour R(X) (car ga n'est pas l'identité lorsque dim^V > 1). On
note alors to un élément de T engendrant V/(goi — 1)V et non divisible par
TT dans T et soit 03 une puissance de TT telle que a^t ç R(g)T. On pose
o^ = aa' == rhps^a^ a^ = spo^' •

On note dans la suite F = Q(^m). On note Sgo^M{Nm) l'ensemble
des nombres premiers l congrus à 1 modulo Nm et tels que pour une place
\o\l, la restriction de Frob^1 à F'(M) coïncide avec la réduction de g^
modulo M.

4.6.2. PROPOSITION. — Soit S un ensemble fini de places contenant
^(V),petrinfini. Soient x C H^GS^.T/MT), y e ̂ (G^.r^lVMr^l)).
Soient a G T/MT appartenant à l'image de R^g^bM^T et a* e
bM(y)T*(l)/MT*(l). Il existe un nombre premier l G Sga^(Mm) — S
et une place A de F divisant l tels que

Q|[Â(^l)(ev,(^)),ev,(2/)]w = ̂ [a.a*]^.

Remarquons que ev\(x) = a-(Frob^) est déterminé modulo (M,^0 —
1)T et que ^((/^^(ev^)) est déterminé modulo (M,^0 - l)Â(^)r C
MT. D'autre part comme y(FTob\) est déterminé modulo (M, (^Q! —
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l))r*(l) et que

W)^ (^ - W^ = [(^ - Wg^b^ = 0,

le premier membre de l'égalité a bien un sens.

4.6.3. Pour le corollaire suivant, on prend R(X) = Q^.X) ==
Xdet^0' - X); on remarque que pour l ç 5^^(Mm), P^(V*(1),X) =
det(^ - X) mod M.

4.6.4. COROLLAIRE. — Pour x e ^(GS^F.T/MT) et y e ^(GS^F,
r*(l)/Mr*(l)), Pensemble des

^hÂl^(^*(l)^Al)(evA(^)),ev^(^)]w

pour ^ nombre premier dans 5^^ (Mm) contient o{a^M{x}\)M(y) mo-
dulo M.

Démonstration. — On prend a = o^to et on choisit a*7 de manière à
ce que [^a*']^ = 1 et a* e bM^a*'. D

Démonstration de la proposition 4.6.2. — On commence par choisir un
élément 7 e Gpç^^ dont l'image dans GL(T) est ^. Écrivons a = R(goi)(af)
avec a' e bM(^)^ et a = mpSF (voir la proposition 4.5.4). Soit x ' (resp.
?/) un cocycle représentant spx (resp. s^) et à valeurs dans bM(x)T/MT
(resp. dans bMO/)T*(l)/Mr*(l)). Comme a'-a;'^) e bM(x)T/MT et que
a* - 2/(7) ^ bM(^)r*(l)/MT*(l), on peut appliquer la proposition 4.5.4;
il existe h ç. GF'{M) te! ç^e

xf(h)=a(af -^(7))

^W^^a*-!/^^).

Comme /l agit trivialement sur T/MT, on a

^(/r^) =0^(7) + x ' ( K ) = aa' mod (M, (g - 1)T)
^(/l7Q) =0^(7) + y ' { h ) = aa* mod (M, (^ - 1)T*(1)).

Posons 7' = T^. Par le théorème de Chebotarev, il existe un nombre
premier l et une place A au-dessus de l tel que Frob^ coïncide avec 7/-l

sur le corps de définition de x et y sur F (M). L'action de 7' sur T/MT
coïncide avec celle de g 0 ' . On a alors

spR^^ey^x) = - aa mod (M^RÇg^g - 1))T)
SF^\(y) = - aa' mod (M, g - 1)T*(1).
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Comme a'(g - 1)T c (M,^ - 1)T et a'(g - 1)T*(1) c (M.g^ - 1)T*(1),
on en déduit que

a/SFR((p^l)ey\(x) = - a'aa mod MR^^T
a^pey^y) •= - o/aa* mod (M, ̂  - 1)T*(1)

et

^^^(^^ev.^^ev^./)]^ = c/^a*]^

d'où la proposition. Q

4.6.5. PROPOSITION. — Soit 6' un ensemble fini de places contenant
^(^)? P e^ l'infini. Soient

^ çîiomoÇH^Gs^F^T/M^.O/MO)
^ eîîomoÇH^Gs^F^T^^/MT^l^.O/MO).

Il existe un nombre premier l e Sgc.^ÇMm) - S et une place X de F
divisant l tels que

^[^l^(^*(l)^Al)(evA^)),ev^(î/)]w = aïa^{x)^(y)

pour tous x e H^Gs^^T/MT), y e Jfl(Gf^J.,T*(l)/M^*(l)).

La démonstration est identique à la précédente.

4.7. Version algèbre de groupes.

4.7.1. Soit A le groupe de Galois de l'extension abélienne F/Q. On
note 71-1 l'application (9-linéaire de 0[A] dans 0 qui envoie l'unité de A
sur 1 et g ^ 1 sur 0. Soit M un <^[A]-module. A ^ e îîomo(M, 0/MO),
on associe naturellement un homomorphisme '0 de (!) [A]-modules par la
formule

^(x) = V^ ̂ (r~lx)r
reG

pour x e M. On a alors 7Ti('0) = ^. Si A est un 0-module avec action
triviale de A, on obtient ainsi un isomorphisme naturel de 0 [A] -modules

ïîomo(M,AY ^ Homo[A](.M,A[A]),

l'action de r e A sur Homo[A](^A[A]) est donné par / ^ r.f (on
a f{rx) = r.f(x)), l'action de A sur Homc^A^A)' est donnée par
f ̂  (x ̂  f(rx)) (on note M' le A-module dont le 0-module sous-jacent
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est M et où l'action de A est changée par 6 >—> ^-1). Remarquons que le
produit sur le premier correspond à la convolution sur le second. Si ^ est
un caractère de A à valeurs dans Q^, on a la formule

W(x))=^(x))

avec e^ = ^ ^(^)~1^ et ^ étendu par linéarité à l'anneau 0(ç) engendré
T(=A

sur 0 par les valeurs de $.

4.7.2. Si l est un nombre premier que l'on suppose désormais totale-
ment décomposé dans jF, on choisit une place XQ de F au-dessus de l ; si A
est une autre place au-dessus de /, il existe un unique élément de A noté r\
tel que r\\o = X. On a un isomorphisme naturel de 0[A] ®H1 (F\o -> T/MT)
sur YiH^Fx.T/MT) donné par ̂  T ^ xr ̂  {^x^)x.

\\l TÇA

On pose pour x =-- (xx) 6 n^ ^(F^T/MT)

eyi^(x) = ̂ evx(xx)r\ = ̂ ^^(r^x^Tx = ̂  ev^ÇT^x^ç^r,
\\l \\l reA

et de même pour EV^A- On prolonge l'accouplement [ , ^^ en un
accouplement 0 [A] -linéaire en la première variable et anti-linéaire en la
seconde variable pour l'involution de 0[A] induite par 6 ^—> 6~1 pour 6 G A.

4.7.3. Si x e (9[A] 0 H\F^T/MT) et y e 0[A] 0 H^F^^Çl)
/MT*(1)), on définit un accouplement de (!) [A]-modules < , >i /\ P3-1'

<^y><(,ï=EE<^^- l->w^
<5çA reA

avec .r = ^ r 0 .Tr et ^ == ̂  r ^ V r ' On en déduit par projection sur 0
rçA rçA

par Tri un accouplement de 0- modules < , >\ == TTI < , >\ ̂  •

^ ^ i. ̂ W_ V^ , . (M)
< .C,î/ >^ — ^ ^ < Xr-iVT >\Qx,y >i - ̂  <Xr

TÇA

ou

<{x^(y^>w=^<x^y»^( M ) _ V ^ . _ . (M)

\\i
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Si x 6 ff^T/MT) et y € iî^T^lVMÎ-O)) et si î =

E T ® T-^r(Ao). y = S/ ® ̂ ^o)' on a alors

<.,,>^E<^^>(M)=^<T'y>w•
Mi ^

4.7.4. Soit ! € 5,,M(Mm). On déduit des considérations de 3.4.2 une

application

Dér^ : 0[A] ® HUF^T/MT) -. 0[A] 0 H^{F^T/MT)

donnée par ̂  E Dér^(^-i)r, ou ce qui revient au même
T(EA

Dér, ̂  :Î[HU^T/MT) -.^H^T/MT),
' Ait ^l1

dont le noyau et œnoyau sont finis d'exposant borné par rapport à M.

4 7 5 PROPOSITION. - Soit X (resp. Y) un sous-0[A]-nioduJe de
H\GS^TIMT} (resp. deH\Gs,F,T^l)/MT^l))). Soient

^ € Homo(X, 0/MO), ^ € Homo(y, 0/MO).

Soient to € T appartenant à l'image de Q(ff°,g)V comme en 4.6.1. (avec
a 1 W <?)^ et 15 un élément de T*(l). Il existe un nombre premier
Fe S, M(Mm) - 5 et0 une place Ao de F au-des.us de l tels que

a^Evi ADér^(^) ̂  - "i"3^(^)*o mod M pourtout ï 6 X

' û2eu,,A(y) = - ̂ W mod M pourtout y € Y,

ce qui implique

ai < Dér^),y ̂  aaa^^^^^to^Sir-

C'est une reformulation de la proposition 4.6.5 et des formules (4.6.1)
(rappelons que y = E ̂  6-^- En P^culier, en appliquant ̂  on a

aiY < Dér^y >w= ̂ ^ ̂ (^^(Wo^-
AiT ^A

On peut aussi appliquer e, pour ç caractère de A. On obtient alors

a| < Dér.(e^)),^, >^= a^(e,(xW {c^ym^F

pour tous a; et y .
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5. Démonstrations.

5.1. Quelques résultats de fmitude.

5.1.1. On fait les hypothèses

(Tech) il existe un élément g e GL(T) appartenant à l'image de G(^^ ^)
de déterminant 1, tel que V / ( g — 1)V soit de dimension 1 et dont
les valeurs propres autre que 1 ne sont pas des racines de l'unité.

(H) Pour presque tout ;, Pi(V, 1) ^ 0.

On se donne un système d'Euler p-adique c de rang 1 non ramifié en
dehors de p et un entier m fortement admissible. Si ^ est un caractère de
A^, on note <^(m) = e^c{m). On note H^ o<F,r*(l)/Mr*(l)) le noyau
de l'application de localisation en p :

^(F,r*(l)/MT*(l)) -. \[H\F^(\)IMT\\)).
v\p

5.1.2. PROPOSITION. — Soit ç un caractère de Ay^ et tel que
^(B(m)) ̂  0 si p ne divise pas m. Supposons c^(m) (Tordre infini.

Si V ^ V*(l) ou si e ^ 1, ^^((Q(^),^*(l)/M^*(l))(e-l) est

d'ordre borné par rapport à M et H^ o(Q(/^^), y*(l)/T*(l))^ 1) est fini.
Si V ^ V*(l) et si ç2 = 1, alors ̂ ^(Q^^T/0 est de rang

f l si c^m) e H^F^
\0 sic^m)^H^W^.vf\

Démonstration. — Supposons V et V*(l) non isomorphes. Soit

y 6 ̂ (QM.niVMni))^1).

Soit b G ^M^c^rn)) et &* € ^M{y)' D'après le corollaire 4.6.4, il existe un
nombre premier / G Sga^(Mm) et une place A de F = Q(m) au-dessus de
l tel que

(5.1.1) a| < DérA(^(m))^ ̂ ^ 0^3^*.

Si f3 est un élément de B(m) si p ne divise pas m et 1 sinon, on a

(5.1.2) ç(f3) < ̂ (m; 0, y >^M= W)a < e^Dér^(c(m)), y >w
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avec e^d^(m; l) = ( ^ " ( m ; Z). La loi de réciprocité implique

(5.i.3) ^<d(M\m^^y.>w=o•
V

Comme d^(m; l)v e H^ÇFy^T/MT) pour toute place v de .F ne divisant
pas p et /, que l'image de y est dans H^(Fv,T*(l)/MT*(l)) pour î; ne
divisant pas p et nulle pour v divisant p, les termes du premier membre
de (5.1.3) sont nuls pour v ne divisant pas l. Comme 6(y) ==- ^~l(6)y^ on
déduit de (5.1.3) que

<d(^(m•,l),y>(M)=0.

En mettant ensemble avec (5.1.1) et (5.1.2), on en déduit qu'il existe
une constante C non nulle indépendante de c^(m) et de y telle que
CW C MO{Ç). Donc, OM^) ^ C^M(^(m)). On en déduit la proposition.
Le cas où V et V*(l) sont isomorphes se traite de la même manière. D

Donnons quelques précisions supplémentaires. On suppose c^(m)
d'ordre infini et soit m^(l) la puissance de TT engendrant ^M(c^(m))
pour M assez grand. C'est aussi la plus grande puissance de TT telle que
c^(m) ç m^l^^Q^y^r)^. Distinguons les deux cas suivants :

(I) : V ^ V*(l) ou S2 ̂  l, (H) : V ^ V*(l) et ^ = 1.

Cas (I)

(1) ^{^(QM^l))^ s'injecte dans ^(Q(^)p, ̂ (l))^ ;

(2) le noyau de <^(Q(^n), ̂ (l)/^!))^ - ^^Q^V^l))
/T*(l)^ ^ est annulé par Cm^(l) où C est une constante qui se calcule
explicitement et ne dépend pas du système d'Euler c.

(3) Si c^(m) a bonne réduction en p (le localisé en p est dans
^}(QMp, ^(0), ^(QO^O^a))^^ est nul et ^)(Q(^), V*(l))
/T*(l)^ ^ est fini. La même démonstration s'applique en remarquant que
dans la formule 5.1.3, le terme en p s'annule encore sous ces hypothèses.

Cas (II)

(1) Si le localisé c^(m)p en p est d'ordre infini, H^ ^(QO^m), ̂ (l)/0

s'injecte dans ̂ (Q^)?, ̂ (l)/0 ;

(2) Si c^{m) a bonne réduction enp, ^((Q^/^), Y*(l)) est de rang 1.
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Dans tous les cas, la dimension de ̂ }(Q(^m), ̂ *(1))^ ) est inférieure
ou égale à 1. Supposons l'espace tangent de V*(l) nul (dans ce cas
V*(l) et V ne peuvent pas être isomorphes) et Pp(y*(l),$(p)) -^ 0
(ce qui implique que ^}(Q(/^)^ "^(l)/0 est nul pour tout v\p). Alors

^(QO^V^l))^ = 0. On en déduit que ̂ (Q^^Y/0 est de di-
mension ûLe(^) car on a ([PR95])

dim^)J:f)(Q(/^), Y/0 - dim^)^(Q(^), ̂ (l))^ = d_^

5.1.3. Si S est un ensemble de nombres premiers contenant p, rappe-
lons qu'on note H^^F, T*(l)/Mr*(l)) le sous-0-module de H1 (F, r*(l))
/Mr*(l) formé des éléments non ramifiés pour l ^ S. Pour l nombre pre-
mier, on note H^(Fi,A) = ]~[̂  H^(F^,A). On suppose dans le reste du
paragraphe 5.1. que ^ est un caractère d'ordre premier à p.

LEMME. — S'oit ^ un caractère de Gal(F/Q). Soient M une puissance
de p, ^ i , . . . , ls des nombres premiers tels que H^ o(F, r*(l)/Mr*(l))^ 1)

s'injecte dans ̂ H^Fi^T^^/MT^l))^.. Posons S, = {^i,. . . ,U
i

avec lo = p. Alors, le cardinal de ^^(F.r^lVMr^l))^"^ est borné
par

r

^cokev^^T/MT)^ -. H^F^T/MT)^).

Démonstration. — Notons

Xo = H^F^^/MT^l))^

X, = [x e ^o(F,T*(l)/M^*(l))(rl) tel que ^ = 0 pour v\l e SJ

(une notation plus compliquée serait ^/^^^r^^/Mr*^))^"1)).
L'homomorphisme naturel X^/X, -> ^(F^,^*(1)/M^*(1))^-1) est
injectif. Soit y e H^^(F,T/MT)^ et x ç X,_i. On a ^ <

v\ie^i
x ^ y >[, = 0 et donc

^<x,y>^=0.
l^i

Comme x G ^-i, cette égalité se réduit à < x,y ^^^ 0. On
en déduit que ^ est orthogonal à l'image de H^^.(F,T/MT)^ dans
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^/U^^/71^/0 (rappelons que x^ est de toute façon orthogonal à
H^(FI^T/MT)^) et donc que

PQ_i/JQ <, ftcoker -. (H^(F^T/MT)^ -^ H^(F^T/MT)^).

On fait alors le produit sur i en remarquant que XQ = H^ o(F,T*(l)
/MT^l^^etqueX^O. r' n

5.1.4. Soit m un entier divisible par p tel que le degré de F = Q(/^)
sur Q soit premier à p. Nous supposons dans ce paragraphe que les
constantes ai, 02, 03 et dm(T) sont égales à 1. Plus précisément, on suppose
les conditions suivantes :

(1) ^Q^m) = 1 : c'est-à-dire

[ H'W^mMW/q^^T/M'T)^ = 0 pour M'|M
\ ̂ 1(Q(^M)(M)/Q(^),^*(1)/M^*(1))(^1) =0;

par exemple, cela est vrai si T/pT est absolument irréductible, si

H\^m)(p)/^m).T/pT) = 0,

^W^mW/W^^W/pT^l)) = 0

et si T/pT et T/pT*(l) sont disjointes avec la représentation adjointe Q / p Q ;

(2) ^Q^m) = ^ P^ exemple r/pï et T*(l)/pr*(l) sont absolument
irréductibles sur Q(^rn) et isomorphes si et seulement si V et V*(l) le sont ;

(3) ^ est d'ordre premier à p ;

(4) Si m est premier à p, ç(î3(m)) = 0(Ç) ;

(5) il existe un élément g de GL(T) appartenant à l'image de Gq^^
tel que 1 soit valeur propre simple de g agissant sur T/pT ;

(6) (T/pT)0^ = 0.

5.1.5. PROPOSITION. — Supposons les conditions de 5.1.4 vérifiées.
Soit m un entier fortement admissible et £, un caractère de Gal((Q)(/^)/Q)
tel que c^(m) soit d'ordre infini. On suppose V et V*(l) 12012 isomorphes
ou ^2 -^ 1. Alors,

tt^r,o(Q^m),T*(l)/M^*(l))(rl) < m^(l).

Démonstration. — On pose toujours F = Q(/^). On fixe une
puissance Mo de TT suffisamment grande : Mo > Mm^(l)^ avec R =
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^(H^F^^/MT^l))^). On pose M, = Mo/m^(l)\ Nous allons
choisir successivement des nombres premiers ^ i , . . . ,^ . On posera alors
LQ = 1, So = {p}, Li = l^ .. Ai , E^ = {p, Z i , . . . , ̂ } pour 2 ^ 1 et c^(m) =
m^Lo)Zo, dM,^(m,L,) = m^(L,)Z, où Z, e H^F.T/MiT)^ n'est pas
divisible par p. Ainsi, on a bM,(^(m)) = m^(Lo)0(0, bM,(^M,^(m,L,)) =
m^(Li)0(ç). On note aussi 5, l'ordre du conoyau de

H^^T/MT)^ -. H^{F^T/MTf\

On énumère les éléments de H^(Fi^V*(l)/T*(l))^ : y^... ,^. On
choisit Zi e Sg^Mo(Mom) comme dans la proposition 4.6.2 pour x = ZQ,
y = yi. Plus précisément,

• Dér^(Zo) = Ui, engendre H^{F^T / M^T)^ ;

• ev^(Zo) n'est pas divisible par TT dans H^(Fi^T/MoT)^ ;

• ev^,(?/i) n'est divisible par TT dans ^(F^r^lVMoT*^))^"1^

Ainsi, on a m^(Lo)U^ = m^(Li)(Zi)^. En écrivant

(Zi)^ =mi^L^)Ui,

dans H^(Fi^T/MoT)^\ on en déduit que m^(Lo) = m^(Li)mz,(Li)
mod Mo, c'est-à-dire que m^(Li) divise m^(Lo) et que

mdLo)_rr ( 7 ^
m^^11-^

dans H^(Fi,,T/M^T)^ avec Mi = Mo/m^(Li) et donc dans H^(Fi,,)
T/MT^\ L'image de H^^V/T)^ dans ̂ (F^r/MT/0 contient

^^0) rrl / r rr.,^^)^^H^F^T/MT)

et 6'i divise m^(Lo)/m^(Li). La condition relative à î/i implique que 2/1
n'appartient pas au noyau de localisation en ^i.

On choisit ^ ^ ^,Mi(Mim^i) comme dans la proposition 4.6.2 avec
x = Z-i^ y = y-^. On a alors

• Dér^^(Zi) = [/^ engendre ̂ (F^,^/Ml^)(o ;

• ev^(^i) n'est pas divisible par TT dans H^(F^,T/M^T)(0.
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• ev^(?/) n'est divisible par TT dans H^Fi^T^^/M^Çl))^^.

On en déduit comme précédemment que y^ n'appartient pas au
noyau de localisation en ^ que m^(L^) divise m^(Li) et que l'image de
^^T/M^T)^ dans H^{F^T/M^T)^ contient

m^/m^H^F^T/M^

avec M^ = Mi/mç(Lo) ; ce qui implique que S'2 divise m^(Li) /'m^(L^}.

On continue jusqu'à J?; l'homomorphisme

H^F^^/MT^l))^ -. n^W^œ/^O))^
i

est injectif et pour tout i

^ ,m^(L,_i)
î —————/ T \ 'm^(Li)

On peut appliquer le lemme 5.1.3 : le cardinal de h^ o(F, T*(l)/Mr*
(1))^ ^ est inférieur à m^(Lo). D

5.2. Théorie cTIwasawa, préliminaires.

On suppose que V vérifie (Tech). On se donne maintenant un système
d'Euler-Iwasawa c p-adique de rang 1 et m un entier fortement admissible.

5.2.1. THÉORÈME. — On suppose Cp^(m) = e^Cp(m) e ^(Q(^m)J
T(0 d'ordre infini. Alors, Leop(V,$) est vraie.

Démonstration. — Leop(V, ̂ ) est vraie si et seulement si Leop(Y(j)^)
est vraie pour j EE 0 mod p - 1. Il existe un entier j tel que

(1) l'espace tangent de Y(j)*(l) soit nul,

(2) y^mp) = o, y^i)^^) = o,
(3) V^mp). = o pour tout v ç S,

(4) l'image de Tw,yc^{m) e ^(Q(^),^0•))(0 dans /i^Q^m),
V(j))^ est d'ordre infini.

Les propriétés des systèmes d'Euler-Iwasawa se conservant par twist,
on peut ainsi supposer que l'espace tangent de V*(l) est nul et que Cp^(m)



SYSTÈMES D'EULER J?-ADIQUES ET THÉORIE DTWASAWA 1285

est d'ordre infini. Donc, ^o(Q(/^np)^*(l))^ ) = 0, c'est-à-dire par la
dualité de Poitou-Tate,

^(Gsw^V^^O.

D'où la nullité de ̂ (G^Q^ ), V)^\ ̂ (G^Q^, V)^ est de dimension
d_^(V) et la conjecture Leop(V,^) est démontrée (cf. la démonstration
de la proposition 1.3.2 de [PR95]). D

5.2.2. Si ç est un caractère de Ayyip, on note maintenant A =
(P[[Gal(Q(/^poo)/Q]]ç (il s'agit d'un C^)-module). Si 7 est un générateur
de Gal(Q(/^poo)/Q(/^)), on pose An = A/^P' - 1)A, A^M = An/MAn.
On dit qu'une famille de A^^-homomorphismes fn,M est contrôlée s'il
existe un idéal de hauteur 2 annulant les noyaux et conoyaux des /n,M-
On note Twj : A —> A l'opérateur de twist induit par 7 —> ^(^^ — 1. Si
G G A est un élément non nul, pour presque tout entier j = 0 mod p — 1,
An/(Twj{G))An = A/ÇTwjÇG),^ - 1)A est fini pour tout entier n.

5.2.3. Soit M. un A-module de type fini et de torsion et Mn,M des
A^/M-modules munis d'homomorphismes de A-modules An,M 0 A^ —^
M-n,M contrôlés. Par le théorème de structure des A-modules, il existe

s
un homomorphisme injectif de © A/fzA —» M à conoyau fini.

î=l

LEMME. — Supposons An/fzAn fini pour tout i et posons M (A4, n) =
Y[ ̂ An/ fiAn. Il existe un idéal 91 de hauteur 2 et pour tout entier n, pour
i

tout M > M(M,n) des éléments '0i,n,M, • • . ^s,n,M de M.n,M t^ls que
Fannulateur ^in M^i.n^M) C An de ^i,n,M dans Mn,M/ S An,M^j,n,M

j<i

vérifie

^< M(^,n,M) C fiAn C < M^^n^).

Démonstration. — On prend pour ^,71,M l'image d'un générateur
Ui de A/fiA dans M.n,M (par exemple 1). Les homomorphismes de An-
modules

^iAn/(fi,M)An -> Mn^M

sont contrôlés. On en déduit que W^n M^^n.M) C 2in,M(^,n,M) avec
^,n,M l'image de Ui dans An/(fi^M)An et 9î un idéal de hauteur 2
(^n,M(^) désignant l'idéal de An annulateur de x). En utilisant le fait
que %n,M(^,n,M) = fi^n^ on en déduit la première inclusion. La seconde
est claire. D
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5.2.4. Soit M un A-module de type fini sans torsion. On se donne de
nouveau des An, M- modules Mn.M et des homomorphismes de A-modules
compatibles An,M ^ M. —> Mn,M contrôlés. Soit x un élément de M
et Xn,M son image dans M.n,M- Alors, il existe un A-homomorphisme
M/Ax —» A7'"1 (B A/(F^)A à noyau et conoyau annulés par un idéal
de hauteur 2. On note ^n^M^n^) l'ensemble des éléments p ' de An
tels que si pXn,M = 0 dans Mn,M, P ' P € M An, c'est-à-dire tels que
P^n,M(Xn^M) C M An.

LEMME. — On suppose que, pour tout n, An/F^An est fini d'ordre
M^c^n- Alors, il existe un idéal 9î de hauteur 2 tel que pour M > M^ n,
^.F^An CÎ3n,M^n,M).

Démonstration. — Posons C == Ax. Les suites qui suivent sont
des complexes et sont exactes à des groupes finis près d'ordre borné
indépendamment de n et de M (on dira quasi-exacte contrôlée). De la
suite quasi-exacte

0 -^ C -^ M -^ A7'-1 C A / F ^ A -^ 0,

on déduit successivement les suites quasi-exactes contrôlées

0 - ^ A n ( S ) C ^ A n ( S ) M ^ A^-1 e An/F^An -^ 0

(on utilise le fait que An/F^An est fini, ce qui implique (A/F^A)^ = 0),

0 -^ An/F^An -^ An,M ̂  C -^ An,M ̂  M -^ A^ C An/F^An -^ 0

(on utilise là le fait que M annule An/F^An). Notons ici Xn (resp. Xn,M)
l'image de x dans An 0 M (resp. An,M ̂ M). Soit W un idéal de hauteur
2 contrôlant les suites précédentes (c'est-à-dire annulant les groupes de
cohomologies de ces suites vues comme complexes) et soit v un élément
quelconque de W. Soit p appartenant à Pannulateur 2ln,M(^n,M) de Xn,M
dans An,M' Alors, vpXn appartient à l'image de 6 et donc vF^aXn e
MAn 0 C et t^F^p e MAn. On en déduit que ^F^An C Î^M^^M)
et donc que F^ C ̂ M^M) avec 9Î = W2. D

5.2.5. Pour L extension de Q et A un G^^-module topologique, notons
H^g(L^A) le noyau de localisation

H2(Gs^A)^^sH2(L^A).

Notons H^ o g(L, A) le noyau de

^^(L,A) ̂  (B^sH^L^A).
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Par la dualité de Tate, les groupes H^g{L, T/MT) et H^s(L, M-^l)
/r*(l)) sont en dualité et par passage à la limite sur les extensions finies
Fn contenues dans F^o, on en déduit une dualité de Pontryagin de A[A^p]-
modules

^(F,r)x^^(F^,y*(i)/r*(i))^^/a

Sous l'hypothèse que V* (1)^00 = o, les applications

^{Gs^M-^W/T-d^^H^Gs^V-W/r^M

sont contrôlées (cela se déduit de la suite exacte associée à 0 -> M^T^l)
/T*(I) ̂  y*(i)/r*(i) -^ y*(i)/r*(i) -> o :

o -. (y*(i)/r*(i))^/M ̂  H^GS^^M-^^/T^I))
-H\Gs,F^V^l)/r(l))M-^0

et de ce que (V^IVr^l))6'^ est fini d'ordre borné (annulé par a(T))).
Notons Hn,M l'image réciproque de H^ ^ s(Fn, y*(l)/T*(l))M dans
H^Gs^^M-^^/T^l)).

5.2.6. LEMME. — Supposons que pour tout entier n et pour toute
place v e S de F^, ̂ (1)°^^ = 0. Les homomorphismes naturels

An,M 0A H^T) -^ H^s(Fn.T)/M

sont contrôlés. De manière équivalente, l'application restriction

<,o,^ ^*(i)/r*(i))M - <,o,5(^oo^*(i)/r*(i))^
a un noyau et conoyau fini d'ordre borné par rapport an et M.

Si de plus V0^ == 0, les homomorphismes naturels

An,M ^A H^{F,T) -^ îiomo(Hn,M^/0)

sont contrôlés. De manière équivalente, l'application naturelle

Hn^M - ̂ r,0,5(^oo^*(l)/r*(l))^

a un noyau et conoyau fini d'ordre borné par rapport an et M.

Il suffit de remplacer V par un twist convenable V(j) avec j =
0 mod p - 1 pour que les conditions locales soient vérifiées.
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Démonstration. — On a le diagramme commmutatif exact
0 -^ ^(F^A) -^ H^GsFn^) -^ ^(Gs^^)^ -^ 0
0 -^ rLe^^'^) -^ rLe^^^) - rLe^^-^w)^ - o

où A=(V^1)/T^1))G^, A^y^l)/^!))0^ et W = y*(l)/T*(l).
On remarque alors que ̂ (Ty^, A^) et ^(T^, A) sont finis d'ordre borné :
en posant L == F^o ou Foo,^ ^n = ^n ou F^^ et B = A ou Ay, on a une
suite exacte de Gal(L/^)-modules

o _ y*(i)^/r*(i)^ ̂ B^ H\L^(I)}^ -. o ;
Comme le premier groupe est divisible et que ^(L/Kn, V^l)^/^!)6'1')
en est un quotient, ce dernier est nul si et seulement si V*(l)GKn est nul.
Dans ce cas, H^L/K^B) = H^L/Kn.C) où C = H^L.T^l))^ est
un groupe fini indépendant de n.

Ainsi, dans le diagramme, les groupes de la première colonne sont finis
d'ordre borné indépendamment de n. On en déduit facilement le lemme
en remarquant que les noyaux des deux dernières flèches verticales sont
exactement H^^n. V*(1)/T*(1)) et H^(F^V^l)/T^l)f-. Par
dualité, on obtient la première assertion. La deuxième assertion s'en déduit
en utilisant la définition de Hn,M et la remarque précédant le lemme. D

5.2.7. LEMME. — Supposons toujours que V^Çl)0^ = 0 et que
y^l^j-oo ,v = o pour v divisant p. Alors, les

H^sÇF^M-^^/T^l)) H U^M -^ Hn,M

sont contrôlés (i.e le conoyau est fini et d'ordre borné par rapport à M
et n).

Démonstration. — Posons T = T*(l) et V = V*(l). On déduit du
diagramme commutatif et exact

0-. (V/T)^n ^l(G^,M-lr/T) ^^{Gs^/^M -0

l l [^n^w^^ -n^s^^^-^/^-n^s^^^/^M - o
que l'image par localisation en v e S d'un élément de Un,M appartient à
(V/T)^—.

Supposons d'abord que v ne divise pas p. L'image de (V/T)0^^ / M
dans

H^F^^M^T/^/H^F^^M^T/T) = H\I^r/MT)
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est contenue dans Tï"1 (J^ T)tors '' en effet, l'application

(V/T)0^ ^H^F^^M^r/T)

se factorise par H1 (Fn,v, T). Les Zp-modules de torsion H1 (Ip^ ^ , T)ior sont
finis d'ordre borné par rapport à n ([PR92, 2.2]); d'autre part, lorsque v
divise p, les groupes (V/T)0^^ sont finis d'ordre borné par rapport à n.
Finalement, il existe une constante c (liée aux nombres de Tamagawa de V
et à l'ordre de {V/T)0^-^ telle que cHn,M soit contenu dans dans le noyau
de localisation en v e 5', c'est-à-dire dans H^ ^ ^(F„,M-1T*(1)/^*(1)).

D

5.2.8. On fixe un entier m et un caractère $ de A^p et on pose
F = Q(^mp)- On suppose que m est fortement admissible et que V vérifie
les hypothèses du théorème 1.3.3. En particulier, V0^ est nul ainsi que
y^l)0^^ pour toute place v divisant p (on n'a en fait besoin de ces
hypothèses que pour les ^-parties à condition de rajouter la nullité de
(y*(i)^oc)(r1)).

On fait désormais l'hypothèse que Cp^(m) = e^Cp{m) ç. 7:f^(Q(/^),
T)^) n'est pas de Aç-torsion. D'après 5.2.1, le Aç-module H^(F,T)^ est
de A^-rang G?-^) et le A^-module H^(F,T)^ est de A^-torsion. De plus,
on peut définir comme en 5.2.4 un élément J^ = ^cp^(m) ae A non nul.
Rappelons ([PR95, proposition 3.4.2]) que l'application naturelle

H^F^r^H^F^V)

est injective. Comme H^F.T)^ est sans Aç-torsion, le sous-0(<^)-module
de torsion de H^ÇF.T)^ est fini et d'ordre borné et il en est de même du
noyau de

H^T)^-^H\F^T)^.

L'application

H^(F^T)/M -. <^(F,,T/M)

est d'autre part injective. On en déduit que si H1 r .(F^,r/MT)o désigne
l'image de H^(F, T) dans Hl(Fn, T/MT), les homomorphismes de A^n,M-
modules

(5.2.1) K^M 0^(F,T)^ ̂  H^(F^T/MT)^

sont contrôlés.
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5.2.9. Nous prenons ici An = A^ pour simplifier les notations. Soit
f^ une série caractéristique de H^{F,T)^. Si C^ est le sous-A-module
de ̂ œ^^0 engendré par Cp^(m), soit ̂  une série caractéristique du
sous-module de torsion de H^(F,T)^ / C ^ .

En remplaçant V par un twist V(j) avec j = 0 mod p - 1, on peut
supposer que :

(1) pour tout entier n, An/^An est fini, c'est-à-dire T^(^) ^ 0 pour
tout caractère r] d'ordre fini de Y ;

(2) pour tout v ç S, pour tout entier n, VÇl)0^^ = 0;

(3) An(S)H^(F, T)^ est fini pour tout entier n, i.e. r](f^) -^ 0 pour tout
caractère 77 d'ordre fini de F.

On a alors les propriétés suivantes :

(1) si Mn,M = Homo(7^M, S/0)^\ par le lemme 5.2.6, les homomor-
phismes

(5.2.2) An^^QO^T/0 ^Mn^

sont contrôlés ; il existe un idéal 9îo de hauteur 2 tel que

(5.2.3) Wg^ c ̂ ^(^^-^(ivr^i));

(2) A^n^M est fini et d'ordre borné par rapport à M. On peut appliquer
le lemme 5.2.3 à M = H^ÇF.T)^ et Mn,M : on a

M = <,o,̂ oo, ̂ (iVni))^1^^ = H^.

On note /, des éléments de A tels que H^(F,T)^ est isomorphe à
C A/(/,) à un groupe fini près. D'après le lemme 5.2.3, il existe
i=l

^M^Homo^^^O/MO)

y
tel que si M^(n) ^ ]~[ t)A^//,A^, pour tout entier n, pour tout M > Mi(n)

î=l

l'annulateur ̂ ^(^M) C A^ de ;̂,M ̂ s A^n,M/ E An,M^*M ^riïïe
J<î

(5<2-4) l̂̂ n,MW.M) C /.A,

pour 9îi un idéal de hauteur 2. On peut prendre M^(n) supérieur aux
cardinaux des M.n,M pour tout M.
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(3) On peut appliquer le lemme 5.2.4 à ̂ (Q, T)^, H^^(Fn, T/MT)^
et x = Cp^(m). Ainsi, on a ̂  = F^ et il existe un idéal ̂  de hauteur 2
tel que pour M > M^{n) = ̂ (An/^An), on ait

(5.2.5) ^2^An c ̂ M^mj/^1))

où ®n,M(<^(mpn+ l)) est l'ensemble des p ' de An tels que si pCp^Çmp^1)
= 0 dans H^(F^ T/MT^\ p ' p ç M An.

5.3.

5.3.1. D'après les lemmes 4.4.5 et 4.3 , les mp^ et les sp^ sont bornés
lorsque Fn parcourt les sous-extensions de Foo. Notons m (resp. s) des
puissances de p divisibles par tous les mp^ (resp. par les sp^) et posons
a = ms. On choisit un élément g de GL(T) tel que V/Çg^ - 1)V soit
de dimension 1, appartenant à l'image de Gqç^ ^) et tel que g^ vérifie
la condition (**). On note to un élément de F, non divisible par p, dont
l'image dans V/^ - 1)V en est une base, 0:3 un élément de 0 tel que
û^o ^ Q^^)^. On pose comme en 4.6.1 ai = aa1\ a^ = sa' avec
a'T C (1 + .. .^Q'-1)^. On choisit aussi un idéal 9î de hauteur 2 annulant
a = a(T) annulant (y/T)6'^-?0^ et contenu dans les idéaux ̂  ̂  et
9^2 de hauteur 2 rencontrés dans (5.2.3), (5.2.4) et (5.2.5). On prend v e ̂
premier à 7PT^ — 1 pour tout entier n.

On fixe un entier n. Soient M^(n) comme dans (5.2.4) et M^(n)
comme dans (5.2.5). Soit d'autre part M^(n) une puissance de p supérieure
à ji(A^/î/A^). Enfin, M est une puissance de p sur laquelle on donnera des
conditions à chaque étape.

Tous les nombres premiers choisis dans la suite appartiennent à
Sg^.M^Mm). On dispose alors d'un opérateur

Dér^n = Dér^Gai(^/^) : ̂ x\iH^(Fn^T/MT) -. ̂ H}^(Fn^T/MT).

Le noyau et le conoyau de Dér^n sont annulés par 03 qui est indépendant
de n. On note Ev^,z,n(^) l'élément de An/M An tel que Ev^aU-Fn/^)^) =
Evto^n(x) (g)to pour x e e\\iH^{Fn,\,T/MT). Enfin, on note < , >^=
< ^ >l,Ga\{Fn/F)'

5.3.2. Prenons pour l'instant M > M\(n).
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Étape 1 : II existe un nombre premier h e Sgc.^(Mm) - S et une place
Ai au-dessus de l\ tels que

(5 3 1) a2Ev^Dér^(^(m;/^+l)) = va^a^ (g) to mod MAn 0 F
^[^evz^)]^ = ̂ i^*^(,/)

pour tout y <E T^M.

La première équation implique que

(5.3.2) ^Ev^^d^mp^1^))) = ̂ a,a^ mod MA,.

Démonstration. — On choisit ^ G T*(l) tel que [to,^]^ = 1
et on applique la proposition 4.7.5 en utilisant le fait que vF^ ç
Sn,M(<^(mpn+l)) par (5.2.5). Q

5.3.3. On a

a| < ̂ (^n+l^!)^ >^ = aîv < Dé^c^mp^1)^ >^

=^a3(^^*^)(^).

La loi de réciprocité appliquée à ̂ (^"^^i) et à ̂  pour y e
7^,^ M implique que

^^WI^M - 0,
car ^SA^ ̂  contenu dans ̂ ^^(^^"^^l)^^!))^"^ et l'image
de v^a^T dans A, appartient a SIn.M^Î^) = ^M^Î^)- Comme
M est un multiple de (t(A,//iA,), M appartient à /iA, et par (5.2.4),
^(X^ € /iAn avec 04 = asa^. On écrit ^04^ = /I.FI dans A^.

LEMME. — Prenons M = Mf avec Mi > Q/lajMl(n)M2(n)M3(n).
Alors, ^i appartient à ̂ M^nÇd^^mp^1 ̂ i)).

Démonstration. — On a

^aiû^Ev^^^dM) = A^i mod M.

La projection de dM = ^(mpn+l,^l) dans H^^F^T/M^T) est
égale à ûÎMi = ^^(^P714"1^!). Montrer que ^ ç %Mi,n(^Mj est
équivalent à montrer que si RÔM^ = 0 pour p ç A^, alors p^i e MiAy,.
Soit donc p <E A^ tel que pc^i = 0. On a alors pdM = M^d' avec
d' ç H (G^u^^^M^T/T)^). La loi de réciprocité implique que

(5.3.3) ^<^>^o
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pour tout y <E H^M, car vy e II^s^^W/^iT^l))^1^ On
en déduit que Ev^^(d') annule v^^ et donc ^VLe ^Ev^^f/f) =
/la avec a G Ay,. Comme pEv^^(dM) = MiEv^^(d') mod M et
^ûiQ^Ev^^^dAf) = /i^i mod M, on obtient

ai02Mi/ia EE aiQ^Mi^Ev^i^cO = ̂ po-io^Ev^^n^M)
= p^ifi mod M^Kn.

La multiplication par /i étant injective sur An et Mi appartenant à /iAyi,
on en déduit que pF\ appartient à MiA^, ce qui termine la démonstration.

D

5.3.4. Grâce à ̂  ç ^Mi^L^771^1^1))5 on P6^ ^P^^r de
nouveau la proposition 4.7.5. :

Étape 2 : II existe h ç Sgc.^(M^m) - S tel que

a2Dér^(d^(mpn+l, h)) = a^a^ 0 to mod M^\n 0 T
\ 0.0.4}

^[to.evi^nÇy)}^ = ̂ i^MiQ/)
pour y e 7^n,Mi.

On a donc comme précédemment

^<d^(mp^\l^y>^

= a?a3 < DéT^d^mp^^h))^ >^= ̂ W^Çy).

D'autre part, < d^mp^^ hh) ^ y >^= a^ev^Q/)]^ = yaa^
^î,Mi(^)- ^n utilisant de nouveau la loi de réciprocité, on en déduit que
ya^i^M^ e -^n^^Mi . et P^ (5.2.4) que

^a4^ie(/2,Mi)A^.

Comme Mi est un multiple de tt(An//2An), Mi e f^\n et ̂ a^i e /2An :
^(Xî i = ̂ ^ avec ^2 ê Ayi.

LEMME. — Prenons M\ = M^ avec M^ > a\a^M^{n)M^(n}M^{n).
Alors, ^2 appartient à ®M2,n(4lfL^mpn+1^1^2))•

Démonstration. — La démonstration se fait comme dans le lemme
5.3.3. Soit p e An tel que /^^(m;/^1,^) = 0 pour p e An. On a
P^^P^M = à! avec d' G ^(G^u^^Fn^/^r)^. La loi de
réciprocité implique que

(5.3.5) v < d ' ^ y >^ +^ < d^y >^= 0
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pour tout y ç H^l' Dîoù. ^^o^nWV^ e ^M^n et par (5.2.4),
î^Ev^^^d') == /iA mod ^2 avec A e A^. On en conclut encore que
pF\ € MsAn, ce qui termine la démonstration. D

5.3.5. Les étapes suivantes sont identiques. On prend maintenant
M' quelconque supérieur à a^a^M^{n)M^(n)M^(n) et M = M ' 2 ' , Mi =
M'2 . On construit ainsi des éléments T\,..., Tr de An vérifiant

v°a^^ = /iJi mod M'An
^a^i = h^ï mod M'An

v^a^r-i = fr-i^r-i mod M'An
^2û/4^Y_l = fr^Fr mod M'An.

Donc,

^2r+3^^ = ̂ fr .../!= ^rk m0d MfA^

Comme M' e /y, . . . /lAy,, on en déduit que i^a^ e /^A^ pout tout entier
n, donc ̂ a]^ ç /^A. L'élément i/ a été choisi dans un idéal de hauteur 2.
En faisant deux choix de v premiers entre eux, on obtient le résultat final :

^ e AA.

5.3.6. Lorsque 04 = 1, on a ̂  e f^A. Cela se produit si ai == 03 = 1,
c'est-à-dire si m = 1, s = 1 et si l'espace propre relatif à la valeur propre 1
pour g agissant sur T/pT est de dimension 1.

Appendice A. Loi de réciprocité pour l ^ p .

On donne la démonstration détaillée du lemme 3.2.8 (voir aussi la
thèse de E. Frossart (Orsay)).

Soit l un nombre premier différent de p, K une extension finie de Q^,
A un Gj<-module fini annulé par une puissance M de p. On note IK le
groupe d'inertie, II une uniformisante de K et pour a e I K ,

C. = ̂ J0 e ^M = Zp(i)/MZ^(i).

LEMME. — Notons ev : H^{K,Â{1)) -^ A(l)/(y?-l)A(l) révâluation
sur Frob et Ev^ F évaluation sur a pour a e I K ' Si < , > est l'accouplement



SYSTÈMES D'EULER p-ADIQUES ET THÉORIE D'IWASAWA 1295

local

H\K,A) x H\K,Â(1)) -^ ^(^M/^/MZ

et

M : A x A(l) -. Z(1)/MZ(1)

F'accouplement naturel, on a pour tout a e IK

<x,y>^= [Ev^(;r),ev(j/)]

pourxe H^K.A) et y e H^(K,Â(1)).

Pour passer au lemme 3.2.8 , on remarque que [ , j^ = [ , }.Ç~1 et
que Ca^ = C.

Rappelons quelques généralités cohomologiques bien connues. Soit
G un groupe profini, 1 un sous-groupe fermé distingué de p-dimension
cohomologique 1 et A un (^-module topologique annulé par une puissance
de p. Il existe des applications

r ^ : H ^ ( G ^ A ) ^ H ^ - l ( G / I ^ H l ( I , A ) )

telles que la suite suivante soit exacte

H^G/I^A^H^G^AY^H^^G/I^H^I^A^-.H^^G/I^A1).

Ce résultat se trouve dans [H-S] et utilise les suites spectrales de Hochschild-
Serre. On peut décrire explicitement Phomomorphisme r^-i. Pour ro, il
s'agit simplement de restreindre un cocycle de G à I . Dans les autres cas,
on a besoin du fait suivant :

LEMME. — Soit a un i-cocycle de G à valeurs dans A; si i = 1, on
a a(l) = 0. Si i ^ 2, i2 existe un i-cocycle af cohomologue à a tel que
û / ( ô ^ ^ 2 , • • • , ^ ) = 0 pour tout g ^ G et hj C I . On dit que a' est un
cocycle normalisé.

Démonstration. — Pour i = 1, on a a(g) = a(g.l) = ga(l)+a(g), d'où
a(l) = 0. Démontrons l'assertion suivante uniquement pour 2 = 2 qui est le
seul cas dont nous aurons besoin. Comme (h, h') —> a(/i, h') est un 2-cocycle
de I à valeurs dans A, c'est un cobord : a(h, h1) = hb(h') - b(hh') + b(h)
avec b : I —> A. Fixons un système de représentants (^)^çj de G / I et des
éléments bj G A pour j e J et définissons une fonction b sur G à valeurs
dans A par la formule

b(gjh) = bj + gib(h) - a(^, h).
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On pose alors a ' ( g ^ g ' ) = a(g, g ' ) — gb{g') 4- b{gg'} — b(g). C'est un 2-cocycle
de G cohomologue à a et on vérifie facilement par le calcul que a ' Ç g ^ h ) = 0
pour h 6 I . D

Donnons alors la définition de r^-i pour i = 1 et 2. Soit a un 1-cocycle,
on a

{g — l)(a)(/i) = ga(g~lhg) — a(H) = gg~lha(g) + ga(g~lh) — a(K)

= ha(g) + a(h) + ga(g~1) - a(h)

= (h - l)a(g) + ga(g-1) + a(g)

=(h-l)a(g)+a(l)=(h-l)a(g).

Donc la classe de h —^ a(H) dans H ^ { I ^ A ) est invariante par G / I ^ c'est
l'image par TQ de la classe de a.

Soit a un 2-cocycle normalisé. On déduit de l'identité de cocycle :

ga(g'', h) - a(gg', h) + a(g, g'h) - a(g, g') = 0

et de la nullité des deux premiers termes que a(g^ g ' h ) = a(g^ g ' ) pour h G /.
Comme I est distingué dans G\ on a aussi a(g^ h g ' ) = a(g^ g ' ) . On vérifie
ensuite que h -—> a(/i, g) est un 1-cocycle de I :

h'a(h,g) - a{h'h,g} + aÇh', g)

= -a(h', hg) - a{h1\ h) + a(h', g) - a(h', g) + a(h'\ g) = 0.

On vérifie alors que g -^ cig(h) = a(h,g) vérifie la relation de 1-cocycles
modulo les 1-cobords de I :

g\ag)(h) -ag^g(h)-\-ag'(h) = gfa(gf~lhg/,g) - a(h,g'g) + a{h,g')

= a(hg^ g) - a(g\ g'^hg'g) + a(g^ g-'hg') - a(^ g'g) + a(h^ g')

= a(hg' ,g) - a(gf, g) - a(h, g'g) + a(h, g )

= (h - l)a(V, g) - ha{g', g) + a(hg1\ g) - a{h, g'g) + a(h, g1)

=(h-l)a(g^g).

Ainsi, si a(g) est la classe dans H1^!, A) de d g , g —^ a(g) est un 1-cocycle de
G / I à valeurs dans H1^!, A) ; sa classe dans ^ { G / I , H1^!, A)) est l'image
par r\ de la classe de a.

De manière générale, soit a un z-cocycle normalisé. Si a^...^(/i) =
a(/i,^2? • • • j9i) et si 0(^2? • • • 7^) es^ la classe dans ^(J.A) de a^^..^^,
( g - 2 , . . . , g i ) —^ a{g^,...,gi) est un i — 1-cocycle de G / I à valeurs dans
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^(^A); sa classe dans JP-1 (G / ' I , H1(I\ A)) est Pimage par r,-i de la
classe de a.

LEMME. — On a le diagramme commutatif suivant :

H\G^A) 0 H^G^B) -^ H^(G^A(S)B)
l ri-i î inf [ r,+,_i

H ^ Ç G / I ^ H ^ I ^ A ) ) 0 H ^ G / I ^ B 1 ) -. H^-\G/I^H\I,A ̂  B))

où la première flèche horizontale est donnée par le clip-produit relatif à G,
la seconde flèche horizontale par le cup produit relatif à G / I :

H ^ Ç G / I ^ A ' ^ H ^ G / I ^ B ^ ^ H ^ - ^ G / I ^ A ^ B ' )

avec A' = H\I, A) et B ' = H\I, B) puis à 1 :

H \ I ^ A ) 0 H O ( I ^ B ) - . H 1 ( I ^ A 0 B ) ) ^

autrement dit,

r,-i(a) U b = r^-_i(a U inf (6))

pour a G H1 {G, A) et b e H ^ G / I , B1). On vérifie facilement la commuta-
tivité du diagramme en utilisant la description de r,_i qui a été faite.

Prenons maintenant A annulé par M, B = A(l) = Homo(A,^M),
i = j = 1. En composant avec A 0 B -^ p. M, on obtient le diagramme
commutatif

H\G,A) 0 H\G,B) -^ H\G^M)
l î i

H ^ G / I ^ H ^ I ^ A ) ) 0 H ^ G / I ^ B 1 ) -^ H\G/I,H\I^M)\

Prenons maintenant pour G = GK le groupe de Galois absolu d'une
extension finie K de Q/ avec l ̂  p et pour I = IK son sous-groupe d'inertie ;
soit n une uniformisante de K et v la valuation de K normalisée par
v(Tl) = 1. Rappelons que l'on a une surjection e = limcpn : 1^ -^ Zp(l) de
G^-modules dont le noyau est d'ordre (profini) premier à p donné par

, - - h{ ̂h ç IK ^ lim „ _ _ / .^ "Tn
On en déduit un isomorphisme 7 : ̂ (IK^M) = Hom^,/^) ^ Z/MZ
vérifiant ^(b)eM(h) = b(h). On a alors un isomorphisme naturel 0 = evo^ :

H^GK/IK.H^IK^M}) = H \ G K / I K ^ / M Ï )
= Hom(G^/J^,Z/MZ) ^ Z/MZ.
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Soit d'autre part Pisomorphisme inv : ^(GK^M) -^ Z/MZ provenant
de la théorie du corps de classes. La propriété suivante le caractérise : Si
^ e ^(G^.Q/Z) = Hom(G^Q/Z), a G K et si 6(a) est l'image de a
dans ^(GK^M), alors

(A.07) mv(^(a)UO=^)

où Oc, est un élément de GK construit par la théorie du corps de classes
local et dont la restriction à K^ est Frob^00. On en déduit que si
^^(G^/J^Q/Z^ona

inv(^(a) U Ç) = î;(a)^(Frob).

Notons ev l'évaluation en Frob. Le diagramme
^(GK^M) ^ ^(G^Z/MZ) -. Hl2(GK^M)

l n) î i ri
^(GK/IK^^IK^M)) ^ ^(G^/J^Z/MZ) ^ H^GK/IK^^IK^M))

^ I I i7
Z/MZ ^) ^ ( G K / I K ^ / M ' L ) -. ^(G^/Z^Z/MZ)

^ ev
Z/MZ

est commutatif, étant un cas particulier du diagramme (A.0.6). L'applica-
tion 70 ro est donnée par 6{a) ̂  v(a) pour a e K : En effet, le cocycle as-

a( M/~(y'\
socié à a est g -^ 6(a)(g) = v v / . Si l'on prend h e IK et si a = IA.IT^
avec u une unité, on a

^-W
et 7 o -TO o ^(a) = î;(a) . Le cup produit

H ^ G K / I K . H ^ I K ^ M ^ ^ H ^ G K / I K ^ / M Z )

^H\GK/IK^H\IK^M)) ̂ Z/MZ

est donné par /3 0 ̂  i-̂  7(/^)^(Frob). On en déduit que

ev o 7 o ri(^(a) U ̂ ) = ev(7 o ro o 6(a) U Q = ev(v(a)^) = ̂ (a)^(Frob)

et par la propriété (A.0.7) de l'invariant que (9 o n = inv.

Démonstration de la proposition 3.2.8. — II ne reste plus qu'à calculer
explicitement la flèche

H\GK/IK,H\IK,A))®H\GKIIK,Â{\))^H\GKIIK,H\IK^M}}
-^Z/MZ
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pour A = T/MT et B = A(l) = T*(1)/MT*(1) lorsque IK agit triviale-
ment sur A et B. Soit a e ̂ (G^A) et b ç ^ ( G K / I K . B ) . On a

< a,inf(&) >= inv(a U inf(6)) = 0 o n(a U inf(6)) = (9 o (ro(a) U 6) .

D'où, pour tout a e I K , < a,inf(6) > Ça = [a(a),6(Frob)] = [Ev^(a),ev(&)]
et le lemme. D

Appendice B.
Système cTEuler-Iwasawa

et système cTEuler-Iwasawa de rang 1.

On complète ici les démonstrations de l'existence de systèmes com-
patibles (<I>m).

Soit V une famille d'extensions finies abéliennes d'un corps FQ (Fo
corps de nombres ou corps p-adique). Si F e V, on note A^ le groupe de
Galois de F sur FQ. Soit A un anneau local noetherien régulier complet
(ici, (^[[r]], A^ ou 0). On se donne pour chaque F e V un A[A^]-module
MF de type fini. On suppose que

(1) MF est sans A-torsion;

(2) Pour toute extension F C F ' d'éléments de V, Mp = M^,^7^.

Posons M^ = HomA(M^.A) ^ HomA[A^](^A[A^])\

LEMME. — Sous les hypothèses précédentes, la limite projective M^
des M^ est non nulle et l'application naturelle M^ —> Mp est surjective
pour tout F ç:V.

Démonstration. — Montrons que si F C F'\ Mpi jMp est un A-
module sans torsion. En effet, soit x € M pi tel que ax € Mp =- Mp^
avec a (E A non nul. Pour tout 6 G Gal(.F'/.F), on a a(8 — l)x = 0; comme
MF' n'a pas de A-torsion, (6 — l)x = 0 et x ç. Mp- On en déduit que
Ext\(Mp' / M p ^ A) = 0 et donc que l'application M^i —>- M? est surjective.
Comme les M'p sont compacts, l'application M^ —>- M'p est surjective. D

Comme Mp est un A-module sans torsion, M^ est un A-module libre.
Soit r son rang et s un entier ^ r. Les A[A^]-modules ^Mp forment un
système projectif. On peut aussi considérer le lim A[A^]-module A^M^ et

FçV

on a A5./^ = lim ^M'p. On déduit de ce qui précède que les applications
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naturelles A^M^ —> ^M^ sont surjectives et qu'il en est de même de
l'application lim ^Mp —> A^M^ .

FÇV

Prenons m un entier premier à p, Vmp l'ensemble des extensions de
Q(A4np); abéliennes sur Q et de conducteur m'mp avec m' premier à mp
et à S (V) (ce qui est en bijection avec les extensions abéliennes de Q de
conducteur premier à mp et à S(V)). Soit ^ un caractère de Ay^p. On peut
alors appliquer ce qui précède à Mp = H^ r .(F, F) ou Mp = H^(F, T)^
à condition de vérifier les hypothèses.

LEMME. — Soit F ' / F une extension abélienne finie.

i) Si (V/T)0^ = 0 et si V0^ = 0 pour v ramifiée dans F ' / F ,
H^ r .(F,T) et H^ r ^(F^T) sont sans 0-torsion et l'application restric-
tion

<,^(F,T) -. H^F',^^'^

est un isomorphisme.

ii) On suppose que F' e Vmp, F e Vmp' Alors, si ̂ (F'^poo), V) = 0,
ff^(F,T) et H^{F',T) sont sans 0[ [F]] -torsion et Papplication restriction

HUF^^H^F^T)0^/^

est un isomorphisme.

Démonstration. — Démontrons (i). Les sous-(^-modules de torsion
de J ï^r i (F , r ) et de H^ r i(F',T) sont respectivement contenus dans
(V/T)01" et dans (V/T)01". La première assertion est donc claire. Prenons
S contenant S(VQ, p et les places de Q ramifiées dans F'. Comme T01" == 0,
on a H\GS^F.T) ̂  ^l(^,^,^)Gal(JF//JF).

Si v est une place de F/ ne divisant pas p et non ramifié dans F ' /F,
on a la suite exacte

0 -^ H^F^/F^T0^) -^ H^(F^T) -. H^V)0^/^

-^H^F^/F^T0^).

D'où par une chasse au diagramme

H^(F^T) ̂  H^F^^^/^/HUF^T)0^/^

CH^F^T)0^/^.

Si v est ramifié dans F ' / F , comme T F^ = 0, on a une injection de
H^(F^,T) dans H^F^T)0^/^. Il est facile d'en déduire (chasse
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au diagramme) que

<^(F,T) - H^F^T)0^'/^.

Démontrons maintenant (ii). Le sous-(9[|T]] module de torsion de
H^ÇF^T) est ^(F'^poo^r). Par hypothèse, il est donc nul. Le fait
que rhomomorphisme restriction H^{F,T) -^ ^(F'.r)0^/^ est
un isomorphisme se déduit du fait qu'on a déjà pour tout entier n un
isomorphisme

H\GS^(^),T) - H^GS^^W/^
cm H°(F'{^),T}=Q. D

Remarques. — i) Le fait que H^(F,T) -^ H ' ^ { F ' ^ T ) ^ ^ ' / ̂  est un
isomorphisme est vrai même sans l'hypothèse que V ^p001 = 0. En effet,
on se ramène au cas où F ' / F est cyclique. On a

H^F'Ç^/F^)^0^^^) C T^'^P-V^ - l)TGF'^")

_f~i

où 6 est un générateur de Gal(F'/F). Les T F / ( p • p n ) forment une suite de
sous-0-modules de type fini de T qui est donc stationnaire et leur limite
projective pour la corestriction est nulle. De même, le conoyau est contenu
dans la limite projective des H2(F/{|lpr.)/F(f.Lpr.),TGFf^pn)) qui est nulle
(ces groupes sont des quotients de r^^p^).

ii) On a le même genre de résultats pour la famille des Z^(F^T)
pour F parcourant les extensions finies abéliennes de Qp non ramifiées en
p. Si V G F / ^ p o o ) = 0, Z^{F,T) et Z^(F^T) sont sans 0[ [rétorsion et
rhomomorphisme restriction

Z^F^^Z^F'^T)^'^

est un isomorphisme.

Supposons désormais que V est une représentation irréductible non
abélienne (on a donc V^Q^ = 0, il suffit de supposer que V est de
dimension > 1). Les hypothèses du premier lemme de l'appendice sont
alors vérifiées pour V =-- Vmp et pour Mp = H^(F, F/0. Rappelons que le
A^-module ̂ ^(Q^^r/0 est un A^-module de rang supérieur ou égal à
cLç(^). On obtient alors que (pour d-e(^) > 1)? pour tout élément ^m^ ^
A^^-^^Q^^r)^)*, il existe un système compatible {^mm'^m'm
(pour m' premier à mp) d'éléments

^mm'^ € Ad-£^-l(^(Q(^^,^)^)*.
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PROPOSITION. — Supposons que V est une représentation irréductible
8-adique de Gq, non ramifiée en dehors d'un nombre fini de places et
vérifiant la condition (Tech). Supposons qu'il existe un système d'Euler-
Iwasawa p-adique Cp relatif à V non nul. Soit m un entier fortement
admissible premier à p et ^ un caractère de Ay^p tels que Cp^(m) soit
un élément non nul de A^-^T^QO^.r)^). Alors, Leop(V,0 est vraie
et il existe un entier ^ tel que f^ divise p^^(cp).

Démonstration. — Si M est un A^ module sans torsion de rang r,
on le plonge dans un module libre avec conoyau fini, par exemple M**.
Les A^-modules det(M) et det(M**) sont alors égaux et libres de rang 1.
Soit N un sous-module de det(M) tel que det(M)/./V soit de torsion. Si
e i , . . . , Cr est une base de M**, on a N = A^ei A . . . A Cy. Il est alors clair
que si <î> = ci A . . . A e^-i, ^{Te^ A . . . A Cr) = ±^er.

Ainsi, il existe un élément ^^ de A^^'^T^Q^^.r)^)* tel
que

^(cp^(m))^0

et on a F^{cp) = ̂ (^>^^(cp)) (on peut supposer cLe(^) > 1). On choisit
un système compatible {^rnm'^mm' pour m' premier à mp redonnant
^m,^ pour m' = 1. On peut alors appliquer le théorème 5.2.1 au système
d'Euler-Iwasawa p-adique ^(cp) = (^mm^^Cp^mm')))^^ de rang 1. Le
Aç-module ̂ ^(Q^^r/0 est donc de rang cLe(^). On applique alors le
théorème 1.3.3. D

Appendice C.
Étude complémentaire des ^(FÇp^/F.T/pT).

Il s'agit de donner quelques informations supplémentaires sur la
constante sp intervenant dans le texte et des conditions suffisantes pour
que s F soit égal à 1. Le calcul et l'étude de la nullité des groupes
H ^ ( F { p ) / F , T / p T ) pour certaines Fp-représentations se trouve dans [CPS].
On note V une Fp-représentation de Gp et F(V) = F(p) le corps de
définition de Y. Le cas qui nous intéresse est bien sûr V = T / p T .

C.l. Dans [No87], Nori démontre qu'en général ces groupes sont nuls.
Plus précisément, il existe des constantes Cs(d) pour d entier tel que si
p > c^(d) et si V est une Fp-représentation linéaire de dimension d d'un
groupe profini, 7P(F(V)/F, V) est nul pour i = 1,2. Ainsi, à dimension
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fixée, la condition

H^F^/F.V) =0

est vérifiée pour tout nombre premier p sauf un nombre fini.

C.2. LEMME. — S ' i l existe dans le centre de Gol(F{V)/F) un élément
non trivial n'ayant pas de point fixes dans V, les 7P(F(y)/F, Y) pour
i = 1, 2 sont nuls.

En parallèle (et en reprenant les notations du texte principal), on a
le lemme :

LEMME. — On suppose qu'il existe dans le centre de Gp(T) un
élément non trivial n'ayant pas de point fixes dans T / p T . Alors les
H1 (F (M)/F, T/MT) pour i = 1,2 sont nuls.

Démonstration. — Soit a un élément comme dans le lemme. Comme
ya=i ^ o, les (T/MT)^1 sont nuls. Si Z^ est l'image du groupe en-
gendré par a dans Gal(F(M)/F) C GL(T/MT), Z^ est dans le cen-
tre de Gal(F(M)/F). Les (T/MT)^ = (T/MT)^ étant nuls, les
H^Za^T/MT) sont d'ordre borné par rapport à M et même nuls car Za
est cyclique et agit sur T/MT par homothéties. On utilise alors la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour obtenir les isomorphismes

H^(Gîû(F(M)/F)/Za, (T/MT)^) ̂  H^(F{M)|'F.T/MT).

Ainsi, les H^(F(M)/F, T/MT) sont nuls. D

Par exemple, si les valeurs propres de a sont des racines de l'unité
d'ordre premier à p, les H1 (F'(M) /F, T/MT) sont tous nuls. On obtient
d'autre part les corollaires suivants.

C.3. COROLLAIRE. — Si V est irréductible et s'il existe une ho-
mothétie non triviale dans Gal(F(V)/F), ^ ( F ^ / F , V) = 0.

Par exemple, supposons que

(1) V est une représentation irréductible, pure de poids w;

(2) 'w(F^) appartient à l'image de Gp dans GL(T/pT) et est non nul;

(3) T/pT est irréductible.

Alors, H^F^/F.T/pT) = 0 et H1 (F (M)/F, T/MT) = 0.

C.4. Exemple. — Prenons pour V la représentation p-adique associée
à une courbe elliptique. On a w = — l e t d = 2 . Dès que l'image de Gp
contient un élément non trivial de (Z/pZ)^ les H^{Fn(EM)/Fn,EM) sont
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nuls. En effet, il suffit de montrer que cet élément est aussi contenu dans
l'image de Gp^' Mais le déterminant de V est isomorphe à Zp(l). Donc
si g e GF-, on a det(g) == \{g) et g laisse stable Foo si et seulement si
det(^) ç /^p-i, c'est-à-dire det^)^ = 1, ce qui est le cas si g appartient à
l'image de (Z/pZ)^ Par exemple, si —1 appartient à l'image de Gp dans
GL(T\ H\FH(EM)/F^EM) = 0.

C.5. La nullité de H1 (F(M)/F, T/MT) = 0 pour une puissance M de
p implique celle de H l ( F { p ) / F , T / p T ) . Réciproquement, supposons T/pT
irréductible et

H l ( F ( p ) / F ^ T / p T ) = 0 .

Supposons de plus l'application

(C.5.1) Hom(Gal(F(M)/F(p)),^/p^)Gal^^/JF) -^ H 2 ( F ( p ) / F , T / p T )

injective. Alors les H1(F(M)/F, T/MT) sont tous nuls. En effet, on déduit
de Pinjectivité de (C.5.1) et de la suite exacte inflation-restriction que

H \ F ( p ) / F ^ T / p T ) ̂  H\F(M)/F^T/pT)

et donc que H l { F ( M ) / F ^ T / p T ) = 0. On démontre ensuite par récurrence
sur M'\M que ^ ( F ^ / F . T / M ' T ) = 0 en utilisant la suite exacte

H\F{M)/F,pTlM'T) -^ H\F(M)/F,T/MfT) -^ H\F(M)/F,T/pT).

Revenons à l'injectivité de (C.5.1). Il est clair que si T/pT est disjointe
de la représentation adjointe de Gp sur G / p G ^ Hom(Gal(F(M)/F(p)),T/
^G^{F(p)/F) ^ Hom(Ç/^,^^^)Gal(^^)/^) = 0 et (C.5.1) est bien sûr
injective. Montrons que si T/pT et G/pG sont irréductibles et isomorphes
et si GoiiÇFÇp^/F) n'est pas un produit semi-direct de Gal(F(p)/F) par
G / p G , (C.5.1) est injective. Un élément de Hom^/p^r/pr)0^^/^
est soit nul, soit un isomorphisme. L'application (C.5.1) se décrit de la
manière suivante : soit c la classe de l'extension de groupes de Gal(F(p)/F)
par G/pG douée par Ga^F^2)/^). Par hypothèse, c ^ 0. Si / e
Hom^/p^r/pr)^^)/^, l'image de / dans H 2 ( F ( p ) / F , T / p T ) est
/*(c). Ainsi, si / est non nul, c'est un isomorphisme et /*(c) est non nul.

Exemple. — Soit U une représentation Zp-adique de rang 2 de
déterminant \ et T = 5/2 (U) la sous-représentation de la représentation
adjointe de U formée de éléments de trace nulle (cf. [F192]). Supposons de
plus que GF -^ GL(U) est surjective; on a alors Gp(T) ^ PGL(U) et
T/pT est irréductible. L'extension PGj^Z/p^) de PGL(Fp) par G/pG =
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(1 +pEnd(£/))/(l +pFp) est non scindée et Q/pQ est isomorphe à T/pT =
sl(U/pU) comme représentation de PGL(U/pU) par Pisomorphisme induit
par 1+pa ̂  a- ^tr(a) (au moins sip ̂  2). Les H^FÇM)/'F.T/MT) sont
donc nuls si H^F^/F.T/pT) l'est. Montrons comme dans [F192, Lemma
1.2] que H \ F ( p ) / F / r / p T ) = H\PGL^p),sl(T/pT)) = 0. On montre
même que

Hl(GWp)^l(T/pT))=^

ce qui impliquera de la même manière que précédemment que H1 { F ' ( M ) / F ,
T/MT) = 0 avec F^M) = F(M)(/XM). Soit il le sous-groupe de GL(T) ̂

GL^p) formé des matrices ( u ) ; c'est un p-groupe de Sylow de

GWp) et H^GL^^.T/pT) est le sous-groupe de H^^T/pT) formé
des éléments invariants par G^Fp), (x e ^(il.r/pT) est invariant par
GL^(¥p) si et seulement si pour tout g ç GL^(¥p) tel que giig~1 DU ̂  1,
les restrictions de x et de g(x) à gï{g~1 H il sont égales). Comme il est
cyclique, il est facile de calculer explicitement ^(il, sh(¥p)) et on trouve

que c'est le groupe des matrices de la forme f ) . Soit a = ( \ une
\c Oj y \Q ^ )

matrice diagonale. Elle normalise i l e t o n a ç f \ a~1 = ( 1' Y C oy ' VA-^C oy
II n'y a donc pas d'éléments non nuls de ^(il, s^QFp)) invariants par
GL^ (Fp). Remarquons que, contrairement à ce qui est écrit dans [F192,
Lemma 1.2], les H^GL^Zp/p^p), M^/p^)) ne sont pas nuls. En
effet, il suffit de montrer la non nullité de ^(GL^p/p^p), Z/yZ) =
Hom^I^Zp/^Zp), Z/p-Z) et a; ̂  pn-2 < det(o-) > -1) mod p^p en est
un élément non nul.

Appendice D.

LEMME. — Soit V une représentation irréductible S-adique de G p .
On suppose que Hmage de Gp dans GL(V) contient un élément f tel que
V^1 soit de dimension 1. Alors, V est absolument irréductible.

Démonstration. — Notons G l'image de Gp dans GL(V). Soit h e
ËîidG^^). Soit ei un vecteur propre de / de valeur propre 1. Comme
h e GL(V) commute avec /, /i(ei) ç Y^=1 et est donc proportionnel à
ei. D'autre part, si g appartient à GL(V), V9^'1^ est de dimension 1 et
admet comme base g{e-^). En particulier, si g e G, h commute avec gfg~1,
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et h(ge\) est proportionnel à g{e\). Ainsi, pour tout g 6 G, h{ge\) = \gQe\
avec À^ ç_ Qp. On déduit alors de hgf = gfh que

hgf(e^) = hg(ez) = Xgge^ = gfh(e^ = X^ge^

et donc que \g est indépendant de g . Ainsi, h est une homothétie sur
le <f[G^]-module engendré par e\. Comme V est irréductible, h est une
homothétie sur V. On a donc montré que Endc^V = £ et donc que V est
absolument irréductible. D

On démontre de même le lemme suivant :

LEMME. — Soit V une représentation irréductible de G p. Soit L une
extension galoisienne finie de F. On suppose que limage de GL dans GL(V)
contient un élément f tel que V^1 soit de dimension 1. Alors, V est
absolument irréductible et la restriction de V à GL Gst somme directe de
représentations absolument irréductibles.
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