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SYSTEMES D’EULER p-ADIQUES
ET THEORIE D’TWASAWA

par Bernadette PERRIN-RIOU

L’introduction des systémes d’Euler par Kolyvagin en 1988 ([K090])
a eu des conséquences extrémement importantes en arithmétique et théorie
d’Iwasawa et a donné de nouvelles perspectives de démonstration. A partir
d’une famille de nombres de Q(u,,) pour tout entier m vérifiant certaines
relations de traces (on l’appelle systéme d’Euler cyclotomique, il s’agit
simplement des 1—(,, pour m entier, ol (,, est une racine de I’unité d’ordre
m et (7, = {m), Rubin a ainsi pu donner une démonstration élémentaire
du théoréme de Mazur-Wiles (conjecture d’Iwasawa) reliant la fonction
¢ de Kubota-Leopoldt avec les groupes de classes d’idéaux des corps de
nombres cyclotomiques. Kolyvagin a utilisé le systeme d’Euler des points
de Heegner pour démontrer la finitude de certains groupes de Shafarevich-
Tate. Récemment, Kato a annoncé la construction d’un systéme d’Euler
des “éléments de Beilinson” associé & une courbe elliptique modulaire sur
Q, vivant dans la K-théorie de la courbe elliptique, et des conséquences sur
la conjecture principale de Mazur dans le cas ordinaire.

D’autre part, depuis quelques années se développe l'idée que 1’on
peut avoir une connaissance partielle d’objets géométriques (disons méme
motiviques) par leurs propriétés p-adiques, propriétés qui se comprennent
uniquement en termes de la représentation p-adique associée (Greenberg,
Bloch et Kato, ...). Il est alors intéressant de séparer les constructions
et théorémes qui relevent uniquement de la représentation p-adique et
les constructions et théoremes qui tirent leur existence de la géométrie
arithmétique (disons des motifs). On peut ainsi parler de systémes d’Euler
“motiviques” et de systémes d’Euler p-adiques (définis dans la cohomologie

Mots-clés : Représentation p-adique galoisienne — Théorie d’Iwasawa — Leopold —
Systémes d’Euler.
Classification math. : 11E95 — 11G40 — 11R23 — 11R42.
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galoisienne de la réalisation p-adique). A un systeme d’Euler motivique,
est associé un systéme d’Euler p-adique pour tout nombre premier p. Nous
avons cherché ici a tirer les conséquences de ’existence d’un systeme d’Euler
p-adique d’une représentation p-adique géométrique du groupe de Galois
absolu de Q. Les démonstrations sont inspirées de celles de [K090] et [Ru90].
Un travail similaire a été annoncé indépendamment par Kato et Rubin.

Aucun systeme d’Euler nouveau n’est construit dans ce texte. Cepen-
dant cette étude nous a permis de mieux comprendre cette notion. Insistons
ici sur quelques points.

e Dans le cas du systéme d’Euler cyclotomique (et du systeme des
points de Heegner aussi d’ailleurs), il est fait une utilisation essentielle
des congruences 1 — (;;,;; = 1 — (,,, modulo les places divisant le nombre
premier {. Comme ’a vu Rubin dans [Ru92], ces congruences peuvent en
partie se déduire des relations globales de traces (en partie signifiant pour
suffisamment de nombres premiers). Ces résultats se généralisent tres bien
aux systemes d’Euler p-adiques généraux.

e Par les méthodes de [PR94] et [PR95], on associe & un systeéme
d’Euler p-adique d’une représentation p-adique V' (avec certaines condi-
tions) un quotient de fonctions analytiques sur Gal(Q(ump=)/Q) & valeurs
dans un certain Qp-espace vectoriel D, (V) de dimension finie, ou ce qui re-
vient au méme un élément de K(Guo)[Gal(Q(1m)/Q)] @ D, (V) ott K(G)
est 'anneau total des fractions d’une certaine algebre H(G) contenant
Z,|[Gal(Q(pp)/Q)]]. Les relations de trace se traduisent alors par des re-
lations entre ces “fonctions” reflétant la factorisation en produit eulérien
des fonctions L classiques.

e Nous avons besoin de résultats généralisant les résultats sur le lien
entre indépendance de points sur une courbe elliptique et groupe de Galois
([Ri79]). Ces résultats se déduisent de théorémes généraux sur les ordres
d’une Q,-algebre semi-simple et la classification de leurs modules.

Donnons une idée du plan du texte et de son contenu. Dans le premier
paragraphe, on introduit les systémes d’Euler p-adiques et on donne un
apercu des théoremes démontrés ensuite. Le second paragraphe est consacré
aux propriétés locales des systemes d’Euler. Dans le troisieme paragraphe,
on reprend la théorie de la dérivation de Kolyvagin et on l'applique
aux systemes d’Euler p-adiques. Dans le paragraphe 4, on rappelle des
résultats bien connus sur I'image du groupe de Galois dans GL(V'), on
montre quelques assertions de finitude sur certains groupes de cohomologie
galoisienne, on étudie 'influence de 'indépendance linéaire de points sur le
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groupe de Galois engendré par ces points, puis on donne des applications
de théoreme de Chebotarev. Dans le paragraphe 5, on utilise ce qui précede
pour démontrer des résultats de finitude et la divisibilité de certaines séries
caractéristiques en théorie d’Iwasawa.

Nous avons ajouté des appendices. Le premier donne la démonstration
complete d’une loi explicite de réciprocité pour I # p qui est certainement
bien connue. Dans le second, nous avons précisé le lien entre deux notions
de systemes d’Euler. Dans le troisieme et quatriéme, nous avons donné
quelques précisions techniques.

Plan.
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1. Généralités.

1.1. Préliminaires.

1.1.1. On fixe une cloture algébrique Q de Q. Toutes les extensions
algébriques de Q sont supposées contenues dans Q. Si F' est une extension
algébrique de Q (donc contenue dans Q), on note G le groupe de Galois
de Q/F. Si v est une place de F, on choisit une place de Q au-dessus
de v et on note abusivement G, le sous-groupe de décomposition en v de
Gr, I, le sous-groupe d’inertie en v et Frob, € G,/I, 'homomorphisme
de Frobenius arithmétique associé a v. Si m est un entier, on note u,, le
groupe des racines de 'unité d’ordre divisant m. Pour [ nombre premier,
pour m entier premier & [, la restriction de Frob; & Q(u,,) est donnée par
¢ — ¢! pour ¢ € . On note A, = Gal(Q(um)/Q).

Soit p un nombre premier impair. Soit Q(up) ’extension cyclotomi-
que de Q de groupe de Galois Goo & Z,; . On note Qo la sous-Z,-extension
de Q(up=), I' = Gal(Qwo /Q) et Qy, la sous-extension de degré p™. Si F' est
une extension de Q, on pose F,, = FQ,.

Si F' est une extension algébrique de Q et S un ensemble fini de places
contenant p et l'infini, on note Gs r le groupe de Galois sur F' de la plus
grande extension de F' contenue dans Q, non ramifiée en dehors des places

de S.

On reprend les notations usuelles de cohomologie galoisienne. Si L/F
est une extension finie, on note Try,r 'application de corestriction, encore
appelée trace. Si v est une place de F' ne divisant pas p et si M est un
Zp|GF,]-module, on pose

Hy(F,,M)= H'(Gp,/I,, M"™) C H'(F,, M);

un élément de H. (F,, M) est alors dit non ramifié ou ayant bonne
réduction. Si ¥ est un ensemble de places contenant les places au-dessus
de p, on note H} v (F, M) Pensemble des éléments de H'(F, M) dont le
localisé en toute place n’appartenant pas & ¥ est non ramifié. Pour v|p,
nous utiliserons (trés occasionnellement) les H} introduits par Bloch et
Kato.

1.1.2. Soit £ une extension finie de Q, et O son anneau d’entiers. Soit
V' une représentation £-adique de Gg, c’est-a-dire un E-espace vectoriel
de dimension finie d, muni d’une action linéaire et continue de Gy,
non ramifiée en dehors d’un ensemble fini de nombres premiers de Q
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et potentiellement semi-stable en p. Une telle représentation est appelée
représentation géométrique. Soit 3(V') ’ensemble des places | de Q ou
V n’a pas bonne réduction (on dit que V a bonne réduction en [ si V
est non ramifiée en [ lorsque ! # p et cristalline en [ lorsque ! = p).
On note p = py ’homomorphisme de Gg dans GL(V') associé et pour
l # p, o1 = pv(Frob;) Pendomorphisme de V!t image de Frob;. On note
en fait de méme (; agissant sur V*(1)%t avec V*(1) = Homg, (V, Q,(1)) et
Qp(1) = Qp ®lim p1yn, le contexte disant duquel il s’agit. Soit P (V*(1), X)

le facteur d’Euler en ! de V*(1) : on a donc pour ! premier & p
P(V*(1), X) = det(1 — o] X[V (1)),
En particulier, lorsque V' a bonne réduction en [, on a
P(V*(1),X) = det(1 — "t X|V).
Pour [ = p, on définit P,(V*(1), X) par
Pp(V*(1), X) = det(1 — o XD(V*(1))).
ott D(V*(1)) = (Beris ® V*(1))%7 est le p-module filtré assocé & V*(1).
Nous nous servirons trés peu de ce facteur.

On note di = d4 (V) la dimension du sous-espace vectoriel de V' sur
lequel une conjugaison complexe ¢ agit par +1 (la dimension ne dépend
pas de c).

1.1.3. Soit F' une extension algébrique finie de Q. Fixons un O-réseau
T de V stable par Gg. Soit S un ensemble fini de places de F' contenant
les places divisant X(V), p et l'infini. La limite projective HX (F,T) des
HY(Gs,F,,T) pour les applications de corestriction ne dépend pas de S.
On note HZ, ¢(F,T) la limite projective des H*(Gs,,,T) et HZ(F,T) le
noyau de ’lhomomorphisme

HZ, s(F\T) — ﬁs Z2 (F,,T).

ot Z2 (F,,T) est la limite projective des & HZ2(F), ,,,T) pour les homo-
w|v
morphismes de corestrictions.

1.1.4. Le groupe de Galois Goo,m = Gal(Q(pmp=)/Q) est isomorphe
a Apm x T avec

I' = Gal(Qw/Q) = Gal(@(“mp“’)/@(ﬂpm)) = Ly,
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pour m premier & p; il opere sur les O-modules H’ (Q(u.»), T') qui sont ainsi
munis d’une structure de A[A,]-modules avec A = O[[G]] €t Goo = Goo 1-
En tant que A-modules, ils sont de type fini.

Si € est un caractere de Ay, si O(§) est Panneau engendré sur O
par les valeurs de £ et M un O[A,,]-module, on note M(©) le O(¢)-module
formé des z € O(§) ®o M tel que éx = £(6)x pour tout § € Ayy. Si
&p est la p-composante de &, c’est-a-dire la restriction de £ & Ay, on note
€(€) = €(&p) le signe de &y(c) o c est une conjugaison complexe de Q/Q.
L’image A¢ de O(§)[[Goo,m]] par le caractere & est isomorphe & O(&)[[I']] et
donc & I’anneau des séries formelles en 1 variable & coefficients dans O(¢).

Si M est un A-module, on dit abusivement que M est de A-torsion
si M©) est un A¢-module de torsion pour tout caractére £ de Ay, c’est-
a-dire si M est un Z,[[I']]-module de torsion. On note

My= & MO | M_= & MO,
&)=+ €(§)=—

Rappelons ([P-R95] par exemple) que si m est premier & p et si £ est
un caractere de Ay, on a

rga Hao (Q(im), T)® = rga H3(Qum), T)'® = d_(g).-

1.1.5. CoNJECTURE. — Le A-module HZ (Q(pm),T) est un A-module
de torsion.

De maniére équivalente, HX (Q(um), T)®) est un A¢-module de rang
d_c(¢) pour tout caractere £ de A,,,. Nous référons a la conjecture relative
a ¢ comme la conjecture Leop(V,£).

1.2. Systemes d’Euler p-adiques.

1.2.1. Soit ¥ un ensemble fini de places de Q. Si m est un entier, on
dit que m est premier & ¥ si m est une unité en toutes les places de X.
Si F' est une extension algébrique de Q, on note ¥z ou abusivement ¥
P’ensemble des places de F' au-dessus des places de X.

DEFINITION. — On appelle systéme d’Euler p-adique de rang 1 une
famille d’éléments c(m) € H*(Q(i,), T) pour m entier premier & ¥ et sans
facteurs carrés vérifiant
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(1.2.1)
P (V*(1), Frob;* sil est ier 3
Tr Q) Qe (€(ml)) :{ (V> (1) , )e(m) sil est premier & m

c(m) si | divise m
pour | nombre premier et premier a 3.
Ici, Frob; est vu comme un élément de A,,.

DEriNITION. — On appelle systéme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang
1 une famille d’éléments c(m) € HY(Q(u,),T) pour m de la forme m'p"
avec m' entier premier & Y. et sans facteurs carrés et n entier, vérifiant

(1.2.2)
Py (V*(1),Frob; He(m) sil est premier & m
T Qe (D) = { FIO (1) Frob)clm)

c(m si | divise m
pour | nombre premier et premier a 3.

Dans 'un et Pautre cas, si ¢(m) est défini, on dit que m est admissible.
Remarquons que si m est admissible et si [ est un nombre premier, premier
am et & ¥ (admissible), ml est admissible.

Si ¢ = (¢(m))m est un systeme d’Euler-Iwasawa p-adique, on a, pour
n > 1 et m admissible

TrQu,, pm41)/Qptrur) E(MP™TH) = c(mp™).

Ainsi, les (c(mp™*t1)), forment un systéme projectif pour la corestric-
tion que Pon note cy(m). Nous verrons en 2.1.2 que nécessairement
¢p(m) appartient & HL (Q(um),T) et que Pimage c(mp™) de cp(m) dans
H(Q(tmpn ), T) est non ramifiée en dehors de p pour n > 1. Par contre,
il n’est pas toujours possible de reconstruire c(m) pour m premier & p &
partir des ¢,(m’) : comme

Tr,u)/qc(l) = P(V*(1), Frob; He(1) = P(V*(1), 1)e(1),

si P(V*(1),1) = 0 (resp. P,(V*(1),1) = 0), ¢(1) ne se déduit pas de ¢(l)
(resp. de cp(1)).

Si [ est un nombre premier et F' une extension galoisienne de Q non
ramifiée en [, notons Tr; la trace de Trp(,,),r. Pour tout nombre premier
l premier & ¥ et pour tout entier m premier & [ et admissible, on a donc

Tri(c(ml)) = B (V*(1), Frob; H)e(m).
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1.2.2. Pour m' multiple de m (premier & p), la projection A,y — A,
induit un morphisme naturel d’anneaux

AlAm] = O[[Gal(Q(pmp=)/Q)]] = O[[Gal(Q(pmp=)/ Q)] = A[Am].

On note m : A[Ap] — A[Ap]. Si M est un A[A,,]-module, on a alors
une fleche naturelle entre I'algebre extérieure de M en tant que A[A,.]-
module et son algebre extérieure en tant que A[A,,]-module. Nous laissons
Pambiguité. Soit r un entier. On désigne par Tr] = A"(Tr;) 'application de

A Hoo (Qpm1), T) = A" Hoo (Q(pim), T)

induite par Tr; € Zy[A]. Nous utiliserons la notation commode suivante :
sir = (r4,r-) et si M est un O[[G]]-module, on note

M =AMy ® A M

(respectivement A"+ My, A"™-M_ si — = 0, 4 = 0). On pose d, =
(ds,d_1). On note Tr; = Tr;* & Tr;~ relativement & la décomposition
précédente.

DEFINITION. — On appelle systeme d’Euler-Iwasawa p-adique une
famille d’éléments c,(m) de A%~ HL (Q(um), T) pour m entier sans facteurs
carrés, premier & un ensemble fini ¥ et & p telle que pour tout nombre
premier | premier & 3 et a p et pour tout entier m premier a lp et & %,

(1.2.3) Trl- (cp(ml)) = P(V*(1), Froby Ve, (m).

Ici, Frob; est vu comme un élément de Gal(Q(tmp=)/Q). Pour n > 1,
on note c¢(mp™) la projection de c,(m) dans A% H'(Q(ptmpn ), T). Si m est
premier & p et £ un caractére de A,y & valeurs dans Q;,‘ étendu de maniere
naturelle en un caractere ¢’ de Ap,p, on a alors

e ©cp(ml)) = Pi(V*(1),(Frobi) ~)eg @ cp(m)
= P(V*(1),£(1) "} )eg @ cp(m)

avec ez = A"(eg).

1.2.3. Expliquons comment obtenir a partir d’un systeme d’Euler-
Iwasawa p-adique un systeme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1 d’apres
une idée de Rubin (ce qui suit n’a bien sir d’intérét que si d; ou d_ sont
supérieurs ou égaux & 2). Dans la suite, | est un nombre premier, m et [
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sont supposés admissibles, premiers entre eux et premiers & p. Considérons
I’homomorphisme Tr; :

HomA[Amz] (H;o (Q(,uml)v T)v A[Aml]) - HomA[Am] (H;o (Q(/"m)v T)a A[Am])

induit par I’application de restriction

H;O(Q(“"’)’ T) - H;o(Q(/Lml)7 T)

et par Papplication
A[A )G QUEm)/Qm)) _, A[A,]

qui envoie 3 7 sur 1. On comprend mieux cette application
T€Gal(Q(pm1)/Q(um))
si on utilise le fait que si M est un A[A]-module o A est un groupe fini

abélien (ici A = A), il y a un isomorphisme canonique
Hom () (M, A[A]) = Hom 4 (M, A)*
ol ¢ revient & changer I'action de A par § — §~! pour § € A (cf. 4.7.1).

L’application Tr; est alors simplement I’application induite par ’applica-
tion de restriction

H;(Q(“m)v T) - H;O(Q(:uml)7 T)-

On vérifie facilement 1’identité
Tr(¥)(Tru(z)) = m 0 Y(x)
pour T € Hc}o(@(”ml)v T) et Y € HomA[Amt](H;o(@(le)v T)v A[Aml])

Soit ® = (P,,), un élément de la limite projective des

/\T_lHOmA[Am] (H;o (Q(.u'm)v T)7 A[Am])

relativement aux applications 'I‘rlr*1 induites par les Tr;. On définit & partir
de ®,,, un homomorphisme de A" H. (Q(um), T) dans HX (Q(tm), T) noté
encore ¢, :

D (Wi A Awy) = Z(—l)iQm(wl A i AWy Awip1 A oo Awp)w;.

=1

LEMME. — Soit ¢, = (cp(m))m un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique.
Soit (®,,) un systéme compatible d’éléments de

NE="THompa,,) (H (Q(im), T), A[Ar])
o /\g—_lHomA(Holo(Q(lsz), T)7 A)L
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Alors, les ®,,(c,(m)) vérifient pour m € N et | premier et premier a m
admissibles,

(1.2.4) oy (@i((cp (i) = PV (1), Froby )@, (e, (m))

et forment donc un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1.

Démonstration. — On a &, (Trlé’_l(x)) =m0 P,u(z) , dol

P(V*(1), Frob; )@y, (cp(m)) = @ (P(V*(1), Frob; )cp(m))
= &, (Tt} (cy(ml)))
= M@yt (TY) ™ (cp(ml))
= Try (P ((cp(mi))).
O

Nous montrons dans 'appendice B que pour tout caractere £ fixé de
App, il existe un systéme compatible ®, d’éléments P s de

A=e© = Hom x, (H (Qptmm), ), A)

pour m' premier a mp tel que ®¢ ., (cp ¢(m)) soit non nul.
1.3. Enoncés de quelques théorémes.

1.3.1. Nous supposons désormais que V est une représentation &-
adique irréductible de Gg, non ramifiée en dehors d’'un nombre fini de
places et de Hodge-Tate en p. Le déterminant det(V) est donné par un
caractere de la forme € < x >" ou € est un caractere d’ordre fini, r € Z et
< x> est la p-composante du caractere cyclotomique : <x >: Gg — 14+pZ,.

Introduisons des conditions techniques :

(Techy,) il existe un élément g € GL(T) appartenant a 'image de Gy, )
tel que V/(g — 1)V soit de dimension 1 et dont les valeurs propres
autre que 1 ne sont pas des racines de 'unité.

(Techoo) il existe un élément g € GL(T') appartenant & I'image de Gga» avec
Q%P la plus grande extension abélienne de Q, tel que V/(g — 1)V
soit de dimension 1 et dont les valeurs propres autre que 1 ne sont
pas des racines de 1'unité.

(H) pour presque tout nombre premier I, P,(V,1) # 0.
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Remarquons que si m est premier & X(V), il suffit de demander que g
soit dans I'image de Gy, )- En effet, Q(pm) et le corps de définition de
V sont alors linéairement disjoints sur Q. D’autre part, quitte & remplacer
g par une puissance, on peut en fait supposer que le déterminant de g
est 1. Si (Tech,,) est vrai, pour un m, (Techp,,. ;) est vrai pour tous
nombres premiers ly,. .., I, distincts premiers & m et & 3(V). Remarquons
enfin que ces hypothéses (en fait (Tech;)=(Tech)) impliquent que V est
absolument irréductible sur Gg et que sa restriction & tout sous-groupe
fermé distingué de Gg est somme directe de représentations absolument
irréductibles (cf. 'appendice D). D’autre part, alors que les conditions
(Tech,,) sont invariantes par twist par Z,(1), il n’en est pas de méme de
la condition (H) que I’on peut donc “forcer” par twist.

Si ’on se donne un systeme d’Euler p-adique ¢ ou un systeme d’Euler-
Iwasawa p-adique ¢, (resp. et tel que (Tech) est vérifié), on dit que m
est fortement admissible si m est admissible et si V%wm) = 0 ou si
VCmp=) = 0 (resp. et si (Techy,) est vérifié).

THEOREME. — Supposons que V vérifie (Tech) et (H). Soit ¢, un
systéme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1 pour V. Soit m un entier
fortement admissible premier & p et { un caractére de A, tel que
d_(&) # 0. Si cpe(m) gfegcp(m) € HL(Q(um),T)® n’est pas de Ag-
torsion, Leop(V, €) est vraie.

1.3.2. Supposons les hypotheses du théoréeme vérifiées pour le ca-
ractere £. Par les théorémes de structure, il existe un homomorphisme de
A¢-modules

Ho (Qum), T)© [x¢cpe(m) — Ae/(F(cpg(m))) © Ao

a noyau et conoyau finis annulés par un idéal de A¢ de hauteur 2. D’autre
part, comme Leop(V, &) est vraie, HZ (Q(um),T)® est un A¢-module de
torsion et il existe un A¢-homomorphisme injectif

&7_1A¢/(fi) — HZ(Q(um), T)®

a conoyau fini annulé par un idéal de hauteur 2. Posons f¢(m) = fi... fr €
Ae.

1.3.3. TukorEME. — Soit V une représentation E-adique de Gg
irréductible, non ramifiée en dehors d’un nombre fini de places, vérifiant

(Tech). Soit ¢, un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1. Alors, pour
m entier fortement admissible et tel que V*(l)GQ(“mP""’” = 0 pour toute
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place v divisant p, il existe un entier positif p., tel que
fe(m)|pHm F(cpe(m)).

Remarque. — Sous des hypotheses supplémentaires sur V, il est
possible de montrer que ’on peut prendre p, = 0 (cf. 5.3.6).

1.3.4. Supposons qu’il existe un systéme c, d’Euler-Iwasawa p-adique.
Soit Fp,(cp,e) un élément de A¢ tel qu’il existe un homomorphisme de A¢-
modules

/\d—e(f)Héo(Q(um),T)('ﬁ)/Agcp,g(m) = A¢/(Fm(cpe))

a4 noyau et conoyau finis pres pour ¢ caractere de A,,, (on le prend égal &
0 si le premier module n’est pas de torsion) et soit F,(c,) un élément de
Qp ® A[A,,] tel que &(Fm(cp)) = Fm(cpe). Soit d’autre part un élément
fm de Qp ® A[An] tel que f{(m) =&(fm)-

On déduit alors du théoréeme 1.3.3 le théoréme suivant :

1.3.5. THEOREME. — Soit V' une représentation £-adique de G,
irréductible, non ramifiée en dehors d’un nombre fini de places et vérifiant
(Tech). Soit ¢, un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique de V. Alors, si m est
fortement admissible tel que V*(I)GQ(”mv"")” soit nul pour toute place v
divisant p, il existe un entier positif u,, tel que

Fmlp*™ Fn(cp)-

Ce théoreme se déduit du théoreme 1.3.3 en remarquant qu’il existe
un systéme compatible (®¢ mm’) comme en 1.2.3 tel que F(P¢ 1 (cp(m))) =
Fm(cpe) (la démonstration est faite dans I’appendice B). On peut alors
faire la conjecture suivante :

Conjecture. — 1l existe un systeme d’Euler-Iwasawa p-adique cf,péc
tel que

FM)A[Am] = Fn(SP)A[Am].

D’autres résultats & un niveau fini sont obtenus dans le paragraphe 5.
1.4. Lien avec les fonctions L p-adiques.

1.4.1. On choisit pour tout entier m une racine de 'unité ¢,, d’ordre m
telle que (7, = (m pour tous entiers m et n. On note ¢ ce choix de racines
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de P'unité. On a alors un homomorphisme de O[A,]-modules ¥§, : Q, ®z,
OlAn] = €lAn] — € ®g Q(pm) donné par > asd — Y asd((m)-

€A,y €A,
On en déduit un homomorphisme noté encore ¥S, : A ®z, Qp[Am] —

A ®z Q(.U'm)'

On note toujours m; la projection de A,,; sur A,, pour ! nombre
premier ne divisant pas m.

LEMME. — On a Tr; o \Ilfnl = —W¢, o Frob; 'm = —Frob; ¥, o .

Démonstration. — On a,

Tr, 0 WS, ( Z %6) = Z Z asb'6(Cmi)

€A M 8 €A1, (6")=16€EA M,

Or > &' (Cm) = > i On écrit 1 =
8 €Ny, (6)=1 i mod ml,(i,l)=1,i=1 mod m
mu + (v et j = wi mod [ et on obtient

; —-1
oo dm) = Y. dan=-d,
§'elA,m(8)=1 j mod I, (3,)=1
car v =1"! mod m. Donc

Trlo\I!fnl< > a55) =— Y asbFrob '(m

5€8m1 6€EA M

= —FI‘Obi—l’/Tl < Z a,sé)(Cm)

§€A M1
= —W$, o Frob; 'm < > m) :
S€EA ML
O

1.4.2. Lorsque V est cristalline en p, il est construit dans [PR94] pour
tout entier A un homomorphisme de A[Ay,]-modules

Efﬂ@(um),h : H;o(Q(l‘m)vT)/TGQ(“m”w) — Q(um) ®Q K(Goo) dqQ, Dy(V)

(pour la définition de K(Gwo), voir [PR94]; Dp(V) est le p-module filtré
associé & V par Fontaine). En utilisant 'isomorphisme ¥$,, on en déduit
un homomorphisme de A[A,,]-modules

L gyt H Q) T) [T m=) K (Go) [ A] © Dp(V)
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_ R
on a Ly o, ) nlm = Ly0qumn Of POSe LyQun) = (L5, q(un p)hs €t
Ly Q(um) = (Lv,Q(um>,h)h-

1.4.3. LEMME. — Soit ¢, un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique. Pour
tout m admissible, pour tout | premier 4 m et a ¥, on a

m(—IiV»Q(umz)(cp(ml))) = PI(V*(l)aFrObl_1)(_FTObl)é_LV,Q(um)(Cp(m))~
Démonstration. — Pour tout € HX (Q(tm),T), on a

['g/,h(rﬁl(f)) = Trz(ﬁf/yh(m)).

On déduit alors du lemme 1.4.1 que

d_
(Le/Q(/‘ml ( ) = (_FrObl)i;‘L_g/,Q(/‘m),h(Trl— ((L'))
On déduit alors de la relation (1.2.3) que

(LG, (en () = (~Frobi)- PV (1), Frobi )L, g, (6o (m))

O

1.4.4. Notons X(m) ensemble des nombres premiers divisant m. On
fixe un élément non nul er de detgD, (V') (on peut faire des choix plus précis
mais c’est inutile ici). Si ¢, est un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique, on
considere I'élément AESP™ (M) de K(Goo)[Am] @ A%+ VD, (V*(1)) défini
pour n € A4+ (V)D, (V) par

di FillD p(V
APYE(Pm) n)er = H 0 mQ ' )LvQ(p )h(cp(m))/\n
j>—h

log(x(v)’y™")

ott FiVD, (V') est la filtration sur D, (V) et o [; = log X(7)

d’ordre infini de T'.

pour 7y

1.4.5. LEMME. — Soit ¢, un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique. On a

m(ABZP™ (¢p)) = (~Froby)t- P(V*(1), Frob; 1) ALTP™ (cp).

Démonstration. — Comme Frob; agit trivialement sur D,(V'), on a
Pi(V*(1), Frob; 1)[ABZP™ () (n)] = P(V* (1), Froby ) (ALZP™ (c,)) ().

On peut alors utiliser le lemme 1.4.3. O
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1.5. Exemples.

1.5.1. On prend V = Q,(1). Par la théorie de Kummer, H'(F,Z,(1))
est le complété p-adique lim F* /F' *P" du groupe multiplicatif F* de F.

Prenons alors pour ¢(m) l'image de 1 — (,,, dans H*(F,Z,(1)) ou les (p,
sont des racines de 'unité d’ordre m vérifiant (;,,, = (. Vérifions que les
¢(m) forment bien un systéme d’Euler p-adique de rang 1. Pour cela, soit
! un nombre premier, premier & m et écrivons 1 = ul + vm. On a alors

Cmi = (G et

NQ ) /Qum) (1 = Cmt) = NQ(piyn) /@) (1 = G ) H(l —¢mG)

-

_ Lot —Gmdh) _ 1o

-G -G
1—
= ——Ff:#— = (1 — Frob; ))(1 = ().
1—GCm

Comme P,(V*(1),X) = 1— X, la relation de normes est bien vérifiée. Enfin,
lorsque ! divise m, on a

NG Q) (1 = Gmt) = [T (1 = Gmii) =1 = Gy = 1= G-

1.5.2. Soit E une courbe elliptique modulaire définie sur Q et V,(E)
la représentation p-adique associée construite & partir de ses points de p™-
torsion. Kato a construit récemment un systeme d’Euler-Iwasawa relatif a
Vp(E)(1) & partir d’une construction de Beilinson. On renvoie & [Ka?].

1.5.3. Rappelons que le choix d’un systeme de racines de 'unité
compatibles d’ordre une puissance de p permet de définir un opérateur
de twist

Twy,; : H,(F,T) = H. (F,T(j))

pour tout entier j. Il est obtenu par passage a la limite projective des
isomorphismes

HYG s F(uyn)s T/D"T) = HY (G5 F(upn), T/D"T ® pipi)-

Soit ¢, un systeme d’Euler-Iwasawa p-adique (resp. un systéme
d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1) relatif & V. Il est facile de vérifier
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que les Twy,j(cp(m)) forment un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique (resp.
un systeme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1) relatif & V(j) : en effet,
Twy,;(cp(m)) € H(Qum), T(7)) et

Try(Twy,j(cp(ml))) = Twy,;(Tri(cp(m)))
= Twy,;(P(V*(1), Frob; )(cp(m)))
= P,(V*(1),"Frob; )vavj(cp(m))
= P(V(5)" (1), Frob; ") Twy,;(cp(m)).

On peut donc & partir d’un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique (resp. un
systéme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1) pour une représentation V
en construire un pour tout twist cyclotomique V(j) de V.

1.5.4. Soit E une courbe elliptique & multiplication complexe par
I’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaire K, p un nombre
premier totalement décomposé dans K et p un idéal premier de K au-
dessus de p. Alors, si p® = (7) et si T,(E) est la limite projective des
Egn relativement & la multiplication par m, V,(E) = Q, ® T,(E) est
une représentation Kp-adique. Il est alors naturel d’introduire les corps
F(a) = F(E,) pour a idéal de K. A partir des unités elliptiques, on
construit un systéeme d’Euler relatif a cette famille de corps de nombres
mutatis mutandis et les résultats sont similaires et de toute fagon déja
démontrés par Rubin.

2. Systeémes d’Euler p-adiques.

2.1. Retour sur les définitions.

2.1.1. DEFINITION. — Soit ¥ un ensemble fini de places de Q. Soit R,
une famille de polynémes de O[X] pour ! ¢ X. On appelle systéme p-adique
de rang 1 relatif aux R; une famille d’éléments c(m) € H*(Q(tm),T), pour
m € N de la forme m'p"™ avec m’ premier 4 ¥ sans facteurs carrés, vérifiant
pour tout nombre premier | premier a ¥ et pour tout entier m premier a l
et a,

(2.1.1)

Ry(Frob; ')e(m) si I ne divise pas m
Q) Qg () = {c(m) l si | divise m.
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2.1.2. Si (¢(m)) est un systéme p-adique de rang 1, on pose pour tout
m admissible (c’est-a-dire pour lequel les ¢(mp™) sont définis)

¢p(m) = lim ¢(mp"),

n
ou Frob; est vu comme un élément de A,,.

ProposITION. — Pour tout entier m admissible, ¢(mp) est non ramifié
en dehors de p. Ainsi, c,(m) appartient a H (Q(um), T).

Démonstration. — Les c¢(mp™) forment un systéme compatible pour
les applications de corestriction. Soit v une place ne divisant pas p.
Alors ¢,(m), appartient & la limite projective des H(Q(tmpn)v,T), ce
qui est aussi égale & la limite projective des H. (Q(tmpn)v,T). Donnons
rapidement la démonstration. Par la suite exacte inflation-restriction et
en posant K, = Q(fympn+1)v, il suffit de montrer que la limite projective
des H' (K", T)GaUK:"/Kn) relative aux traces est nulle. On remarque que
comme K, /Ky est non ramifié, on a K" = K} et que Gal(K?"/K,,) =
Gal(K?" /Ko)P" ; comme H'(Kg",T) est un O-module de type fini, la suite
des modules H' (K7™, T)G(Kx"/Kn) est stationnaire et pour n assez grand,
I’application de transition de K, 11 & K, est simplement la multiplication
par p et la limite projective est nulle. Ainsi, la projection c(mp™) de c,(m)
est non ramifiée en dehors de p et on en déduit la proposition. O

2.1.3. Exemple trivial. — Supposons que H%(Q(up),T) = TCupee)
soit non nul. Alors, il existe un tel systéeme p-adique. En effet, ’action de
Goo sur HO(Q(ppe), T') est donnée par des caracteres 71, ..., x7r ol x est
le caractere cyclotomique. Soit ¢ € HO(Q(p),T) tel que Paction de Go,
sur ¢ soit donnée par x? pour un entier j. Alors, les c,(m) = m™'c pour m

premier & p forment un systeme p-adique de rang 1 relatif aux polynomes
Ri(X)=1-1"1X.On a en effet :

Try(cp(ml)) = (1 = 1)m™ 1 re= (1 - 1"Y)e = (1 — 1V"'Frob; ')c
puisque Hobfl(c) = I7Jc. Rappelons que l'on a une injection de

HO(Q(tmp=),T) dans HL (Q(um),T) et que H*(Q(mp),T) en est le
sous-module de torsion. Ainsi, le systéme construit est «de torsion».

2.2. Propriétés locales des systémes d’Euler p-adiques.

2.2.1. Les résultats de ce paragraphe ont leur inspiration dans [Ru92]
et dans des conversations avec K. Rubin. Il s’agit de déduire certaines
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relations locales des relations globales de trace qu'un systéme d’Euler
vérifie.

Soit [ un nombre premier différent de p et tel que V soit non ramifié
en /, F' une extension abélienne de Q et soit A une place de F' au-dessus de
l. Notons ev) 'isomorphisme

Hy (Fx,T) 2 T/(1 = o\)T

suivant : & [z] élément de H{ (Fy,T) dont un représentant dans Z!(Gr, ,T)
est z, on associe I'image de z(Froby) € T dans T/(1 — )T qui ne dépend
pas du choix de z :

ev([z]) = z(Froby) mod (¢ — 1)T.

2.2.2. Si N est un entier, on note S(N) l’ensemble des nombres
premiers ! congrus & 1 mod N. Ainsi, pour [ € S(N), | est totalement
décomposé dans Q(uy) et Frob; laisse fixe Q(un). Si f est un élément de
GL(T), M une puissance de p et N un entier, on note S a;(N) le sous-
ensemble de S(NN) formé des [ tel que la réduction de ¢; modulo M coincide
avec la réduction de f~! modulo M sur T/MT.

Considérons la condition (**) portant sur un endomorphisme f €
GL(T) : Il existe une puissance My de p telle que (fMo —1)T C p(f —1)T.
Si f vérifie (**), pour toute puissance M de p, il existe une puissance M’
de p telle que (fM — 1) ¢ M(f — 1)T . 1l suffit pour cela de montrer
que si (fM —1)T c M(f —1)T, alors (fM'? — 1)T c pM(f — 1)T. Or,

’ ’ p_l 7. ’
MP 1= (fM —1) S fM% Comme fMt—t e MT pour tout t € T,

=0
p—1 .. ’ p—1 ,.
ona Y, fMit—pte MT et donc 5 fM'it € pT. Donc,
i=0 i=0

(FM'P — )T  p(fM - 1)T C pM(f — 1)T.

Soit f € GL(T) tel qu'il existe un entier s pour lequel que (f—1)*T C
pT (ce que signifie que f — 1 est nilpotent sur T'/pT’). Nous allons montrer
que f vérifie alors la condition (**). On a l'identité
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M=1/; M
car ng (k) = (k+1> pour k > 0. On a alors

M o M
—1)k7 c pl¥)
(k—l—l)(f Srers

k
Il existe un entier kg tel que [g] > ordy(k + 1) pour k > ko. Notons « le
plk/s)

ppcm des dénominateurs des 1

pour k < ko. Alors, Z fiTcMr
et f vérifie la condition (**).

On note S.(N) Pensemble des nombres premiers | € S(N), non
ramifiés pour V et tels qu'il existe f € GL(T') vérifiant la condition (**) et
tel que ;' = f mod I — 1. Ainsi, si | € S,(NN), il existe une puissance M
de p telle que

(o =T C (1= 1) (o = VT.

On note S. pr(MN) 'ensemble des nombres premiers [ € S(MN) tels qu’il
existe f € GL(T) vérifiant la condition (**) et tel que ¢; = f~! mod M.

2.2.3. Soit B(m) lidéal de O[A,,] engendré par les det(l — vX]|
V*(1))1x=5 pour g € GQ(u,~) dont 'image dans GL(T*(1)) est 7 et la
restriction & Q(u.,) est §. Remarquons que si m est premier a X(V), §
et v peuvent étre choisis indépendamment. D’autre part, I'idéal B(1) est
engendré par les det(1 — y[V*(1)) pour v dans I'image de Gy, )- Il est
non nul si et seulement s’il existe g € Gy, ) tel que 1 ne soit pas valeur
propre de g agissant sur V*(1).

2.2.4. Onnote Z(\) I'opérateur de T’ donné par (I-1) "' P (V*(1), 03 ") :
il est bien défini car par le théoreme de Cayley-Hamilton, P,(V*(1),lpy ')z =
Opourxz €T et

P(V*(1),lpx e = P(V*(1),) ' )a mod (I —1)T

(P(V*(1), X) est & coefficients entiers p-adiques).
On considére un systeme d’Euler p-adique ¢ de rang 1.

2.2.5. PROPOSITION. — i) Pour m admissible, pour | € S.(m) tel que
¢(ml) soit non ramifié en I,

(c(ml)x - M € [T HE(@um)r, T)
AlL



1250 BERNADETTE PERRIN-RIOU

est annulé par B(m) (le produit est pris sur les places A de Q(u.,,) au-dessus
del).

ii) Si ¢ est de plus un systéme d’Euler-Iwasawa p-adique de rang 1 et
si m est divisible par p, on a

ce(ml)y = Z(X)e(m)
pour A place de Q(um) divisant .

La démonstration de (i) qu’on ne fera que pour m premier & p
utilise la donnée des ¢(n) pour n premier & p et sans facteurs carrés. La
démonstration de (ii) utilise la donnée des ¢(mp™) pour n > 1. Nous allons
commencer par le cas ol m est premier a p. On fixe M une puissance de p
telle que (¥ — 1)T C (I — 1)(¢x — 1)T pour A place de Q(uy,) au-dessus
de I. On note Q(7T'/MT) le corps de définition de T/MT.

2.2.6. LEMME. Soient v un élément de Gal(Q(T/MT)/Q(uar) N
Q(T/MT)) et 6 un élément de Gal(Q(um)/Q) tel que v et § coincident sur
Q(pm) NQ(T/MT). 1l existe un nombre premier q et un prolongement Q
a Q(um) vérifiant les conditions suivantes :

(1) ¢g=1mod M;

(2) les actions de ¢4 et de v sur T/MT coincident;

(3) les places de Q(um;) divisant | sont indécomposées dans la sous-p-
extension de Q(tmiq)/Q(tmi) ;

(4) la restriction de Frobg a Q(um) est é.

Démonstration. — Posons F = Q(upr,+/[p]l). Clest une exten-
sion de degré p de Q(uar). Soit o un générateur de Gal(F/Q(pnr)). Les
corps Q(T/MT) et F sont linéairement indépendants sur K = Q(ppr) N
Q(T/MT). En effet, Q(T/MT)/K est non ramifié aux places divisant [ et
F/Q(unr) est totalement ramifiée aux places divisant [. D’autre part, soit
H C F(T/MT)NQ(pm) de degré premier sur Hy = Q(T/MT)NQ(ur). Il
existe \' divisant m tel que H/Hy est totalement ramifié en A’. Or F/Q est
non ramifié en X'. Donc H = Hy et F(T/MT) et Q(pm) sont linéairement
indépendants sur Q(T/MT) N Q(um). On en déduit qu’il existe un nombre
premier ¢ et un prolongement £ & Q tels que le Frobenius Frobg coincide
avec

(i) o sur F,
(i) 7 sur Q(T/MT),
(iil) 6 sur Q(m).
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La condition (i) implique la condition (1). La condition (ii) implique
la condition (2). La condition (iii) implique la condition (4). Il reste &
montrer que la condition (3) est vérifiée. Pour cela, on remarque que
par la théorie du corps de classes, I'image de Frob; par l’isomorphisme
Gal(Q(1q)/Q) = (Z/qZ)* est la classe de I (ou [~! selon les conventions).
La condition (i) implique que [ n’est pas une puissance p-itme dans
(Z/qZ)*, ce qui implique la condition (3). O

2.2.7. Posons pour simplifier Q,(X) = P,(V*(1), X). Soit A une place
de Q(pmi) divisant [. Choisissons un nombre premier ¢ comme dans le
lemme 2.2.6. On a alors
Trgc(mg) = Qq(Froby *)c(m),

221) o) = QP o).

Notons M’ la plus grande puissance de p divisant g—1 (M’ est divisible par
M). Notons d’autre part F? la sous-p-extension maximale de Q(p,)/Q, Ty,
la trace de F'(u,)/FFY et 'Irff) la trace de FFq(p )/ F pour toute extension
F telle que F N Q(pq) = Q : on 'utilise dans la suite pour F' = Q(um,) ou
Q(pmi) et on a M’ = [FFép) : F] = M. Posons enfin ¢(mq) = Tr;(c(mq))
pour tout m premier & g. On déduit de (2.2.1) que

Trl) ¢/ (mg) = Qq(Frob, ')c(m),

(222) TP (mig) = Qq(Frobg *)e(ml).

Soit A une place de Q(ur,) divisant ! et notons de méme son prolon-
gement & Q(um;). La condition (3) du lemme 2.2.6 implique que Frobj est
un générateur de Gal(Q(pmi)Fy/Q(umi)). Grace a la définition explicite
de la corestriction d’un cocycle, on a pour A divisant !

Trfz”)(c’(mlq))(Frob,\) = ¢/ (mlq)(Frob¥") mod (o5 — 1)T

(2.2.3) :
Tr?) (' (mg))(Froby) = ¢ (mg)(Froby" ) mod (px — 1)T.
Do,
(2.2.4) ,
Hc’(mlq)(F‘robﬁ’I ) = Qqle;h) Hc(ml)(FrobA) mod H((p)\ -1T
A x A

Hc’(mq)(Frobﬁll) = Qqlp; ") Hc(m)(Frob,\) mod H(cp)\ - DT.
A A

A
On déduit d’autre part de la relation

Tr;c (mlq)(Froby) = Qi(¢5 )¢ (mg)(Froby) mod (¢ — 1)T
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et du fait que Paction de V'inertie en [ est triviale sur T' que
(2.2.5) (1—1)¢ (miq)(Frobd") = Qi(x 1) (mg)(FrobM') mod (M —1)T.
L’hypothese sur [ implique que
(@ = )T C (p¥ = )T C (I = 1)p(pr — VT
D’autre part, Q;(¢ )T C (I — 1),T. L’équation (2.2.5) devient donc
¢ (mlq)(FrobM) = Z(\)¢'(mq)(Frob™") mod (px — 1)T.

En utilisant (2.2.4), on obtient

Quley")( T] elmi)(Frobs) = Z(Ae(m)(Froby)) € [T(wr — VT

A

On en déduit que Qq(cpf;l)(nc(ml)A - Z(A)c(m),\) est nul dans []

A A

H (Q(pmi)a,T) = [THE(Q(m)a, T). Maintenant, Paction de ¢, sur
A

[T, HE.(Q(tmi)r, T) est induite par sa restriction Frob, & Q(um,) et est
donc égale & 6. Quand & Qq(X), grace & la condition (2) du lemme 2.2.6,
il est égal & Q,(X) = det(1 —yX|T™*(1)). Les Q(6) engendrent un idéal
contenant ’idéal B(m). Ce qui termine la démonstration.

Démontrons I'assertion (ii) de la proposition 2.2.5. — On change les
notations : on suppose maintenant que m est premier a p et on démontre
la proposition pour mp. Soit r un entier > 0 tel que [ soit totalement
décomposé dans Q(pmpr) et ne le soit pas dans Q(pm,r+1) et soit A une
place de Q(pmpr) au-dessus de I. Alors, Froby engendre le groupe de Galois
de F(ppr+n)/F(ppr) pour F' = Q(ptm) ou Q(im:). Prenons M = p™ tel
que (¥ — 1)T C (I — 1)(¢x — 1)T. Notons pour simplifier Tr la trace de
F(ptmpr+n) [ F (mpr) et de F(tympr+n)/F(fimpr). On a

Tr(c(mlp™™))(Froby) = c(mlp™*™)(Frobd!) mod (o) — 1)T

(2.2.6) Tr(c(mp”™™))(Froby) = c(mp”*™)(Frob}) mod (¢ — 1)T.
D’ot,
(2.2.7) c(mip™*™)(Froby') = c(mlp”)(Froby) mod (px — 1)T

c(mp™t ™) (Froby!) = ¢(mp")(Froby) mod (¢ — 1)T.
On déduit d’autre part de la relation

Tric(mlp"™)(Frob}!) = Qu(py " Je(mp’ ) (Frob}) mod (p} — 1)T
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et du fait que P’action de l'inertie en [ est triviale sur T' que
(2.2.8)

(1 = V)c(mlp™) (Frobit) = Qu(y e(mp™™) (Frobl) mod (g3 — 1),
Donc, grace a l'inclusion (3! —1)T € (I —1)(¢x —1)T, on a
c(mip ™) (Froby') = Z(X\)e(mp™+™)(Frobd!) mod (¢ — 1)T
et donc

c(mlp”)(Froby) = Z(A)e(mp”)(Froby) mod (¢x — 1)T.

[}
-+

On en déduit que c¢(mlp”)y = Z(N)c(mp”)x dans HE (Q(tmipr)a, T)
en appliquant la corestriction de Q(Umipr) & Q(pmip) que c(mpl)y =
Z(N)c(mp) . O

3. Dérivation de Kolyvagin.

Dans ce paragraphe, on reprend la construction de la dérivation de
Kolyvagin en privilégiant la définition cohomologique qui permet de tout
décrire en termes de la représentation p-adique. Nous nous sommes inspirés
des démonstrations de Nekovar ([Ne92]).

3.1. Situation générale.

3.1.1. Soit G un groupe profini et H un sous-groupe fermé distingué
de G tel que G/ H soit cyclique d’ordre N. On fixe un générateur o de G/H
et un relevement & de o dans G. On note Tr la trace relativement & G/H :

N-1 -1
Tr = Y o*. L’opérateur de Kolyvagin est Popérateur D = D, = Y io*.
i=0 i=
Il vérifie la relation
N-1
(c—1)D=N - Zol:N—Tr.
i=0

Soit A un G-module discret tué par N. Si x est un cocycle de H a
valeurs dans A, on note [z] sa classe dans H!(H, A). On définit un élément
D(z) = Ds(z) € Z'(H, A) par

Zz’&' (z)(h

=0
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ot 7(z)(h) = 7(z(t7*h7)) si T € G. Supposons que cores(|z]) € H(G, A)
est nulle. Alors, la classe D[z] = [D(z)] de D(x) dans H'(H, A) est
invariante par o, c’est-a-dire par G/H. Si A® est nul, il en est de méme de
HY(G/H, A®) car G/H est cyclique et 'application restriction H(G, A) —
H(H, A)G/ 7 est un isomorphisme. Ainsi, D[z] est 'image par restriction
d’un unique élément de H'(G, A) que l'on note koly([z]) = kol([m]) (il
dépend du choix de o).

3.1.2. Soyons plus explicite. On ne suppose plus que AS est nul.
Soit z € Z1(H, A) un cocycle de classe [z] dans H!(H, A). Soit cores(x)
I'élément de Z1(G, A) défini par :

(3.1.1) cores(z)(g) = iz::(] G'(z)(g) sigeH
z(G") sig=2a.

La classe de cores(z) est égale & cores[z]. Comme cores[z] = 0, il existe
a € A tel que

cores(z)(g) = (g — 1)(a) pour tout g € G
et o est bien défini modulo A®. D’autre part,

5(Dz)(h) — (Dz)(h) = —(h — 1)Ga.

L’application f: G — A définie par

f(h) =D(x)(h) pour he H
f(6) =-6a
se prolonge de maniére unique en un élément de Z'(G, A) dont la restriction

a H est D(z). Si 2’ =z + 6(B) ou 6(B)(h) = (h —1)8, f est changé en f’
avec

f = f—-6(D(B) € 2" (G, A).

On en déduit que si a est un entier tel que aA%=0, kolg)([x])qgfa[ f] €

H(G,aA) est indépendant du choix de z. Si a = 1, c’est I’élément kol(|z])
défini précédemment.

3.1.3. LEMME. — Soit H' un sous-groupe de H, distingué dans G et
tel que G/H’ soit cyclique d’ordre N'. Soit A un G-module annulé par
N'; soient * : A — A/NA la projection naturelle et Tr application de
corestriction de H' & H. Alors, six € H*(H', A), on a

m(kol g ([2])) = kolg (m(Tr([z]))).
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Démonstration. — Faisons la démonstration dans le cas ou A¢ = 0.
L’élément kolg([z]) est calculé & l'aide d’un générateur o’ € G/H' dont
I'image dans G/H est o ; prenons pour & un relévement de o’ (donc de o).
On a avec N' = Nm,

N'—-1 N—-1m-1
DXt =" > "(j+ Nk)xI TNk = ZjXJZXNk mod N.
i=0 j=0 k=0 J

On en déduit que

Nm—1
7r< Z io*([z]) ) Zjdjﬂ Tr(z]).

1=0 j=
D’ou la conclusion. O
3.1.4. Supposons donné un sous-groupe fermé Gy de G tel que si

Hy = HN Gy, Go/Hy soit encore cyclique d’ordre N de générateur og. On
suppose que

i) on a une surjection
m: Gy —»HZq(l) X Z
q#l

de noyau premier & p, le produit semi-direct étant donné par la relation

o1~ = 1t avec | premier & p, pour ¢ un générateur topologique de 7 et

T un générateur topologique [] Z4(1); on note Iy le noyau de Gy — Z;
q#l

ii) I'image de Ho par 7 est N [] Z,(1) x Z et 'image de oq est T
q#l
modulo N ;

iii) G agit contintiment sur un O-module libre T' de type fini et Gg
agit sur T par son quotient Z.

On pose
Hy, (Go, T) = H'(Go/ I, T)
Hy, (Ho, T) = H'(Ho/(Io N Ho), T)
H},,(Go, T/MT) = H'(Go, T/MT)/Hy,(Go, T/MT).
On a un isomorphisme canonique H} (Go,T) = HL (Ho,T). Ainsi,

H! (Gy,T) = H 1(Z,T) et par évaluation sur le générateur ¢ de Z, on
obtient un isomorphisme

ev: HL (Go,T)=T/(p - 1)T.
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Comme Ij agit trivialement sur T" et pour M|{—1, on a un homomorphisme
Ev, : HY(Go, T/MT) — Hom(Iy, T/MT)¥=" — (T/MT)%=!,

la derniére application étant induite par I’évaluation sur 7 (comme M divise
I — 1, o agit trivialement sur Iy/MIy). On en déduit une application

H'(Go/ Ho, (T/MT)™) — (T/MT)*=*

que l’on note encore Ev,, : Evy, ([20]) = 20(00) pour zg cocycle représentant
[Z()].

Remarque. — Si Home (I, T)Z =0, c’est-a-dire si I ! n’est pas valeur
propre de ¢ agissant sur T, H} (Go,T) est en fait égal & H'(Go, T).

3.1.5. Supposons que V¢ = 0 avec V = Q, ®z, T, ce qui est
équivalent & ce que (V/T)€ est fini et soit un entier a annulant (V/T)% et
donc (T/MT)¢ pour toute puissance M de p. Soit M une puissance de p
divisant N et | — 1 et soit [y] € H'(H,T) tel que cores([y]) soit divisible
par M dans H(G,T) : cores([y]) = M[x] avec [z] € H'(G,T). On peut
appliquer la construction de Kolyvagin & A = T/MT. 1l existe donc un
élément [2] = kol{§y, ([y]) = koliy (ly] mod M) de H'(G,aT/MT) tel que
la restriction de [z] & H soit aD([y] mod M). On enlévera H de la notation
s’il n’y a pas de confusion possible.

Soit 2] la restriction de [z] & Go. Comme oq agit trivialement sur T,
I'opérateur de Kolyvagin D agit sur T et sur Z!(Ho,T) par -zl-N(N —1).
On en déduit que la restriction de [z9] & Hp est nul. Donc [zg] est
I'image par inflation d’un élément (2] de H'(Go/Hy,(aT/MT)H°). On
peut donc calculer Ev,,([2]) que Pon note avec un léger abus de notation
BV (Kol @ [y).

3.1.6. ProposiTION (Nekovar). — Soit [y] un élément de H'(H,T)
dont I'image par restriction & Hy appartient & HL (Hp,T). On suppose que
cores([y]) est divisible par M dans H'(G,T) : cores([y]) = M|[z] et que la
restriction de [z] & H'(Ho, T) appartient & H} (Ho,T). Alors, on a
(3.1.2)

2L By kol (1)

I

(% ~ L ev([y))) mod (p — )T

aev(a)) ~ 37 ev(iy)) mod (o - DT,

Démonstration. — Vérifions d’abord que cela a bien un sens :

Evgo(kols\'})([y])) est défini modulo MT et donc 2 ]\7! ! Evg, (kolf{,’,)([y])) est
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défini modulo (¢ — 1)T', ev([z]) et ev([y]) sont définis modulo (¢ — 1)T,
enfin N/M € O. On note z et y des cocycles de Z!(Z,T) représentant les
images de [z] et [y] dans H'(Z,T). Alors,

(3.1.3) cores(y)(g) = Mz(g) + (9 — o
avec a € T. Par définition de [z], on a
Evy,([2]) = —ac mod MT.

Il s’agit donc de calculer @ mod MT. En évaluant (3.1.3) en ¢ et en
remarquant que Go(y)(p) = y(¢), on obtient

Ny(p) = Mz(¢) + (¢ — 1) mod (M, N)T.

Comme N est divisible par M, on en déduit la formule (3.1.2). O
3.2. Dérivations des systémes d’Euler p-adiques.

3.2.1. Remarquons que si VH = 0 pour un sous-groupe fermé H de
Gsq, (V/T)" est fini. D’autre part, pour tout sous-groupe H fermé dis-
tingué dans G, VH est stable par G/ H et est donc une sous-représentation
de V'; comme V est une représentation irréductible de G, cela implique
que VH =0 ou V¥ = V. Ainsi ¢'il existe un entier m tel que VG eumpeo)
soit non nul, 'action de Gg se factorise par Gga» ot Q" = TL'JlQ(um) la
plus grande extension abélienne de Q. Comme V est irréductible, elle est
alors de dimension 1. Dans ce cas, elle est donnée par un caractére de Gg a
valeurs dans @ . Si ce caractere n’est pas d’ordre fini, V&ewm) = 0 est tou-
jours vrai et les (V/T)%ewm) = 0 sont d’ordre borné a condition de prendre
m divisible au plus par une puissance de p fixée. Si le caractere est d’or-
dre fini et de conducteur mg # 1, les conditions précédentes sont vérifiées
a condition de se restreindre aux entiers m premiers a mg, c’est-a-dire a

(V).
On déduit de ces remarques que :

(1) Pour tout entier m (premier & X(V) si V est de dimension 1),
VCGwm) = 0; il existe donc un entier a,,(T) annulant (V/T)%ewm) et
(T/MT)Gewm) pour toute puissance M de p;

(2) les a,(T) (pour m premier & (V) si V est de dimension 1) sont
bornés par un entier a(T).
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Ainsi, la condition VGewm) = 0 imposée pour que m soit fortement
admissible est presque toujours vérifiée. On fixe a = a(T) (on a en fait
besoin, & m fixé, d’un entier annulant (V/T)%ewm) et les (V/T)GQ(“mll--~‘r)
pour [; des nombres premiers distincts premiers & mp et 4 TUX(V), ce qui
existe dés que m est fortement admissible).

3.2.2. Choisissons une famille de racines de I'unité ¢ = ({n)neN, avec
¢n d’ordre n, telles que ¢7,, = ¢, (voir 1.4.1). Notons Q! la réunion des
Q(pm) pour m premier & I. On note o; 'élément de Gal(Q!(u;)/Q3%)
défini par

O'l( Y H)

A Cr-1

pour IT uniformisante de Q%! (par exemple 1) et Ul(m) sa restriction &
Q(ptm1) (c’est donc un élément d’ordre | — 1 de Gal(Q(pmi)/Q(1m))- St
A est une place au-dessus de [, on note o) = a)\m son prolongement a

Q(tmi)a-

3.2.3. Soit ¢ un systeme d’Euler p-adique ou d’Euler-Iwasawa p-adique
de rang 1. Soit [ € S(m). L’homomorphisme Frob; agit trivialement sur
Q(um) et on a

Try(c(ml)) = P(V*(1), Frob; Ye(m) = P(V*(1),1) c¢(m).

Comme P;(V*(1),1) est divisible par [ — 1, on est dans la situation du
paragraphe 3.1 avec G = Ggy,,) et H = Gg(,,,,) ¢t N =1 —1 et M une
puissance de p divisant | — 1. On note

d\% (m;1) = kolg}M(c(mz))

avec 0 = al(m) et

A (m;l) = dig, ) (m;1)

(si N est un entier, on note N, la plus grande puissance de p divisant N).

3.2.4. PrRoPOSITION. — Pour toute place v de Q(um) ne divisant pas
p ou l et telle que ¢(ml) est non ramifié en v, d(*(m;l) est non ramifié :
son image d(®) (m;l), par localisation en v appartient a

HE(Qptm)or T/ (1 = YD) E H (Qon )2 /@t ), T/ (1 — 1)T)

ott Q(pm)?" est la plus grande extension non ramifiée de Q(pin,)y-
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Démonstration. — On utilise d’une part le fait que Q(umi)/Q(tm)
est non ramifiée en v et donc que le noyau de ’application restriction

HY (Q(ttm)v, T/ (I = )T) = H (Q(ptamt)w, T/ (1 = 1)T)

est contenu dans H{ (Q(um)s,T/(I —1)T) et d’autre part le fait que

les composantes de Df,?(c(ml)) appartiennent, de méme que c(ml), &

HL(Qpm)v, T/ (1 = 1)T). :

3.2.5. Soit A une place de Q(u,) au-dessus de I. On désire calculer
le localisé de d(m;!) en \. Pour cela, on applique les paragraphes 3.1.4 et
suivants avec pour Gy le groupe de décomposition de A. Notons Ev) ,,,
evy les applications Ev,, et ev correspondant & la place A. Enfin, posons

R(V:(1), X) - R(V:(1),1)
X -1 '

P(V*(1),X) =

3.2.6. ProposiTiON. — i) L’idéal B(m) annule

TI®vs 0, (d@ (m; 1) — a3 ' Pi(V* (1), 05 eva(e(m)))
NI

pour tout entier m et pour tout | € S.(m) tels que c¢(ml) soit non ramifié
enl et P(V,1) #0.

ii) Si de plus p divise m et ¢ d’Euler-Iwasawa, on a

Evao, (4@ (m; 1)) = api BV (1), 03 )eva(c(m)).

Démonstration. — On fait la démonstration de (i). Posons @;(X) =
P(V*(1), X). D’apres I’équation (3.1.2), on a

(plA BV, d® (m; 1) = a( o 1) eva(c(m)) — eva(e(ml))).

Soit b un élément de B(m). Comme

bHev,\(c(ml)) =b][[Z(Neva(e(m)) € [[T/(ex - DT
A A

Ql(‘ﬂx )

avec Z(A) = T 1

,ona

90,\

Ev)\ oxd(m;l)

= —baH Qz(QO;l )__1 @) eva(c(m)) € HT/(l —oT.
A A
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En multipliant par (I — 1)(¢; — 1)~!, on obtient dans [], T/(l — 1)T,

b[[Evaond(msl) = ba [ Qu(ex )5 evale(m)).
A A

La démonstration est identique dans le cas (ii) (on peut alors prendre
b=1). O

3.2.7. Posons H), (Fx,A) = H'(Fx, A))/H},(Fx, A) pour A Gp,-
module continu. Notons
<y >0 Hy(Fa, T) x Hpjy (Fr, V(1) /T*(1) — €/O
I’accouplement de dualité locale et pour M un entier,
<. >0 HYL (P, T/MT) x H},, (Fx, T*(1)/MT*(1)) —» O/MO
l’accouplement qui s’en déduit. Notons
[ 8 T/MT x T*(1)/MT*(1) — O/MO
I’accouplement induit par ’accouplement naturel
T/MT x T*/MT* - O/MO
et par 'isomorphisme

Z/MZ < pupy = Z(1)/MZ(1)
T s mod M.

Si g € Gg, on a [ga, gb]éM) = x(9)[a, b](CM). En particulier, pour
I € S(Mm) et X divisant I, [pxa, 5™ = [a, o5 8]

3.2.8. LEMME. — Soient z € HY(Q(ptm ), T/MT) ety € HE (Q(ttm ), )
T*(1)/MT*(1). Alors

(M) _

<2,y >M= By o (2),eva (@)

our une démonstration, voir ’appendice A.
P d tration, r dice A

3.2.9. ProprosiTION. — Soit | € S.(m). On suppose toujours
P(V,1) # 0 et ¢(ml) non ramifié en . Soit M un diviseur de | — 1 et
soit y € HL (Q(pm)r, T*(1)/MT*(1)). Alors,

(3.2.1)
(< diPm, )5,y >0 =a[B(V*(1), 03 )03 "evale(m)y), eva(®)]E™))x



SYSTEMES D’EULER P-ADIQUES ET THEORIE D' TWASAWA 1261

est annulé par Iidéal B(m) et est nul si m est divisible par p et ¢ d’Euler-
Iwasawa (A parcourt les places de Q(um) au-dessus de l).

Démonstration. -— La derniére expression a un sens : comme ev (c(m))
est défini modulo (py — )T, B(V*(1),¢5 )¢5 evalc(m)) est défini mo-
dulo P(V*(1), 3 ")(T) qui est contenu dans (I — 1)T'; evy(y) est défini
modulo (py — 1)T*(1) + MT™*(1) et comme [pxa, b]éM) = [a,w;lb]éM), on
est ramené au calcul précédent. La proposition se déduit des lemmes 3.2.6
et 3.2.8. O

3.3. Généralisation.

3.3.1. Si m est un entier sans facteurs carrés, on pose Dy, = [ Do,.
llm

LEMME. — Soit ¢ un systéme d’Euler p-adique de rang 1. Soient m
un entier admissible, M,, la puissance de p maximale divisant les | — 1
pour llm et mg un entier premier & m et fortement admissible. Alors,
limage de Dy,(c(mmy)) dans HY(Q(kmme), T/MnT) est invariante par
Ap = Gal(Q(mmo ) /Qtm,))-

Démonstration. — Cela se démontre par récurence sur le nombre de
{ premiers divisant m. Ecrivons m = Im/. On a

(01 — 1) Dy (c(mom'l)) = (I — 1)e(moem/l) — coresa, (D (c(mom’l)))
= (I = V)e(mom/l) = Fi(V*(1), ¢; ' )(Dye (c(mom))).
Comme D,,(c(mom’)) est invariant par A, dans H (Q(tmem ), T/MuT)

par hypothese de récurence et que y; appartient a A,,,/, on en déduit que

P(V*(1), 97 ) (D (c(mom'))) = Pu(V*(1), 1) Dy (c(mom’)) mod My,.

Comme M, divise P;(V*(1),1), on en déduit le lemme. a

Si M est une puissance de p divisant M,,, on note dg‘,}) (mg;m) €
HY(Q(ptmy, T/MT) 1'élément dont la restriction & H(Q(tmm,), T/MT)
est P'image de aD,,(c(mmy)).

3.3.2. LEMME. — On suppose vérifiées les conditions du lemme 3.3.1.
Soit M une puissance de p divisant M,,. On suppose que pour l|m, c¢(mmy)
est non ramifié en | et P,(V,1) # 0. Alors, dg\‘}) (mo;m) est non ramifié en
dehors des nombres premiers divisant m et pour l|m

(EVon (57 (mo; m)) = BL(V*(1), 05 M eva(dSy (mo; m/1))) sy

est annulé par I'idéal B(my) et est nul si p divise mg et ¢ d’Euler-Iwasawa.
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3.4. Réinterprétation.

3.4.1. Soit f un endomorphisme de V laissant stable T, de déterminant
1 et tel que V/(f — 1)V soit de dimension 1. Soit Q'(X) = Xdet(f — X),
Q'(X) = Q(X)/(X —1). On a donc (f — 1)Q'(f) = 0. Deés que V est
de dimension > 1, Q'(f) # 0. Comme ker(f — 1) est de dimension 1
et que Im Q'(f) est contenu dans ker(f — 1), les sous-espaces vectoriels
Im Q'(f) et ker(f —1) = V/=! sont égaux. L’homomorphisme Q’(f) induit
un isomorphisme d’espaces vectoriels V/(1 — f)V — Q'(f)V = V/=1. Si
on le restreint & T, il induit un homomorphisme de O-modules & noyau
et conoyau finis T/(1 — f)T — T/=! . Enfin, par passage au quotient par
MT pour M une puissance de p, on obtient un homomorphisme & noyau
et conoyau finis d’ordre borné par rapport a M

T/(1~ f,M)T — (T/MT)’"=,
(le conoyau de TY=1/MT/=! — (T/MT)=! est MTN(f-1)T/(f-1)MT
qui est fini d’ordre borné par rapport & M, son noyau est nul).

3.4.2. Soit maintenant [ un nombre premier, | € Sy p(Mm) : pour une
place A de Q(uarm) au-dessus de [, 3 ' agit sur T/MT comme f. On prend
F = Q(m) ou F' = Q(tmnr). L'opérateur fQ'(f) = ¢5'Q(py") mod M
avec Q(X) = det(f — X) induit un homomorphisme de O-modules & noyau
et conoyau finis d’ordre borné par rapport & M

T/(pxr — 1, M)T — (T/MT)#=".

En utilisant les homomorphismes evy et FEwvy, on en déduit un
homomorphisme

Dérx ar - Hy(Fy, T/MT) — Hb, (Fs, T/MT)

& noyaux et conoyaux finis d’ordre borné par rapport & M et ne dépendant
que de f. Remarquons que comme det(f) =1, on a

det(1— X f|V*(1)) = det(1 — X f|V*) = det(1 — X f~1|V) = det(f — X|V).
Ainsi, dans I’expression go;lQ~(<p;1) mod M, on peut remplacer @
par P (V*(1),X) et Q par P(V*(1),X)/(X —1).

Les résultats des paragraphes 3.2 et 3.3 se résument alors en la
proposition suivante.

3.4.3. PROPOSITION. — Soit ¢ un systéme d’Euler p-adique (resp. un
systéme d’Euler-Iwasawa p-adique) de rang 1. Soit f un endomorphisme
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laissant stable T', de déterminant 1, tel que V/(f — 1)V soit de dimension 1
et vérifiant la condition (**). On suppose vérifiées les conditions du lemme
3.3.1. Soit | € S p(Mm) tel que Py(V, 1) # 0 et c(lmmy) soit non ramifié
en [. Alors,

(d\? (mo;ml) — Déry ard\? (mo;m))»

est annulé par B(myg) (resp. est nul si p divise mg) pour \ parcourant les
places de Q(u.,) au-dessus de l. Ainsi, dans le deuxiéme cas pour A|l, pour
p|mo, pour tout y € HL (Fx,T*(1)/MT*(1)),

< dg\‘,l[)(mo;ml),\,y >E\M) =< Dér,\,Mdg&)(mo;m),y >(>\M)

= [EV,\DérA,MdS&) (mo;m), eva(y) 551)-

4. Quelques résultats de cohomologie galoisienne.

4.1. Rappels sur I'image du groupe de Galois dans GL(T).

4.1.1. Soit F' une extension finie de Q. On note F/(M) le corps FQ(M)
avec Q(M) = Q(T/MT) et F(p™) la réunion des F(M) pour M puissance
de p. On pose F'(M) = F(M)(un). Notons Gp(T) 'image de Gr dans
GL(V) = GLy(£); elle est en fait contenue dans GL(T) = GL7(O) et
s’identifie & Gal(F(p®)/F). Comme G est un groupe compact, son image
Gp(T) dans GL(T) est un sous-groupe de Lie p-adique du groupe linéaire
GL(T). L’algébre de Lie G de Gr(T) ne dépend pas de P’extension finie
F de Q. Notons G l'algébre de Lie de G Fupoo)(T'). Soit G"“,lﬁ; le groupe
algébrique linéaire adhérence de Zariski de Gp(T') dans GLy . Rappelons
quelques propriétés de ces groupes (voir en particulier [S67], [S76], [S94]).

4.1.2. (A;) La représentation V est non ramifiée en dehors d’un
ensemble fini de places et que sa restriction au groupe de décomposition
en p est de Hodge-Tate. Par exemple, si V est géométrique, V vérifie ces
conditions. Par un théoréme de Bogomolov ([Bo80]), l’algebre de Lie G est
algébrique (cf. aussi [He81]). En particulier, I’algébre de Lie de G‘{‘,l,gF est
égale & G. On en déduit que Gr(T) est ouvert dans G?}ﬁ,(é‘) pour toute
extension F' finie de Q. Ainsi, si 'on note GaTlng((’)) = G?}ﬁ;(ﬁ) N GL(T),
I'image Gp(T) de Gp est contenue dans G??F(O) et y est d’indice fini.
Enfin, la composante connexe G“I,lg © de G?,liﬂ ne dépend pas de F et est
égale a Ge“,lﬁ, pour une extension finie F' de Q convenable.



1264 BERNADETTE PERRIN-RIOU

Rappelons d’autre part que si G est un groupe de Lie p-adique
compact et si A est un G-module fini, les groupes de cohomologie H'(G, A)
sont finis ([L65]), ce qu’on appliquera & G = Gp(T).

4.1.3. (A3) Supposons de plus que V est une représentation linéaire
semi simple de Gg. Pour toute extension galoisienne F' de Q, les groupes

G 7w sont réductifs. L’algebre de Lie G est réductive de méme que ’algebre

de L1e G de GQ(upe) (qui est aussi I’algebre de Lie de GQ(p, ) POUT tout
entier m).

4.1.4. (As) Avec les hypothéses précédentes (essentiellement V de
Hodge-Tate en p), le déterminant det(V') est donné par un caractére de la
forme € < x >" ou r € Z, € est un caractére d’ordre fini et < x > est la
p-composante du caractere cyclotomique : < x >: Gg — 1 + pZ,. Ainsi,
si 7 # 0, la Z,-extension cyclotomique Qo est contenue dans F'(p). Si
r = 0 et V est irréductible, par contre, la Z,-extension cyclotomique Qo
n’est pas contenue dans F'(p).

4.1.5. (A4) On dit que V est une représentation pure de poids w si elle
est géométrique et si pour presque toute place v de Q différente de p, les
coefficients du polynéme caractéristique de I’endomorphisme de Frobenius
agissant sur V sont dans Q et ses racines sont des nombres de Weil de
poids w (ainsi, si a est une telle valeur propre, toutes ses valeurs absolues
archimédiennes sont égales & Nv~*/ 2); on dispose d’un morphisme poids
w du groupe multiplicatif Gs dans la composante connexe du centre de
G?,lg donné par

w(t) = thdv.

1 est démontré [S76] que w(G,,) est contenu dans G4° et méme dans

la composante neutre du centre de Gg(T'). En particulier, pour toute
extension finie F de Q, Gp(T) contient un sous-groupe d’indice fini de
w(Z)). On a det(V) = e <x>~w4/2,

Les propriétés d’algébricité ne seront pas utiles dans la suite. Elles
le sont par contre quand il s’agit de vérifier ’hypotheése (Tech). Ainsi,
par exemple, si G* %Q est le groupe des similitudes symplectiques ou des
similitudes orthogonales relatives & une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée, ’hypothese (Tech) est alors vérifiée.

4.2. Finitude de groupes de cohomologie.

Nous supposons que V' est irréductible sur Gg.
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4.2.1. Nous avons en vue de montrer sous certaines conditions que
les groupes H'(F(M)/F,T/MT) sont d’ordre borné par rapport & M, puis
d’étudier leur variation lorsque F' parcourt les sous-extensions finies de
Q(tmpe ). Dans la suite, M est toujours une puissance de p.

4.2.2. PROPOSITION. — Soit F' une extension finie galoisienne de Q
et F = F ou F.,. Les E-espaces vectoriels H(G(T),V) sont nuls pour
1< 2.

Démonstration. — Soit G’ I'algébre de Lie de Gz (T") (elle est égale
4Gsi F=FetaGsiF=F,). Supposons le centre de G’ non trivial.
Quitte a remplacer F' par une extension finie galoisienne sur @, on peut
supposer que le centre Zz de Gz(T) est non trivial. Il est alors distingué
dans Gg(T) : en effet, G (T) est distingué dans Go(T') et si g € Go(T),
z€ZpetheGe(T), ona

9297 hgz" g7 R = gz2(g7 hg)z g R = g9 hgg T R = 1.

On en déduit que V%7 est stable par Ggo(T) et donc, comme V est
irréductible sur Q, soit VZF = 0, soit VZF = V. Comme de plus Gz(T),
et donc Zz, s’injecte dans GL(T'), on en déduit que VZ7 = 0.

Soit maintenant o un élément de Z différent de 1. Alors, Vo=l est
stable par G . Si V est irréductible sur Gz, on a encore nécessairement
Vo=l = 0 et on en déduit que les H*(Gx(T),V) sont nuls : comme le
sous-groupe < « > engendré par a est distingué dans Gz(T), par la
suite spectrale de Hochschild-Serre, il suffit de vérifier que Vo=! = 0 et
HY(< a>,V)2V/(a—1)V = 0. Dans le cas général, écrivons V = oW,
ou les W; sont irréductibles (la restriction de V' & Gz est semi-simple).
Comme VZF = 0, pour tout i, il existe a € Zp tel que W=t = 0.
On en déduit comme précédemment que H*(Gz(T), W;) = 0 et donc que
HY(G#(T),V) =0 pour tout ¢ > 0.

Supposons maintenant que le centre de G’ est trivial. Comme V
est irréductible, G’ est semi-simple. Par un résultat de Lazard ([L65], cf.
[S67] dans le cas ol i = 1), Papplication naturelle H*(G(T),V) dans
HY(G',V) est injective (les groupes de cohomologie H*(G (T'), V') pouvant
étre calculés indifféremment avec des cocycles continus ou analytiques). Un
théoréme de Chevalley-Eilenberg (|[CH48]|) affirme alors que, comme G’ est
une algebre de Lie semi-simple, H*(G’,V) est nul pour i = 1,2 (et, mais
nous n’en aurons pas besoin, que si la représentation triviale n’intervient
pas dans le G’-module V, H*(G’, V) est nul aussi pour 5 > 3). On en déduit
la nullité des H*(G(T), V). O
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Remarque. — On a en fait montré que si le centre de G’ est non
trivial ou si la représentation trivale n’intervient pas dans le G’-module V,
les H'(G(T), V) sont nuls pour tout i.

4.2.3. CorOLLAIRE. — Si F' est une extension finie galoisienne de Q

et si F = F ou Fa, les HY(Gx(T),T/MT) sont finis d’ordre borné.

Démonstration. — On utilise le fait que
Q@ H'(G5(T),T) = H'(G3(T),V)
([Tate]), que les HY(Gz(T)), T) sont de type fini et que 'on a la suite exacte
0— HY(Gz(T),T)/M — H(Gz(T), T/MT) — H (G z(T), T)ar — 0.

a

4.2.4. PropPOSITION. — Supposons que F est une extension finie
galoisienne de Q. Les H*(F(M)/F,T/MT) sont finis d’ordre borné. Si
de plus, la restriction de V a Gp n’est pas la représentation triviale, les
HY(F'(M)/F,T/MT) sont finis d’ordre borné.

Remarque. — Si V est la représentation triviale,

H'(F'(M)/F,T/MT) = H'(F(un)/F,0/MO)
= Hom(Gal(F(unm)/F), O/MO),

ce qui est non borné par rapport a M.

Démonstration. — La premiere assertion se déduit de l'injectivité
de l’application inflation HY(F(M)/F,T/MT) — HYGp(T),T/MT).
Montrons la seconde. Lorsque Fy, est contenu dans F(p™), cela est
clair car F'(M)/F(M) est de degré premier & p. Lorsque F,, n’est pas
contenu dans F(p>), posons Fy = Foo N F(p™). Ainsi, Gal(F(uar)/ Fo)
agit trivialement sur (T/MT)Crwa . 11 suffit alors de montrer que les
HY(F(par)/ Fo, (T/MT)CGr0)Gal(Fo/F) sont finis d’ordre borné. C’est clai-
rement le cas lorsque VG est nul. Dans le cas contraire, V = VGro ; cela
implique que V est de dimension 1 donné par un caractére d’ordre fini €
trivial sur Fy. On a

HY(F(uar)/ Fo, (T/MT)Cro)CalFo/F)
>~ HOm(Gal(F(uM)/FO), (T/MT)GF)'

Si € n’est pas trivial sur G, ces groupes sont finis d’ordre borné par rapport
a M. O
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4.2.5. Soit M’ un entier divisant M. La suite exacte
(4.2.1) 0—>M’T/MT—>T/MT—>T/M'T—>O

induit la suite exacte

(T/MT)¢F — (T/M'T)SF — HY(F'(M)/F, M'T/MT)
— HYF'(M)/F,T/MT).

En particulier, si VEF = 0 (ce qui est le cas si V n’est pas la représentation
triviale sur Gp), H'(F'(M)/F, M'T/MT) est d’ordre borné par rapport &
M. Ainsi, pour tout entier M” divisant M, les H*(F'(M)/F,T/M"T) sont
d’ordre borné. On note sg un entier divisible par Pordre de H'(F'(M)/F,
T/MT) et de HY(F'(M)/F,T/M'T) pour M’|M ainsi que de H'(F'(M)/F,
T+(1)/MT*(1)).

Remarquons que sg,,. est fini sous les mémes conditions que a,,(T')
(cf. 3.2.1).

4.2.6. Remarque. — Supposons que T'/pT est absolument irréductible
et n’est pas isomorphe a la représentation adjointe de Gg sur G/pG et que
HY(F(p)/F,T/pT) = 0. Alors, sp = 1. En effet, on a (T/pT)®F = 0 et
il en est donc de méme pour (T/MT)®F = 0. Par utilisation de la suite
exacte de cohomologie déduite de (4.2.1) pour M’ = M/p, la nullité de
Hom(Gal(F(M)/F(p), T/pT)%F implique celle de H'(F(M)/F,T/MT).
On remarque alors que Gal(F(M)/F(p)) = G/M’G en tant que représenta-
tion de G (cf. appendice C). Dans [F192], le cas ou1 V est la représentation
adjointe d’une représentation de dimension 2 est traité (voir un résumé dans
lappendice C).

4.3. Variation avec F,, C F.

LemME. — Pour F/Q une extension finie galoisienne, les H'(F,, (M)
/Fp,T/MT) sont finis d’ordre borné par rapport an et M. Si de plus V ne
se factorise pas par une extension finie de Gr.__, les H (F.,(M)/F,,T/MT)
sont finis d’ordre borné par rapport a n et M.

Démonstration. — La deuxiéme assertion se déduit de la premiére en
reprenant la démonstration de la proposition 4.2.4 pour F,, contenu dans
F... Montrons la premiére assertion. Supposons d’abord que VCre = 0.
D’aprés le corollaire 4.2.3 pour F' extension finie galoisienne de Q, les
HY(Gp_(T),T/MT) sont finis et d’ordre borné par rapport & M. On a
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la suite exacte inflation-restriction :

O — HY(Fo/Fp,(T/MT)%=) — HY(GF, (T), T/MT)
— HYGp(T), T/MT)CFoc/Fn)

Comme VCGfn = 0, les (T/MT)%# sont finis d’ordre borné par rapport
A& M; comme V%~ = 0, ils sont d’ordre borné par rapport & n et M.
Il en est donc de méme des H(Fy,/F,,(T/MT)%F=). On en déduit que
les HY(GE,(T),T/MT) sont finis d’ordre borné par rapport a n et M.
L’injectivité de ’application inflation

H'(Fo(M)/F,,,T/MT) — H'(GF,(T),T/MT)

démontre le lemme dans ce cas. Supposons maintenant que V = VFe.
Comme V est irréductible, elle est de dimension 1. On a alors V = £(e <
X >") pour un caractere € d’ordre fini. Pour r # 0, il suffit de montrer le
lemme pour une extension finie F' galoisienne telle V = £(x") = £ @ Zy(r)
en tant que Gp-module. Pour r # 0, F(M) differe alors de F'(ups) par une
extension de degré borné et H*(F(un)/F(ppr ), p$f ) est d’ordre borné par
rapport a M. Lorsque r = 0, on a F,,(M) = F, K, ou K, est le corps fixé
par le noyau de € et I’assertion est claire. O

4.4. Etude des O[Gr]-modules.

4.4.1. On suppose dans ce paragraphe que W est une représenta-
tion £-adique semi-simple de Gg r telle que W = Qsa V; avec V; des
représentations irréductibles de Gg r non isomorphesl.ZIPour tout ¢, on
pose IC;,E) = Endg, (Vi) et Dg) = Endg,(T;). On pose Kp = HICE;),
Op = Hoﬁi’. Sir = (r,...,rs), on pose WZ = @V, K% = Hng)n
et OF = HDE;)”. On a alors Endg, (WZL) = lﬁ[ M,, (IC;?). On le note

i=1

aussi M,(Kr). On pose GL.(Kr) = M,(Kr)* = [] GL,, (ICE,,?). On pose
i=1

1=

de méme M, (OF) = fl M,, (Dg)).
=1

On désigne par Gp-réseau W de W un O-réseau de W (c’est-a-dire
un sous-O-module libre de type fini contenu dans W et tel que EQW = W)
stable par Gg. On fixe un Gp-réseau U de W et on pose U; = U NW; et
UL = @U;". Ainsi, UL est un Gp-réseau de WT et est muni d’une structure
de O p-module commutant avec I'action de Gp.
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LEMME. — Il existe un élément non nul m(U) de O telle que pour
tout r, pour tout Gp-réseau W de WZ, il existe un Gg-réseau W' de WL
équivalent & U pour 'action de GL,(Kr) tel que m(U)W' C W C W'.

Remarque. — Il existe un nombre fini de Gp-réseaux de WZ &
équivalence pres par l'action de GL,(KF).

Démonstration. — Nous allons utiliser le théoréme suivant (voir par
exemple [Re, Theorem 18.7]) : Si A est une E-algébre semi-simple et O
un ordre maximal de A, deux D-modules (& gauche) Wy et W tels que
ERo W1 =& Q0o W, et qui sont libres de type fini en tant que O-module
sont isomorphes.

Prenons pour A la sous-E-algebre de End(W) engendrée par I'image
de G dans End(W) et soit © l'ordre de A engendré sur O par 'image de
Gr dans End(U). Comme W est un A-module semi-simple et que A est
contenu dans End(W) = Endg (W), Palgebre A est semi-simple ([Bo, chap.
8, §9, 2]). D’autre part, WZ est naturellement un A-module et tout Gp-
réseau de WZI contenu dans UT est un 9-module. Supposons d’abord que
£ est un ordre maximal de A. On peut alors appliquer le théoreme cité. Si
W est un Gp-réseau de WL (donc un sous-O-module de WT), il existe un
automorphisme g de W= commutant avec O, c’est-a-dire avec 'action de
Gr et tel que W = g(U%). Comme Endg, (WT) = Enda(WT) = M, (KFr),
les deux G p-réseaux W et UZ sont équivalents par GL,(Kr) et la constante

m(U) peut étre prise égale & 1. Si © n’est pas maximal, il est contenu dans
un ordre maximal O ; notons « I'indice de O dans 9. Soit W = OW C WT
le O-module engendré par W dans EQpW = WZ. Soit de méme UL = DUL.
Les deux O-modules UZ et W étant deux O-modules libres et vérifiant
E® UL = £ ®> W, ils sont isomorphes en tant que O-modules et
donc équivalents sous l'action de GL.(Kr). Soit ¢ € GL.(Kr) tel que
W = ¢g(UZ); comme l'indice de O dans O est «, les exposants de W/W
et de UZ/UL divisent a. On en déduit que W est contenu dans ¢'(UT)
avec ¢ = a~!g et que I'exposant de g'(UZ)/W divise a?. On peut donc
prendre pour m(U) le carré de l'indice de © dans 9. Ce qui termine la
démonstration. O

4.4.2. Pour a = (a,,...,a,) € K§ et pour w = (wy,...,w,) € WZ,
T3
on pose g.w = (Z aijwij)A avec g; = (a;;) et w; = (w;;). Soit W un
1 K3
Gr-réseau de WT contenu dans UL et contenant MUT. On pose

ap (W) = {a € OF tq a.w € MU pour tout w € W},
bar(W) = {b€ U-tq a.b € MU pour tout a € apy(W)}.



1270 BERNADETTE PERRIN-RIOU

4.4.3. LEMME. — Soit W C UL un G p-réseau de WL contenant MUZL.
On a

m(U)bM(W) cCWCcC bM(W).

Autrement dit, si t € UL vérifie a.t € MU pour tout a € ap (W), m(U)t
appartient a W.

Démonstration. — 11 est clair que Pon a W C by (W). Soit W' =
g(UL) un G p-réseau équivalent a UT et tel que

m(U)W CW CW.

Calculons ap(W') puis bpr(W’'). On remarque que a.w € MU pour tout
w € W si et seulement si ag(t) € MU pour tout ¢t € UL Comme
ag(t) = 'gat, a € apy(W') si et seulement si ‘ga € MOT et donc
ay(W') = Mtg=1O%. Le méme calcul montre que t € by (W') si et
seulement sit € g(UL) et donc que by (W') = W'. Des inclusions (4.4.1), on
déduit successivement que ap (W') C ap (W) et by (W) C by (W) = W',
Done, m(U)bpy (W) C m(U)W' C W. m

Donnons la conséquence suivante du lemme 4.4.3. La représentation
V@ V*(1) de Gp vue comme représentation p-adique (i.e comme Q,-espace

S . N
vectoriel muni d’une action de G) s’écrit sous la forme @ W?i ot les W,

sont irréductibles sur Gr et non isomorphes. Soit U; = ZI/Vt N(Te T*gl);
et U = @U;. Sir et s sont des entiers, on écrit V" & V*(1)* = W, "*
et r,. o = (ri(r,s)). En appliquant ce qui précede a W = ©W;, on peut
montrer la proposition :

4.4.4. ProrosITION. — Il existe une constante mg avec la propriété
suivante : Soit W un Z,|Gr)-réseau contenu dans T" & T™*(1)° et contenant
M(T™®T*(1)®) et soit w € T" et w' € T*(1)*® tels que pour tous a € D'Tl:f's
vérifiant a.W C MU, on ait a.(w,w') € MU. Alors, mp(w,w') € W.

Remarque. — Si T/pT est absolument irréductible, ) est un ordre
maximal et on a m(T') = 1. En effet, la Z/pZ-algébre engendrée par I'image
de G dans GL(T/pT) est alors égale & End(T/pT). On en déduit par le
lemme de Nakayama que © = End(T) et que O est un ordre maximal de
A=E®pD. Sideplus T/pT et T*(1)/pT*(1) sont disjointes dés que V'
et V*(1) le sont, on a mp = 1.

4.4.5. LEMME. — Si F' est une extension finie galoisienne de Q, les

mp, sont bornés lorsque F, varie dans la Zy-extension cyclotomique de
F.
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Démonstration. — La représentation V reste semi-simple comme
représentation de Gr, et on applique la proposition 4.4.4 & F. On a
alors mp, < Mg, . O

4.5. Indépendance linéaire et groupes de Galois.

4.5.1. Rappelons que F'(M) = F(T/MT, par). On suppose que V et
V*(1) ne sont pas isomorphes a la représentation triviale sur F.

Soient

6p = 6p,p : HY(F,T/MT) — Homgz (G ' (ar) (D), T/MT)C2lE (M)/F)
6y =6y HY(F, T*(1)/MT*(1))
— Homg, (G pr(ary(p), T* (1) /MT* (1)) SN F (M)/F)

les applications de restriction (G(p) désignant la p-partie du groupe pro-
fini G). Les noyaux de ép,r et de 8 p sont égaux respectivement
a HY(F'(M)/F,T/MT) et & HY(F'(M)/F,T*(1)/MT*(1)); ces groupes
d’apreés 4.2.5 sont finis d’ordre borné par sp.

Si X ¢ HY(F,T/MT) et Y C H(F,T*(1)/MT*(1)) sont des sous-
O-modules, on déduit de ); et de 63, un homomorphisme invariant
par Gp

50 (X,Y) : Gpr(ary —Homo(X,T/MT) x Home (Y, T*(1)/MT* (1)),
g —((z,y) = (Om(x)(9), 63, (y)(9)))-

Siz € HY(F,T/MT) ou HY(F,T*(1)/MT*(1)), on note ay () son
annulateur dans O et by (z) ensemble des b € O tel que bapy(z) C
MO. Plus généralement, si X est un sous-O-module de H(F,T/MT)
et X = (X - X) un couple formé d’un O-module libre de type fini
X et d’une surjection X — X, on note aM(X ) le noyau de X - X
et by (X) Densemble des éléments 3 de X* = Home(X,0) tels que
Y(ap (X)) € MO. Avec des notations similaires pour Y, notons W’
l'image réciproque de Homop (X, T/MT) x Home(Y,T*(1)/MT*(1)) dans
Homp (X x Y, T x T*(1)). Soit Wga(X x Y) le sous-Z,-module libre de
Homo (X x Y, T x T*(1)), image réciproque dans Home (X x ¥, T x T*(1))
de I'image de ’application

Grr(ary — Homo (X, T/MT) x Homo (Y, T*(1)/MT*(1))
— Homo(X x Y, T/MT x T*(1)/MT*(1)).
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On a donc Weai(X x Y) € W'. On note alors aps(Wsgai(X x Y)) (resp.
arr(W')) lensemble des (z,y) € X x YV tel que ¢(x,y) € MT x MT*(1)
pour tout ¢ € Wea(X x Y) (resp. pour tout ¢ € W’). Si on choisit un
isomorphisme de O-modules de X avec O, Weai(X) s’identifie & un Z,-
réseau W de V" stable par G et on retrouve par ces identifications les
définitions de 4.4.2.

4.5.2. LEMME. — On a les inclusions

spay (Weal(X x Y)) C apy(W') C ay(Wgal(X x Y)).

Démonstration. — Faisons pour simplifier Y = 0. Choisissons une
base e; du O-module libre X et faisons les identifications qui en résultent :
ainsi, on identifie Home (X, T) avec T". On déduit la deuxieme inclusion
de ce que Wega1(X) C W'. Montrons la premiere. Il est clair que ay(W') =
ap(X). Si (a1,...,ar) € apq(X), on a Y, a;x; = 0 pour tout (z1,---,z,) €

3

X, d’ou pour tout g € Gpr(ar)
> aibu(z:)(9) =0

et donc Y a;w; € MT pour tout (wi, ..., w,) € Wgai(X). Donc ap(X) C

2
an (Wsgat(X)). Réciproquement si (aq,...,ar) € apy(Wea(X)), on a
> a;w; = 0 pour tout (wy,...,wy) € Weal(X), d’olt 8p7(>" a;z;) = 0 pour

3 K3

tout (z1,---,z,) € X. Comme le noyau de 6y est annulé par sp, on en

déduit que sp Y, a;x; = 0. Donc, spay(Wea(X)) C ap(X). O
4.5.3. Remarque. — Soit ¢ € by(X). L’image de v dans

Home (X, O/MO) se factorise par X (on la note 1) et définit un élément
de Homo (X, O/MO). Réciproquement, si ps € Homoe (X, O/MO), 'image
réciproque de 1 dans Home (X, O) est contenue dans b (X).

4.5.4. PROPOSITION. — Soient X un sous-O-module de H'(F,T/MT)
et Y un sous-O-module de H'(F,T*(1)/MT*(1)). Si (1,v*) appartient &

Homo (X, T/MT) x Homo (Y, T*(1)/MT" (1)),

spmp(y,*) appartient & I'image de Gpr(ar)-
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Démonstration). — On a spay Weal(X xY)) C apr(W') C apr(Wear (X x
Y)). On en déduit par le lemme 4.4.3 (appliqué aux représentations vues
comme représentations p-adiques, voir aussi la proposition 4.4.4) que

sEW' C spby(W') C by (Weal(X x Y))
et
mpspW' C mpby (Weal(X X Y)) C Waal(X x Y),
ce qui permet de conclure. O

4.5.5. LEMME. — Soit X un sous-O-module de H'(F,T/MT). Si
ZYGp, T/MT) est le module des cocycles de Gr a valeurs dans T/MT,
il existe un homomorphisme X — ZY(Gp,T/MT) tel que le composé
X — ZYGp,T/MT) — HY(F,T/MT) soit la multiplication par sp.

Démonstration. — Commencons par démontrer l’assertion lorsque
X est de rang 1. Il s’agit alors de démontrer les faits suivants : Soit
r € HY(F,T/MT); 'image de 65/() est contenue dans by (z)T/MT et
spx appartient a 'image de HY(F, by (z)T/MT) dans HY(F,T/MT), i.e.
on peut choisir un cocycle x’ représentant x tel que spx’ soit a valeurs dans
bar(z)T modulo MT.

La premiere assertion est claire : si az = 0, on a adp(z)(g) = 0 pour
tout g € Gp/(ar), ce qui signifie que si ¢ est un relevement dans 7' d’un
élément de I’image de 6p/(x), on a ap(z)t C MT et t € by (z)T. Pour la
deuxieéme assertion, on remarque que 'image de z dans

HY(F(M),T/b(z)T) = Homo (G r(ary(p), T/b(z)T)

est nulle. Donc I'image de x dans H!(F, T /b(z)T) provient de H!(F(M)/F,
T/b(x)T). Ainsi, spz appartient & I'image de H'(F,b(z)T/MT), d’ou le
lemme pour X monogene. Dans le cas général, on choisit un isomorphisme
X = ®O/n™ (7 uniformisante de O) et des éléments z1,...,z, tels que
limage de z; soit (0,...,0,1,0,...,0) et on applique ce qui préceéde a
chacun des z;. Comme il n'y a pas d’autres relations entre les z; que
n™ix; = 0, on peut conclure.

O

(1) Je remercie ici le rapporteur de m’avoir signalé une erreur : j’avais regardé initiale-
ment le O-module engendré par I'image de Galois, ce qui permet uniquement de montrer
que spmp(,¢*) appartient & 'image de O/MO ® GF’(M)'
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4.6. Applications du théoréeme de Chebotarev.

4.6.1. On se donne un élément g € GL(T) tel que
(1) det(g) = 1;
(2) est valeur propre de g et V9=! est de dimension 1;

(3) les valeurs propres autres que 1 de g ne sont pas des racines de
Punité.

On suppose de plus que g appartient & I'image de G@(umpw). On se
donne d’autre part une puissance a de p. Nous la choisirons plus tard égale
4 a = mpsp. La condition (3) implique que I’endomorphisme 1+...4g*~!
de V est bijectif; on note o une puissance de I'uniformisante 7 de O telle
que &'T C (1+...g* HT. Enfin, quitte & prendre une puissance convenable
de g de maniére a ce que les valeurs propres différentes de 1 de g soient
congrues & 1 modulo p, g* vérifie la condition (**) : il existe une puissance
myq de p telle que (¢™° — 1)T C p(g* — 1)T'. Nous supposons désormais que
g% vérifie la condition (**).

Soit enfin un polynéme R(X) tel que R(X) = (X —1)R(X) annule g*
et tel que R(g®) ne soit pas nul. Par exemple, le polynome Xdet(X — g©)
convient pour R(X) (car g* n’est pas l'identité lorsque dimgV > 1). On
note alors o un élément de T engendrant V/(g* — 1)V et non divisible par
7 dans T et soit ag une puissance de 7 telle que ast € R(g)T. On pose
a1 = ad =mpshd, as = spa.

On note dans la suite F' = Q(tm). On note Sge p(Nm) Pensemble
des nombres premiers [ congrus & 1 modulo Nm et tels que pour une place
Xoll, la restriction de Frob;o1 a F'(M) coincide avec la réduction de g*
modulo M.

4.6.2. ProPOSITION. — Soit S un ensemble fini de places contenant
(V), p et I'infini. Soient x € HY(Ggs,p, T/MT),y € HY(Gs,p, T*(1)/MT*(1)).
Soient a € T/MT appartenant 4 limage de R(g®)bar(z)T et a* €
bap (y)T*(1)/MT*(1). Il existe un nombre premier | € Sga pr(Mm) — S
et une place \ de F' divisant [ tels que

Q3[R(px 1) (eva(@)), eva @)™ = a?la,a”]™).

Remarquons que evy(z) = z(Frob,) est déterminé modulo (M, g* —
1)T et que R(p5")(eva(z)) est déterminé modulo (M, g™ — 1)R(¢*)T C
MT. D’autre part comme y(Froby) est déterminé modulo (M, (¢* —
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1))T*(1) et que
~ (M _ .
[R(g)b, (9% = DBIM = [(g% - 1)R(g™)b, "M =0,

le premier membre de I’égalité a bien un sens.

4.6.3. Pour le corollaire suivant, on prend R(X) = Q(¢* X) =
Xdet(¢g* — X); on remarque que pour | € Sga pr(Mm), P(V*(1),X)
det(9* — X) mod M.

4.6.4. COROLLAIRE. — Pour z € H(Gs ., T/MT) et y € H(Gs,F,
T*(1)/MT*(1)), ensemble des

o3l PV (1), 05 ) (eva(a)), eva(y)lM

pour | nombre premier dans Sge pr(Mm) contient aiasbp(z)ba(y) mo-
dulo M.

Démonstration. — On prend a = asty et on choisit a*’ de maniere &
ce que [to,a*’]éM) =1et a* € by(y)a*' O

Démonstration de la proposition 4.6.2. — On commence par choisir un
élément v € Gp(,,,) dont 'image dans GL(T') est g. Ecrivons a = R(g*)(a’)
avec a’ € by (z)T et o = psp (voir la proposition 4.5.4). Soit =’ (resp.
y’) un cocycle représentant spx (resp. spy) et & valeurs dans by (x)T/MT
(resp. dans b (y)T*(1)/MT*(1)). Comme o’ —z'(7y) € bps(z)T/MT et que
a* —y'(y) € bp(2)T*(1)/MT™*(1), on peut appliquer la proposition 4.5.4;
il existe h € Gpr(ar) tel que

z'(h) = a(d' - 2'(v))
y'(h) = a(a™ —y'(v)).

Comme h agit trivialement sur T/MT, on a

7' (hy*) =az’(7) + 2'(h) = ad’ mod (M, (g — 1)T)

y'(hy*) =’ (7) + ¢/ (h) = ™ mod (M, (g — 1)T(1)).
Posons ' = hvy®. Par le théoreme de Chebotarev, il existe un nombre
premier ! et une place A au-dessus de I tel que Frob, coincide avec v/ -t

sur le corps de définition de = et y sur F(M). L’action de 4’ sur T/MT
coincide avec celle de g®. On a alors

spR(py )eva(z) = — aa mod (M, R(g™)(g — 1))T)
speva(y) = — aa® mod (M, g — 1)T™(1).
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Comme o'(g — 1)T C (M,g* —1)T et o/(g — 1)T*(1) C (M, g* — 1)T*(1),
on en déduit que
o'spR(py eva(z) = — olaa mod MR(p )T
o'spevy(y) = — d'aa® mod (M, @y — 1)T*(1)

et
2 915, — M 2 *1(M
o/ sh[R(px Jeva(@), ena @] = aa?[a, "),
d’ol la proposition. O
4.6.5. PROPOSITION. — Soit S un ensemble fini de places contenant

2(V), p et 'infini. Soient
1/) EHomo(Hl(Gs’F, T/MT), O/MO)
Y* €Homop(HY(Gg.p, T*(1)/MT*(1)),0/MO).

Il existe un nombre premier | € Sgo pr(Mm) — S et une place A de F
divisant [ tels que

A3lex BV (1), 03 ) (eva(x)), eva(®))™ = adasy(z)y* (y)
pour tous ¢ € HY(Gsp, T/MT), y € H(Gs,r,T*(1)/MT*(1)).

La démonstration est identique a la précédente.
4.7. Version algebre de groupes.

4.7.1. Soit A le groupe de Galois de l'extension abélienne F/Q. On
note m; l'application O-linéaire de O[A] dans O qui envoie I'unité de A
sur 1 et g # 1 sur 0. Soit M un O[A]-module. A ¥ € Homp(M,O/MO),
on associe naturellement un homomorphisme ¢ de O[A]-modules par la
formule

b(z) =Y w(rta)r
T7€G
pour z € M. On a alors 71 (1)) = 9. Si A est un O-module avec action
triviale de A, on obtient ainsi un isomorphisme naturel de O[A]-modules

Homo (M, A)" = Hompa) (M, A[A]),

l'action de 7 € A sur Hompa)(M, A[A]) est donné par f +— 7.f (on
a f(rx) = 7.f(z)), Paction de A sur Homp(M, A)* est donnée par
fr (z — f(rz)) (on note M* le A-module dont le O-module sous-jacent
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est M et ol I'action de A est changée par 6 — 6~1). Remarquons que le
produit sur le premier correspond & la convolution sur le second. Si £ est
un caractére de A a valeurs dans Q;‘, on a la formule

§(P(z)) = P(ee(x))

avec eg = Z £(1)717 et ¢ étendu par linéarité & Panneau O(£) engendré

sur O par les valeurs de €.

4.7.2. Si | est un nombre premier que l'on suppose désormais totale-
ment décomposé dans F', on choisit une place A\g de F' au-dessus de [; si A
est une autre place au-dessus de [, il existe un unique élément de A noté 7
tel que TaAo = A. On a un isomorphisme naturel de O[A]|®@ H!(Fy,, T/MT)
sur [[HY(F\,T/MT) donné par Y 7® x, > (TAZr )a-

All TEA

On pose pour z = (z) € [15, H'(Fx,T/MT)

evia(z E eva(zy)Ty = E evy, (Ty o) = E evy, (T2, (Ao))T>

Al Al €A

et de méme pour Ev; a. On prolonge Paccouplement [ , ](CM)
accouplement (O[A]-linéaire en la premiére variable et anti-linéaire en la

seconde variable pour I'involution de O[A] induite par § — 6~! pour § € A.

47.3.Si 7 € O[A] ® HY(Fy,, T/MT) et § € O[A] ® ngFAO,T*(l)
/MT*(1)), on définit un accouplement de O[A]-modules < , > le par

M) 1
<glcy>§A zz<z7,y51,>g\)6
seATEA

en un

avecZ= Y, T®Z, et §= Y, 7® §,. On en déduit par projection sur O

TEA TEA
par m; un accouplement de O-modules < , >l( J=m <, >1(1X) :
Lo M
<z§>M"=3" <z.,5 >
TEA

ou

<( )y,\ >l Z<x>\y,\>)\).
All
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Si z € HYF,T/MT) et y € H\F,T*(1)/MT*(1)) et si & =
Y TRT 00, T = D TR®T lys (), On a alors

TEA TEA
~ o~ M M
<z,5>M=3" <oy >M= So<ay >
T, All

4.7.4. Soit 1 € S, pr(Mm). On déduit des considérations de 3.4.2 une
application

Dérya : O[A] ® Hyy, (Fy,, T/MT) — O[A] ® H)y, (Fa,, T/MT)

donnée par  — > Déry,(z,-1)7, ou ce qui revient au méme
TEA

Dérya : [[ Hi(F, T/MT) — [] Hjp (Fr, T/MT),
All Al
dont le noyau et conoyau sont finis d’exposant borné par rapport a M.
4.7.5. PROPOSITION. — Soit X (resp. Y) un sous-O[A]-module de
HY(Gs.p,T/MT) (resp. de H(Gs,r,T*(1)/MT*(1))). Soient
¥ € Home(X,0/M0O), 9" € Homp(Y,O/MO).

Soient to € T appartenant & I'image de Q(ga,g)V comme en 4.6.1. (avec
asty € Q(g%,9)T) et t§ un élément de T*(1). Il existe un nombre premier
l € Sgo pi(Mm) — S et une place Ay de F' au-dessus de | tels que
asEv; aADérp a(z) = - a1a3u~)(m)t0 mod M pourtout z € X
agzevy a(y) = — ay* (y)ty mod M pourtout y € Y,
ce qui implique
, ~ M 7 T % 1 (M
03 < Dén a(z), § >4 = asad(@)d* (u)" [to, 51"

C’est une reformulation de la proposition 4.6.5 et des formules (4.6.1)

(rappelons que § = 5. 8 ® §~1y). En particulier, en appliquant 71, on a
SN

03 Y < Dén(a),y > = afas D w6 (Sy)lte, ).
Al seA

On peut aussi appliquer e; pour £ caractére de A. On obtient alors

0 < Dérx(ee(x)), -1y > = alagip(ec ()™ (eg-1 (y))[to, t]S™"

pour tous z et y.
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5. Démonstrations.
5.1. Quelques résultats de finitude.

5.1.1. On fait les hypotheses

(Tech) il existe un élément g € GL(T') appartenant a 'image de Gg(y, )
de déterminant 1, tel que V/(g — 1)V soit de dimension 1 et dont
les valeurs propres autre que 1 ne sont pas des racines de I'unité.

(H) Pour presque tout I, P,(V,1) # 0.

On se donne un systéme d’Euler p-adique ¢ de rang 1 non ramifié en
dehors de p et un entier m fortement admissible. Si £ est un caractere de
A, on note cg(m) = egc(m). On note HY o(F,T*(1)/MT*(1)) le noyau
de application de localisation en p :

Hy (F,T*(1)/MT*(1)) — [T #' (£, T*(1)/MT*(1)).

vlp

5.1.2. ProposIiTION. — Soit £ un caractére de A,, et tel que
&(B(m)) # 0 si p ne divise pas m. Supposons c¢(m) d’ordre infini.

SiV % V(1) ousi €2 # 1, HY o(Qum), T*(1)/MT* (1)) est
d’ordre borné par rapport & M et H}. (Q(tm), V*(l)/T*(l))(éil) est fini.
SiV 2 V*(1) et si €2 = 1, alors ngwo(Q(um),T)(g) est de rang

{ 1 sice(m) € H, o(F, V)
0 si cgm) & Hyy o(@um), V)

Démonstration. — Supposons V' et V*(1) non isomorphes. Soit

y € H, o(Qum), T*(1)/MT*(1))€ .

Soit b € bar(ce(m)) et b* € bar(y). D’apres le corollaire 4.6.4, il existe un
nombre premier [ € Sga pr(Mm) et une place A de F' = Q(m) au-dessus de
[ tel que

(5.1.1) a2 < Déry(ce(m)),y >§M): a3asbb*.
Si B est un élément de B(m) si p ne divise pas m et 1 sinon, on a

(512)  €(8) < d\7e(mil), y >10=E(B)a < egDérx(c(m)),y >
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avec egdﬁ)(m; )= dg\‘}))f (m;1). La loi de réciprocité implique

(5.1.3) Z < dg\‘/}) (m; 1)y, yo >M=0.

Comme dg\‘,lf)(m; 1), € HL (F,,T/MT) pour toute place v de F ne divisant
pas p et [, que I'image de y est dans H} (F,,T*(1)/MT*(1)) pour v ne
divisant pas p et nulle pour v divisant p, les termes du premier membre
de (5.1.3) sont nuls pour v ne divisant pas [. Comme §(y) = £~1(6)y, on
déduit de (5.1.3) que

< dg{,’,?g(m; D,y >§M)= 0.

En mettant ensemble avec (5.1.1) et (5.1.2), on en déduit qu’il existe
une constante C' non nulle indépendante de c¢(m) et de y telle que
Cbb* € MO(E). Donc, ap(y) D Cbar(ce(m)). On en déduit la proposition.
Le cas ou V et V*(1) sont isomorphes se traite de la méme maniere. O

Donnons quelques précisions supplémentaires. On suppose c¢(m)
d’ordre infini et soit meg(1) la puissance de 7 engendrant bjs(ce(m))
pour M assez grand. C’est aussi la plus grande puissance de 7 telle que
ce(m) € me(1)HY(Q(pm), T)®). Distinguons les deux cas suivants :

@M :VEVDou?#1, (A1) : VEV*(1)et &2 =1.
Cas (I)

(1) HY, (Q(,um),V*(l))(g_l) s'injecte dans Hl(Q(pm)p,V*(l))(E*l);

—1

(2) le noyau de HY (1 (Qum),V*(1)/T* (1)) — H'(Q,,V*(1))
/T*(l)(gd) est annulé par Cm¢ (1) olt C est une constante qui se calcule
explicitement et ne dépend pas du systeme d’Euler c.

(3) Si c¢(m) a bonne réduction en p (le localisé en p est dans

HAQtm)py V)©), HH Qi) V1) est nul et HHQum), V*(1))

/T*(1)€") est fini. La méme démonstration s’applique en remarquant que
dans la formule 5.1.3, le terme en p s’annule encore sous ces hypotheses.

Cas (II)

(1) Sile localisé c¢(mn), en p est d’ordre infini, H] (0} (Q(em), V*(l))(g)
s'injecte dans H'(Q(tm)p, V*(l))(g) ;

(2) Sic¢(m) a bonne réduction en p, H H(Q(um), V*(l))(f) est de rang 1.
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Dans tous les cas, la dimension de H } (Q(fm ), V*(l))(f_l) est inférieure
ou égale & 1. Supposons l'espace tangent de V*(1) nul (dans ce cas
V*(1) et V ne peuvent pas étre isomorphes) et P,(V*(1),&(p)) # 0

(ce qui implique que H}(Q(um)v,V*(l))(g)

—~1
H}Q(um), V(1)) = 0. On en déduit que HA(Q(pm), V)© est de di-
mension d_ ) car on a ([PR95])

est nul pour tout v|p). Alors

. €3] . * (3!
dime gy H}(Q(pm), V)™ — dimg e H 1 (Q(ptm ), V(1)) =d_g).

5.1.3. Si ¥ est un ensemble de nombres premiers contenant p, rappe-
lons qu’on note Hy, - (F, T*(1)/MT*(1)) le sous-O-module de H' (F,T*(1))
/MT™*(1) formé des éléments non ramifiés pour ! ¢ ¥. Pour ! nombre pre-
mier, on note H}(Fj, A) = Hvll H!(F,,A). On suppose dans le reste du
paragraphe 5.1. que £ est un caractere d’ordre premier a p.

LEMME. — Soit £ un caractére de Gal(F/Q). Soient M une puissance

-1

dep,ly,...,l; des nombres premiers tels que Hy, o(F, T"(l)/MT*(l))(5 )

-1
s’injecte dans ] HL (F},, T*(1)/MT*(1)) . Posons %; = {lo, 11, ...,1i}

avec lg = p. Alors, le cardinal de Hy, (F, T*(l)/MT*(l))(Eil) est borné
par

[ teoker(#}, 5, (R, T/MT)® — H}, (F, T/ MT)®).
=1
Démonstration. — Notons

Xo = Hy o(F, T (1)/MT*(1))"*

-1
X; ={z € Hy,((F, T*(l)/MT*(l))(E ) tel que z, = 0 pour v|l € £;}
(une notation plus compliquée serait Hér(o’zi)(F,T*(l)/MT*(l))(é_l)).

L’homomorphisme naturel X;_1/X; — Hér(in,T*(l)/MT*(l))(E*I) est
injectif. Soit y € HL o (FT/MT)® et z € X;.1. Ona Y <

v|lex;
z,y >£,M): 0 et donc
Z <uzy >§M): 0.
Comme x € X;_1, cette égalité se réduit a < =z,y >1(7;M): 0. On

en déduit que z;, est orthogonal a I'image de Hy, 5 (F, T/MT)(O dans
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H}bT(Fli,T/MT)(g) (rappelons que x;, est de toute fagon orthogonal &
H} (F,,T/MT)®) et donc que

§Xi—1/Xi < feoker — (Hb, 5 (F,T/MT)® — H}, (R, T/MT)®).
On fait alors le produit sur ¢ en remarquant que Xo = Hér’O(F, T*(1)
JMT*(1))€") et que X, = 0. O

5.1.4. Soit m un entier divisible par p tel que le degré de F' = Q(prm)
sur Q soit premier & p. Nous supposons dans ce paragraphe que les
constantes a1, sz, az et an, (T) sont égales & 1. Plus précisément, on suppose
les conditions suivantes :

(1) 8Q(un) =1 : c’est-a-dire

{ HYQ(pmar) (M) /Q(ppn), T/M'T)® =0 . pour M'|M
H (@t ) (M) Qi) T (1)/MT* (1) €™ =0;

par exemple, cela est vrai si T'/pT est absolument irréductible, si

HY(Q(pm) (p)/Q(ppm), T/pT) = 0,
H (Q(um) (P)/Q(ptm), T*(1)/pT*(1)) = 0
et si T/pT et T/pT*(1) sont disjointes avec la représentation adjointe G/pG ;

(2) MmQ(u,,) = 1, par exemple T/pT et T*(1)/pT™*(1) sont absolument
irréductibles sur Q) et isomorphes si et seulement si V et V*(1) le sont;

(3) £ est d’ordre premier a p;
(4) Sim est premier & p, £(B(m)) = O();

(5) il existe un élément g de GL(T') appartenant & 'image de G, =)
tel que 1 soit valeur propre simple de g agissant sur T'/pT ;

(6) (T/pT) e = 0.
5.1.5. ProposITION. — Supposons les conditions de 5.1.4 vérifiées.

Soit m un entier fortement admissible et £ un caractére de Gal(Q(um,)/Q)
tel que c¢(m) soit d’ordre infini. On suppose V' et V*(1) non isomorphes

ou €2 # 1. Alors,
BHL, o(Q(um), T* () /MT* (1) < me(1).

Démonstration. — On pose toujours F' = Q(u,,). On fixe une
puissance My de m suffisamment grande : My > Mmg(1)F avec R =
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ﬁ(Hérvo(F,T*(l)/MT*(l))(g_l)). On pose M; = My/m¢(1)t. Nous allons
choisir successivement des nombres premiers li,...,lg. On posera alors
Lo=1,% ={p}, Li=1l...1; , By ={p,l1,...,li} pour i > 1 et cg(m) =
me(Lo)Zo, du, e(m, L;) = me(L:i)Z; on Z; € HY(F,T/M;T)® nest pas
divisible par p. Ainsi, on a by, (ce(m)) = me(Lo)O(E), b, (dpr, e(m, L;)) =
me(L;)O(€). On note aussi S; Pordre du conoyau de

B, 5 (F,T/MT)® — H}, (R, T/MT)®.

On énumere les éléments de HE (F,, V*(1)/T* (1)) : y1,...,yz. On
choisit I, € Sy m,(Mom) comme dans la proposition 4.6.2 pour z = Zj,
y = y;. Plus précisément,

e Déry, ¢(Zo) = Uy, engendre H/lbr(Fll,T/MOT)(E);

e ev;, (Zy) n’est pas divisible par m dans Hér(Fll,T/MOT)(g) ;

e evy, (y1) n’est divisible par 7w dans Hér(Fll,T*(l)/MgT*(l))(E_l).
Ainsi, on a m¢(Lo)U;, = me¢(L1)(Z1)i,- En écrivant

(Zl)ll =my, (Ll)Ull

dans H/lbr(Fll,T/MoT)(&), on en déduit que me(Lo) = me(Li)my, (L1)
mod M)y, c’est-a-dire que m¢ (L) divise m¢(Lo) et que

me(Lo)
me(L1)

Ull = (Zl)ll

dans H/lbr(Fll,T/MlT)(é) avec My = Mo/me¢(L1) et donc dans H), (F,,)
T/MT®. Limage de H}, 5, (F,V/T)"® dans H}, (F,, T/MT)® contient

me(Lo)

&)
mf(ll) /br( 48] / )

et S; divise m¢(Lo)/me(L1). La condition relative & y; implique que y,;
n’appartient pas au noyau de localisation en ;.

On choisit Iy € Sy, (Myml;) comme dans la proposition 4.6.2 avec
=21,y =1y On a alors

e Dér;, ¢(Z1) = U, engendre H/lbr(Fb,T/MlT)(O;

e ev;,(Z1) n’est pas divisible par 7 dans Htl)r(Flz,T/MlT)(&) ;

b
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o evy,(y) nest divisible par 7 dans HL (F,, T*(1)/MT*(1))€ .

On en déduit comme précédemment que ys n’appartient pas au
noyau de localisation en Iy, que m¢(Lg) divise mg(L1) et que I'image de
H, 5 (F, T/MQT)(E) dans H/lbr(Flz,T/MzT)(é) contient

me(L1)/me(La)H y, (Fiy, T/MoT)®

avec My = My/m¢(Lo); ce qui implique que Sy divise mg(L1)/me(La).

On continue jusqu’a R; 'homomorphisme
Hl F T* 1 MT* 1 (571) Hl F T* * (‘571)
oro (BT ()/MT*(1))" 7 = [] Hi (B, T(1)/MT(1))

est injectif et pour tout ¢

- mg(L,-_l)
Ly

On peut appliquer le lemme 5.1.3 : le cardinal de h’ll)r,O(F7 T*(1)/MT*
(1))&€ est inférieur & me(Lo). 0

5.2. Théorie d’Iwasawa, préliminaires.

On suppose que V vérifie (Tech). On se donne maintenant un systéme
d’Euler-Iwasawa ¢ p-adique de rang 1 et m un entier fortement admissible.

5.2.1. THEOREME. — On suppose ¢, ¢(m) = eccp(m) € HL (Q(um),)
T©) d’ordre infini. Alors, Leop(V, ) est vraie.

Démonstration. — Leop(V, £) est vraie si et seulement si Leop(V (j), £)
est vraie pour j = 0 mod p — 1. Il existe un entier j tel que

(1) Despace tangent de V(5)*(1) soit nul,
(2) VCeumpn =0, V*(1)%wm» =0,
(3) VEempv = 0 pour tout v € S,

)
)
(4) Vimage de Twjvcpe(m) € H;o(Q(um),T(j))(g) dans AY(Q(pm),
V(5))© est d’ordre infini.

Les propriétés des systemes d’Euler-Iwasawa se conservant par twist,
on peut ainsi supposer que l’espace tangent de V*(1) est nul et que ¢, ¢(m)
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est d’ordre infini. Donc, Hy, o(Q(tmp), V*(l))(é_ ) = 0, c’est-a-dire par la
dualité de Poitou-Tate,

H*(G5,Q(up), V) = 0.

Dot la nullité de H(Gg qu,n,)» V), HH(Gsq(u..» V) est de dimension
d_ce)(V) et la conjecture Leop(V, &) est démontrée (cf. la démonstration
de la proposition 1.3.2 de [PR95]). O

5.2.2. Si £ est un caractere de Ap,, on note maintenant A =
O[[Gal(Q(pmp=)/Qll¢ (il s’agit d’'un O(€)-module). Si y est un générateur
de Gal(@(.ump“’)/(@(:u'mp))v on pose A, = A/('an - 1)A’ An,M = An/MAn
On dit qu'une famille de A, as-homomorphismes fy ps est contrélée s’il
existe un idéal de hauteur 2 annulant les noyaux et conoyaux des f, as.
On note Tw; : A — A Topérateur de twist induit par v — x7(y)y — 1. Si
G € A est un élément non nul, pour presque tout entier j = 0 mod p — 1,
An/(Tw;(G))An, = A/ (Tw;j(G),y*" — 1)A est fini pour tout entier n.

5.2.3. Soit M un A-module de type fini et de torsion et My ps des
A, /M-modules munis d’homomorphismes de A-modules A,y @ M —
M, m controlés. Par le théoreme de structure des A-modules, il existe

un homomorphisme injectif de 6% A/f;A — M & conoyau fini.
i=1

LEMME. — Supposons A,/ f;A,, fini pour tout i et posons M (M,n) =
[18An/ fil\n. II existe un idéal 91 de hauteur 2 et pour tout entier n, pour

K
tout M > M(M,n) des éléments Y1 nn,.. -, Vsn,m de My p tels que

Pannulateur m;)M(wi,n,M) C A, de ¥inm dans My i/ > A mWjn,m
j<i’
vérifie

NA;, s (Wi, 1) C filhn C Apy g (Win,r)-

Démonstration. — On prend pour ¥; , p 'image d’un générateur
u; de A/f;A dans M, ps (par exemple 1). Les homomorphismes de A,-
modules

@zAn/(fz, M)An - Mn,M

sont controlés. On en déduit que NMA;, \r(Yin,m) C Anm(Uin,m) avec
uin,p l'image de w; dans Ay,/(fi, M)A, et 91 un idéal de hauteur 2
(An,m(z) désignant l'idéal de A, annulateur de z). En utilisant le fait
que Ay, ar(Uin,m) = filln, on en déduit la premiere inclusion. La seconde
est claire. a
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5.2.4. Soit M un A-module de type fini sans torsion. On se donne de
nouveau des A, pr-modules M, ps et des homomorphismes de A-modules
compatibles A,y ® M — My p contrélés. Soit z un élément de M
et x, um son image dans M, pr. Alors, il existe un A-homomorphisme
M/Az — A™"' @ A/(F:)A A noyau et conoyau annulés par un idéal
de hauteur 2. On note B, rp(xn,v) Pensemble des éléments p' de A,
tels que si pzp,m = 0 dans My m, p'p € MA,, cest-d-dire tels que
P’ Un M (T p) C MA,.

LEMME. — On suppose que, pour tout n, A,/F,A, est fini d’ordre
My . Alors, il existe un idéal Mt de hauteur 2 tel que pour M > My ,,
NFzAn CBom(Tnm)-

Démonstration. — Posons C = Az. Les suites qui suivent sont
des complexes et sont exactes & des groupes finis pres d’ordre borné
indépendamment de n et de M (on dira quasi-exacte contrdlée). De la
suite quasi-exacte

0—-C—M—AN"TOANF,A—0,
on déduit successivement les suites quasi-exactes controlées
0-A,QRC—-A, OIM — A:L_l @A,/ FA,, — 0
(on utilise le fait que A, /F;A,, est fini, ce qui implique (A/F,A)'" = 0),
0= An/Fohn 2 Aupr @C — Apat @ M — ALk © A /Ful — 0

(on utilise 14 le fait que M annule A, /F;A,). Notons ici , (resp. Zn ar)
I'image de « dans A, ® M (resp. Ap,p @ M). Soit N’ un idéal de hauteur
2 contrdlant les suites précédentes (c’est-a-dire annulant les groupes de
cohomologies de ces suites vues comme complexes) et soit v un élément
quelconque de 9. Soit p appartenant & 'annulateur A, pr(zn a) de Tp m
dans A, . Alors, vpx, appartient a I'image de 6 et donc vF oz, €
MA, ®C et v2F,p € MA,. On en déduit que v2F,A,, C By rm(Tn )
et donc que F;9 C B, pm(zn,m) avec N = n?. O

5.2.5. Pour L extension de Q et A un G5 ;-module topologique, notons
H§ (L, A) le noyau de localisation

H*(Gs,1,A) — ®vesH?(Ly, A).
Notons Hy, , ¢(L, A) le noyau de

Hér,{p}(L7 A) - GBUGSHI(LM A)
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Par la dualité de Tate, les groupes Hg o(L,T/MT) et H}, o s(L, M~1T*(1)
/T*(1)) sont en dualité et par passage & la limite sur les extensions finies
F,, contenues dans F, on en déduit une dualité de Pontryagin de A[A,,,]-
modules

HZ,(F,T) x Hy g 5(Foo, V*(1)/T7(1)) — £/O.
Sous I’hypotheése que V*(1)%F~ = 0, les applications
HY(Gsp,, M~'T*(1)/T*(1)) = H" (G5, V*(1)/T* (1) m

sont controlées (cela se déduit de la suite exacte associée & 0 — M ~1T*(1)
/T*(1) = V*(1)/T*(1) = V*(1)/T*(1) = 0

0— (V*(1)/T*(1))%" /M — H"(Gs,F,, M~ 'T*(1)/T*(1))
— HYGs.p,,V*(1)/T*(1))ar — 0

et de ce que (V*(1)/T*(1))% est fini d’ordre borné (annulé par a(T))).
Notons HMn n limage réciproque de Hy o o(Fn,V*(1)/T*(1))m dans
HY (G 1, M=1T*(1)/T*(1)).

5.2.6. LEMME. — Supposons que pour tout entier n et pour toute
place v € S de F,, V*(l)Ganv = 0. Les homomorphismes naturels

An,M RA Hgo(F, T) — Hg’S(Fn,T)/M
sont contrélés. De maniere équivalente, I’application restriction
Hyr 0,5 (Fn, VF(1)/T* ()M = Hiro,5(Foo, V(1) /T*(1)37

a un noyau et conoyau fini d’ordre borné par rapport a n et M.

Si de plus VGFe = 0, les homomorphismes naturels
Anvr @4 HE (F,T) — Homo (Hy,m, E/O)
sont contrélés. De maniére équivalente, I’application naturelle
Hn,m — Hér,o,s(FooaV*(l)/T*(l))R?

a un noyau et conoyau fini d’ordre borné par rapport a n et M.

Il suffit de remplacer V par un twist convenable V(j) avec j =
0 mod p — 1 pour que les conditions locales soient vérifiées.
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Démonstration. — On a le diagramme commmutatif exact

0 — HY(Tp, A) -  HYGsp,, W) — HY(Ggp W™ -0

!
0 - HUeSHl(Fn,UvAD) - HveS Hl(Fn,v,W) - HvES Hl(Foo,v,W)F" — 0

ot A= (V*(1)/T*(1))%F=, Ay=(V*(1)/T*(1))CFv et W = V*(1)/T*(1).
On remarque alors que H'! (Thnw, Ay) €t H(T',,, A) sont finis d’ordre borné :
en posant L = F, ou Fo o, K, = F, ou F,, , et B = A ou A,, on a une |
suite exacte de Gal(L/K,)-modules

0— V(1) /T*(1)%* — B — H'(L, T*(1))tors — 0 ;

Comme le premier groupe est divisible et que H*(L/K,,, V*(1)%t /T*(1)%)
en est un quotient, ce dernier est nul si et seulement si V*(1)“&» est nul.
Dans ce cas, H'(L/K,,B) = H'(L/K,,C) ou C = H*(L,T*(1))tors st
un groupe fini indépendant de n.

Ainsi, dans le diagramme, les groupes de la premiére colonne sont finis
d’ordre borné indépendamment de n. On en déduit facilement le lemme
en remarquant que les noyaux des deux dernieres fleches verticales sont
exactement HY o ¢(Fn,V*(1)/T*(1)) et Hy, o ¢(Foo, V*(1)/T*(1))'". Par
dualité, on obtient la premieére assertion. La deuxiéme assertion s’en déduit
en utilisant la définition de H, »s et la remarque précédant le lemme. O

5.2.7. LEMME. — Supposons toujours que V*(1)%Fs

V*(1)%Fe.v = 0 pour v divisant p. Alors, les

= 0 et que

Hyy 0,.5(Fn, M7IT*(1)/T*(1)) N Mot — Huomt
sont contrdlés (i.e le conoyau est fini et d’ordre borné par rapport & M
et n).
Démonstration. — Posons T = T*(1) et V = V*(1). On déduit du

diagramme commutatif et exact
0—  (V/T)CFn —~HY(Gg F,, M~1T/T) —HYGg p,,V/T);y — 0
. 1 1
0= [T,esWV/D)7 v = [1yes H (Frw, M7 T/T) =], cg H (Fnw, V/T)pr — 0
que l'image par localisation en v € S d’un élément de H,, »s appartient &
(V)5
Supposons d’abord que v ne divise pas p. L’image de (V/ T)CFnw M

dans

HY(Fpn o, M~ 'T/T)/H}(Fp o, M T /T) = H (I,,T/MT)
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est contenue dans H'(I,, T )ors : en effet, Papplication
(V/T)CFnw — HY(F, ,,M~YT/T)

se factorise par H!(F,, ., 7). Les Z,-modules de torsion Hl(Ipm) , T )tor sONt
finis d’ordre borné par rapport & n ([PR92, 2.2]); d’autre part, lorsque v
divise p, les groupes (V/T)SFn.v sont finis d’ordre borné par rapport & n.
Finalement, il existe une constante c (liée aux nombres de Tamagawa de V/
et & 'ordre de (V/T)%Fr telle que ¢H,, ar soit contenu dans dans le noyau
de localisation en v € S, c’est-a-dire dans H} , o(Fy, M‘lT*(l)/T*(l)).D

5.2.8. On fixe un entier m et un caractére £ de A,,, et on pose
F = Q(tmp). On suppose que m est fortement admissible et que V' vérifie
les hypotheéses du théoreme 1.3.3. En particulier, V&F= est nul ainsi que
V*(l)GFww pour toute place v divisant p (on n’a en fait besoin de ces
hypotheéses que pour les &-parties a condition de rajouter la nullité de
(V= (1)Fr=)E),

On fait désormais I'hypothese que ¢, ¢(m) = eccp(m) € HL (Q(ptm),
T)© n’est pas de Ag-torsion. D’apres 5.2.1, le Ag-module H (F,T)() est
de Ag-rang d_) et le Ag-module HZ2 (F, T)(©) est de Ag-torsion. De plus,
on peut définir comme en 5.2.4 un élément F¢ = F ,(m) de A non nul.
Rappelons ([PR95, proposition 3.4.2]) que l’application naturelle

HL(F,V)r, — H'(F,,V)

est injective. Comme HZ (F,T)® est sans A¢-torsion, le sous-O(€)-module

de torsion de H} (F, T){e est fini et d’ordre borné et il en est de méme du
noyau de

HL(F,T)f) — H'(F,, ).
L’application
Hérv{P}(Fn’ T)/M - Hér,{p}(an T/M)

est d’autre part injective. On en déduit que si H} (0} (Fn,T/MT)q désigne
I'image de HL (F,T) dans H'(F,,T/MT), les homomorphismes de A¢ n pr-
modules

(5.2.1) Aemar ® HY(F,T)® — HL o (Fo, T/MT)

sont controlés.
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5.2.9. Nous prenons ici A, = A, ¢ pour simplifier les notations. Soit
fe une série caractéristique de HZ (F,T)®). Si C¢ est le sous-A-module
de HL (F,T)®) engendré par c,¢(m), soit F¢ une série caractéristique du
sous-module de torsion de HL (F,T)® /C¢.

En remplagant V par un twist V(j) avec j = 0 mod p — 1, on peut
supposer que :

(1) pour tout entier n, A,/Fe¢A, est fini, c’est-a-dire n(F¢) # 0 pour
tout caractere n d’ordre fini de T';

(2) pour tout v € S, pour tout entier n, V*(1)¢#n.v = 0;

(3) A, ®@H2 (F,T)® est fini pour tout entier n, i.e. n(f¢) # 0 pour tout
caractere n d’ordre fini de T'.

On a alors les propriétés suivantes :

(1) si My = Homo(Hn ar, £/0)©, par le lemme 5.2.6, les homomor-
phismes

(5.2.2) Apar ® HE (Q(pm), T)® — My

sont controlés; il existe un idéal My de hauteur 2 tel que
(5.:2.3) NoH Sy C Hipo,5(Fny M7IT*(1)/T*(1));

(2) My, est fini et d’ordre borné par rapport & M. On peut appliquer
le lemme 5.2.3 &4 M = H2 (F,T)® et M, »r : on a

M = Hi, o 6(Foo, V(1) /T*(1) €7, Muas = HE .

On note f; des éléments de A tels que HZ(F,T)® est isomorphe &
@ A/(fi) & un groupe fini prés. D’apres le lemme 5.2.3, il existe
i=1

Viyv € Homo(Hn M 7(’)/MO)

tel que si M1(n H #A./ fi A\, pour tout entier n, pour tout M > M;(n)
=1
Pannulateur anyM(z/J;"M) C An de 9 5y dans My ar/ Y- An m¥j y, vérifie
I<i
(5.2.4) T2y, v (V5 ar) C filkn

pour M; un idéal de hauteur 2. On peut prendre M;(n) supérieur aux
cardinaux des M, ps pour tout M.
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(3) On peut appliquer le lemme 5.2.4 4 H. (Q, T)(©), H; vy (P T/MT)(OO
et £ = cp¢(m). Ainsi, on a F¢ = F, et il existe un idéal 91, de hauteur 2
tel que pour M > My(n) = #§(A,/FeAr), on ait

(5.2.5) Mo FeAn C B pr(ce(mp™*))

ott By, ar(ce(mp™*!)) est Pensemble des p’ de A, tels que si pcy, ¢ (mp™t!)
=0 dans H} (,\(F,,, T/MT)$, p'p € MA,.

5.3.

5.3.1. D’apres les lemmes 4.4.5 et 4.3 , les mp, et les sg, sont bornés
lorsque F,, parcourt les sous-extensions de F,. Notons 7 (resp. s) des
puissances de p divisibles par tous les mp, (resp. par les sg,) et posons
a = ms. On choisit un élément g de GL(T) tel que V/(g* — 1)V soit
de dimension 1, appartenant a l'image de GQ,,,) €t tel que g% vérifie
la condition (**). On note ¢y un élément de T', non divisible par p, dont
I'image dans V/(g® — 1)V en est une base, ag un élément de O tel que
asty € Q(g*,g)T. On pose comme en 4.6.1 a1 = ad/, ay = sa’ avec
o'T C(1+...g%1)T. On choisit aussi un idéal M de hauteur 2 annulant
a = a(T) annulant (V/T)GQ<“mP°°) et contenu dans les idéaux g, My et
Ny de hauteur 2 rencontrés dans (5.2.3), (5.2.4) et (5.2.5). On prend v € N
premier & 4?" — 1 pour tout entier n.

On fixe un entier n. Soient M;(n) comme dans (5.2.4) et Ma(n)
comme dans (5.2.5). Soit d’autre part Ms(n) une puissance de p supérieure
a #(An/vA,). Enfin, M est une puissance de p sur laquelle on donnera des
conditions & chaque étape.

Tous les nombres premiers choisis dans la suite appartiennent a
Sgo am(Mm). On dispose alors d’un opérateur

Déry n = Déry gai(r,/F) : OatHue(Fox, T/MT) — & H jy (Fpx, T/MT).

Le noyau et le conoyau de Dér) ,, sont annulés par a3 qui est indépendant
de n. On note Evy, i (z) I'élément de A, /M A, tel que Ev; gay(r, /() =
Evigin(z) @ to pour & € @y Hjy, (Fox, T/MT). Enfin, on note < , > =
<, >U,Gal(F,/F)-

5.3.2. Prenons pour linstant M > M;(n).
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E‘tape 1 : Il existe un nombre premier l; € Sga p(Mm) — S et une place
A1 au-dessus de 1 tels que

( ) agEvll,nDérll,n(Q(mp”H)) =voja3Fe ®to mod MA, @ T
5.3.1 u )

azlto, eviy n(WIE = var i u (y)
pour tout y € Hp M-

La premiere équation implique que

(5.3.2) asEvy, i, n(d )‘E(mp"“L1 h))) = vlaiasFe mod MA,,.
Démonstration. — On choisit tj € T*(1) tel que [to,t5]*) =1

et on applique la proposition 4.7.5 en utilisant le fait que vF, €

B, m(ce(mp™t1)) par (5.2.5). a
5.3.3. On a

5 M
2 < ds\l:!?G(manvll)ay >M) — 021 < Déry, nee(mp™),y >§1, )

l],n -

=V O‘10‘3('7:'51#1 m)(Y)-

La loi de réciprocité appliquée a d( v) ( "+l 1) et & vy pour y €
Hn, v implique que

viasal Feyt =0,
car l/H({;/; est contenu dans Hy, o ¢(Fn, M=1T*(1)/T*(1))€") et 'image
de v*azaiF dans A, appartient & 2, pr(¥5 ) = A}, 4 (47 ). Comme

M est un multiple de #(A,/f1An), M appartient & fiA, et par (5.2.4),
V2asFe € fil\, avec ag = azai. On éerit vPayFe = f1F; dans A,

LeMME. — Prenons M = M? avec My > o103 M (n)Ma(n)Ms(n).
Alors, Fy appartient a By, ,n(dgﬁ e(mp™th 1)),

Démonstration. — On a
1/2oz1a2Evt0,lhn(dM) = f1.7:1 mod M.

La projection de dp; = dg\l/j[?g(mp"“,ll) dans H&r,{ll,p}(Fn7T/M1T) est
égale & dy, = dgwig(mp"“,ll). Montrer que F; € B, n(dar) est
équivalent & montrer que si pdy, = 0 pour p € A,, alors pF; € MiA,,.
Soit donc p € A, tel que pdp, = 0. On a alors pdyy = M;d' avec
d' € HY(Gsuq,3,F. M;T/T)®. La loi de réciprocité implique que

(5.3.3) v<d,y>M=0
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pour tout y € Hpm, car vy € Héno’S(Fn,T*(l)/MlT*(l))((l), On
en déduit que Evi,, »(d') annule vy} \, et donc que v?Evy,, n(d) =
fia avec a € A,. Comme pEvyy;, n(drr) = MiEve, 1, o(d") mod M et
viai0oEvy, 1y n(dy) = f1F1 mod M, on obtient

a1 M fia = ayaaMiv?Evy 1, o(d) = v2paragEvy, 1, n(dar)
= pF1 f1 mod Mlen.

La multiplication par f; étant injective sur A, et M; appartenant a fiA,,
on en déduit que pF; appartient & M;A,, ce qui termine la démonstration.

O

5.3.4. Grace & Fy € By u, (d%’g(mp”“,ll)), on peut appliquer de
nouveau la proposition 4.7.5. :

Etape 2 : Il existe ly € Sga ar, (Mym) — S tel que

agDérlzm(dS\Z’g(mp"H, L)) =oasF @to mod MiA, T

(5.3.4) o)
¢

az(to, eviy, n(y) = Val'l/;;,Ml (y)

pour y € Hy a, -

On a donc comme précédemment

(M)
la,n

a3 < dfy) (mp™t L),y >
. M >
=alaz < Derl%n(dg’z@(mpnﬂ,ll)),y >l(21;): vayF193 ar, (Y)-
D’autre part, < d%i’g(mp"“,lllg),y >§f\2)= a[to,evlhn(y)]EMl) = vaos
(UHEYS (y). En utilisant de nouveau la loi de réciprocité, on en déduit que
vaaF1Ys ar € Anthy 5, 5 et par (5.2.4) que

ViauFy € (f2, My)As.
Comme M; est un multiple de (A, /f2Ar), M1 € fal, et v2auF1 € foly, :
1/2054.7‘—1 = f2f2 avec Jp € A,,.

LEMME. — Prenons M; = M2 avec My > aj03M;(n)Ma(n)Ms(n).
Alors, F, appartient a %Mz,n(dﬁ\'}i,g (mp™t111l,)).

Démonstration. — La démonstration se fait comme dans le lemme
5.3.3. Soit p € A, tel que pdg\',’ll,g(mp"“,lllg) =0 pour p € A,. On a
pdsy) (mpt i) = d avec d' € HY(Gsug, 13,7, T/M2T)©. La loi de

réciprocité implique que

5.3.5 v<d,y>M 4y <d y>Mog
51

n l2,n
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-1
pour tout y € 'HiﬁMJ. Do, vEVy, 1,0 ()5 a1, € V7 pr, An et par (5.2.4),
V2 Eviy i,m(d)) = fid mod Mz avec A € A,. On en conclut encore que
pJF1 € MsA,,, ce qui termine la démonstration. ]

5.3.5. Les étapes suivantes sont identiques. On prend maintenant
M’ quelconque supérieur & a3 My (n)Mz(n)Ms(n) et M = M"* | M; =
M'®""". On construit ainsi des éléments Fi, ..., Fr de A, vérifiant
I/5Ck4.7'—5 = f1.7:1 mod M'An
V2ouFi = foF, mod M'A,

viagFr_o = fro1Fp_1 mod M'A,
v2auFr_1 = fF, mod M'A,,.
Donc,
VI Fe = Frfr ... f1 = Frfe mod M'A,,.

Comme M’ € f,... fiAy,, on en déduit que v"ajF¢ € fe A, pout tout entier
n, donc v"ajF¢ € feA. L'élément v a été choisi dans un idéal de hauteur 2.
En faisant deux choix de v premiers entre eux, on obtient le résultat final :

O‘Z]:E S feA

5.3.6. Lorsque ay = 1, on a F¢ € f¢A. Cela se produit si oy = a3 =1,
c’est-a-dire si m = 1, s = 1 et si 'espace propre relatif a la valeur propre 1
pour g agissant sur T'/pT est de dimension 1.

Appendice A. Loi de réciprocité pour [ # p.

On donne la démonstration détaillée du lemme 3.2.8 (voir aussi la
these de E. Frossart (Orsay)).

Soit [ un nombre premier différent de p, K une extension finie de Qy,
A un Gg-module fini annulé par une puissance M de p. On note Ik le
groupe d’inertie, IT une uniformisante de K et pour o € Ik,

o( VD)
VI

LeMME. — Notonsev : HL (K, A(1)) — A(1)/(p—1)A(1) Iévaluation
sur Frob et Ev, I’évaluation sur o pour o € Ix. Si <, > est I'accouplement

Co = € um = Zp(1)/MZy(1).
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local

HY(K, A) x H'(K, A(1)) — H2(K, pas) 22/ MZ
et
[,]:AxAQ1) - Z(1)/MZ(1)

Paccouplement naturel, on a pour tout o € Ik

<2,y > (o = [Evo(z),ev(y)]
pour z € HY(K, A) et y € H} (K, A(1)).

Pour passer au lemme 3.2.8 , on remarque que [ , (CM) =[,]¢ et
que (o, =(.

Rappelons quelques généralités cohomologiques bien connues. Soit
G un groupe profini, I un sous-groupe fermé distingué de p-dimension
cohomologique 1 et A un G-module topologique annulé par une puissance
de p. 1l existe des applications

ri_1: H(G,A) — H™YG/I,H (I, A))
telles que la suite suivante soit exacte
HY(G/I, AN ™ H (G, A)"S H=Y(G/I,H (I, A)) — H™(G/I, A).

Ce résultat se trouve dans [H-S] et utilise les suites spectrales de Hochschild-
Serre. On peut décrire explicitement I’homomorphisme r;_;. Pour rg, il
s’agit simplement de restreindre un cocycle de G a I. Dans les autres cas,
on a besoin du fait suivant :

LEMME. — Soit a un i-cocycle de G & valeurs dans A; sii = 1, on
aa(l) = 0. Sii > 2, il existe un i-cocycle a’ cohomologue & a tel que
a’(g,ha,...,h;) = 0 pour tout g € G et h; € I. On dit que a’ est un
cocycle normalisé.

Démonstration. — Pour ¢ = 1, on a a(g) = a(g.1) = ga(1)+a(g), d’ou
a(1) = 0. Démontrons ’assertion suivante uniquement pour ¢ = 2 qui est le
seul cas dont nous aurons besoin. Comme (h, ') — a(h, h') est un 2-cocycle
de I & valeurs dans A, c’est un cobord : a(h,h’) = hb(h') — b(hh') + b(h)
avec b: I — A. Fixons un systéme de représentants (g;);cs de G/I et des
éléments b; € A pour j € J et définissons une fonction b sur G a valeurs
dans A par la formule

b(gjh) = bj + gib(h) — a(g:, h).
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On pose alors a’(g,¢') = a(g,g’) — gb(g') + b(99’) — b(g). C’est un 2-cocycle”
de G cohomologue a a et on vérifie facilement par le calcul que a’(g,h) =0
pour h € I. O

Donnons alors la définition de ;1 pour i = 1 et 2. Soit a un 1-cocycle,
on a

(9 — D)(a)(h) = ga(g~"hg) — a(h) = gg~"ha(g) + ga(g™"h) — a(h)
= ha(g) + a(h) + ga(g~") — a(h)
= (h—1)a(g) + ga(g™") + alg)
— (h=1)a(g) +a(1) = (h — )a(g).

Donc la classe de h — a(h) dans H'(I, A) est invariante par G/I, c’est
I'image par 7o de la classe de a.

Soit a un 2-cocycle normalisé. On déduit de ’identité de cocycle :
ga(g',h) — a(gg', h) + a(g,g'h) — a(g,9') = 0

et de la nullité des deux premiers termes que a(g,g’'h) = a(g,g’') pour h € I.
Comme I est distingué dans G, on a aussi a(g, hg') = a(g,g’). On vérifie
ensuite que h — a(h, g) est un 1-cocycle de I :

h'a(h,g) — a(h'h, g) + a(l', g)
= _a(hlv hg) - a(h,v h) + a(h/’ g) - a(hlvg) + a(hlvg) =0.

On vérifie alors que g — a4(h) = a(h, g) vérifie la relation de 1-cocycles
modulo les 1-cobords de I :

g'(ag)(h) = agg(h) + ag (h) = g'alg’~"hg',g) — a(h, ¢'g) + a(h,g)
= a(hg',g) — alg',g' " 'hg'g) + alg’.g' "' hg') — a(h,g'g) + a(h,g)
=a(hg', 9) — a(g’,9) — a(h,g'g) +a(h,g")
= (h—1)a(g’,9) — ha(¢’,g) + a(hg', 9) — a(h,¢'g) + a(h,g')
= (h—-1)a(g’,9).
Ainsi, si a(g) est la classe dans H'(I, A) de ag4, g — a(g) est un 1-cocycle de

G/I & valeurs dans H'(I, A); sa classe dans H'(G/I, H'(I, A)) est 'image
par 71 de la classe de a. ’

De maniére générale, soit a un i-cocycle normalisé. Si ag,, . q4,(h) =
a(h,g2,...,9:) et si a(gs,...,g:) est la classe dans H'(I, A) de ag,, g,
(92y---,9:) — a(gz,...,9:) est un i — l-cocycle de G/I & valeurs dans
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H'(I,A); sa classe dans H'~'(G/I,H'(I, A)) est I'image par 7;,_; de la
classe de a.

LEMME. — On a le diagramme commutatif suivant :
HY (G, A) ® H/(G,B) — H*(G,A® B)
J, Ti—1 T inf l Titj—1

H=Y(G/1,HY(I,A)) ® H/(G/I,B"Y — H"~YG/I,H'(I,A® B))
ou la premiére fleche horizontale est donnée par le cup-produit relatif a G,
la seconde fleche horizontale par le cup produit relatif & G/I :

HH(G/I, AY® H (G/I,B) — HYG/I,A ® B)
avec A' = H'(I,A) et B' = H°(I,B) puisa I :
HY(I,A)® H°(I,B) — H'(I,A® B)),
autrement dit,
ri—1(a) Ub=ri4;—1(aUinf(b))
pour a € H'(G, A) et b € HI(G/I, BY). On vérifie facilement la commuta-
tivité du diagramme en utilisant la description de 7;_1 qui a été faite.

Prenons maintenant A annulé par M, B = /1(1) = Homo (A4, uum),
i = j = 1. En composant avec A ® B — pups, on obtient le diagramme
commutatif

HY(G, A) ® HYG,B) — H2(G, ar)

! 7 !
H(G/I,HY(I,A)) ® HYG/I,B) — HYG/I,H'(I,puy)).

Prenons maintenant pour G = Gk le groupe de Galois absolu d’une
extension finie K de Q; avec [ # p et pour I = [k son sous-groupe d’inertie;
soit Il une uniformisante de K et v la valuation de K normalisée par
v(II) = 1. Rappelons que P'on a une surjection € = limepn : Ix — Zp(1) de

n
G g-modules dont le noyau est d’ordre (profini) premier & p donné par
h( "V
h € I +— lim RCVID
n p\/ﬁ
On en déduit un isomorphisme ~ : H' (I, prr) = Hom(Ik, pun) = Z/MZ
vérifiant y(b)eps(h) = b(h). On a alors un isomorphisme naturel § = evory :

HY G /Ix, H (Ix, ) = HY Gk /I, Z/MZ)
= Hom(Gg /Ix,Z/MZ) = 7./ MZ.
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Soit d’autre part l'isomorphisme inv : H%(Gk,pn) — Z/MZ provenant
de la théorie du corps de classes. La propriété suivante le caractérise : Si
¢ € H'(Gk,Q/Z) = Hom(Gk,Q/Z), o € K et si §(a) est 'image de o
dans HY(Gk, puar), alors

(A.07) inv(6(a) UE) = €(0a)

ol 04 est un élément de G construit par la théorie du corps de classes
local et dont la restriction & KX est Frob’(®).

5 € Hl(GK/IKaQ/Z)a on a
inv(é(a) U &) = v(a)¢(Frob).

On en déduit que si

Notons ev I’évaluation en Frob. Le diagramme

Hl(GI:(;NM) ® H'(Gg,Z/MZ) — HQ(GLI;’HM)
HO(GK/IKi{YII(IKvI‘M)) ® Hl(GK/Iﬁ(,Z/MZ) - Hl(GK/IKigl(IKv#M))
Z/MZL ® HYGg/Ig,L/MZ) — HY(Gy /I, Z/MZ)
LMz

est commutatif, étant un cas particulier du diagramme (A.0.6). L’applica-
tion yorg est donnée par 6(a) — v(a) pour a € K : En effet, le cocycle as-
9( Vo)

Yo

socié & a est g — 6(a)(g) = . Silon prend h € Ik et si a = u.JIV(®)

avec u une unité, on a

v(a)
h( VT
se)(n) = Mo
ani

et yorgoé(a) =v(a). Le cup produit

HY(Gy /I, H (I, upm)) @ HY(Gg /I1x,Z/MZ)

—H'(Gk Ik, H' (Ik, pinr)) SZ/MZ
est donné par f ® € — v(B8)£(Frob). On en déduit que
evoyory(6(a)UE) =ev(yorgob(a)Ul) = ev(v(a)§) = v(a)é(Frob)

et par la propriété (A.0.7) de l'invariant que 6 o r; = inv.

Démonstration de la proposition 3.2.8. — Il ne reste plus qu’a calculer
explicitement la fleche

HYGk/Ix,H'(Ix,A)) ® H(Gk[Ix,AQ1)) —» H (G /Ix, H (I, umr))
~ 7/MZ
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pour A = T/MT et B = A(1) = T*(1)/MT*(1) lorsque I agit triviale-
ment sur A et B. Soit a € H(Gg,A) et b€ H'(Gk/Ik,B). On a

< a,inf(b) >=inv(a Uinf(b)) = O or1(a Uinf(b)) = 0o (ro(a) UD) .

D’ot, pour tout o € Ik, < a,inf(b) > {, = [a(0), b(Frob)] = [Ev,(a),ev(b)]
et le lemme. O

Appendice B.
Systéeme d’Euler-Iwasawa
et systeme d’Euler-Iwasawa de rang 1.

On compléte ici les démonstrations de existence de systémes com-
patibles (®,,).

Soit V une famille d’extensions finies abéliennes d’un corps Fy (Fj
corps de nombres ou corps p-adique). Si F' € V, on note Ar le groupe de
Galois de F' sur Fy. Soit A un anneau local noetherien régulier complet
(ici, O[[I']], A¢ ou O). On se donne pour chaque F' € V un A[Ap]-module
Mp de type fini. On suppose que

(1) MF est sans A-torsion;

2) Pour toute extension F' C F’ d’éléments de V, Mp = M Ga I(F/F)
F

Posons My = Hom4(MF, A) = Homya (M, A[AF])".

LeMME. — Sous les hypothéses précédentes, la limite projective M,
des M}, est non nulle et 'application naturelle My, — My est surjective
pour tout F' € V.

Démonstration. — Montrons que si F C F', Mp//Mp est un A-
module sans torsion. En effet, soit z € Mg tel que az € Mp = M?,al(F,/ F)
avec a € A non nul. Pour tout § € Gal(F'/F), on a a(§ — 1)z = 0; comme
Mg n’a pas de A-torsion, (6§ — 1)z = 0 et £ € Mp. On en déduit que
Ext%(M r/Mp, A) = 0 et donc que l'application My, — M} est surjective.
Comme les M} sont compacts, I’application My, — M. est surjective. 0O

Comme Mp est un A-module sans torsion, M}, est un A-module libre.
Soit 7 son rang et s un entier < r. Les A[Ap]-modules A°* M}, forment un
systéme projectif. On peut aussi considérer le lim A[Ar]-module A*My; et
Fev
on a A°My, = lim A°Mp. On déduit de ce qui précede que les applications
Fev
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naturelles A°Mz — A°Mp, sont surjectives et qu’il en est de méme de
Papplication lim A°Mp — A*ME, .

Fev

Prenons m un entier premier a p, V,,, 'ensemble des extensions de
Q(ptmp), abéliennes sur Q et de conducteur m'mp avec m’ premier & mp
et & X(V) (ce qui est en bijection avec les extensions abéliennes de Q de
conducteur premier & mp et a X(V)). Soit £ un caractere de A,,. On peut
alors appliquer ce qui précéde & My = Hér,{p} (F,T) ou My = H: (F,T)®
a condition de vérifier les hypothéses.

LEMME. — Soit F'/F une extension abélienne finie.

i) Si (V/T)Cr = 0 et si V’F = 0 pour v ramifiée dans F'/F,
H} v} (F\T) et HY, ) (F',T) sont sans O-torsion et I'application restric-
tion

Hér’{p} (F, T) N Hér,{p} (F/, T)Gal(F /F)
est un isomorphisme.
ii) On suppose que F' € Vpp, F € Vpny. Alors, si HO(F' (pp<), V) = 0,
H! (F,T) et HL (F',T) sont sans O[[']]-torsion et I'application restriction
H(F,T) — Hy\(F', T)S /0
est un isomorphisme.

Démonstration. — Démontrons (i). Les sous-O-modules de torsion
de ng, (pp(F5T) et de ng’ (0} (F',T) sont respectivement contenus dans
(V/T)CF et dans (V/T)CF . La premiére assertion est donc claire. Prenons
S contenant X(V'), p et les places de Q ramifiées dans F’. Comme T¢#" = 0,
ona H' (G p,T) = H (Gg pr, T)G2F/F),

Si v est une place de F’ ne divisant pas p et non ramifié dans F'/F,
on a la suite exacte

0— Hl(Fé/Fv,TGF;) — H} (F,,T) — Hér(Fé7T)Gal(Fl’,/Fv)
— H?(F!/F,,T°).
D’otl par une chasse au diagramme
H}bT(Fv,T) o Hl(Fé’T)Gal(Ff,/Fu)/Hér(F;,T)Gal(F,j/Fv)
C Hly (L, TYOELIF),

Si v est ramifié dans F'/F, comme TCrF, = 0, on a une injection de
H},,(F,,T) dans H}, (F,,T)% /) 11 est facile d’en déduire (chasse
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au diagramme) que

Hér,{p} (F7 T) = Hl‘l)r,{p} (FI? T)Gal(F /F)

Démontrons maintenant (ii). Le sous-O[[I']] module de torsion de
HY (F',T) est HO(F'(up),T). Par hypothése, il est donc nul. Le fait
que I’homomorphisme restriction HL (F,T) — HL (F',T)G(F/F) gt
un isomorphisme se déduit du fait qu’on a déja pour tout entier n un
isomorphisme

HI(GS,F’(ypn),T) o~ Hl(GS,F(;Lpn)7T)Gal(F,/F)
car HO(F'(ppn),T) = 0. O

Remarques. — i) Le fait que HL (F,T) — HL (F', T)G2(F'/F) est un
isomorphisme est vrai méme sans I’hypotheése que Vo) = 0. En effet,
on se rameéne au cas ou F'/F est cyclique. On a

HI(FI(HP")/F(NP")aT

ou § est un générateur de Gal(F'/F). Les TEF wpm) forment une suite de
sous-O-modules de type fini de T' qui est donc stationnaire et leur limite
projective pour la corestriction est nulle. De méme, le conoyau est contenu
dans la limite projective des H2(F' (él,pn) JF(ppn ), 76+
(ces groupes sont des quotients de T F#»m)),

GF/(u,,n)) c TGF'(upn)/((g _ 1)TGF/<upn)

pm)} qui est nulle

ii) On a le méme genre de résultats pour la famille des Z1 (F,T)
pour F' parcourant les extensions finies abéliennes de @@, non ramifiées en
p. Si VO up) = 0, 71 (F,T) et ZL (F',T) sont sans O[[I]-torsion et
I’homomorphisme restriction

ZL(F,T) — ZL (F',T)CF/F)
est un isomorphisme.

Supposons désormais que V est une représentation irréductible non
abélienne (on a donc VCer = 0, il suffit de supposer que V est de
dimension > 1). Les hypothéses du premier lemme de ’appendice sont
alors vérifiées pour V = Vi et pour Mp = HL (F,T)®. Rappelons que le
A¢-module HY (Q(pm, T)© est un A¢-module de rang supérieur ou égal &
d_(¢)- On obtient alors que (pour d_.() > 1), pour tout élément ®,, ¢ €
A=< (HL (Q(ptm, T)®)*, il existe un systeéme compatible (@ ¢)m/m
(pour m' premier & mp) d’éléments

(bmm’é € St (H;o (Q(ﬂmm’ ’ T)(é))* .
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ProposITION. — Supposons que V' est une représentation irréductible
&-adique de Gg, non ramifiée en dehors d’un nombre fini de places et
vérifiant la condition (Tech). Supposons qu’il existe un systéme d’Euler-
Iwasawa p-adique c, relatif & V non nul. Soit m un entier fortement
admissible premier & p et § un caractére de Ay, tels que c,¢(m) soit
un élément non nul de A%-<00 H (Q(j1), T)(®). Alors, Leop(V, €) est vraie
et il existe un entier u tel que fe divise p*Fe(cp).

Démonstration. — Si M est un A¢ module sans torsion de rang 7,
on le plonge dans un module libre avec conoyau fini, par exemple M**.
Les A¢-modules det(M) et det(M**) sont alors égaux et libres de rang 1.
Soit N un sous-module de det(M) tel que det(M)/N soit de torsion. Si
€1,...,er est une base de M**, ona N = A¢Fei A...Ae,. Il est alors clair
quesi®=e; A...ANer—1, &(Fer A...Ne.) = xFe,.

Ainsi, il existe un élément @, ¢ de A%-<© "L HL (Q(pm), T)E)* tel
que

D g(cpe(m)) # 0

et on a Fe(cp) = Fe(Pm,e(cp)) (on peut supposer d_.¢) > 1). On choisit
un systéme compatible (®rm/ ¢)mm: pour m’ premier a mp redonnant
®,, ¢ pour m’ = 1. On peut alors appliquer le théoreme 5.2.1 au systeme
d’Euler-Iwasawa p-adique ®¢(cp) = (Prmme e(cpe(mm')))mm: de rang 1. Le
A¢-module H (Q(pm), T)® est donc de rang d_e(¢)- On applique alors le
théoreme 1.3.3. O

Appendice C.
Etude complémentaire des H!(F(p)/F,T/pT).

Il s’agit de donner quelques informations supplémentaires sur la
constante sp intervenant dans le texte et des conditions suffisantes pour
que sp soit égal a 1. Le calcul et I’étude de la nullité des groupes
Hi(F(p)/F,T/pT) pour certaines F,-représentations se trouve dans [CPS].
On note V une F,-représentation de Gr et F(V) = F(p) le corps de
définition de V. Le cas qui nous intéresse est bien str V = T/pT.

C.1. Dans [No87], Nori démontre qu’en général ces groupes sont nuls.
Plus précisément, il existe des constantes c3(d) pour d entier tel que si
p > c3(d) et si V est une F,-représentation linéaire de dimension d d’un
groupe profini, H*(F(V)/F,V) est nul pour i = 1,2. Ainsi, & dimension
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fixée, la condition
HYF(V)/F,V)=0
est vérifiée pour tout nombre premier p sauf un nombre fini.

C.2. LEMME. — §'il existe dans le centre de Gal(F(V)/F) un élément
non trivial n’ayant pas de point fixes dans V, les H'(F(V)/F,V) pour
i = 1,2 sont nuls.

En paralléle (et en reprenant les notations du texte principal), on a
le lemme :

LEMME. — On suppose qu’il existe dans le centre de Gr(T) un
élément non trivial n’ayant pas de point fixes dans T/pT. Alors les
HY(F(M)/F,T/MT) pour i = 1,2 sont nuls.

Démonstration. — Soit a un élément comme dans le lemme. Comme
vest = 0, les (T/MT)*=! sont nuls. Si Z, est I'image du groupe en-
gendré par o dans Gal(F(M)/F) C GL(T/MT), Z, est dans le cen-
tre de Gal(F(M)/F). Les (T/MT)? = (T/MT)*=! étant nuls, les
H"(Zy,T/MT) sont d’ordre borné par rapport & M et méme nuls car Z,
est cyclique et agit sur T/MT par homothéties. On utilise alors la suite
spectrale de Hochschild-Serre pour obtenir les isomorphismes

HY(Gal(F(M)/F)/Za, (T/MT)?) = H(F(M)/F,T/MT).

Ainsi, les HY(F(M)/F,T/MT) sont nuls. O

Par exemple, si les valeurs propres de « sont des racines de I'unité
d’ordre premier & p, les H*(F(M)/F,T/MT) sont tous nuls. On obtient
d’autre part les corollaires suivants.

C.3. CoROLLAIRE. — Si V est irréductible et s’il existe une ho-
mothétie non triviale dans Gal(F(V)/F), HY(F(V)/F,V) =0.

Par exemple, supposons que
(1) V est une représentation irréductible, pure de poids w;
(2) w(F) appartient & 'image de G dans GL(T'/pT’) et est non nul;
(3) T/pT est irréductible.

Alors, H'(F(p)/F,T/pT) =0 et H'(F(M)/F,T/MT) = 0.

C.4. Exemple. — Prenons pour V' la représentation p-adique associée
& une courbe elliptique. On a w = —1 et d = 2. Dés que l'image de G
contient un élément non trivial de (Z/pZ)*, les H*(F,(En)/Fn, Ep) sont
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nuls. En effet, il suffit de montrer que cet élément est aussi contenu dans
I'image de GF,. Mais le déterminant de V' est isomorphe & Z,(1). Donc
si g € Gp, on a det(g) = x(g) et g laisse stable F., si et seulement si
det(g) € pp—1, c’est-a-dire det(g)P~! = 1, ce qui est le cas si g appartient &
I'image de (Z/pZ)*. Par exemple, si —1 appartient & I'image de G dans
GL(T), H(F,(En)/Fn, Ex) = 0.

C.5. Lanullité de H(F(M)/F,T/MT) = 0 pour une puissance M de
p implique celle de H!(F(p)/F,T/pT). Réciproquement, supposons T/pT
irréductible et

H'(F(p)/F,T/pT) = 0.

Supposons de plus "application
(C.5.1) Hom(Gal(F(M)/F(p)),T/pT) ™" ®/F) — H*(F(p)/F,T/pT)

injective. Alors les H'(F(M)/F,T/MT) sont tous nuls. En effet, on déduit
de Pinjectivité de (C.5.1) et de la suite exacte inflation-restriction que

H'(F(p)/F,T/pT) = H'(F(M)/F,T/pT)

et donc que H'(F(M)/F,T/pT) = 0. On démontre ensuite par récurrence
sur M'|M que HY(F(M)/F,T/M'T) = 0 en utilisant la suite exacte

HY(F(M)/F,pT/M'T) — HY(F(M)/F,T/M'T) — H(F(M)/F,T/pT).

Revenons a l'injectivité de (C.5.1). Il est clair que si T/pT est disjointe
de la représentation adjointe de G sur G/pG, Hom(Gal(F(M)/F(p)),T/
pT)CAFE@/F) = Hom(G/pG, T /pT)SF®)/F) = ( et (C.5.1) est bien str
injective. Montrons que si T/pT et G/pG sont irréductibles et isomorphes
et si Gal(F(p?)/F) n’est pas un produit semi-direct de Gal(F(p)/F) par
G/pG, (C.5.1) est injective. Un élément de Hom(G/pG,T/pT)S2MF®)/F)
est soit nul, soit un isomorphisme. L’application (C.5.1) se décrit de la
maniere suivante : soit ¢ la classe de I’extension de groupes de Gal(F(p)/F)
par G/pG donée par Gal(F(p?)/F). Par hypothese, ¢ # 0. Si f €
Hom(G/pG, T/pT)CFW®)/F)  Timage de f dans H?(F(p)/F,T/pT) est
f*(c). Ainsi, si f est non nul, c’est un isomorphisme et f*(c) est non nul.

Exemple. — Soit U une représentation Zp,-adique de rang 2 de
déterminant x et T = sla(U) la sous-représentation de la représentation
adjointe de U formée de éléments de trace nulle (cf. [F192]). Supposons de
plus que Grp — GL(U) est surjective; on a alors Gp(T) & PGL(U) et
T/pT est irréductible. L’extension PGL(Z/p*Z) de PGL(F,) par G/pG =
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(1+pEnd(U))/(1 + pFp) est non scindée et G/pG est isomorphe a T/pT =
sl(U/pU) comme représentation de PGL(U/pU) par I'isomorphisme induit
par 1+pa — a— $tr(a) (au moins si p # 2). Les H'(F(M)/F,T/MT) sont
donc nuls si H!(F(p)/F,T/pT) l'est. Montrons comme dans [F192, Lemma
1.2] que H(F(p)/F,T/pT) = H(PGLy(F,),sl(T/pT)) = 0. On montre
méme que

HY(GLy(F,), sl(T/pT)) = 0,

ce qui impliquera de la méme maniére que précédemment que H'(F'(M)/F,
T/MT) =0 avec F'(M) = F(M)(unm). Soit 4 le sous-groupe de GL(T') =

GLy(F,) formé des matrices ; c’est un p-groupe de Sylow de

u
0 1
GLy(F,) et HY(GLo(F,),T/pT) est le sous-groupe de H! (8, T/pT) formé
des éléments invariants par GLy(F,), (z € H*(U,T/pT) est invariant par
GLy(F,) si et seulement si pour tout g € GLo(F,) tel que gilg=' NU # 1,
les restrictions de z et de g(z) & gilg™ N U sont égales). Comme 4 est
cyclique, il est facile de calculer explicitement H! (4, slz(F,)) et on trouve

0 A
que c’est le groupe des matrices de la forme c 8) . Soit g = 0 2) une

matrice diagonale. Elle normalise et on a g (2 8) g l= ( )\'?HC 8)

Il n’y a donc pas d’éléments non nuls de H'(4, slo(F,)) invariants par
GLy(F,). Remarquons que, contrairement & ce qui est écrit dans [F192,
Lemma 1.2], les HY(GL2(Z,/p"Zy), M2(Z/p™Z)) ne sont pas nuls. En
effet, il suffit de montrer la non nullité de H'(GL4(Z,/p"Z,),Z/p"Z) =
Hom(GLo(Z,/p"Zyp), Z/p"Z) et x — p"~2 <det(x) >—1) mod p"Z, en est
un élément non nul.

Appendice D.

LeEMME. — Soit V' une représentation irréductible £-adique de GF.
On suppose que 'image de G dans GL(V) contient un élément f tel que
VI=1 s0it de dimension 1. Alors, V est absolument irréductible.

Démonstration. — Notons G I'image de Gr dans GL(V). Soit h €
Endg. (V). Soit e; un vecteur propre de f de valeur propre 1. Comme
h € GL(V) commute avec f, h(e;) € V/=! et est donc proportionnel a

e;. D’autre part, si g appartient & GL(V), V9£97'=1 est de dimension 1 et
admet comme base g(e;). En particulier, si g € G, h commute avec gfg~!

)
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et h(ge;) est proportionnel & g(e;). Ainsi, pour tout g € G, h(ge1) = Agges
avec A\g € Qp. On déduit alors de hgf = gfh que

hgf(e1) = hg(e1) = Agge1 = gfh(e1) = Aige;

et donc que )4 est indépendant de g. Ainsi, h est une homothétie sur
le £[GF]-module engendré par e;. Comme V est irréductible, h est une
homothétie sur V. On a donc montré que Endg,V = £ et donc que V est
absolument irréductible. O

On démontre de méme le lemme suivant :

LEMME. — Soit V' une représentation irréductible de G . Soit L une
extension galoisienne finie de F'. On suppose que 'image de G, dans GL(V)
contient un élément f tel que V/=! soit de dimension 1. Alors, V est
absolument irréductible et la restriction de V a G, est somme directe de
représentations absolument irréductibles.

BIBLIOGRAPHIE

[Bo80] F. BocoMoOLOV, Sur I’algébricité des représentations l-adiques, C.R. Acad. Sc.,
Paris, 290 (1980), 701-703.

[Bo] BOURBAKI, Algebre.

[CE56] H. CARTAN et S. EILENBERG, Homological Algebra, Princeton Math. Series 19
(1956), Princeton.

[ChE48] C. CHEVALLEY et S. EILENBERG, Cohomology theory of Lie groups and Lie
algebras, Trans. Amer. Math. Soc., 63 (1948), 85-124.

[CPS] E. CLINE, B. PARSHALL et L. SCOTT, Cohomology of finite groups of Lie type
I, Publ. Math. THES, 45 (1975), 169-191.

[F192] M. FLACH, A finiteness theorem for the symmetric square of an elliptic curve,
Invent. Math., 109 (1992), 307-327.

[FP-R94] J.-M. FONTAINE et B. PERRIN-RIOU, Autour des conjectures de Bloch et Kato :
cohomologie galoisienne et valeurs de fonctions L, dans Motives (Seattle)
Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, vol. 55, part 1 (1994), pp. 599-
706.

[He81] G. HENNIART, Représentations l-adiques abéliennes, Séminaire de théorie des
nombres 1980-81, Birkhauser, 107-126.

[HS] HocHscHILD et J.-P. SERRE, Cohomology of groups extensions, Trans. Am.
Math. Soc., 74 (1953), 110-134.

[Ka] K. KATO, Euler systems, Iwasawa theory and Selmer groups, prépublication
(1995).

[Ka?] K. KaTo0, Iwasawa theory of modular forms, en préparation.

[Ko90] V.A. KOLYVAGIN, Euler systems, The Grothendieck Festschrift, vol. 2, Prog.
in Math. 87, Birkh&user, Boston, 1990, pp. 436-483.

[L65] M. LazARD, Groupes analytiques p-adiques, Publ. Math. IHES, 26 (1965),
1-219.

[No87] M. V. Nori, On subgroups of GLn(Fp), Invent. Math., 88 (1987), 257-275.



[Ne92]

[P-R92]
[P-R94]
[P-R95)
[P-R96]

[Re]
[Ri79]

[Ru8s]
[Ru90]
[Ru91]
[Ru92]
(R]
[S64]

[S67]

[S76]

[594]

[S092]

[T76)

SYSTEMES D’EULER P-ADIQUES ET THEORIE D' TWASAWA 1307

J. NEKOVAR, Kolyvagin’s method for Chow groups of Kuga-Sato varieties,
Invent. Math., 107 (1992), 99-125.

B. PERRIN-RIOU, Théorie d’Iwasawa et hauteurs p-adiques, Invent. Math., 109
(1992), 137-185.

B. PERRIN-RIOU, Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps
local, Invent. Math., 115 (1994), 81-149.

B. PERRIN-RIOU, Fonctions L p-adiques des représentations p-adiques, Astéris-
que, 229, (1995).

B. PERRIN-RIOU, Systémes d’Euler p-adiques et théorie d’Iwasawa, Prépubli-
cations d’Orsay 96-04 (1996).

C. REINER, Maximal orders

K. RIBET, Kummer theory on extensions of abelian varieties by tori, Duke
Math. J., 46 (1979), 745-761.

K. RUBIN, On the main conjecture of Iwasawa theory for imaginary quadratic
fields, Invent. Math., 93 (1988), 701-719 .

K. RUBIN, The main conjecture, Appendix to Cyclotomic fields (seconde
édition) par S. Lang, Graduate Texts in Math. 121, Springer-Verlag (1990).
K RUBIN, The “main conjectures” of Iwasawa theory for imaginary quadratic
fields, Invent. Math., 103 (1991), 25-68.

K. RUBIN, Stark’s units and Kolyvagin’s “Euler systems”, J. reine angew.
Math., 425 (1992), 141-154.

K. RUBIN, A Stark conjecture “over Z” for abelian L-functions with multiple
zeros, prépublication.

J.-P. SERRE, Sur les groupes de congruence des variétés, Izv. Akad. Nauk. SSSR
28 (1964), 3-18; II : 35 (1971), 731-735.

J.-P. SERRE, Sur les groupes de Galois attachés aux groupes p-divisibles, Proc.
of a conference on local fields, Nuffic Summer School at Driebergen, Springer,
Berlin (1967), pp. 118-131.

J.-P. SERRE, Représentations [-adiques, Algebraic Number Theory, Int. Symp.
Kyoto (1976), 177-193.

J.-P. SERRE, Propriétés conjecturales des groupes de Galois motiviques et des
représentations l-adiques, dans Motives (Seattle) Proceedings of Symposia in
Pure Mathematics, vol. 55, part 1 (1994), pp. 377-400.

D. SoLoMON, On a construction of p-units in abelian fields, Ivent. Math., 109
(1992), 329-350.

J. TATE, Relations between K9 and Galois cohomology, Invent. Math., 36
(1976), 257-274.

Manuscrit regu le 23 mars 1998,
accepté le 6 mai 1998.

Bernadette PERRIN-RIOU,
Université Paris-Sud
Mathématiques

Batiment 425

F-91405 Orsay Cedex (France).



