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Introduction.

Soient K un corps de caractéristique 0, X un schéma lisse de type fini
sur SpecK^ T) le faisceau des opérateurs différentiels usuel sur X (16.8 de
[7]), et U l'ouvert complémentaire d'un diviseur sur X. Comme l'immersion
j : U ^—> X est affine, le faisceau j^V et les j^P-modules cohérents se
comportent cohomologiquement comme sur l'ouvert complémentaire du
diviseur. Nous montrons ici un analogue p-adique de cette remarque, dans le
cas des P-modules arithmétiques introduits par P. Berthelot, d'abord pour
des schémas formels projectifs lisses, munis d'un diviseur ample, puis pour
des schémas formels projectifs et lisses munis d'un diviseur, et qui sont
birationnellement équivalents à un schéma projectif du type précédent.
L'analogue du faisceau j^V sera le faisceau des opérateurs différentiels
à singularités surconvergentes le long du diviseur. Ce résultat rapproche
le point de vue de Berthelot de celui de Z. Mebkhout et L. Narvaez-
Macarro, qui introduisent un faisceau d'opérateurs différentiels sur un
schéma faiblement formel de Meredith ([13]). Nous préciserons ce lien en 6.

Soient V un anneau de valuation discrète complet d'inégales ca-
ractéristiques (0,p), d'uniformisante TT, K le corps des fractions de Y, <S le
schéma formel SpfV, X un schéma projectif lisse sur S de dimension rela-
tive AT, que l'on munit d'un diviseur relatif ample ^, et U l'ouvert affine
complémentaire du diviseur. Les réductions modulo TT de ces schémas seront
désignés par respectivement par XQ, UQ, ZQ et SQ. Si F est un 0^-module,
on notera ^Q = fç^K. Dans [4], P. Berthelot construit le faisceau des

opérateurs de niveau m sur X : V^ . Ce faisceau est filtré par les faisceaux
des opérateurs différentiels d'ordre ^ n notés ^^\' P. Berthelot introduit
aussi dans [4] des coefficients B^^ munis d'une structure de P^ ^-modules,
et qui sont définis localement par B^ = Ox^/Çf^^T-p), si / est une
équation locale du diviseur Z. On pose alors, V^\oo} = B^ 0 Vy ,
T>y son complété p-adique et PJ^ çjoo) == limPJ'(oo) qui est le faisceau

m
des opérateurs différentiels à pôles surconvergents le long de Z. Ce fais-
ceau est cohérent à droite et à gauche et on dispose de théorèmes A et B
(4.3.6 de [4]). Des exemples de T>\ Q(oo)-modules cohérents sont donnés
par les images directes par spécialisation des isocristaux sur Xo, surcon-
vergents le long de Zo? d'après un résultat de P. Berthelot (4.4.12 de [4]).
Ces coefficients sont acycliques sur X d'après le résultat de P. Berthelot de
l'appendice de [10]. Nous montrons ici plus généralement que les PJ^ 0(00)-
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modules cohérents sont acycliques sur X. En outre, les sections globales
du faisceau V\> 0(00) forment une algèbre cohérente et il existe une équi-
valence de catégories naturelle entre les PJ^ Q(oo)-modules cohérents et les
T(X^\ Q(°°) ) -modules cohérents. On dira que X est PJ^ Q(oo)-affine si
ces deux propriétés sont vérifiées et si on dispose en outre d'un théorème
d'acyclicité pour les "D\ o(oo)-modules cohérents. Nous donnons enfin une
version relative du théorème d'acycliclité.

Pour étendre ce résultat d'affinité au cas de certains schémas pro-
pres et lisses, nous montrons un théorème d'invariance birationnelle (déjà
exposé dans [8]) : si deux schémas munis de diviseurs sont birationnelle-
ment équivalents, les fondeurs image directe et inverse pour les modules
cohérents sur le faisceau des opérateurs différentiels à pôles surconvergents
sont exacts et se réduisent respectivement à l'image directe (comme 0-
module) et à une extension des scalaires. Ceci généralise un résultat de
P. Berthelot pour les isocristaux surconvergents (cf. 2.3.1 de [3]) et permet
de généraliser le théorème principal comme annoncé.

Le résultat d'affinité était déjà connu dans le cas de l'espace projectif,
vu comme compactification de l'espace affine de dimension N (cf. [9]). Dans
ce cas, les sections globales du faisceau d'opérateurs "D\ Q(°°) s'identifient
à la complétée faible de l'algèbre de Weyl

A N { K ) ^ = ( ^ a^Q^-.a^çK
^zeN^eN ^

et 3c > 0,7; < 1 tels que \a^k\ < c^1^111 >,

où .TI, . . . , XN sont des coordonnées sur l'espace affine et 8^ = J~[ 9^/ki\ les
opérateurs différentiels correspondants. Dans le cas de l'espace projectif, vu
comme compactification de G^[, le calcul des sections globales du faisceau
d'opérateurs D\ Q(°°) s^ fait de la même façon que dans [9] et ces sections
globales s'identifient à

BN(K^=[ ^ a^9^:a^çK
4<EZ,feeN ^

et 3c > 0,77 < 1 tels que |û^| < crj^^ L

où a:i , . . . , a: AT sont des coordonnées sur G^. On dispose ainsi d'une
interprétation géométrique des B^ÇK)^ -modules cohérents. Notons que
cette algèbre contient l'algèbre d'opérateurs aux différences p-adiques sur
G^ introduite par F. Loeser ([12]), pour traiter le principe de Boyarski.
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Le résultat présenté ici montre en particulier la cohérence des algèbres
AN(KY et BN(K)^ qui sont des résultats assez techniques à établir si l'on
procède à la main (la cohérence de A^G^)1' était déjà traitée dans [13] par
Z. Mebkhout and L. Narvaez-Macarro).

Donnons maintenant une idée de la démonstration du théorème
principal. Le point essentiel consiste à montrer qu'un P^ o(oo)-module
cohérent est acyclique, ce que l'on commence par montrer dans une
situation infiniment ramifiée. Soit V^ = V[X}|(pkX - TI-) qui est un
anneau de valuation discrète complet d'indice de ramification sur V égal
à p^ et d'uniformisante TT^, la classe de X. Soit A = limV^. L'anneau A

~î
est cohérent et il est facile de voir que le faisceau d'opérateurs différentiels
A (g) P^ 0(00) est un faisceau d'anneaux cohérent. On montre en fait un

énoncé d'affinité pour cet anneau A(g)PJ^ çJoo). L'énoncé analogue pour

PJ^Q(oo) s'en déduira par fidèle platitude de A sur V.

L'idée de la démonstration du théorème principal est de considérer
une filtration croissante de A (g) P^ o(œ) par des faisceaux d'opérateurs

différentiels p-adiquement complets f^'"^, et tels que les S^o^ -modules
cohérents soient acycliques. Cette idée était déjà exploitée dans le cas de
l'espace projectif dans 3.2.2 de [10] (et sans extension des scalaires).

Indiquons comment construire les ê ^ o . Nous commençons pour
cela par une construction générale. Nous introduisons de nouveaux coeffi-
cients By\ munis d'une structure de P^-module et qui, sur un ouvert
U tel que ZÇ\U = V(f\ sont donnés par : B^ = Ou^/ÇfP^T - 7r).

Soit ̂ ) le complété p-adique de B^\ Ces faisceaux ê^ forment un
système inductif d'algèbres et comme en 4.2.5 de [4], on peut construire
des faisceaux d'opérateurs différentiels ^rn} (g) P070. Ces coefficients ont

°x
les mêmes propriétés cohomologiques que les coefficients analogues intro-
duits par P. Berthelot (cf. l'appendice de [10]). L'intérêt est que si l'on
part d'un éJ^-module cohérent <?, le module ^n/) (g) £ est engendré par
ses sections globales à Tr-près dès que m' est assez grand. Fixons un tel
m' tel que les faisceaux B^ ^ (g) P^ soient engendrés par leurs sections
globales à Tr-près pour tout n ^ p^ et posons ^ = Tr^4'2. Le sous-faisceau
de B^-algèbres de ^m/) 0 P^ engendré par les er^,^ (g) pg)
pour i ̂  p171 forme un sous-faisceau d'opérateurs différentiels noté S^ ' ' m } .
Le point clé est que ce faisceau est filtré de telle façon que l'algèbre graduée
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associée soit commutative et un quotient d'une algèbre symétrique du type
B^ 0 S(O^). Cette propriété de l'algèbre graduée est analogue au fait
que sur l'espace projectif l'algèbre graduée gr.P^ est un quotient d'une
algèbre symétrique d'une somme directe de faisceaux amples, utilisée dans
[10]. Le premier corollaire est la cohérence du faisceau complété E^ 'm^ du
faisceau £^ 'm). En outre, des arguments identiques à ceux utilisés dans
[10] permettent de montrer que les ê]^5770-modules cohérents sont acycli-
ques. De même, on montre qu'il y a une équivalence de catégories naturelles
entre les S^Q'-mod\ûes cohérents et leurs sections globales.

Notons maintenant S^ = SpfV^, X^ = S^ x X et fk la projec-
tion X^ —> X. Pour un entier K et une suite croissante d'entiers conve-
nable (um), on considère £^ = £ !̂̂  Q. On dispose d'un homomor-

phisme d'anneaux injectif canonique limfo^ ^ A(g)P^ 0(00). En 5.2.3,
~nî

on construit explicitement une section à cette application, ce qui montre
que c'est un isomorphisme. La propriété d'acyclicité des A (g) Î^Jvr^oo)-
modules cohérents se déduit alors de celle des ^m) -modules cohérents.
De même, il existe une équivalence de catégories naturelle entre les
A 0 T>\ o(oo)-modules cohérents et leurs sections globales qui sont des
r(^,A (g) V\ Q(oo))-modules cohérents. On déduit de cela le théorème de
P^ Q(oo)-affinité de X.

Le point clef de la démonstration du théorème d'invariance biration-
nelle est la cohérence par image inverse par un morphisme birationnel /
entre deux schémas y et X, munis de diviseurs. On montre, via un lemme
de géométrie rigide et des estimations p-adiques, que le faisceau qui permet
de calculer l'image inverse s'identifie au faisceau des opérateurs différentiels
(sur y), à pôles surconvergents le long du diviseur.

Je remercie Pierre Berthelot pour l'intérêt qu'il a manifesté pour ce
travail et ses remarques pertinentes lors d'un exposé sur cet article : j'espère
que le texte qui suit y a gagné en clarté.

1. Préliminaires.

1.1. Notations.

Nous reprenons ici les notations du début de l'introduction. On notera
de plus k le corps résiduel de Y, Vi = V/TT\ Si le schéma SpecV, et X
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un schéma formel projectif et lisse sur <S, de dimension relative N. Nous
noterons Xi = Si Xs X et 7^ l'immersion fermée Xi ̂  ^Y.

Par hypothèse, X est muni d'un diviseur relatif ample Z, ce qui
signifie que pour tout i ç N, Z x Xi est un diviseur ample de Xi. Il existe
alors un plongement z dans un espace projectif formel y de dimension M
tel que, si [yo, - • • ,VM] sont les coordonnées projectives sur y, le diviseur
Z s'identifie à i^ÇVÇyo)).

Notons Oy(V) le twist de Serre sur y. Le faisceau î*(9y(l) sera noté
0^(1) et s'identifie au faisceau inversible associé au diviseur Z : C(Z). Si
r e N, le faisceau 0^(r) sera le faisceau 0^(1)^ et si S est un (9;v-module,
le faisceau £(r) sera le faisceau £ (g) 0^(r).

Ox

Lorsqu'il sera nécessaire de préciser le diviseur, le faisceau T>\ 0(00)
sera noté P^Q^Z).

Si A est un faisceau de V-algèbres, D^{A) (resp. D^(A), D^(A),
D^fÇA)) sera la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée des complexes
de A- modules à gauche cohérents (resp. parfaits) qui sont à cohomologie
bornée supérieurement (resp. bornée). On rappelle qu'un A- module est
parfait s'il admet localement une résolution à degrés bornés et à termes
localement projectifs de type fini. Si A est de dimension cohomologique
finie, les notions de cohérence et de perfection coïncident.

1.2. Description locale des opérateurs différentiels sur X .

Nous aurons besoin d'une description en coordonnées locales des
faisceaux P^7'. Pour les justifications des affirmations qui suivent, nous
renvoyons à [4]. Si k est un entier, Vp (k) est sa valuation p-adique et
( ^ ) désigne le quotient de la division euclidienne de k par p771. Si k =
(A;i, • • • , k^) est un multi-indice, on note

^•=W-
i

Si V est un ouvert de X muni de coordonnées locales rz-i, - • • , X N , le faisceau
P^ ' est le Oy-module libre de base les

c . ( k } , . TT a<^)fm)9^^=^
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où les opérateurs 9x^ (m) vérifient la relation

^! ^)(m) _ ̂^>,"., -a...

l'opérateur Qj:^ étant la dérivation usuelle par rapport à a;,. Le faisceau
T^ est le Oy-module libre de base les c^"») avec \k\ < n. L'algèbre

graduée gr^î?^" est engendrée par les classes des éléments Q^ (m) pour
j ^ m (2.2.5 de [4]). Nous utiliserons aussi les inégalités suivantes :

^-Nïog^\k\+l)-N < Vp(M) ^ ^-,

^--W1)-^ - v^ - ̂ y

2. Les coefficients B.

Introduisons Y, k, S, X, Z comme en 1.1 et S le Z(p)-schéma SpecY.
Nous définissons les coefficients B pour un 5-schéma formel lisse X mais il
va de soi que les énoncés et définitions qui suivent s'adaptent au cas d'un
^-schéma lisse.

2.1. Définitions.

DÉFINITION 2.1.1. — Soient / e Y{X^O^) et r un entier multiple de
^m+i Q^ p^gç ]S{f,r) = O^M^T - 7r). Nous avons alors un énoncé
identique à la proposition 4.2.1 de [4].

PROPOSITION 2.1.2. — (i) II existe sur 23(/, r) une structure canonique
de T>^ -module compatible avec sa structure de Ox -algèbre.

(11) Si g C F(<Y, Ox) et f = gf , Phomomorphisme

p, : B(f^=0^[T}/{frT-7^)^B{ff^=0^[Tf}/(f/rTf-^

défini par pg(T) = gT est V^-linéaire.

(iii) Si r est un multiple de p^1^1 avec m' ^ m, la structure de
P^ '-module de £?(/, r) est induite par sa structure de Dy ^-module.

La démonstration est la même que celle de 4.2.1 de [4]. Pour la
définition des objets nous renvoyons à [4]. Soit P^ . ^ le voisinage à
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puissances divisées partielles de niveau m de X. Pour montrer (i) il faut
définir une m-PD-stratification, i.e. des isomorphismes de P^ ,^-algèbres
en ''

^m)^B^r)^B^r)0P^^
^x ^x

vérifiant une condition de cocycle. Par fonctorialité, on se ramène au
cas des 6'-schémas et au cas où X = SpecY^] et f(t) = t. Soient
^ i = = t ( g ) l , t 2 = l ^ ^ € Oxxx et A la m-PD-algèbre polynomiale
A = V[t^}(t^ - ^i)(^). Si I est le m-PD-idéal de cette algèbre et 1^ la
filtration m-PD-adique, l'algèbre P^ „ s'identifie à A/J^"^. On définit

ensuite un élément i p ' (^1,^2) ^ I par la relation TT^' (^1,^2) = t^ — ^,
72 = 1 0 T ç ^x^rn} ® ^x[T], T^ = T (g) 1 <E Ox[T] 0 P^^ et un
homomorphisme En de (m)-PD-algèbres :

,̂(m) ® Ox['r]/(rT-7r) -Oxtri/^r-Tr) ® rç,^,
Ox Ox

par la formule €n(T^) = Ti(l + T^' (t\^t^))~1^ ce qui a un sens car
( ^ ' (^1,^2) est niipotent dans 7^ /^^.

L'égalité ̂  (^i, ̂ 2)+(^rm (^25 ^s) = W (^1^3) entraîne la condition
de cocycle . Les assertions (ii) et (ni) se montrent de façon identique à ce
qui est fait dans [4].

Les applications pg données en (ii) de la proposition permettent de
définir par recollement le faisceau BÇZ^p171^1) si Z est un diviseur relatif
de X. Dans la suite, nous noterons B^ = B(Z, p777'"1"1) si le diviseur Z
est fixé. D'après le (ii) de la proposition, ce faisceau est muni d'une action
de V^ ). Il découle de (iii) que l'on dispose de morphismes de faisceaux
P^-linéaires : B^ -^ B^ pour m' ^ m.

Soit B^ l'algèbre complétée de B^. Cette algèbre est cohérente,
à sections noethériennes sur les ouverts affines et hérite d'une structure
de P^ -module compatible avec la structure de 0^-algèbre. En outre, on
dispose d'homomorphismes d'anneaux T>^ -linéaires B^ —> B^ , pour
m' ^ m. En fait, nous ne considérerons dans la suite que la structure de
P^ -module de B^ , qui est a fortiori compatible avec la structure de 0^-
module de B^\ et telle que les flèches ̂ ) -> ̂ ) soient P^ -linéaires.
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2.2. Opérateurs différentiels à coefficients B.

D'après la formule de Leibnitz pour les opérateurs différentiels, l'ac-
tion du faisceau D^ sur B^^ permet de munir le faisceau ̂ n/) 0 T>^

^x
d'une structure de faisceau d'anneaux pour tout m' ^ m (cf. 2.3.5 de [4]).
Ce faisceau d'anneaux est muni d'une filtration par l'ordre des opérateurs
différentiels déduite de celle de V^ et le gradué associé à cette filtration
est noethérien sur les ouverts affines. La famille des ouverts affines sur les-
quels Z est défini par une équation locale est une base d'ouverts de X. Si
V C U sont deux tels ouverts,

B^\V)=Ox^V) 0 B^\U)^
° X i (U)

et les algèbres B^\V) sont plates sur B^\U). Il en est de même des
algèbres complétées.

Ceci permet de voir que les faisceaux B^^ (g) P^ vérifient les hy-
OA- "

pothèses de 3.1.2 de [4] et qu'ils sont cohérents à droite et à gauche. On
dispose d'autre part pour mi ^ m et pour m[ ^ max{ml,m /} d'homo-
morphismes de faisceaux d'anneaux : B^^ 0 P^ —^ ^m/l) 0 V^ La

OA- lc o^
structure de B^ ^module de B^ ) (g) V^ sera toujours donnée par la

Ox
multiplication à gauche sur ce faisceau d'anneaux.

2.3. Propriétés des 23-modules cohérents.

Replaçons-nous dans la situation de 1.1. Si ^ est la multiplication par
y^ , il existe une suite exacte analogue à A.2 de [10] :

0 ̂  S(^(pm+l))/^S(^(pm+l)) -. B^ -^ 0.

Les résultats établis par P. Berthelot dans l'appendice de [10] restent donc
valables dans notre situation. Les énoncés qui suivent sont aussi vrais
pour les By'-modules cohérents. En particulier, nous avons la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.3.1. — Soit S un B^-module cohérent. Alors :

(i) II existe des entiers r et dr tels que Von ait un homomorphisme
surjectif

B^\-rr^£.
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(ii) Pour tout n ^ 1, H^^f) est un Y-module de type fini de
torsion.

(iii) II existe un entier r-o teJ que pour tout entier r ^ ro et tout k ^ 1
onaitH^.^r))^.

Nous utiliserons aussi une propriété de finitude des sections globales
^^y \

d'un B^ -module cohérent. Un calcul analogue à celui effectué dans 3.1.1.3
de [8] montre que T Ç V ^ B ' ) est noethérien, et donc aussi T Ç y ^ B ' ). Ce
calcul montre aussi que l'algèbre B^ vérifie la condition (D) énoncée en 4.1
de [10]. Un corollaire est que si £ est un B^ ^-module cohérent, F^, £) est
de type fini sur r(<Y, B^) (4.1.2 de [10]). À partir de là, de ce qui est fait
dans [10] sur la finitude des sections globales, des propriétés cohomologiques
des B" et des B'^-modules cohérents, il n'est pas difficile d'en déduire
que si £ est un B^ ^-module cohérent, F(y,<?) est un F (Y, B^ ^-module
de type fini. En particulier, r(^V, By )) est une algèbre finie sur F(y, B^ ))
puisque B ) ' "^ z*B^, . Finalement, on obtient la proposition :

PROPOSITION 2.3.2 — Si £ est un B^-module cohérent, r(^f,<?) est
un r^.B^Ymodule de type fini.

Ajoutons l'énoncé suivant.

PROPOSITION 2.3.3 — Soit £ un B^ -module cohérent. Il existe alors
un entier m\ ^ m tel que, pour tout entier m' ^ m\, il existe une suite
exacte de B^ ^-modules cohérents :

^^^g^) ^ ^^,^0,
^m)

où a est un entier et TrCm' = 0-

Démonstration. — II suffit de montrer l'énoncé pour un B^ ^-module
cohérent puisque B^ ^ î " B ' \ D'après la proposition 2.3.1, il suffit de
montrer le résultat pour £ = B^ (—r) avec r ç Z. Comme le faisceau
B ' (—r) est engendré par ses sections globales comme B ' -module si r
est négatif, on peut supposer que r est strictement positif. Soit Ui l'ouvert
D^.{yi). On calcule

By^W^V^} [^m\y \ y i ) k ^ i [ \yo/
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En outre, le module Î3^\-r){Ui} est le B^\ [/^-module libre de base -^.
vl

Supposons maintenant que m' ^ max{logp(r) — 1, m} (i.e. p771 +1 ^ r), alors

/ XP7^1 / XP771^1-^ 1

^=J^ f^) -^e^^W).2/5 \w \^/ ?/r ^ v / v /

Comme ceci est vrai pour tout Z, l'élément —^ se prolonge en un
Vo

élément de T ( y ^ B ' ) et définit un morphisme B ' -linéaire a : B ' —>
^j /\
By (—r). On voit facilement sur chaque Ui que ce morphisme est injectif.

( \ r

De plus, sur L^, — = — ) —, de sorte que le conoyau de a est annulé
Vi m ) 2/5

par TT. D'où finalement l'assertion.

3. Construction des algèbres £.

Soit X un schéma formel comme en 1.1. Nous indiquons ici la
construction des algèbres d'opérateurs différentiels décrits dans l'introduc-
tion. Donnons d'abord une construction à m fixé.

3.1. Construction du préfaisceau d'algèbres
d^opérateurs différentiels A.

Dans la situation générale de 1.1 nous construisons ici, pour m' assez
grand, un sous-faisceau d'anneaux du faisceau d'opérateurs différentiels
B^ 0 ^x ' ^e sous-faisceau est filtré et le gradué associé à cette

Ox
--̂ y / \

filtration est un quotient d'une algèbre du type B\ ) 0 So^(O^) pour
Ox

un certain entier a.

3.1.1. Préliminaires.

Soient u^\ le faisceau des opérateurs différentiels d'ordre ^ n, et no
un entier. D'après la proposition 2.4.3, il existe m' > m tel que pour tout
n ^ no? les faisceaux IBy ) 0 ^xn solent engendrés par leurs sections

Ox
globales à TT près. En particulier, pour tout n ^ no? il existe des suites

^y / \
exactes de B\ '-modules

^m/^ R\ V(y ^m/) ^ T^'^^\ _, tt^7717) ^ /r)(7n) __ r . n°-y çy , -U^0^ ^^x^^^x ^^^"^^^u,
^(^,ê^m)) ox ox
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où TrCn = 0. Dans la suite, nous supposerons que m7 est fixé, vérifiant
cette propriété, et nous noterons B = B^'^ P(oo) = ê^ (g) P^

Ox
p,(œ) = ̂  0 v^ B = r( ,̂i).

<^A' '

3.1.2. Définitions.

Comme P(oo) est sans torsion, car c'est un faisceau localement libre
sur B, qui est sans torsion (lemme 4.3.3 de [4]), c'est aussi le cas de
r(;V,P(oo)). Notons ç = Tr^+2, A, = ^r(^,P,(oc)) pour i ̂  0 et A, = B
pour i ̂  0.

Soient ^ un ouvert de ^ et lu l'application de restriction
r(^,P(oo)) —> P(oo)(^). Quand il n'y aura pas d'ambiguïtés, cette appli-
cation sera simplement notée l. Soit maintenant A(U) la sous-5(^)-algèbre
de P(oo) {U) engendrée par ^(Ao) 4- • • • + ^(A^). Les A(Z^) forment un
préfaisceau et, comme groupe abélien, A(U) est engendré par les éléments
Pi. • • ?„ avec s e N et P, e ^ ( A i ) J • • • U l ( A n o ) U B(U ).

Si J<T et 17 sont deux parties de A(U), on note J^-Iî le sous-groupe
abélien engendré par les P'Q avec (P, Q) e K x H.

LEMMA 3.1.2.1 — Soient U un ouvert affine de X et i ^ j deux entiers
^ no- Alors :

(i) [^),Z(A,)]c^).HA,-i),

(ii) BW^B(U\l(^) c ^).Z(A,)^(A,)+^)^(A,-i).Z(A,).

Démonstration. — Montrons d'abord (i) : pour i e {0,1}, l'assertion
est claire. Supposons que i ^ 2. Soient P un opérateur de A, et b ç B(U).
L'opérateur P peut s'écrire P = ^Q où Q est une section globale de P^(oo).
L'opérateur [l(Q),b\ est dans 'P,_i(oo)(Z^) de sorte que d'après les suites
exactes données en 3.1.1, 7r[l(Q),b} est dans 6(^)^(r(^,P,_i(oo))). On
en déduit que ^[l(Q),b} est dans 6(^)^(A,-i), c'est-à-dire que [l(P),b] e
TO.Z(A,-i).

Le (ii) résulte immédiatement de (i) d'après la formule suivante.
Si (P,6) e A, x B(U) on a l'égalité : l(P)b = bl(P) + [l(P),b] €
^)HAO+B(^(A,-i).

Posons K{U) le 6(^)-module engendré par les produits Pi • - • Pg avec s e N
etP,e/(Ai)U-U^(Ano).
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PROPOSITION 3.1.2.2. — Si U est un ouvert affine de X, on a régalîté
n{u)=A{u).

Démonstration. — Le B(U)-mod\ûe U{U) est naturellement inclus
dans A(U). Comme ce module contient tous les Z(A^), il suffit de montrer
que c'est en fait une 5(^)-algèbre. Par linéarité, il suffit de montrer que les
produits aPi • • • PnbQi • ' • Qn' avec a,b ç B{U), P, e ^(A^), Qy e Z(A^.),
pour i ̂  n et j ^ n ' , sont dans U(U). On procède pour cela par récurrence
sur n. Le cas n = 0 est clair. Ecrivons ensuite l'égalité

(*) aP^-'PnbQ^"Qm=aP^-Pn-i([P^b]+bPn)Qi-'Qm.

D'après le lemme précédent, l'opérateur [Pn,6] est dans B{U)'l{^n-i} et
on conclut en utilisant l'hypothèse de récurrence.

3.1.3. Filtration d'anneaux du préfaisceau A.

Étant donné des entiers 5, n on définit ^s,n = {z: € { 1 , . . . , no}8 tels
que |r| ^ n}. Soit An(U) le sous-23(^)-module de A(U) engendré par

{PI • • • Ps, s <E N, tels que Vî ^ 5, P, e B(U)'l{^) et r e f2^}.

Les groupes An(î>() définissent un préfaisceau An de ^-modules et An est
un sous-préfaisceau de An+i. Le préfaisceau Ao s'identifie au faisceau des
coefficients B.

Il est clair que An{U)'An'{U) C An+n'W, si bien que le préfaisceau
de modules gradués C An+i{U) / An(U) est un préfaisceau de B-algèbres.

nçN

Cette filtration ne coïncide pas a priori avec la filtration induite par
l'ordre des opérateurs différentiels. Cependant, le préfaisceau An est un
sous-préfaisceau de P^(oo).

LEMME 3.1.3.1. — Si U est un ouvert affine de X, An{U) est le sous-
B(U)-module de A{U) engendré par {PI • • • P,, s e N, tels que \fi ^ s, P, e
Z(A^)et7:e^}.

La démonstration de ce fait résulte du (h) de 3.1.2.1.

Fixons maintenant no = P^1 et deux entiers i et j, inférieurs à p^. L'entier
p771 intervient ici car le faisceau P(oo) est engendré par les opérateurs
d'ordre inférieur ou égal à p771, comme 6(^)-algèbre. On utilise ce fait
dans la proposition suivante pour voir que le gradué du préfaisceau A est
commutât if.
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LEMME 3.1.3.2. — SîîÂ est un ouvert affine de X muni de coordonnées
locales, on a les inclusions :

(i) [Z(A,)^(A,)]c^4-,-i(^),

(ii) [^)^(A,),^).Z(A,)] cA+,-i(^).

Démonstration. — Commençons par (i). D'après le lemme précédent,
il suffit de montrer que

[^(A,),Z(A,)] c S^+,_iS^^^._^(^)^(A,J.^).<(A,J
...W^(A,J.

Soient (P,Q) e A, x A^- et (P'.Ç') e r(;V,P,(oo)) x r(;V,î^-(oo)) tels
que P == ^(P') et Ç = ^(ÇQ. Le commutateur [^P'),^')] est dans
P^-_i(oo). D'après 2.2.5 de [4], tout opérateur de P^(oo)(Z^) s'écrit comme
somme de produits d'au plus [n/p171} -}-N opérateurs d'ordre ^ j?771, ([n/p771]
désigne ici la partie entière de n/p^). En particulier, P(P'), IÇQ')}, qui est
d'ordre ^ 2^, se décompose :

[W.TO]^ ^ ^P^---P^,
|fc|=N+2

où bk_ ç. B(L(), les opérateurs P^ sont d'ordre r^ et tels que |T:| ^ i + j — 1.
Chaque opérateur TT?^ se trouve dans 23 (^/) •1^(^,2^(00)). On voit ainsi
que

T^4-2^),^)] e ^ ^).r(^,p.,(oo))...^).r(^,p^(oo)),
Irl^^+j'-i

et finalement que

[P.Q\ = r^ww)] ̂  E w'1^) ' ' ̂ (WA,J,
Irl^+j-i

d'où le (i).

Soient maintenant a, 6 ç ^(^), P et Q des opérateurs de 'P(oo). On a
alors la formule

[aP, bQ] = ab[P, Q] + a[P, 6]Ç + &[a, Q]P.

Le (ii) du lemme résulte donc du (i) et du (i) du lemme 3.1.2.1.

PROPOSITION 3.1.3.3. — Si U est un ouvert affine de \ muni de
coordonnées locales, on a l'inclusion

[An{U),An'(U)}cAn^n'-l{U).
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Cette proposition implique que l'algèbre graduée (D An+i(^)/An(^) est une
n

B(ZY)-algèbre commutative. Nous noterons désormais ce préfaisceau gr,A

Démonstration. — II suffit pour cela de vérifier que [aPi • • • Ps, bQ\ ' ' '
Çs/], avec a^b ç B{U), Pi G ^(A^) pour i < 5, Qj G ^(A^.) pour j ^ s', se
trouve dans Ajr i+jr ' l - i - O11 établit cette propriété d'abord dans le cas où
s est égal à 1 et s ' quelconque, en raisonnant par récurrence sur s', puis
pour s fixé et s' quelconque, en procédant par récurrence sur s.

Le cas où s et s ' sont égaux à 1 provient du lemme précédent. Ensuite,
pour tout s' ^ 2, on a la formule suivante :

[aPi, ^QiÇ2 • • • Qs'} = bQi[aP^Q2 • • • Qs'} + [aPi, bÇi]Ç2 • • • Qs^

Par récurrence sur s', on en déduit le cas s = 1. Le passage de s à
5+1, pour s ' quelconque, se déduit d'une formule analogue.

3.2. Faisceaux (Talgèbres d'opérateurs différentiels S^ 'm).

3.2.1. Définitions.

Fixons un entier m et soit m' un entier tel que les faisceaux B^ 0
P^ soient engendrés par leurs sections globales à TT près pour tout
n ^ j/". On définit alors S^ " le faisceau sur X associé au préfaisceau
A correspondant à m et m' introduit en 3.1.2. De même, les faisceaux
^Tn'^ sont ^es t8'!̂ ^1^ associés aux préfaisceaux An introduits en 3.1.3.
^. . , i ., r* -i r • ^(m'm} fdm'm} / y ^(m'rn}On introduit enfin les faisceaux 8^. / = c\ /TT c\ ,

^^limf^^.
i

^^ ^^/ f\ ^^
Dans les démonstrations nous noterons B = K\ , B = T(^,B), £ =
ç{m' ^m} ç _ ç(m' ^m} ç _ ç(m' ^m} . ç _ ç{m',m)
^x 5 ^n — ^^^ ? ^Xz — ^Xi et ô — ^^

^ /̂ / m^

3.2.2. Cohérence des algèbres complétées £\ Q / .

Les faisceaux ^^'m^ sont des B^ ^-modules cohérents comme fais-
ceaux image d'homomorphismes de B^ ^-modules cohérents. D'autre part,
il existe un homorphisme canonique lim S^n —>- S^ , qui est un iso-

n
morphisme au niveau des germes et est donc un isomorphisme. On déduit
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des applications produits A x A —^ A une structure de faisceau d'anneaux
sur £^ ' ' . La filtration par les £y^ est une filtration d'anneaux dont
le gradué associé est le faisceau associé au préfaisceau gr,A II résulte de
la proposition 3.1.3.3 que le morphisme canonique

r'{m',m) ç{m' ^Tn) _ ^»(m/,m) i ç(m' ^m)
^X.n x ^X.n' ~~' ^n+n'/^n+n7--!

est nul au niveau des germes et donc qu'il est nul. La B^ ^algèbre graduée
gr,^"^'^ est donc commutative.

PROPOSITION 3.2.2.1. — II existe un entier a, une algèbre graduée
S(O^) dont l'algèbre sous-jacente est isomorphe à S(O^), dont les com-
posantes homogènes sont libres de rang fini sur 0^, et telle qu'on ait une
surjection graduée B^ -linéraire

^m ^ M ^S/YO" ^ —». o-r c(în^m) _, n
^X ^ ^^X} "^ ^•^X —> u-

Ox

Démonstration. — Reprenons les notations de 3.1.2. Les modules
Ai sont des 5-modules de type fini d'après la proposition 2.4.2. Il existe
des entiers s, a = pms et des générateurs P^ i , - - - ,P^s des modules A^
pour tout i ^ p171. Soient Qij la classe de l(Pij) dans Az{X) / Ai-\{X) et
{Tij}o^i<^pmj^s des indéterminées. On en déduit une application ^-linéaire

B 0 ©O^r.j -. gr.A ^ gï.S
Ox

Tij ^ Qij,

qui induit un homomorphisme de faisceaux

B ( S ) S(e^T^)Àgr.f,
Ox

et pour tout ouvert affine U muni de coordonnées locales, un homomor-
phisme d'anneaux

B(S)S(eO^)(U) ^ gr.A{U) -^ gr.S(U).

Sur un tel ouvert, un élément de gr^A(L() s'écrit comme somme d'éléments
aPi... Pt où Pi est la classe dans gi^A(L() d'un élément Pi de ^(Ayj tels

t
que ^ ri = n. En décomposant chaque Pi comme combinaison linéaire à

i=l
coefficients dans B des images par l des générateurs de A^ et en utilisant
la commutativité de gr^A(U), on voit que gr^A(U) est dans l'image de À^.
L'homomorphisme A est donc surjectif au niveau des germes, et est donc
surjectif.
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Ce morphisme n'est pas gradué si l'on considère la graduation usuelle
de l'algèbre symétrique. Soit S(O^) l'algèbre graduée dont l'algèbre sous-
jacente est l'algèbre symétrique S((9jy) et dont la graduation est la gradua-
tion d'algèbre définie par le fait que Tij est de degré i pour tout i ^ p^ et
j ^ s. On a alors l'énoncé voulu avec cette algèbre.

PROPOSITION 3.2.2.2. — (i) Les faisceaux ̂ ^ sont des B^^-
modules cohérents.

(ii) Le faisceau £^ est à sections noethériennes sur les ouverts
affines.

(iii) Les faisceaux £^n ' / sont des faisceaux d^ anneaux cohérents à
sections noethériennes sur les ouverts affines.

(iv) Le faisceau £^ ' ' est un faisceau cohérent à sections noethé-
riennes sur les ouverts affines.

Démonstration. — Par définition, on a des suites exactes de faisceaux

0 -^ fn-l -> £n -> gr^ -^ 0.

L'algèbre gr,f est cohérente sur l'algèbre 23(8)8(0^), dont les composantes
homogènes sont des 23-modules cohérents. En particulier, les modules gr^f
sont des ^-modules cohérents. Par récurrence à partir de £o ^ B, on voit
que les modules £n sont des faisceaux de 23-modules cohérents. Ceci montre
(i). En particulier, les faisceaux £n sont acycliques sur les ouverts affines et
le gradué gr^£(U) s'identifie aux sections sur U du faisceau gradué gr,f.
L'algèbre commutative gr^£(U) est un quotient de l'algèbre de polynômes
à coefficients dans B(U) : B(U) 0 S(O^). Comme B(U) est un anneau
noethérien, cette algèbre est noethérienne et donc aussi l'algèbre graduée
gr,f(Z^). La noethérianité à gauche et à droite de l'algèbre £(U) en résulte
(10 II 5.3 de [6]). En outre, le faisceau £ est acyclique sur les ouverts affines,
puisque c'est le cas des faisceaux £n, qui forment une filtration croissante
et exhaustive de <?, et que, sur le schéma formel X qui est un espace
topologique noethérien, la cohomologie commute à la limite inductive.

Le faisceau £ est sans p-torsion car c'est un sous-faisceau de B^Vy .
Si U est un ouvert affine de X et Ui l'ouvert obtenu par changement de
base sur Xi, on a des suites exactes courtes

0 -^ £(U) ̂  £(U) -^ £x, {U,) -. 0.

Il s'ensuit que les algèbres £xi(Ui) sont noethériennes à gauche et à
droite. En outre, les faisceaux 8x1 sont des Oxi -modules quasi-cohérents,
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comme limite inductive des faisceaux Sn/^Sn qui sont quasi-cohérents.
Tout ceci montre qu'ils sont en fait cohérents (3.1.3 de [4]).

La cohérence des faisceaux 8 se déduira du fait que les hypothèses
a et b de 3.3.3 de [4] sont vérifiées. Le faisceau S est limite inductive de
23-modules cohérents Sn tels que £n = limfn/TT^. En outre, nous venons

i
de voir que l'anneau F(U^ £) est noethérien à droite et à gauche pour tout
ouvert affine U. Les conclusions de 3.3.3. de [4] s'appliquent donc dans
notre situation et le faisceau £ est cohérent à gauche et à droite. Nous en
déduisons aussi des théorèmes A (3.3.9 de [4]) et B (3.3.11 de [4]). Comme
corollaire, nous utiliserons dans la suite que si M est un £ -module cohérent,
le sous-Z-module de torsion de M. est lui aussi cohérent et est de torsion
finie.

4. Propriétés cohomologiques des £^0-modules
cohérents.

Reprenons les hypothèses de 3.2.1 et commençons par étudier la
situation à un niveau fini et à donner quelques propriétés.

4.1. Étude de la situation à un niveau fini.

Notons C le faisceau de 6^-algèbres B^^ (g) S(O^).
Ox

LEMME 4.1.1. — Le faisceau C est un faisceau de (9^-aJg-èbres qui est
cohérent et a sections noethériennes sur les ouverts affines.

Démonstration. — II résulte de la cohérence des faisceaux B que,
si V est un ouvert affine inclus dans un autre ouvert affine U, B(V) est
une 23(M)-algèbre plate. Si M. est un C(^)-module, le produit tensoriel
C(V) 0 M s'identifie à B(V) (g) M et C(V) est un C(^)-module plat. En

CW B(U)
outre, l'algèbre C{U) est isomorphe à l'algèbre de polynômes B(Z^)[T^j], qui
est noethérienne par noethérianité de B(U). Tout ceci montre la cohérence
de C (3.1.1 de [4]).

Soit C un faisceau de 0^-algèbres graduées, Ck ses composantes
homogènes. Si M. = (B-Mfe est un C-module gradué, le module M(r) est
gradué par M.(r) = ©./Mfc(r). Si i est un entier relatif, M[i} est le module
gradué défini par (A^[î])fc = Mk^-i'
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LEMME 4.1.2. — Si M est un C-module gradué et cohérent, il existe
des entiers relatifs 7-1, . . . , r^, des entiers s - ^ , . . . , SN et pour tout 1 < i ̂  7V,
des Si-uplets (a\,..., û^), tels que Pon ait une résolution

'€ CÇ-rN)^] -^ . . . . . . -^ ^ C(-n)[a1] -> M -^ 0.
j=î j=i J

Démonstration. — Rappelons d'abord qu'un 23-module cohérent est
un quotient d'un certain B(-rY pour certains entiers a et r (A.6 de [10]).
Les composantes homogènes de C sont des jB-modules cohérents. Si M. un
C-module cohérent gradué, les composantes homogènes de M. sont donc
des B-modules cohérents. Ainsi le module M. est limite inductive de sous-
modules 0-cohérents. Comme X est quasi-compact et C est noethérienne,
on peut donc trouver une surjection : C<S)£ —^ M —> 0, où £ est un B-

B
module cohérent. En écrivant que £ est un quotient de ^(—r)^ on construit
ainsi une surjection CÇ-r)0' —> M —^ 0. On construit facilement à partir de
là une surjection graduée C C(-r)[ai] —> M —^ 0 (2.3.3 de [10]). Le reste

î==l

de l'argument est identique à 2.3.4 et 2.3.5 de [10].

LEMME 4.1.3. — Si M. est un C-module cohérent, il existe un entier
r ç. Z tel que

VÂ^l, V^r, H^.MOO^O.

Démonstration. — Notons d'abord que cet énoncé d'acyclicité est
vrai pour les ^-modules cohérents. Il existe un entier 7-0 tel que pour tout
entier r supérieur à ro, les groupes H^^^r)) soient nuls. Donnons-nous
une résolution graduée de M. comme dans le lemme précédent. En passant
aux composantes homogènes, on obtient une résolution des Mk par les
^fc+a^"^)' Soit r un entier supérieur à max{r^ + ro}i^7v. Le module
M(r) est alors résolu par des C-modules gradués dont les composantes
homogènes sont des sommes directes finies de modules du type B{r + r^),
qui sont acycliques. Finalement, le module M(r) admet une résolution de
longueur N par des 23-module acycliques et est donc acyclique.

La surjection C -^ gr,^^) fait de gr.f^'771) un C-module cohérent
gradué auquel on peut appliquer le lemme. Pour énoncer la proposition
suivante, on fixe un entier p ^ 7-0 tel que pour tout k ^ 1 et tout r ^ p, les
groupes H^.V.gr.f^^r)) soient nuls.



932 CHRISTINE HUYGHE

PROPOSITION 4.1.4. — (i) Vr ^ p, W, VA; ^ 1, H^fj^'^r)) = 0.

(ii) Si .M est un £^ ' ' - m o d u l e cohérent, le module M.(r) est
âcyclique pour r assez grand.

Démonstration. — Commençons par (i) et considérons un entier r ^ p
et les suites exactes courtes

0 -^ £n(r) -^ £n+lM -^ grn+l<?M -> 0.

D'après l'app>endice de P. Berthelot à [10], le module £o(r) ^ B(r) est
âcyclique. D'après le lemme précédent, les modules gr^£(r) sont acycliques.
En passant à la longue suite de cohomologie et en raisonnant par récurrence
sur n, on voit que fn(r) est âcyclique pour tout entier n. Comme l'espace
topologique X est noethérien, la cohomologie commute à la limite inductive
et pour tout entier k,

H f c(^f(r))=limH f c(^^(r)).
n

Ceci montre finalement que £(r) est âcyclique.

Comme £ est sans torsion, il existe des suites exactes courtes

0 ̂  e(r) ̂  £(r) -^ 7A (r) ̂  0.

En passant à la longue suite exacte de cohomologie, on voit que les faisceaux
£xi M sont acycliques.

Montrons (ii). Sur le schéma Xi, M. est limite inductive de ses sous-
0^-modules cohérents. D'après (iii) de 3.2.2.2, il existe un module £xi~
cohérent F et une surjection ^.linéaire £x 0 F —> M.. D'autre part, il

Ox,

existe des entiers a et r et une surjection Ox^—r)0' —^ F. De proche en
proche, on peut ainsi construire une résolution de longueur N de M.

SxA-rN)^ -^ ... ̂  W-rir1 -^ M-. 0.

En particulier si r ^ max{p + 7^}^v, le module M. admet une résolution
de longueur N par des modules acycliques et est âcyclique.

4.2. Passage aux complétés.

PROPOSITION 4.2.1. — (i) Si M est un E^''m}-module cohérent, il
existe des entiers r et a et une surjection £^ ' ' - l i n é a i r e (f(m/ 'm) (—r) ) —^
M -^0.
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(ii) II existe un entier r tel que Vs ^ r, VA; ^ 1, H^^.A^)) = 0.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition précédente, la
démonstration de (i) est identique à celle de 3.3 de [10], S jouant le rôle de
-p(m)^

Pour r ^ p, les conditions de Mittag-Leffler sont trivialement vérifiées
par les groupes H^^é^r)) pour tout entier k. On en déduit que, pour
tout /c,

îîk^^(r))=\ïmïik^^x,(r)).
i

En particulier, les modules <?(r) sont acycliques pour tout r ^ p.
D'après le (i), il existe une résolution de longueur N de M.

SÇ-VN)^ ^ ... ̂  ̂ (-ri)01 -^ M -^ 0.

Ainsi, si r ^ max{p+r^}^^v, le module M. admet une résolution de longueur
N par des modules acycliques et est acy clique.

--̂ y / \

COROLLAIRE 4.2.2. — Si M. est un £\ o '-module cohérent,

(i) les groupes H^A^, M) sont nuls pour tout k ^ 1,

(ii) M. admet une résolution libre de rang fini sur ê^Q .

Démonstration. — Soit r un entier tel que le module M(r) soit
acyclique. Le noyau et le conoyau de l'application B' -^ B ' (r) sont
à support dans le diviseur Z et sont donc de p-torsion finie car ce sont

^Y ^\ "̂̂des B ' -modules cohérents. En étendant les scalaires à BQ, on trouve
finalement un isomorphisme

BQ^QM.

En identifiant M.(r) à M. (g) 6q(r), on voit que cette application induit
SQ

un isomorphisme £ -linéaire M. ̂  M(r). En particulier, le module M est
acyclique.

Montrons (ii). Il existe un f-module cohérent J\f tel que M. c^ J\f (g) K.
Donnons-nous une résolution de Af comme dans la démonstration de 4.2.1.
On trouve alors une résolution libre de rang fini de M en tensorisant
cette résolution par K et en identifiant £Q(—r) à EQ via Pisomorphisme
BQ(-r)^0Q.
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Soit E^ 'm) = r^.^^Q') (noté Î?Q dans les démonstrations), et ^
le fondeur qui à un E ' -module de présentation finie M associe le
faisceau associé au préfaisceau U i—^ S ^ o 1 0 M. Le faisceau y?(M)

'T^(m' ,m)E^ )m)

est un £^Q'-module cohérent.

PROPOSITION 4.2.3. — (i) L'algèbre Ê^/5m) est cohérente.

(ii) Les fondeurs (p et Y induisent une équivalence de catégories
entre les E ' ' îm -modules cohérents et les S ^ o 1 -modules cohérents.

Démonstration. — Commençons par montrer que les fonceurs y et
F induisent une équivalence de catégories entre la catégorie des E ' ' / -

^Y / ^modules de présentation finie et celle des £\ Q '-modules cohérents.

Si M. est un ^q-module cohérent, M. admet une résolution libre de
rang finie à deux termes

£_i -^ CQ -^ M -^ 0,

où C-i c^ <?Q" pour un certain ai et i G {0,1}. Par acyclicité de F, on obtient
une résolution de Y{X^M) en passant aux sections globales. Comme le
module F^,/^) est isomorphe à un E^^ ceci est une présentation de
r^,.^), qui est donc un £'Q-module de présentation finie. Le fondeur F
est donc à valeurs dans la catégorie des i^Q-modules de présentation finie.

Si M et M. sont respectivement un EQ -module cohérent et un SQ-
module cohérent, il existe des isomorphismes canoniques M —> F o y? (M)
et (p o r^A^f) —-> M. qui sont trivialement des isomorphismes si M et M.
sont des modules libres de rang fini. Avec les notations précédentes, on a
un diagramme dont les lignes sont exactes et dont deux colonnes de gauche
sont des isomorphismes

^or(^,r-i) ^ ^or(<y,£o) ^ ^oï{x,M) -^ o
l l l

£-1 -^ A) -^ M - ^ 0 .

On en déduit que la dernière flèche est un isomorphisme.

Réciproquement, partons d'une présentation de M par des modules
libres de rang fini L_i —> LQ —> M —> 0, où L-i ^ E^. Toujours par
exactitude de F, on a un diagramme dont les lignes sont exactes et dont les
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deux premières colonnes sont des isomorphismes

L-i -> Lo -^ M -^ 0
l 1 [

ro^(L-i) -> ro^(Lo) -^ roy(M) -^ o.
Il en résulte que la dernière flèche verticale est un isomorphisme.

La cohérence de EQ se montre à partir de cette équivalence et de la
cohérence de SQ comme le corollaire 5.2.2 de [10].

5. Démonstration du théorème principal.

Soit e l'indice de ramification de V. D'après le critère d'Eisen-
stein, le polynôme X^ - TT est irréductible dans V[X}. L'anneau V^ =
V[X]/(XP — 7r) est intègre et est un anneau de valuation discrète complet
d'inégales caractéristiques (0,p) , de corps des fractions E^ et d'indice de
ramification pke. On notera TI-A; la classe de X modulo X^ - p : c'est une
uniformisante de V^ et la topologie Tr^-adique coïncide avec la topologie
p-adique. Si l ^ fc, il existe une injection canonique ik i '. V^ —^ V^ définie^ _ fç '
par : ik,i(7Tk) = Trf et qui fait de V^ un V^-module libre de type fini.

Notons maintenant A == lim V^, et définissons
~?

P'-I
Nk= © VTT^

n==l

un sous Y-module de V^. Les Njç forment un système inductif gradué et
on pose N = limA^;. Il est clair que la somme V + N est égale à A. En

~?
outre, l'intersection VÇ}N est égale à lïmÇVÇ^Nk) et est nulle. Comme

~?
V-module, A se décompose donc A ^ V Œ> N. En particulier, A est un
V-module fidèlement plat.

Soient S = SpfV, S^ = SpîV^\ S = SpecA et Si = SpecY/^y.
Pour l ^ A;, on dispose de morphismes d'espaces annelés :

E^S^-^S^-.S.

Introduisons en outre un schéma formel X lisse et projectif sur <S,
muni d'un diviseur relatif et ample Z (nous emploierons les notations
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de 1.1). Définissons ^{k) = X x^ «S^, fk les premières projections :
X^ -> X et pour l ^ k, fi^ : X^ -^ ^(A;). En particulier X^ s'identifie
canoniquement à X. Nous noterons encore : X = X Xg S, le produit fibre
étant pris dans la catégorie des espaces annelés, / la première projection :
X —>• X et (pk ks deuxièmes projections : X —>• X^.

x^x^^x^^x.

Les schémas formels ̂ ^ sont lisses sur S^ et nous introduisons les
coefficients B'^) amsl çi^ les faisceaux d'opérateurs différentiels V^ =
/D^ ^m)(-) = B^^Vy ^,Q(oo) = limP^^oo) ̂ K sur ̂  et, sur

^rt

les schémas XW, les faisceaux V^ = V^^w. W^V^ pour m'

convenable, ainsi que les faisceaux î^D^ (oo) et leur complété p-adique
r*/F)("T')/ \
Jfc^ \OQ}'

Rappelons que d'après la propriété de changement de base énoncée
en 2.2.2 de [4], il existe des isomorphismes d'anneaux canoniques î^^ ^
î^\ \ ces isomorphismes provenant d'isomorphismes entre les faisceaux
d'opérateurs d'ordre inférieur ou égal à n : î^^ ^ î^^n-

Remarquons d'autre part que les faisceaux f^V^\ resp. /*'D^^)(oo),
resp. /*P^Q(oo) s'identifient aux faisceaux /-^yW^P^), resp. /-1

(A^P^oo)), resp. /-'(A^P^Q^)).

5.1. Cohérence de A^P^ n((x>).v ^^v /

Remarque. — II existe un isomorphîsme d'anneaux canonique :
r^771) ^ f*75(^) /,.p^ /•*^(m)fS<n(m) ( \ ̂  f*^771)/ ^^
^(fe) — JA;^ ^esp. Jfc^ ÇâU^^)\00) ̂  îk^X \00))'

Démonstration. — Les faisceaux y^1) 0 P^(oo) sont p-adique-
V(fc)

ment complets car y^1) est isomorphe à une somme directe d'un nombre
fini de copies de V^\ II s'ensuit que les faisceaux /^P^^oo) sont complets.
On obtient l'isomorphisme cherché en passant aux complétés dans les
isomorphismes /^m) 0 P^) ^ /^P^oc).

PROPOSITION 5.1.1. — Le faisceau /*PJ^Q(oo) ^ limV^) ^P^Q(oo)
A;,m

est un faisceau d'anneaux cohérent.
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Démonstration. — Le faisceau /^P^(oo) est le complété p-adique
du faisceau d'anneaux ./^P^^oo). Ce faisceau est filtré par l'ordre des
opérateurs différentiels et le gradué associé à cette filtration s'identifie,
par platitude de fk, à /^gr.P^oo). En particulier, si U est un ouvert
affine de X, ̂ gr.P^oo)^) est une f^^ÇU) algèbre de type fini, donc
noethérienne. Il en résulte que le faisceau /^^(oo) vérifie les conditions
a et b de 3.3.3 de [4]. Le faisceau f^î)^\oo) est donc cohérent à gauche
d'après la proposition 3.3.4 de [4].

Si M est un V^ (g) P^ (oo)-module à gauche, le module V^^ (g) M
v vw

s'identifie à (V^+1) ^ P^oo)) 0 M. Comme ^+1) est un
VW^'D^^oo)

V^-module plat, le faisceau d'anneaux V^+1) (gîPJ^oo) est plat à droite
sur V^ ^P^oc). Ainsi le faisceau ̂ i/^iP^00) est P^t à droite et
à gauche sur ^V^P^(oo). Le même raisonnement donne la platitude à
gauche. Comme ces faisceaux sont cohérents, on voit par passage à la limite
inductive sur k, que les faisceaux f*V^\oc) sont des faisceaux d'anneaux
cohérents à gauche.

Si M est un A (g) P ^ 7 (oo) -module à gauche, le produit tensoriel
(A (g) P^1^00)) ^ M s'identifie à A^P^^oo) (g) M. Il

A0P^(oo) V ^(oo)

résulte alors du théorème de platitude à gauche et à droite de P^o1^00)
sur P^Q(oo) (3.5.3 de [4]), que les faisceaux d'anneaux A^P^^oo) sont
plats à gauche et à droite sur A (g) P^Q(oo). Les faisceaux ^P^q^oo)
sont donc plats à gauche et à droite sur /*P^Q(oo). Comme ces faisceaux
sont cohérents, cela montre que le faisceau /*P^Q(oo) = lim/*P^Q(oo)

m
est un faisceau d'anneaux cohérent.

5.2. Une autre filtration du faisceau /*PJ^ 0(00).

Nous construisons dans cette partie une filtration d'anneaux du fais-
ceau /*P^q(oo) à partir des faisceaux S^^ introduits précédemment.

Comme les f^^^-modules cohérents sont cohomologiquement triviaux
sur X^\ nous en déduirons un résultat analogue pour les /*P^o(°°)~
modules cohérents et finalement pour les PJ^ o(oo)-modules cohérents.
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Nous déduirons de même de cette filtration qu'il existe une équivalence de
catégories entre les V\, Q(oo)-modules cohérents et leurs sections globales.

LEMME 5.2.1. — Soient k,l,m des entiers fixés.

fi) II existe un homomorphisme d'anneaux canonique et injectif
f* ^(m) _. ^(m)
Jk-^l.k'-'XW t ' ^ ' ( k + l ) '

(ii) II existe un homomorphisme d'anneaux canonique et injectif
rvi. ; • f* ^m^ _. ^(m)Uk,l,m ' Jk-^l.k'^xW ^(fc+O •

(iii) II existe une application 0^(k+i) -linéaire injective Pk,i,'m : B ' + I )
—>> ft+i^x^) et un entler c te^ Q"6 ^a composée f3k,i,m °^k,i,m soit égale
à pc fois l'identité.

On dispose d'applications analogues en passant aux complétés.

Démonstration. — II suffit de montrer le lemme dans le cas où l = 1.
Plaçons-nous sur un ouvert U de X tel que Z soit donné sur U par l'équation
/ = 0. L'ouvert obtenu par changement de base sur les X^ sera aussi
noté U. On a alors les égalités suivantes :

J l̂A^) W = o^k•^ [T!] /(^m+lT! - ̂ ) -

f^B^\U) = 0^, [Ta] /(/^Ts - TT,) ,

B^{U) = Ow)™/^^ - Tr.+i).

Montrons (i). Définissons 7^ : 0^k+i)[T^} -^ B^^{U) par 7^(Ti) =
^+^2- Comp>te tenu de la relation TT^ = TT^, on voit que ^u passe au
quotient en un homomorphisme d'anneaux /^j_i j ç B ' ^ L i ) —>• B'^{U)^
toujours noté 7^. De plus, il est facile de vérifier que ces applications 7^ se
recollent à l'aide des homomorphismes pg définis en (ii) de 2.2 pour donner
un homomorphisme d'anneaux comme cherché. L'injectivité découle du fait
que les deux faisceaux f^^^B'^^ et B'^^ sont des sous-faisceaux de
(9^(fc+i)[l//] d'après 4.3.3 de [4] et que l'application considérée est induite
par l'identité de 0^(fc+i)[l//].

On définit ensuite au : f^kB^\U) -^ B^^U) par a(T^ =
T^. On vérifie facilement que ces homomorphismes se recollent pour donner
un homorphisme de faisceaux Q'fc,fc+i,m '- fî+i,kB^(î) —)> B^^i^ q111 est

injectif pour la même raison que précédemment.

On définit ensuite une application f3^ : B^l^ (U) -^ f^k^^W
<S)K, en envoyant T^ sur Trfc+iTr^1/^1^"1^. Observons que (3n(T^) est
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égal à ̂ (fP^T^P-1^ et est donc égal à Ta. En particulier, /^(2?)
est un élément de /^i^^1^). Soit n un entier naturel que l'on
décompose n = pq 4- r avec r < p. L'élément l3y(T^) est alors égal à
(/^(î?))9/^^)- On voit ainsi que ̂ W^wW) est à valeurs dans
f^i^^^W' Posons finalement (3k,k+i,m,u = P^"1/^ qui est à va-
leurs dans /jî+i^fî^)1^). On voit facilement que /3fc,fc+i,m,^ est injective.
D'autre part, sur U, la relation 0k,k+i,m,u ° o;fc,A;+i,m = P0^ est vérifiée.
Cela permet de recoller les applications /3fc,/c+i,z,^ en un homomorphisme
0^(k+i) -linéaire ayant les propriétés souhaitées.

Soit ^' l'ensemble des triplets d'entiers (772', 772, A;) tels que (772', 772)
satisfont la condition 3.1.1 sur X^. On ordonne f2' comme suit :

(7722, m2,0 >: (772'i,772i,Â;) si et seulement si m^ ^ 777-2, m[ ^ 7721, l ^ k.

LEMME 5.2.2. — Soient (7723,777,2, l) >: (m[, 777,1, k) des triplets d'éléments
de ^/. On dispose d'homomorphismes d'anneaux canoniques injectifs

/,\ r* C^'l^l) , . c(m2»m2)
\1) Jl,k^XW ^XW '

(\\\ r* ^m^mi) ^m^mz)
Y11^ Jl^xW ^XW

Démonstration. - Notons P^oo) = ̂ ) ̂  P \̂ P^oo) =

B^^V^, Ak et ̂  les sous-préfaisceaux de V^(oc) et de P^^oo)
respectivement, construits à partir de (7774,7721) sur ^(/c) et de (7722,7722)
sur X^ comme en 3.1.2. D'après le lemme précédent, on dispose d'ho-
momorphismes canoniques f^ê^^ —^ ^%)} ' De plus, les faisceaux
îfk^xwn sîidentifient aux faisceaux P^1) ,̂ d'où des flèches injectives

ffk^xw n ̂  ^w n et ^â-lement des homomorphismes d'anneaux

^(^),p^Joo))^^(^(z),p^

Soient ^ = Tr^2, ^ = ^^2, U un ouvert de X^\ V un ouvert de
XW contenant P^)(oo)(V') ^ P^^oo)^). La sous-ê^^ (^)-algèbre
de V^\oo)(U) engendrée par les ^n^(^(z),P^)(oo)) pour n ^ p^
contient la sous py ^^^(VQValgèbre engendrée par les ^\n (r(^^),

P^) (oo))) pour 72 ^ p1711. On en déduit, pour tout ouvert V contenant
fi,k{n)-> des flèches canoniques Ak(V) —^ Ai(U)^ et des homorphismes
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fi~k^k(U) —^ Ai(U). En passant aux faisceaux associés et en étendant
les scalaires, on en déduit des homomorphismes /f^j^'7710 -^ S^^.

Par platitude de /^, le faisceau /^j^V^ est un sous-faisceau de
ft^^h00)' L'injectivité de la flèche (i) se déduit donc de Pinjectivité de
la flèche : /^^(oc) -. 2^(00).

La flèche (ii) s'obtient en passant aux complétés puisque le faisceau
d'anneaux /^ê^V771^ est complet.

Soient maintenant K = [logp(7v + 2)] + 1, (où [x] désigne la partie
entière d'un réel x), Vrn = m+K et Um une suite croissante d'entiers naturels
telle que (um,m,Vm) soit dans ^ pour tout entier m. On note 8^ le
faisceau d'anneaux ̂ ^m), ̂ (m) son complété j9-adique et f3rn l'application
A),^,^ : S^l) ̂  /^^w) donnée par le (iii) du lemme 5.2.1. Il existe
un entier c tel que f3m o ^o,vm,um soit égal à j/^d.

L'application {3m induit une application

^nm) (^T)^ <-^ /'* ^um) (^T)^\
^(^m) (û) ^X(vm) ̂  Jvm [uX ^^X ) ^

qui est injective car les faisceaux T)^^ sont plats sur Q^(^). Si on passe
aux complétés p-adiques, que l'on tensorise par K, et que l'on applique
(^1, on obtient une application e'm- Posons Cm = P^e'm : ceci définit un
homomorphisme injectif de faisceaux: d'anneaux

-l^(m) i ^ (n^}^^^ ( \\
^Vm^Q ^^Vm'fvrn^X ^^X^00))'

En passant à la limite inductive, on trouve un homomorphisme de
faisceaux d'anneaux injectif e : \lm(p^£^n} ^-» /*P^ 0(00).

~nî

PROPOSITION 5.2.3. — L'homomorphisme de faisceaux d'anneaux e :
lim^^ê^7 c-^ /*^)^,Q(00) est un isomorphisme.
rn

Démonstration. — II suffit de montrer la surjectivité. Pour cela,
nous construisons des applications 6,n : ̂ /^^^(œ) -^ ^+2fQm+2)'
telles que la composée £m-}-2 ° Sm soit égale à l'inclusion canonique de
^/A-^œ) dans ̂ /^^(oo).

Soit U un ouvert affine de X muni de coordonnées locales x\,..., XN.
Nous reprenons les notations de 1.1 pour les opérateurs différentiels de
niveau m et nous notons m' = 1 .̂4.2. L'ouvert obtenu par changement
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de base sur les X^ sera toujours noté U. Notons ^4-2 = ^N^2 ' Par
hypothèse,

_ ^m+2^ ^^^-N-2)-!
y ~ S^;_lo7^Vm+27^V^-Lo ?^rr^'^rr^71^^

et l'exposant p77^^ _ ̂  _ 2) - 1 est positif. D'autre part, pour tout kz ^
p^2, l'élément TT^Q^^ est dans ̂ Z^)t^(^(A'('m+2)^A^) ̂
^(m+2) x
^^(m+2)^J-

^ Q<^)(m+2) l̂ m') ,.. x
7^Vm+2S^;^+2a^ e ^(^m+2) H^J-

Finalement, pour tout ^ ^ p7714'2, on a l'inclusion

^)(m+2) çf(m+2)^^

Observons maintenant que d'après 2.2.5 de [4], tout opérateur ô^c77^)
est produit d'au plus [l^l/p77^2] + N opérateurs d'ordre ^ j/^2. On voit
finalement que pour tout k e N^, on a l'inclusion

païAii/p^2^)^)^^) ç ^^(UY

Rappelons l'égalité
(m),

g{k}(m) _ qk ' g(k}^^
- ~ q^-

Notons enfin
(m+2),

A^œ^^^^/^2]^)'-^).
V. !

D'après les inégalités rappelées en 1.2, un majorant de A(k) est

(^ ̂ ) ̂  ,̂  - ̂  ^ ̂ (i*i.» ̂ .
soit encore

^+mog,(\k\+i)+c,

C étant une constante. La fonction Am(k) est donc majorée pour tous k
par une constante c. On vient ainsi de montrer qu'il existe un entier c tel
que, pour tous fc, l'élément pc9^w ç^t dans é^^2). Rappelons de plus
que le faisceau fv^^^mf^^ est un sous-faisceau de B^^^ d'après le
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lemme 5.2.1. On en déduit une application canonique : P0/^^ mîm^^x ^
P^)^) -> E^^ÇU). Si l'on recouvre X par un nombre fini d'ouverts
affines munis de coordonnées locales, on peut en fait choisir c assez grand
pour que l'on ait une application naturelle 6m

c f-l <•* (ff<rn) ^(mK ^(m+2)
P Jvm+2,mJm\UX w ^X ) —> c

En passant aux complétés, en tensorisant par K et en appliquant yç^ ^,
on obtient une application 6m- Posons finalement 6m = p~c6fm' L'homo-
morphisme 6 m, est alors un homomorphisme de faisceaux d'anneaux

.--1 f* /n(în) / \ _, ,.-1 ^rr^)
^m Jm^^l00) -^ ^m+2^Q

Sur un ouvert M du recouvrement considéré de X^ on voit que, par
construction,

n^\

Crn^oW^) = -^^>(^).

On en conclut que la composée Ê'm+2 ° 6m est égale à l'inclusion canonique
de ^Vm%Q(00) dans ̂ +2^+2<p%2)(oo) et ^^ l'homomorphisme e
est surjectif.

5.3. PJ^ Q(oo)-affinité des schémas projectifs.

Nous noterons ^rn} les faisceaux d'anneaux (/^f^, D^Q(oo) =
r(/y,P^ q(oo)) et, dans les démonstrations, D = D^ ̂ (oo), P = ̂ ^(oo).
Commençons par quelques lemmes classiques.

LEMME 5.3.1. — Si M. est un /*T>^ Q(oo)-module cohérent, il existe

un F^-module cohérent M^ tel que l'on ait un isomorphisme

M^rv^^oc) 0 ^(m).
^(m)

LEMME 5.3.2. — Soient C une V-algèbre, D une V-algèbre qui est
un C-module à droite fidèlement plat. Si D est une algèbre cohérente à
gauche, alors C est aussi cohérente à gauche et un C-module à gauche M
est cohérent si et seulement si D 0 M est un D-module à gauche cohérent.

c
Démonstration. — Ce lemme résulte du fait qu'un (7-module à gauche

M est de type fini si et seulement si D 0 M est un P-module à gauche de
c
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type fini. En effet, supposons que DÇ^M soit un J9-module de type fini
o

engendré par les éléments (z^)i^r- Décomposons, pour tout 1 < i < r,
n

Ui = ̂  d -̂ (g) m^j, où c^j e .D et rriij e M.
j=i

Considérons l'application C-linéaire à gauche À

C^ -^ M
C^ ^ ^ Tf^i j •

L'application D-linéaire 1 (g) À déduite par extension des scalaires est
surjective, ce qui implique, par fidèle platitude de D^ que A est surjective
et donc que M est de type fini.

Si M est un D\^{oo) -module de présentation finie, on note y (M)
le faisceau associé au préfaisceau U i—^ ^JvçJooX^) ^ M^ qui est

^.Q^)

un PJ^Q-module cohérent. L'anneau r(^,A (g) î)]^ oÇ00)) s'identifie à
A 0 D\ ̂ (oo) par platitude de A sur Y. On notera '0 le foncteur analogue

à (p pour les A (g) jDJ^ o(oo)-modules cohérents et qui est à valeurs dans la
catégorie des /*î)j^ Q(oo)-modules cohérents.

THÉORÈME 5.3.3. — Soit X un schéma formel projectif muni d^un
diviseur ample. On a alors les propriétés suivantes :

(i) Si M est un V^ç^(oo)-module cohérent, ̂ {X.M) = 0 pour
tout entier k > 0,

(ii) Je module M admet une résolution libre de rang fini sur X.

(iii) L'anneau D\ ̂ q(oo) est cohérent et les fondeurs (p et F indui-
sent une équivalence de catégories naturelle entre les D^ çJoo)-modules
cohérents et les T>]^ 0(00)-modules cohérents. En outre ces deux fondeurs
sont exacts.

Démonstration. — Commençons par montrer le même énoncé pour
les /*P-modules cohérents et les A (g) D-modules cohérents. Si M est un

v
/*P-module cohérent, il existe un entier m et un .rô^-module cohérent
A^^ tel que

M ̂  lim .FQ^ (g) M^.
m r̂t ^(m)
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Par passage à la limite inductive à partir de (i) de 4.2.2, on voit que M.
est acyclique. En partant d'une résolution à deux termes de M^ ((ii)
de 4.2.2), en étendant les scalaires à /*P, on obtient une résolution à deux
termes de M. En itérant le procédé on trouve une résolution libre de rang
fini de M. Le (iii) se montre alors comme 4.2.3 et A<S>D est une algèbre
cohérente. En particulier, on déduit du lemme 5.3.2 que D est une V-
algèbre cohérente. Si M est un jD-module de présentation finie, il existe un
isomorphisme canonique

(A (g)/-1?) 0 (A (g) M) ^ (A (g)/-1?) (g) M,
V A<g)D V V D

v

soit encore un isomorphisme canonique

^(A(g)M)^/*^(M).

En outre, il découle du théorème de changement de base pour les mor-
phismes plats qu'il existe des isomorphismes canoniques pour tout entier k
et tout O^v-module T

H^J^^A^H^.JF).

Appliquons cette propriété au cas où M. est un P-module cohérent :
f*A4 est un /""D-module cohérent et d'après ce qui précède, les groupes
H^^,/*.^) sont nuls pour tout k ^ 1. Par fidèle platitude de A sur Y,
cela entraîne que les groupes H^^.M) sont nuls pour tout k > 1.

Si M est un P-module de présentation finie, il existe un homomor-
phisme canonique M °^Y o y?(M). Le module A (g) F o (p(M) s'identifie à

r(/y,/*^(M)) et donc à r(<y,-0(A 0 M)) et l'homomorphisme 1 0 a :
A (g) M —> ^(A 0 M) n'est autre que l'homomorphisme canonique corres-
pondant à ^. Cet homomorphisme est un isomorphisme de sorte que a est
un isomorphisme.

Si M est un P-module cohérent, le module T(X^f*M) s'identifie à
A<S>r(^,M) et est un A (g) 2^-module cohérent. Il découle du lemme 5.3.2,

v v
que Y{X,M) est un D-module cohérent. Notons (3 l'homomorphisme ca-
nonique ^ o r(/y,.M) —^ M. L'homomorphisme 1 (g) /? obtenu en éten-
dant les scalaires de Y à A s'identifie à l'homomorphisme canonique
^ o r^,/*.^) —> /*.M, qui est un isomorphisme. Ceci entraîne que f3
est un isomorphisme.
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Le fbncteur (p s'étend naturellement en un foncteur toujours noté ^p
de ^coh^îv^00)) V€TS ^cohC^Jv^00))' par dévissage, on en déduit le
théorème suivant.

THEOREME 5.3.4. — Avec les hypothèses du théorème précédent,
les fondeurs <p et RJT induisent une équivalence de catégories entre
^coh^QM) ̂  ̂ coh(^,Q(-))-

Remarque. — On peut aussi déduire de cette équivalence de catégories
certaines propriétés algébriques de l'anneau .D^ 0(00). Ainsi, en procédant
comme en 5.2.5 de [10], on montre que, si V est un ouvert affine de X, le
module ^^(oo)^) est un D^ o(oo)-module à droite plat.

De plus, la démonstration du théorème principal s'adapte de façon
évidente au cas des modules à droite et tous les énoncés précédents sont
aussi vrais pour les modules à droite.

5.4. Enoncé du théorème principal dans le cas relatif.

Le fait que la base soit de dimension relative 0 sur SpfV n'intervient
pas dans les démonstrations. Supposons que S soit un Y-schéma formel,
que X soit un schéma relativement projectif, et lisse sur S. Il existe alors
un diagramme commutatif

X ^ P^
f
\ l •

<S

Notons ^ / i , . . . , 2 / j v les coordonnées projectives sur P^ et supposons que
le diviseur sur X^ à partir duquel on construit le faisceau à pôles sur-
convergents 2^/5 qCoo), soit donné par l'équation yo = 0. Notons (p le
fondeur qui, à un / ^ P ' ^ Q(oo)-module de présentation finie M, asso-
cie ̂ \IQ 0(00) ^ M. La même démonstration que précédemment

f^/S,Q^

fournit alors le théorème suivant.

THEOREME 5.4.1. — (i) Si M est un V^ ,g ^(oo)-module cohérent,
l^f^M. = 0 pour tout entier k > 0,

(ii) Je module M. admet une résolution libre de rang fini sur X.

(in) Le faisceau d'anneaux f^\ ,g çJ00) Gst cohérent et les fonc-
teurs y et f induisent une équivalence de catégories naturelle entre les



946 CHRISTINE HUYGHE

f^x/s Q(oo)"^2od"^ cohérents et les î^/^ 0(00) -modules cohérents. En
outre ces deux fondeurs sont exacts.

Remarque. — Ce résultat est bien entendu aussi valable pour les
modules à droite. En particulier, on voit que le faisceau "D\^_^ Q(°°)? q^
est un PJ^Q(oo)-module à droite cohérent défini dans la section suivante, est
acyclique pour /„. Ce résultat intervient dans le calcul de la transformation
de Fourier effectué en 4.3 de [8].

6. Question de la comparaison
avec le faisceau d'opérateurs introduit

par Z. Mebkhout et L. Narvaez-Macarro.

Le résultat précédent permet d'énoncer la question de la comparai-
son entre les T>\ Q(^)-modules introduits par P. Berthelot et les modules
sur le faisceau d'opérateurs différentiels introduits par Z. Mebkhout et
L. Narvaez-Macarro. La réponse à cette question ne découle pas immédia-
tement du théorème principal 5.3.3 et nous l'aborderons ultérieurement.
Nous nous contenterons ici de formuler cette question.

Soit X un schéma formel lisse sur SpfV, muni d'un diviseur relatif 2,
et U l'ouvert complémentaire du diviseur. On suppose que U est affine et
on note 0(U^) la sous-algèbre de 0(U) des séries qui sont surconvergentes,
c'est-à-dire l'ensemble des éléments / de 0(U) tels qu'il existe des éléments
a; i , . . . , xje de 0(U), des polynômes pj G TT^ [x\,..., rr/g], et une constante c
tels que

00

z=^pj(x^,...,Xk) et àegpj ^c(j+l),
j=o

où deg est le degré du polynôme considéré. À cette algèbre faiblement
convergente, on peut associer un schéma faiblement formel de Meredith
noté [/+ (cf. 2 de [14]). D'après le théorème 1.4 de [15], les schémas
U^ x Spec(y/7T1) et U x Spec(V/7r'1) sont isomorphes. En particulier, du
fait que U est lisse, l'algèbre 0(U^) est formellement lisse et son module
des différentielles est projectif de type fini (4.6 de [15]).

Suivant Mebkhout et Narvaez-Macarro (4.2.1 de [13]), on note T>' ,y
le sous-faisceau de 7ïomy(0^+,0^+) des endomorphismes P pour lesquels
il existe une constante c telle que pour tout i ^ 1, la réduction mod ̂  de
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P soit un opérateur différentiel d'ordre ^ c(z + 1). D'après 4.4 de [13], si
;ri,... XN sont des coordonnées locales sur un ouvert V^ de U^,

^/v(v^^v(î={ ^ ai^9^:a^çK et 3c^ < 1
4eN,feeN

tels que |a |̂ < c^^+l^l.

La question est de savoir s'il existe une équivalence de catégories na-
turelles entre les P^Q^^-modules cohérents et les P^/^ (g) Q-modules
cohérents. Dans le cas où X est projectif et où le diviseur Z est am-
ple, il suffit en fait de comparer les sections globales r(/Y,P^ Q(+Z)) et
r(£/+,p^/^Q).

Par exemple, dans le cas de l'espace projectif, le schéma faiblement
formel associé à l'ouvert complémentaire du diviseur est l'espace affine de
dimension N et les deux faisceaux considérés ont mêmes sections globales,
la complétée faible de l'algèbre de Weyl de dimension N. Comme les
Î^JV,Q (^-modules cohérents (resp. les V^.y <g)Q-modules cohérents),
corespondent aux modules cohérents sur l'algèbre des sections globales
r(^,P^Q(+Z)) (resp. r^.P^^Q)), on a bien une équivalence de
catégories dans ce cas.

7. Un résultat d'invariance birationnelle.

Dans toute la suite, sauf mention contraire, le schéma de base S est de
nouveau le schéma formel SpfV. Nous considérons X et y deux schémas
formels lisses sur <S, Z ^ X, T <-^ y des diviseurs relatifs, U et U' les
ouverts complémentaires, Z, c-^ X^ T, ̂  Y,, Uz et U[ la réduction de la
situation modulo TT\ On suppose que l'on a un morphisme / : y —> X,
qui envoie U' dans U et qui induit des isomorphismes /-l(^) ^ U' et
î-\Li)^U.

Si P est un faisceau d'anneaux cohérent, la catégorie dérivée des
complexes de P-modules cohérents (resp. parfaits) à cohomologie bornée
(resp. en degrés négatifs) sera notée D^(V), resp. D^(V\ resp. D^(p),
^P- ^parf^)-

Nous revenons aux conventions de P. Berthelot pour les coefficients
B^^ telles qu'elles sont rappelées dans l'introduction : si ^ est une équation
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locale de Zi nous noterons B^/ le faisceau défini localement par

B^^OxATV^T-pY

ï^ son complété ^adique et B^ = \ïmB^\
m

Nous utiliserons abondamment la proposition 4.3.12 de [4], selon la-
quelle un PJ^Q(oo)-module cohérent est nul si et seulement si sa restriction
à l'ouvert complémentaire du diviseur est nulle.

7.1. Rappels sur les images directes et inverses
des P^oc^-modules.

Dans cette sous-section, nous supposons seulement que f{U') C U.
Nous rappelons ici des définitions et résultats de [1] et [2]. Si T est un
B^ ̂ -module (resp. un ff^-module), nous noterons

T=B^ 0 T (resp. B^ 0 ̂ ).
1 Ox, 0^ )

Introduisons d == dim^ - dimY et fi le morphisme induit Yi —> Xi. On
dispose alors d'un homomorphisme canonique : /^f^ —> B^. On note

^^=6^ ^ f^V^\^=B^ ^ f^\
A--10xm) A~10^

c'est un /^I^^œ^module à droite et un P^ (oo) -module à gauche.
Notons encore

Ty771) ( \—^\r^/n^rn^ ( \
^y^X\00) - [ïm ̂ Y^X^00)

i

et

^^QM-lmiP^Q^)
rn

ou encore ̂ y-^x^T), si l'on souhaite préciser le diviseur. On introduit
d'autre part

^^(00)=^ 0 pKx.(-) ^ fr^x^
B^ /^-l^xm)
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c'est un /^~lî>^^)(oo)-module à gauche et un u Ç - (oo)-module à droite.
Nous introduisons de plus

%^(oo) = limP (̂oo) = ùy 0 P^(oo) 0 r1^1,
^- g^m) /-ig^)

et

^^QM-^^^QM.
"nt

encore noté î^^^c^7)'

Si .M appartient à ^coh^Jv Q^^))? on P086

/'(A1)=P^(+T) ê f-\M)[d}.
^-1<Q(+^)

Si A/" appartient à D^ç^Dy Q^T))^ on pose

UAf=Rf^(v^y^T) ^ ^).
V ^,Q(+T) 7

On définit de la même façon l'image directe à un niveau fini /^+, l'image
inverse à un niveau fini f\, f" et /(m)'. Toujours d'après [1] et [2], le
foncteur /' (resp. f\, /(m)') préserve la cohérence dans le cas où / est lisse
et le fondeur /+ (resp. /^+ et f ' )) préserve la cohérence dans le cas où /
est propre.

7.2. Un énoncé de cohérence.

Dans cette partie, on suppose seulement que / induit une immersion
ouverte f'1^) —> U'. Nous aurons besoin de considérer les fibres généri-
ques (au sens de M. Raynaud, cf. [16]) des schémas formels intervenant ici.
Ce sont des espaces analytiques rigides XK et YK- On rappelle que l'on
dispose d'un homomorphisme de spécialisation sp: XK —> ^ ' Si Z est une
partie localement fermée de X, le tube de Z dans XK est par définition
}Z[= sp'^Z), qui est un ouvert de XK' Nous commençons par quelques
lemmes techniques.

LEMME 7.2.1. — Soient V un ouvert affine de y sur lequel T est défini
par Péquation ç = 0 et h e B^^V) Ri 0(V Ç\ D(Q). Alors il existe m' e N
telquephçB^^ÇV).
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Démonstration. — Du fait que Oy est sans torsion et que $ n'est pas
diviseur de 0 module p, il existe une injection 0(V)/pO(V) -^0(y)[l/ç]/
pO(V)[l/^}. Soit maintenant h G ê^W^OÇV^D^)), alors il existe
r e ffÇ\V) et h' e B^Q = W)[I/^Q tels que ^ = h' + r. En fait
h' est dans 6% n^^n^O)' on en déduit l'existence d'un no e N
tel que ̂ /i' -= k e O(V)Q n^O^n^O)- Choisissons 5 minimal tel que
p s k = l ç 0(V). Si s = 0, cela signifie que k <E 0(V) ; si .0 1, i(l) = 0 où l
est l'image de l dans (9(V)/pO(V). Donc Z s'écrit p i ' avec /' e 0(V) et on
a la relation ps~lk = V ç. 0(V), ce qui contredit la minimalité de s. On
voit finalement que k ç 0(V) et il suffit alors de choisir m' ^ m tel que
p^no ç ̂ ^(V) pour obtenir le lemme.

LEMME 7.2.2. — Avec les hypothèses du lemme précédent, soit h ç.
Oy(V) tel que h soit inversible sur V H D(^), alors il existe m' C N tel que
ph-^^ÇV).

Démonstration. — Soit VK la fibre générique de V. On continuera à
utiliser les notations U' et T pour l'intersection de ces espaces avec V et on
notera U ' et Z leur réduction modulo TT, ]U'[ et }Z[ leurs tubes dans V K '
Les hypothèses signifient que h e 0'v^(Vx) est inversible sur }U'[. Donc
l'ensemble analytique des zéros de h dans VK, ̂ W, est inclus dans } Z ' [ .
Sur V(h)^ la norme spectrale \^\sp de $ atteint son maximum en XQ 6 V(h).
Comme XQ e}Z[, il existe a < 1 tel que |$(.ro)| < a < 1. Finalement, sur le
tube fermé défini par \^\sp ^ a, h est inversible, ce qui revient précisément
à dire que h~1 6 ^TQ(V) pour m assez grand. On peut alors appliquer le
lemme précédent à h et cela conclut la démonstration du lemme.

PROPOSITION 7.2.3. — II existe un isomorphisme canonique de
^y Q^T)-modules :

p^(+r)^p^Q(tr).

Démonstration. — L'idée de la démonstration est de faire un chan-
gement de base pour le faisceau T>y Q^T), comme pour le lemme 4.4 de
[5]. Tout d'abord, V^y^^T) est un Vy Q (^-module à gauche et le
module /P+_^(+T) possède une section canonique 1 (g) 1, de sorte que l'on
a une flèche canonique A :

2^(tr) ^ î^ç^ï)
P ^ P.(1(8>1).
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Voir que A est un isomorphisme est une question locale ; on peut donc sup-
poser que X est un ouvert affine muni de coordonnées locales X ^ , . . . , X N ,
sur lequel le diviseur Z est donné par une équation ^ = 0. On peut aussi
supposer que Y est affine, muni de coordonnées locales 2/1,...,^. Soit
j l'injection de U' dans y. D'après 4.3.10 de [4], les faisceaux ^yQ^T)
et V^^^T) se plongent respectivement dans j^j^V^y o^T) et dans
J^î^^^c^T). De plus, en restriction à U, l'application A est un iso-
morphisme. Cela montre que A est injectif sur y. Pour voir que A est
surjectif, nous construisons une section de A. Nous examinons d'abord la
situation à un niveau fini. Fixons m ç. N, l'application A provient d'une ap-
plication \m : TOP^) -^ r(y,P^) où TOPy^) est le Oy-module
libre de base les Q^^ et r(y,P^^) est le Oy -module libre de base les
Q^^. Considérons les sous-Oy-modules libres M = e OyQ^^ et

\k\^
A/' = © Oy9x~(m) • II existe un diagramme commutatif :

\k\^

M ^ j^Ou'^M
[\m U 0 \m

-f^ ^ j^Ou^Af.

La flèche à droite est la flèche induite par \m sur l'ouvert U ' , qui est un
isomorphisme car la restriction de / à U' est simplement une immersion
ouverte. Finalement l^)\rn est un isomorphisme. Cela signifie que det\m €
Oy et que (detA^)"1 e Ou'- On peut donc appliquer le lemme 7.2.2 et on
en déduit que p(detA^)~1 e r^ê^) pour un certain m' ^ m. En

d'autres termes, si j ̂  m, p-A^ô^^) e B^\y) ̂  V^ÇY). De plus,
en restriction à U ' , \m est un isomorphisme d'anneaux et on a la relation

^-l/Q^W^P^m)^ _ ^-l/Q^Cm^x-l/^P^m)^
^m \°Xi Ox, ) — A^ [Oxi )À^ (Ox, ).

Les opérateurs Q^^ sont produit d'au plus [l^l/p^] + 7V opérateurs
d'ordre ^ p771 (où [x] est la partie entière d'un réel x), de sorte que l'on
trouve finalement que pour tout k 6 N^,

p^^^x^ÇQ^^) e B^\y) (^v^\y).

Soit maintenant mo € N. Appliquons ce qui précède à m = mo + 2.
Cela signifie qu'il existe m' e N tel que, pour tout ^,

p([l^l/Pmo+2]+N)^^^)(^^)^ ^ B(^)(y) ^p(mo+2)(y^
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De plus, nous avons la relation

(mo+2),

A"1 (T^^O+S)^ _ ^______'_ N- l /Q^mo)^
^0+2 (A ) - (^ ^mo^ )•

^

On conclut alors, comme pour la démonstration de 5.2.3, qu'il existe un
entier c tel que, pour tout k,

r^À"1^^171"^ c- ^m/) ^T/771')^^P ^mo^X ) t: Dy Ç$) l̂ y ^J/;.

Posons maintenant fimo = P0^^ et Pmo.m' l'injection canonique de
^y^^c^00) dans ^3^-^0(00). Alors, ^0 induit une application entre
les faisceaux : ^mo) 0 f-^^ -^ ̂  0 P^. Par passage aux
complétés et après tensorisation par K, on en déduit une application
^mo = P~cîirnQ^'^o,x,Q,(oo) —> ^y ^^^Q • P8'1' construction, on a la pro-
priété que Xm' °^mo == Pmo.m'' Par passage à la limite sur mo de toutes ces
applications ̂ p, on trouve une application v : T)^_^ o(^) ̂  ̂ y Q(^)?
qui est une section de À, si bien que À est surjectif.

COROLLAIRE 7.2.4. — Avec les hypothèses du début de la sous-section,
soit M e ̂ -oh(^,Q(+^))• Alors f-M € D^ÇV^T)).

Démonstration. — Par dévissage, on peut supposer que M. est réduit à
un seul module V^ q( ̂ -cohérent, toujours noté M. L'assertion est locale
sur la base, si bien que l'on peut supposer que X est affine et que M. admet
une résolution (L,) par des P^/ o( "^-modules libres. Le complexe f'M est
donc calculé par le complexe : P^^T) 0 L. qui est à terme V^y Q^T)-
cohérents d'après le lemme 7.2.3. On en déduit que f-M ç D^(V^y o^T))
et la proposition.

7.3. Théorème cTinvariance birationnelle.

A partir de maintenant dans tout le reste de cette sous-section,
on considère le cas où f'1^) ^ U' et où / induit un isomorphisme :
U' —> U. Dans la suite, on identifie U et U ' . De l'isomorphisme donné
en 7.2.3, on déduit qu'il existe un morphisme canonique de faisceaux ^ :
/^P^ç^Z) -^ î^c^T), induit par l'application :

f-^^Z) - î^ç^r)
P ^ 1 (g) P.
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II est clair sur U que ^ est un homomorphisme d'anneaux, si bien que
c'est vrai sur tout Y. Via cet homomorphisme, tout Vy o^T) -module à
droite ou à gauche peut être considéré comme un y"1?'^ Q^i^-module
à droite ou à gauche. L'isomorphisme À est alors un isomorphisme de
P 'Q^T) x f~lT)^ Q^i^-bimodules puisque c'est vrai en restriction à
U. '

LEMME 7.3.1. — II existe un isomorphisme canonique de f~l/D^ o(^) x

V^y^T)-bimodules

Cjy (g) V^y oC^T) 0 ujy1 ̂  Cjy 0 P-L Q^T) 0 /-1^1.
»+ »+ »+ f-ïH^
Dy Dy Dy J 0 ,̂

Démonstration. — Précisons que l'on munit Cjy 0 V^Q^T) 0
4 ' f-1^

f~lUL}^'l de la structure de f~lD\. Q(^)-module à droite qui provient de
la structure tordue de D' Q(^T)-module à gauche. Il existe un morphisme
canonique : ̂ yo —^ By Q (g) f~luJ^l, qui est un isomorphisme sur U et

f~l1^x
qui est donc un isomorphisme sur tout y. Cet isomorphisme s'étend par
linéarité pour donner un isomorphisme By -linéaire

Cjy (g) V^y Q^T) (g) UJy1 -^ UJy (g) T^y Q (1 'T) ^ f'1^1'

4 ' 4 4 ' f~1^
Comme le produit tensoriel sur By est pris pour la structure naturelle de
V^y ^(^^module, cette flèche est T>^y o^T) -linéaire à droite entre ces deux
modules cohérents. De plus, on dispose d'injections bi-P' o^T) -linéaires

Cjy (g) P^ Q^T) (g) f~1^1 ̂  j.f^y 0 ̂ y ^T) (g) /~1^1)
BÎ, ^ f-^ B^y " f-^

et

Ùy (g) D'y (^T) (g) Ùy1 ̂  J^^Y 0 "Dy Q(+T) 0 ̂ y1).
»+ K+ ttt ' ttt
"y "y "y "y

II suffit donc de vérifier la y'"1?^ (^i^-linéarité à gauche en restriction à
U^ ce qui est clair.

PROPOSITION 7.3.2. — Avec les hypothèses du début de la section,
supposons de plus que f soit propre. Soient M et Af des modules res-
pectivement V^y^T) et V\.^Z)-cohérents. Alors les faisceaux l-ff-Af
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et T-C^f^M sont nuls pour n ^ 0, les faisceaux T^f-Af et H°f^M sont
cohérents, et il existe des isomorphismes canoniques

UM^f.M et f-M^^y^T) 0 /-W.
/-i^^(tZ)

Démonstration. — Tout d'abord, il résulte de [1] que /+ préserve la
cohérence. D'après le lemme précédent,

UM = Rf. ((^y 0 V^y Q(+T) 0 r1^1) 0 M\
\ ^y ' f-1^ ^(^ 7

^Rf^i^y ^^yo^T) ^ujy1) (g) M}.
\ ^ ' ^ ^(^ 7

Or le passage à l'adjoint induit un isomorphisme canonique de bi-P^ Q^^Y
modules entre 'D'y Q^T) et ujy 0 'D'y o^T) 0 Cjy1, si bien que /+A1 =

4 ' 4
Rf^(V^y ̂ T} ̂  M} qui est isomorphe à Rf^(M). Mais si i ^ 1, les
modules R^f^M sont des P' Q(^T)-modules cohérents dont la restriction
à U est nulle, si bien qu'ils sont nuls sur tout y.

Pour ce qui est de l'image inverse, elle est cohérente d'après le corol-
laire 7.2.4 et les modules Tor_i ^(P^^y(^),M') sont des V^y^T)-
modules cohérents qui sont nuls sur U et qui sont donc nuls. La formule
résulte alors du fait que l'on a un isomorphisme de "Dy Q(^T)-modules à
gauche P^(tT) ^ P^Q(+T).

THEOREME 7.3.3. — Avec les hypothèses de la proposition précédente,
/' et /+ induisent une équivalence de catégories entre D^(R^ o(^)) et

^ohC^Q^)).

Nous utilisons ici le fait que le faisceau d'anneaux P 'Q^T) est de
dimension cohomologique finie. Nous renvoyons à [11] pour une démonstra-
tion de ce résultat. En particulier, la catégorie D^^D'Q^T)) coïncide
avec la catégorie ^oh^ç^7)) (de même P0^ ^aFf^ç^^)))' on

peut donc appliquer le théorème de dualité relative de A. Virrion (cf.
[17]) et son corollaire qui est la formule d'adjonction 9.12 de [6], pour
voir qu'il existe des homomorphismes canoniques dans D^^(T>' o(^)))
et dans ̂ (^.Q^)))

M->î'f+M et f+f'Af -^ Af.
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Pour montrer que ce sont des isomorphismes on peut alors supposer que
M. et que AT sont cohérents et placés en degré zéro. Il résulte alors de la
proposition que les modules f'UM et Uf-Af sont cohérents et placés en
degré zéro. D'autre part, il est évident que sur l'ouvert U ces morphismes
sont des isomorphismes. La conclusion provient donc encore une fois de
4.3.12 de [4].

Remarques.

(i) Notons que cette équivalence de catégories coïncide bien, pour les
images directes par spécialisation d'isocristaux surconvergents, avec
l'équivalence de catégories décrite en 2.3.5 de [3]. En effet, notons
JK le morphisme induit par / au niveau des fibres génériques :
YK —> ^K- Alors encore d'après 2.3.5 de [3], si E est un isocristal
sur X surconvergent le long de Z, il lui correspond f^E, sur VK- Or,
d'après 1.5 de [8], sp^f^E est isomorphe à f'sp^E. D'où la remarque.

(ii) Soient M. et M respectivement un V^y ç^T^-module cohérent et
un P^Q(^)-module cohérent, nous noterons par abus de notation
f^M = H°UM et fW = H^f-U. Comme le module f'f^y^T)
s'identifie à /'PJ^+Z), le module f^y ̂ (IT) s'identifie à PJ^+Z).
En particulier, les sections globales IXy.P^Q^T)) s'identifient à
F(<Y, V\^^Z)). De plus, par acyclicité de /*, on a des isomorphismes
canoniques, pour tous k ^ 0,

H^y.^t) ^H^,/+^O, H^y,/'^) C.H^,AO.

Le (ii) de la remarque permet d'énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 7.3.4. — Soient X et Y deux schémas formels vérifiant
les hypothèses de la section 7, tels que X (resp. Y) vérifie la conclusion
du théorème 5.3.3, alors Y (resp. X) vérifie à son tour la conclusion du
théorème 5.3.3.

En d'autres termes, le schéma X est V^ Q(oo)-affine si et seulement
si y est P^Q(oo)-affine.
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