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CLASSES D^EULER EQUIVARIANTES
ET POINTS RATIONNELLEMENT LISSES

par Alberto ARABIA

Introduction.

Soient G un groupe de Lie algébrique semi-simple complexe et
connexe, B un sous-groupe de Borel de G, et H Ç B un sous-groupe
de Cartan de G. Notons X := G/B la variété des drapeaux de G; c'est
une variété algébrique complexe projective lisse que nous considérons munie
de la structure de B-espace induite par la restriction de l'action naturelle
de G sur G/B.

Le groupe de Weyl associé à la paire (G,Jî) est, par définition,
W := NG(H)/H. Comme d'autre part Nc(H} H B = H, l'inclusion
NG(H) Ç G identifie W à une partie de X. Les éléments de W
paramétrent alors les B-orbites de X et l'on a «la décomposition de Bruhat
de X» :

(*) x == y a w.
wew

L'orbite B-w, qu'on notera désormais X(w), admet une structure
naturelle d'espace vectoriel complexe (cellule de Schubert ou de Bruhat)
de dimension notée £(w). La décomposition (*) correspond également à celle
d'une structure de CW-complexe (à cellules de dimension réelle paire donc)
de l'espace topologique compact sous-jacent à la variété des drapeaux.

Mots-clés : Pseudovariété - Cohomologie équi variante - Classe d'Euler équivariante -
Morphisme de Thom-Gysin équivariant - Point rationnellement lisse - Lissité rationnelle
- Singularité - Variété de Schubert.
Classification math : 57Pxx - 57Q91 - 14B05 - 55N91 - 55R40 - 55N30 - 57T35 -
14M15 - 32M05 - 20F55 - 13C14.
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Pour chaque w € W, notons X(w) la fermeture, pour la topologie
de Zariski, de la cellule X(w) Ç X; c'est une variété algébrique complexe
projective irréductible généralement singulière, appelée variété de Schubert.
La variété X(w) étant B-stable, la restriction de la décomposition (*)
induit une structure de CW-complexe sur X(w) de dimension réelle 2£(w)
ne possédant qu'une unique cellule de dimension maximale : la cellule de
Schubert X(w).

Soit T Ç H le sous-groupe compact maximal de H et considérons
son action naturelle sur la variété de Schubert X(w). L'ensemble X(w)T,
des points de X(w) fixes pour l'action de T, s'identifie alors à l'ensemble
des éléments v ç. W vérifiant la relation d'incidence v ç. X(w). On note
«v ^ w»^ cette dernière relation, d'ordre partiel sur W, dite «ordre de
Bruhat-Ehresmann».

Considérons maintenant le fondeur • ^ HT^) (lul assocle à un

T-espace (localement compact) son algèbre de cohomologie T-équivariante
à coefficients rationnels. L'algèbre Hj,(pt) (notée aussi Hj.) est isomorphe
à l'algèbre graduée de polynômes Q[Xi,.. . , Xr}, où r = dim^(T) et lorsque
les monômes Xi sont considérés de degré 2. Le fondeur • ̂  HT^*) es^ donc
à valeurs dans la catégorie des H y-modules gradués (sur N). Nous noterons
QT le corps de fractions de Hj, ; on a Hj, Ç Qj. et un élément de QT sera
dit «polynomial» s'il appartient à Jïy.

Munissons X(w) de sa topologie transcendante et de l'orientation
donnée par la structure complexe sous-jacente, on a alors un morphisme de
M-modules d'intégration :

/ :HT(X(W)) —>HT.
Jx{w)

D'autre part, le théorème de localisation de Borel-Atiyah-Segal en
cohomologie équivariante montre que le morphisme de restriction :

^(X(w)) -^ HWw^) (= (H^^^) ,

est un isomorphisme modulo -Hy-torsion. Il existe donc une famille ca-
nonique de fractions rationnelles {EUT ('y.X(w))}^^ Ç Qr, homogènes
de degré ^(w), telles que pour toute classe de cohomologie équivariante

^ La notation "v -^ w" sera synonyme de "v ^ w et v ~^- w".
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^ ç H^(X(w}), on ait :

(**) / ^y ^1
Jxw ^EuT^X^))5

où Zy : {v} —> X(w) désigne l'injection canonique.

Les dénominateurs dans (**) sont à l'origine de notre généralisation
des classes d'Euler équi variantes, ce que nous expliquons maintenant.

Soit Y une variété algébrique complexe de dimension d munie de la
topologie transcendante. Un point x ç Y est dit «rationnellement lisse»
s'il existe un voisinage Ux C Y tel que, pour tout y ç. Ux :

J^(Y;Q)=Osi^2d, et^(Y;Q)=Q.

Lorsque Y = X(w), la variété X(w) est munie de l'action naturelle de
B à gauche et le point x sera rationnellement lisse, si et seulement si, chaque
point de l'orbite B-x l'est. Comme d'autre part, chaque B-orbite contient
un unique point T-fixe, la recherche des points rationnellement lisses de
X(w) peut être limitée aux points de X(w)T. Soit donc v e X(w)T ra-
tionnellement lisse. La version équivariante de l'isomorphisme de Thom :
H^^(X(w))[2£(w)} ̂  H^({v}) est alors valable et le formalisme cohomo-
logique usuel qui introduit la classe d'Euler à partir de ce dernier isomor-
phisme identifie cette classe caractéristique équivariante à EUT ('y,X(w))
(cf. [AB]). Par conséquent, et toujours dans le cas où v est supposé ra-
tionnellement lisse, l'élément EUT (^,X(w)), a priori dans QT, est en fait
polynomial.

Nous avons alors remarqué que l'introduction des fractions
EUT (v,X(w)) utilise uniquement l'existence du morphisme J—, ^ :
Hj, ̂ (X(w)) —^ H^ et le fait que v est isolé dans X(w)T. La section 2.3
de cet article, exploite cette observation en introduisant les fractions
EUT (î/, Y) pour toute variété algébrique complexe Y munie d'une action
algébrique de T telle que y est isolé dans YT ̂ . Ces fractions générali-
sent la notion de classe d'Euler équivariante en ce sens que, lorsque y est
rationnellement lisse dans Y, on a toujours une identification canonique
entre EUT (^/, Y) et la classe d'Euler équivariante habituelle de y dans Y.

^ En fait nous travaillons sur une catégorie d'espaces bien plus large : celle des T-
pseudovariétés orientées.
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Pour cette raison, et d'autres qui font l'objet de la section 2.6, nous
avons gardé la terminologie de «classe d^Euler T-équivâriânte de y dans
Y» pour désigner la fraction EUT (y, Y).

Notre résultat principal est le critère de lissité suivant, prouvé dans
la section 3.2.1.

THÉORÈME 3.2.1-2. — Soie T := (S1)7' Ç (C*)7' =: H. On considère
une représentation linéaire algébrique de H dans C71 à poids dans un même
demi-espace ouvert, de multiplicité 1 et deux à deux non colinéaires. Soit
Y un fermé de Zariskî dans C71, équidîmensionnel et H-stable. Soit JEy
le C-sous-espace vectoriel de C71 engendré par les droites vectorielles H-
stables contenues dans Y. Notons dy := dini(c(Y), dj^ '.= dmî lE'y) et
{ai,..., OidjE;} là liste des poids de T dans JEy.

a) Alors :

^——___(_1)^—— p ——, avecPeH^-^.
EUT(O,Y) v / a i — a ^ 5 T

De plus : P = 1, si et seulement si, 0 est un point lisse dans Y.

b) Supposons qu^il existe un plongement j : C* c-^ H tel que les
poids ai restreints à C* soient strictement positifs et tel que le quotient
(Y\{0})/^(C*) soit rationnellement lisse et sans cohomologie rationnelle
en degrés impairs. Alors :

1 = r-n^ p

EUT(O,Y) v / ar.-a^5

avec P € Hry E~ Y \{0} sans facteur linéaire.

De plus : P est scalaire, si et seulement si, 0 est un point rationnellement
lisse dans Y.

Dans le cas des variétés de Schubert, la démarche de Kazhdan-Lusztig
de l'appendice de [KL1] nous conduit à une situation où l'on peut appliquer
directement ce critère pour démontrer le théorème suivant.

THÉORÈME 4.1-1. — Soient v ^ w deux éléments du groupe de Weyi.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le point v est rationnellement lisse dans X(w).

b) EUT (^/, X(w)) € Jfy, pour tout y € W vérifiant v :< y -< w.
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On démontre également à l'aide de ces méthodes cohomologiques le
théorème 4.1-2 qui donne les critères de lissité rationnelle connus aupa-
ravant et établis par d'autres méthodes par Kumar ([Ku2]), et Carrell et
Peterson ([C]).

Motivations. — Imaginé dans les années 85-86 sous la forme du
théorème 4.1-1, le critère de lissité rationnelle est issu du cadre de la co-
homologie et de la -K-théorie équi variantes, disciplines dont l'intérêt en
Théorie de Groupes était manifeste à l'époque en raison notamment des
recherches de N. Berline, M. Vergue, B. Kostant, S. Kumar, W. Rossmann
et personnelles. C'est d'ailleurs à cette même période, dans la prépublica-
tion [KuO] de Kumar et sous une forme plus précise que notre assertion
4.1-l-(b) (cf. 4.1-2-(c)), qu'un premier lien entre la forme de certains in-
variants attachés à un point fixe d'une variété de Schubert et le fait que
le point est ou n'est pas singulier fut pour la première fois énoncé comme
conjecture (ultérieurement démontrée par Kumar dans [Ku2] (1996)). La
principale motivation du présent article a été de replacer le critère de lis-
sité rationnelle dans le contexte même qui lui donna naissance et de le
démontrer sous sa forme originale.

Organisation de l'article. — La section 1 est constituée de rappels et
précise quelques aspects des actions localement libres; la proposition 1.2.4-
3 donne notamment des conditions assurant à l'algèbre de cohomologie
équivariante d'un T-espace d'être Cohen-Macaulay, cela est utilisé dans
la démonstration du théorème 3.1-1 qui est à la source de nos critères
de lissité. On introduit également dans cette section les T-pseudovariétés
orientées et le morphisme d'intégration équivariante. La section 2 introduit
le morphisme de Thom-Gysin équivariant et la notion d'inverse de classe
d'Euler équivariante pour des points fixes isolés, sans exiger de condition
de lissité rationnelle. La section 3 constitue le cœur de l'article, on y
démontre les théorèmes 3.1-1 et 3.2.1-2 qui donnent des critères de lissité
en termes de classes d'Euler équi variantes. La section 4 est une application
des techniques introduites pour la démonstration d'un critère de lissité
rationnelle pour les variétés de Schubert (th. 4.1-1).

Généralisations possibles. — Dans cette étude nous avons gardé
en vue trois voies de généralisation possibles pour nos constructions et
résultats :

a) Le remplacement de la cohomologie (équivariante) usuelle par la
cohomologie d'intersection (équivariante) suivant [Bry], [GM], [Bo].
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b) Le passage en caractéristique finie pour des corps algébriquement
clos et pour la cohomologie étale (conforme au cadre de travail de fKLH
[KL2]).

c) Le remplacement de la cohomologie équivariante par la K-théorie
équi variante.

Remerciements : Très spécialement à Michel Brion et au rapporteur
dont les commentaires mathématiques m'ont permis d'améliorer substan-
tiellement ce travail. À Zoghman Mebkhout et Patrick Polo pour toutes les
discussions que nous avons eues autour de ces questions.
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1. Pseudovariétés et cohomologie équivariante.

1.1. T-pseudovariétés.

Pseudovariétés. Rappelons la notion d\< espace topologique séparé
stratifié de dimension d», dont la définition, de nature inductive, est la
suivante (cf. [GM]) :

a) En dimension 0. Il s'agit des ensembles finis ou dénombrables munis
de la topologie discrète ;
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b) En dimension positive d, un «espace topologique séparé stratifié de
dimension d» est la donnée d'un espace topologique séparé X muni d'une
filtration par des parties fermées :

(1) X = Xd 3 Xd-i D ... D Xi D Xo 3 X_i = 0 ,

telle que pour chaque i = 0 , . . . , d et chaque x e X^\X^-i il existe un
voisinage Nx de a; dans X, un espace topologique compact Y{x) stratifié
de dimension d — i — 1 :

Y(x) = Y(x)d-i-i 3 Y(x)d-z-2 3 • • • 3 Y(^)i 3 Y(:r)o 3 Y(a;)-i = 0 ,

et un homéomorphisme

(f) : M1 x c(Y(a:))——>A^

dont la restriction à chaque W x c(Y(x)j) est un homéomorphisme sur
Nx H X,-^+i. On a noté ê(Y) le «œiie ouvert» : (Y x [0,1[)/(Y x {0})
et pris par convention 0(0) = pt/3^

En particulier, on a (A^ H X^) ~ R\ et la «strate i-dimensionnelle»
Si: = X^\Xî-i est ou bien vide, ou bien c'est une variété topologique de
dimension réelle î.

On appelle «pseudovariété de dimension d» la donnée d'un espace
topologique paracompact X admettant une structure d'espace topologique
séparé stratifié de dimension d, tel que X^-i = X^-2, et tel que la strate
de dimension d, à savoir X\Xd_2, est partout dense dans X. On appelle
«sous-pseudovariété d'une pseudovariété X» tout sous-espace localement
fermé Y Ç X muni d'une structure de pseudovariété.

Une pseudovariété peut admettre beaucoup de stratifications et lors-
que dans la suite, une assertion concernant une pseudovariété fera référence
à une stratification, cela présupposera que l'on en a fixé une, par contre
l'omission à cette référence signifiera que l'assertion est indépendante du
choix de la stratification.

Exemple. — Les variétés algébriques ou analytiques complexes X
munies de la stratification {X^}^2dimc(X)5 où Xj = X^-i pour tout j
impair, et où X^-2 est le lieu singulier de Xj pour tout j pair, lorsqu'elles
sont équidimensionnelles et munies de la topologie transcendante, sont des
exemples de pseudovariétés.

(3) Nous utiliserons également la notation Cx(Y) lorsque nous aurons besoin de préciser
(nommer) le sommet du cône, dans ce cas êa;(0) = x.
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Remarque 1.1-1.

a) Un espace topologique séparé stratifié (resp. une pseudovariété) X
de dimension d est localement compact et l'on montre, par récurrence sur
la dimension, que tout point x ç. X admet un voisinage homéomorphe au
cône d'un espace topologique séparé stratifié (resp. d'une pseudovariété)
compact de dimension d — 1 que nous allons appeler «Je lien de x dans X»
et noterons JL(x^X)

b) (Cf. [GM], [Bo].) Un espace topologique séparé stratifié X est
donc localement contractile^ ce qui simplifie l'étude de ses propriétés
cohomologiques générales lorsqu'il est en plus paracompact ; en particulier :

(1) Le complexe de faisceaux engendré par le préfaisceau qui fait
correspondre à un ouvert l'algèbre différentielle graduée des
cochaînes singulières à coefficients dans un anneau A, est une
résolution fine du faisceau constant Ay. Par conséquent, le
«complexe dualisant de X à coefficients dans A», i.e. l'objet
JD^(A) := c'(A) de la catégorie dérivée des faisceaux sur X,
où c désigne l'application constante c : X —> pt, est quasi-
isomorphe au complexe de faisceaux associé au complexe de
préfaisceaux C9 (A) :

r(£7; C-^A)) = 5fc(X, X\£/; A) -^ ̂ -i(X, X\î/; A)
^raj-.c-^A)),

où (6*(X,X\[/;A),<^) désigne le complexe des chaînes sin-
gulières relatives à coefficients dans A. L'objet JD^(A) admet
donc cette réalisation canonique dans la catégorie des complexes
de faisceaux qui sera implicite dans la suite de cet article.

(2) L'espace topologique X est de dimension cohomologique dim(X).

(3) Les groupes de cohomologie singulière de X à coefficients dans
A coïncident avec les groupes de cohomologie de faisceaux du
faisceau constant Aj^.

(4) Lorsque X est compact, sa cohomologie à coefficients rationnels
est de dimension finie.

DÉFINITION 1.1-2. — Une pseudovariété X de dimension d sera dite
«orientable» lorsque sa strate de dimension maximum Sd Pest. On appellera
«pseudovariété orientée» la donnée d'une pseudovariété orientable et d'une
orientation de sa strate de dimension maximum.
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1.1.1. Rappels sur le faisceau d'orientation sur une pseudo-
variété. Soit X un espace topologique séparé stratifié paracompact. Suite
à (b-1) de la remarque 1.1-1, notons W(iD^(Z)) le j-ème faisceau de co-
homologie de JD^ (Z) ; on a :

(2) H-\JD^(Ï)\^ =^(X,X\{rr};Z),

pour chaque x e X et k ç Z; en particulier, ^"^(iD^Z)) = 0 pour tout
k > dim(X).

Le «faisceau ^orientation de X» sera, par définition :

Orx ̂ ^-^^(.^(Z))

d'où une augmentation canonique 0 —» Or y —^ 7D^-(Z)[—dim(X)] sous-
entendue dans la suite.

On a une suite exacte de faisceaux :

0 -^ U- dim(x) (JD\ (Z)) -^ j, U- ̂ W ÇJD^ (Z))

(3) -^ î.^-^^+^TD^^Z)) -^

où i : Xd-i c-^ X et j : Sd c-^ X désignent les injections canoniques.

Nous voyons donc que lorsque la condition X^-i = X^_2 est vérifiée,
le troisième terme de (3) est nul et il y a donc équivalence entre la donnée
d'une orientation de la variété topologique Sd et la donnée d'une section
globale [X] e r(X;Or^) dont le germe en chaque point x e Sd est un
générateur du groupe .Hdim(X)(X,X\{;c},Z) = Z; ce qui correspond à
la définition d'orientation de la variété topologique Sd- On remarquera
également que lorsque Sd est partout dense dans X, une telle section
globale aura nécessairement tous ses germes non nuls ; en particulier il y a
équivalence pour une pseudovariété X entre : le fait d'être orientable et
le fait qu'il existe des injections de faisceaux Zj^- ^-> Or y.

À signaler que, par l'égalité (2), la donnée de la section [X] e
r(X;Or_x;) définie par une orientation d'une pseudovariété X, déter-
mine, pour chaque x ç X, une classe d'homologie non nulle [X]^) ç
^dim(X)(X, X\{x}', Z), d'où l'application ^ ̂  (^ [X]^} de ̂ (X; Z) vers
Z que l'on notera Jr^i : ^(X;Z) —^ Z (et aussi f^ lorsque l'orientation
est sous-entendue).

Remarque 1.1.1-1. — Lorsque X = êa;(X), où X est une pseudovariété
compacte de dimension d — 1, la donnée d'une orientation sur X équivaut
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à la donnée d'une classe d'homologie de J^-i(X;Z) dont la restriction à
I:Zd-i(X,X\{a:};Z) est non nulle, quel que soit x € X. Une orientation
sur une pseudovariété détermine de cette manière une orientation de
pseudovariété pour tous les liens de ses points. Ce fait, de nature locale,
se globalise en ce sens que si X désigne maintenant une pseudovariété
compacte orientée quelconque, il existe une unique classe d'homologie
Ud(X;Z) dont les restrictions aux groupes Jïd(X,X\{a;};Z) coïncident
avec l'orientation; cette classe d'homologie est «la classe fondamentale
associée à l'orientation» et sera également notée par [X].

Convention. — Sur une variété algébrique complexe X munie de la
topologie transcendante, l'orientation de sa partie lisse par la structure
complexe sous-jacente définit une orientation de pseudovariété sur X;
cette orientation canonique des variétés algébriques complexes sera sous-
entendue dans la suite.

1.1.2. T-pseudovariétés. — Dans cet article un tore sera toujours
compact ; il sera donc produit fini de groupes : T = S1 x • • • x §1 = (S1)7',
où r = dim^(T) est le «rang de T».

La notion de T-pseudovariété telle qu'elle apparaît dans [Bry] est la
suivante.

Un espace topologique muni d'une action continue d'un tore T par des
homéomorphismes est appelé un «T-espace». Lorsqu'une pseudovariété X
est un T-espace, on dit que c'est une «T-pseudovariété» si sa stratification
est T-stable et vérifie la propriété de « T-trivialité locale» suivante :

Pour toute strate Si et tout point x e Si de stabilisateur noté Tx, il
existe :

a) un voisinage N3: de x dans X qui est T-stable;

b) une sous-variété T^-stable Z de la strate Si, «section transverse»
de l'orbite T ' x ;

c) un espace topologique compact Y muni d'une action de T^ et
d'une stratification topologique T^-stable : Y = Yd-i-i 3 ' • • D Yi 3
Yo 3 Y-i = 0 ;

d) et un homéomorphisme T-équivariant (f) : T Xy^ (Z x c(Y)) —>• N3;
dont la restriction à T Xj^ (Z x c(Y^-)) est un homéomorphisme sur
N^ n x,+,-i.
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On appellera «sous-T-pseudovariété» d'une T-pseudovariété X, toute
partie localement fermée Y Ç X, T-stable et qui soit une T-pseudovariété
pour l'action induite de T.

Remarque 1.1.2-1. — On démontre que si X est une T-pseudovariété,
l'espace topologique quotient X/r admet une structure de pseudovariété (cf.
[Bry]).

Exemples 1.1.2-2.

• Les variétés algébriques complexes (quasi-projectives) X munies de
la topologie transcendante sont des pseudovariétés orientées (par
la structure complexe). Soit T = (S1)7' Ç (C*)7" et munissons la
variété X d'une action algébrique de (C*)7"; le T-espace obtenu en
restreignant cette action à T, fait de X une T-pseudovariété.

• Dans le cas d'une variété de drapeaux X, les sous-espaces topolo-
giques Y Ç X, fermés (pour la topologie transcendante) et stables
sous l'action de B sont des sous-variétés algébriques (des réunions
de variétés de Schubert). Ces variétés, munies de l'action du tore
compact maximal T, induite par l'action de B et stratifiées par les
cellules de Schubert, sont des T-pseudovariétés orientées lorsqu'elles
sont équidimensionnelles.

• Le produit topologique de deux T-pseudovariétés est une T-pseudo-
variété.

1.2. Cohomologie équivariante d'une T-pseudovariété.

1.2.1. Fibres universels. Rappelons qu'un «fibre universel pour
T» est la donnée d'un espace topologique JET contractile, muni d'une
action libre de T. L'espace topologique quotient JBT = J E T / T est appelé
«classifiant de T». Notons TT : JET —> JBT la projection canonique, le
triplet (7r,iE'T,2BT) est appelé «une fibration universelle pour T».

Lorsque, pour chaque entier positif m, on fait agir S1 sur C771'1"1

(muni du produit hermitien canonique) par multiplication de scalaires,
on obtient des actions (unitaires) libres et compatibles aux plongements
^m+i ^ (Qm+i ̂  {o} Ç C^2 (t). On en déduit des actions libres de S1 sur
les sphères S27^1 et des fibrations principales TT^ : S277^ —^ S^^/S1 =
Pyn(C) trivialement compatibles aux plongements S2771^1 ̂  §2m+3 (induits
par (t)). On pose JES1:= S°° = lim S277^1 (espace contractile) et
JBS1: = Poo(C) = lim Pm(C). -"
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Dans le cas général où T = (S1)7', le produit de l'action de S1 sur
JES1 donne une action libre de T sur (JES1)7' = JES1 x ' • • x JE S1 qui fait
de (JES1)7' un fibre universel pour tout sous-tore T' de T.

1.2.2. Cohomologie équivariante. À chaque T-espace X asso-
cions, suivant A. Borel, la fibration de fibre X :

(4) TTX : XT: = JET XT X -^ BT, [e,x] ̂ ^ [e],

quotient topologique de la projection T-équivariante canonique : JET x
X —^ JET, où T opère par l'action "diagonale" sur JET x X, i.e.
t'(e,x):= (e.t"1,^). La correspondance • ̂  •7 est alors fonctorielle de
la catégorie des T-espaces (basés sur un point) où les morphismes sont
T-équi variants, vers la catégorie des espaces topologiques basés sur JBT.
La cohomologie T-équivariante de X à coefficients dans l'anneau A est,
par définition, la cohomologie singulière à coefficients dans A de l'espace
topologique XT :

^(X;A):=JP(XT;A).

Pour chaque entier positif n, notons KT(n) := P^C)^^, JET(n) :=
(g2n+i)rg(T) ^ ^(^ ^ ^\BT(n)) = JET{n) XT X. Nous avons
ainsi la filtration croissante de la fibration (4) : X = XT(O) Ç Xy(l) Ç
• • • Xr(n) Ç • • -, donnant lieu, pour chaque k e N fixé, aux systèmes pro-
jectifs :

——H^XT^A)——^(XT(n- l ) ;A)——.. .——^(Xr(0) ;A)——0

-^^(XT(n);A)—^^(XT(n-l);A)-^...-^^(Xr(0);A)-^0

où les flèches désignent les morphismes de restriction. Ces systèmes sont sta-
tionnaires. Le premier converge vers H^(X\ A) et le second vers un groupe
que nous noterons H!yç(X',A). Nous définissons alors la «cohomologie T-
équi variante à supports compacts de X» par :

H^{X',A):=\îm ^*(XT(n);A).

Le fondeur de cohomologie T-équivariante (resp. à supports com-
pacts) aboutit naturellement dans la catégorie des 7îy(pt;A)-modules
gradués, et l'on a :

(5) ^(pt;A) = ff*(BT;A) = ̂ (P^QîA)0^ = ARC]01^),
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où X désigne la classe fondamentale de Pi(C). L'anneau H^(pt, A) s'iden-
tifie donc à l'algèbre des polynômes à rg(T) variables et à coefficients dans
A, munie de la graduation qui double le degré polynôme habituel. En par-
ticulier, ^r(pt; A) est intègre (factoriel) si A l'est.

Remarque 1.2.2-1. — Soit U := {Ui}i un recouvrement de X par des
ouverts T-stables et soit p, ç. ffj^(X) ; comme dans le cas non équi variant,
il existe une sous-famille finie {U^,..., U^} Ç U telle que fi appartient à
l'image du morphisme canonique Hj.^(U^ U • • • U Ur) —^ H^ç(X). Cette
observation simple rend valables bien des arguments de localisation de
Borel-Atiyah-Segal (cf. [Hs] Th. III. 1) pour les classes de cohomologie
équivariante à support compact; par exemple, si X11 = 0, le Tfy-module
ffyç(X) est de torsion.

Notations et terminologie. — Lorsque A = Q, on omettra de préciser
l'anneau des coefficients dans nos notations. On notera également Hj,: =
^y(pt; Q) et QT désignera le corps des fractions de H^ ; on a H^ Ç Qy et
un élément de QT sera dit «polynomial» s'il appartient à H^. Enfin, si P
est un élément homogène de ffy, on appellera «degré polynomial» de P la
moitié de son degré cohomologique ; ces degrés seront respectivement notés
degpoiy(P) et deg^(P).

Remarque 1.2.2-2. — Pour un produit de tores Ti x Ta, on prendra
JE(TI x Ta) = j^Ti x JET^ muni de l'action de Ti x Ta coordonnée par
coordonnée. On a aussitôt H^^^ = H^ 0Q H^ et un isomorphisme
canonique :

7E;(Ti x Ta) x^xT^ X = JET^ XT, {JET^ x^ X)

pour tout (TI x Ta)-espace X; en particulier X^xT^ = (X^)^. Le
iï̂ ^^"1110^11^ ^TixT^^X) est ainsi canoniquement muni d'une structure
de H^ -module. Cette structure est celle qui découle de l'homomorphisme
d'algèbres H^ ̂  H^ (g)Q H^ == H^^ donné par P \-> P 0 1.

Remarque 1.2.2-3. — Le fait que la cohomologie équivariante de X
(resp. à supports compacts) puisse être "approchée" par la cohomologie
(resp. à supports compacts) des espaces Xr(n) qui sont des pseudovariétés
(de dimension finie), va nous permettre d'utiliser tout l'arsenal de cohomo-
logie de faisceaux tel qu'il est développé, par exemple, dans [Bo].

A ce sujet, nous utiliserons systématiquement le fait que le fonc-
teur d'hypercohomologie défini sur la catégorie dérivée ^(A^) de la
catégorie des complexes de Ajç-modules bornés à gauche, où X est un
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espace topologique et A désigne un anneau, aboutit naturellement dans
la catégorie des H"(X',A)-modvL\es gradués. En particulier, tout mor-
phisme a : Ajç —> A9 de ^(Ajç) donne lieu à un morphisme gradué
H{a) : Iî*(X; A) —^ 7H"*(X; A9) entièrement déterminé par l'image de lx,
Le. H(a)^) = /^(a)(lx).

1.2.3. Suite spectrale de Serre. Pour chaque T-espace X, on filtre
la fibration (4) par la structure standard de CW-complexe de JBT, d'où
«la suite spectrale de Serre» (cf. [Hs] chap. III), notée (JEr(X)^dr} :

(6) E^W == J^GCT) 0Q H^X) =^ HT(X).

Ces suites spectrales sont fonctorielles en ce sens que si Xi et X^ sont des
T-espaces et / : Xi —> X^ est une application continue T-équi variante,
on a un morphisme de suites spectrales Er(f) : JE^*(X^) —> JE^{X\) de
bidegré (0,0) qui s'identifie à 1 0 /* sur les termes JE^. En particulier, les
morphismes JEr(f) sont des morphismes de ^y-modules, et (JEr(X)^dr)
est canoniquement muni d'une structure de JYy-module différentiel gradué.

Remarques 1.2.3-1.

a) JEr-\-i(X) est un sous-quotient du Tïy-module JEr(X) (et par
induction de ^(X)), par conséquent, si dïm^H" (X)) < oo, le Hj,-
module Hy(X) est de type fini. En particulier, la cohomologie équivariante
d'une T-pseudovariété compacte est un ^y-module de type fini (cf. (b)
dans 1.1-1).

b) La suite spectrale de Serre est trivialement dégénérée (dr = 0
pour r ^ 2) lorsque Jî"2m+l(X) = 0 pour tout m e N. Dans ce cas
H^(X) ~ Hj, (g)Q ff*(X), en tant que Uy-module.

Ce qui précède est également vrai après remplacement de Jf*(X) et
H^ÇX) par H^(X) et H^W respectivement.

1.2.4. Actions localement libres.

Définition 1.2.4-1. — Soit X un T-espace. L'action de T sur X sera
dite «localement libre» lorsque les stabilisateurs de tous les points de X
sont des sous-groupes finis de T.

La projection canonique (TX de JE T x T X sur le quotient X/T définie
par (TX '' [e->x] ^—> [x], où [x] ç X/T désigne la T-orbite de X contenant x,



CLASSES D'EULER ÉQUIVARIANTES ET LISSITÉ RATIONNELLE 875

donne lieu, pour chaque x e X, au diagramme commutatif :

BT^ ^JETXïT'x^——>JETXTX=XT

ax

[X] c—————————— X/T

où Tx est le stabilisateur de x dans T. La fibre de o-x au-dessus du point
[x] est l'espace classifiant JBT^. Le lemme suivant est bien connu (cf. [Hs]
ch. III).

LEMME 1.2.4-2. — Soient X un T-espace et A un anneau. Le
morphisme canonique

^:^*(X/T;A)—————!ÏT(X;A),

est bijectif lorsque

a) T opère librement sur X.

b) T opère de façon localement libre sur X et A est un corps de
caractéristique nulle.

PROPOSITION 1.2.4-3. — Soient X un T-espace et T' un sous-tore de
T dont Faction induite sur X est localement libre.

a) Pour toute décomposition de groupes de Lie T = T" x T', on a
un isomorphisme canonique de Hy/, -modules ffy/,(X/T/) = > Hj,(X) (cf.
1.2.2-2).

b) Considérons une décomposition comme dans (a), et supposons de
plus que la cohomologie en degrés impairs de l'espace X/T' est nulle. Alors
le H^f-module Hj.(X) est libre.

Les projections canoniques Hj,,,^j,, —^ Hj,,, et Hj.n^j., —^ Hj.,
donnent des structures de Jfjv/^y/ -module pour Hj,,, et H^,(X); on a
alors un isomorphisme de H^,, ̂  j,, -modules :

HT-XT'W ~ HT. 0Q ^*(X/T/) == HT. (g)Q HT^X).

c) Gardons les hypothèses de Passertion (b) et supposons en plus que
rg(T') = 1 (donc T ' ~ §1) et que Hr(X) est un Hr-module de type fini
et de torsion.

(1) Les idéaux associés au Hr-module 7ïy(X) sont tous principaux
(donc minimaux) engendrés par des polynômes homogènes de
degré 1.



876 ALBERTO ARABIA

(2) Le H ̂ -module Hj,(X) est de Cohen-Macâulay de dimension
rg(T) - 1.

Démonstration.

a) Soit T" un sous-tore de T supplémentaire de T' dans T (il en
existe toujours). En faisant agir T" x T à droite sur JET: = JET11 x J E T '
par (e, f)'(kj): = (e'k, f ' j) , on a

XT = (^T" x iE;T') XT-XT/ X

EE JKT" XT- (î T' XT/ X)-^JET1' XT" (X/T/),

où v est l'application induite par la projection canonique o~x '' J E T ' XT/
X —^ X/T' qui est trivialement T^-équi variante. Le lemme 1.2.4-2 montre
alors que le morphisme des suites spectrales de Serre induit par v est
un isomorphisme sur les termes JEr pour r ^ 2; le morphisme ^* :
Hj./fÇX/T') —)- Hj,ÇX) est donc 1 isomorphisme annoncé.

b) Découle de la dégénérescence de la suite spectrale de Serre (cf. (b)
dans 1.2.3-1).

c) Posons Jfgi = Q[V] et H^ == Q[X], où ~X désigne la liste de
variables {Xi , . . . ,Xr-i} avec r = rg(T), on a donc un isomorphisme
H^=W^q[Y}.

Soit ^P € Assjf* (^'T(^')) un ïdé3'! associé minimal. La théorie de
Hsiang affirme que ^P est engendré par des polynômes homogènes de degré
1 (cf. 2.5.1). D'autre part, comme Hj,(X) est un Q[X]-module sans torsion,
l'idéal ^P ne contient pas de polynôme non nul indépendant de la variable
Y. On en déduit que ̂  est principal engendré par un polynôme homogène
de la forme ((3(X) — Y). Soit maintenant Q e Assjy* (Hj,(X)) un idéal
associé quelconque. Comme il existe un idéal associé minimal ̂  contenu
dans Û, l'idéal û contient un polynôme de la forme (l3(X) — Y). Pour tout
P(X,V) e Q, le reste de la division euclidienne de P par (/3(X) — Y) est
également dans û et ce reste est indépendant de Y ; c'est donc le polynôme
nul et Q est un idéal associé minimal. L'assertion (c-1) est donc prouvée.

Enfin, comme Hj, est une algèbre de polynômes et que Hj,(X) est un
H y-module gradué, ce module sera de Cohen-Macâulay (voir [Ma], [AP]),
si et seulement si, son localisé, par rapport à l'idéal d'augmentation de
HT, l'est (cf. propositions A.16.13 et A.16.14 de [AP]). L'assertion (c-1)
a montré que le I^r-module H^(X) est extension de modules de la forme
Hj,/{ai} et il est élémentaire de voir que ce dernier type de module est de
Cohen-Macâulay de dimension rg(T) — 1 ; comme une extension de modules
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de Cohen-Macaulay de même dimension est encore de Cohen-Macaulay de
même dimension, l'assertion (c-2) est prouvée.

1.2.5. Liens topologiques. — Soit X une pseudovariété. Pour
chaque x ç X, nous avons défini dans la remarque 1.1-1 (a) le lien du point
x ç. X; noté JLÇx^X). Lorsque X est une T-pseudovariété, la condition
de T-trivialité locale permet de montrer que les liens des points fixes
x ç. X11 sont naturellement munis d'une action de T; en prolongeant cette
action sur [0,1[ x ]L{x^ X) de manière triviale sur la première coordonnée
on induit une structure de T-pseudovariété sur c(JL(x^X)) qui est alors
homéomorphe de manière T-équivariante à un voisinage T-stable de x.
Par conséquent, pour tout x ç. X71, on a un triangle exact de H y-modules
gradués :

(7) H^X) ̂ —.H^(IL(x^X))) -^H^JL^X)) -^U,

où H^(JL(x,X))) = H^(x) == Hy. .

LEMME 1.2.5-1. — Pour tout x ç XT on a les équivalences suivantes :

(x est isolé dans X11) <^ [JL{x, X)11 = 0) ^=^ (p* ^ 0).

Démonstration. — La première équivalence est immédiate. Puis,
lorsque l'action de T sur JL(x^ X) est sans point fixe, les éléments de
H^(JL(x^X}} sont de ffji-torsion d'après le théorème de localisation de
Borel-Atiyah-Segal (cf. [Hs] Th. III. 1); l'application p* est par conséquent
un isomorphisme modulo torsion et ne peut donc pas être nulle. Récipro-
quement, lorsque TL^X)11 7^ 0, le morphisme ç* est injectif puisqu'il en
est ainsi de la composée de p o g*, où p : Hj,(IL(x^X)) —> Hj.ÇJLÇx^X^)
désigne le morphisme de restriction, et l'égalité p* = 0 découle alors de
l'exactitude du triangle (7). D

1.3. Points et variétés rationnellement lisses.

DÉFINITION 1.3-1. — Soit X une pseudovariété de dimension d, un
élément x G X sera dit «un point rationnellement lisse» s'il existe un
voisinage Ux de x dans X, tel que pour tout z e Ux on ait :

(8) H^{X) = 0, pour tout j ̂  d, et H^{X) = Q.

On dira que X est une «variété rationnellement lisse» lorsque tous
ses points sont rationnellement lisses.
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Remarque 1.3-2. — Une pseudovariété X de dimension d est ration-
nellement lisse, si et seulement si, l'augmentation Or^(Q) := ^"^(TD* (Q))
^ ̂ Wl-d] est un quasi-isomorphisme (cf. 1.1.1). On prendra garde du
fait que si dans le cas rationnellement lisse le faisceau d'orientation est
localement constant de fibres Q, il n'est pas nécessairement isomorphe au
faisceau constant Q^ ; c'est l'orientabilité de X qui assure l'existence d'un
tel isomorphisme, auquel cas le morphisme injectif Z^ ^ Or^ associé à
une orientation de X le détermine et la dualité de Poincaré à coefficients
rationnels est vérifiée.

Remarque 1.3-3. — En prenant pour U^ un voisinage conique ê^(L),
les conditions (8) se traduisent par :

^(L)^^^-1),

et L est une variété rationnellement lisse de dimension (d - 1).

On dira alors que L est une «sphère rationnelle (de dimension {d-1) ) (4)».

1.4. Intégration en cohomologie équivariante
des T-pseudovariétés.

Soit (X, [X]) une T-pseudovariété de dimension d orientée et non
nécessairement compacte ni rationnellement lisse. La restriction de la fibra-
tion TTX : XT = JET XT X —^ JBT à chaque sous-espace BT{n) Ç JBT
(cf. 1.2.2), est localement triviale de fibre X et d'espace total Xr(n). L'es-
pace BT(n) étant une variété analytique complexe simplement connexe
munie de l'orientation donnée par sa structure complexe, l'orientation
de X au-dessus de BT(0) définit canoniquement une orientation sur la
pseudovariété Xr(n), d'où un morphisme injectif canonique de faisceaux
^XT(U) ̂  QlXïW et la suite :

^XïW^-^QiXTW

1
^(nW-dx^n)} = ̂  £»BT(n)(Z[-dxr(n)]

= ^X^SCTwIdBTÇn) - d-X^n)}

(4) Suivant cette terminologie, un espace projectif réel de dimension impaire sera une
sphère rationnelle et ëpt(P2n+l(R)) est une variété rationnellement lisse mais n'est pas
une variété topologique.
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de composée notée y?^ e Hom'^Zx^n^Trx^iBïXn))- La dualité de
»Grothendieck-Verdier fait alors correspondre à ^w un morphisme de

^*(lBT(n))-modules :

( :^:(XT(n))——H-(BT(n))[-dx}.
J[X}

Les propriétés de naturalité de cette construction permettent de prouver
la commutativité des diagrammes :

^*(XT(n+l)) ———— H^(XT(n))

^ U^ f^[[-W
jr(BT(n+ 1)) ———>H^JBT(n))

où les morphismes horizontaux sont les morphismes de restriction, et le
passage à la limite projective donne lieu au morphisme d'« intégration en
cohomologie équivariante» :

(10) f :H^(X)——H^-dx]
J[X}

que l'on notera également f^ lorsque l'orientation de X sera sous-entendue.
Le morphisme f^ est une forme H^ -linéaire sur H^ç{X).

Remarque 1A-1. — La caractérisation de l'image de fy est une
question partiellement abordée dans cet article ; on a les résultats généraux
suivants. Soit X une T-pseudovariété orientable :

a) Lorsque X ne possède aucun point fixe, le JFfy-module Hj,^{X) est
de torsion et alors Jr^ = 0.

b) Lorsque X admet un point fixe x^ pas nécessairement isolé dans XT

mais rationnellement lisse dans X, alors fy est surjective. En effet, dans
ce cas f^ factorise fy , où Vx désigne un voisinage conique rationnellement
lisse de x, et fy est bijective en raison de Pisomorphisme de Thom-Gysin
(cf. 2.1-1 (a)). '

En particulier, si T = {1} ou si T opère trivialement sur X, le
morphisme f^ est surjectif.

c) Lorsque les différentielles dr de la suite spectrale de Serre sont
nulles pour r ^ 2, f^ est surjective. En effet, on a alors Hy^(X) =
Hj, 0Q Iî^(X), et f^ est donnée par l'intégration non équivariante sur X ;
la surjectivité découle alors de (b).
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d) Lorsque XT est discret, une formule "de localisation" que nous
verrons dans 2.3.1 permettra de préciser les générateurs de l'image de fy.

En dehors de ces cas, nous donnerons des exemples de T-pseudovariété
X compacte, connexe avec 'X.T fini et non vide, où fy(Hj,ç(X)) n'est pas
libre et d'autres où fy = 0 (voir 2.7-1).

Remarque 1.4-2. — Lorsque la T-pseudovariété X admet une struc-
ture de variété différentiable orientée de dimension d et que l'action de T
est différentiable, la cohomologie équi variante à supports compacts est cal-
culée par le complexe de de Rham T-équivariant : (5*(t*) 0 ̂ (X)11, dy),
où 5*(t*) désigne l'algèbre symétrique de t* = Lie(T)*, et où dr est 5'*(t*)-
linéaireet dr(l0^) = l0d(a;)—^X^(g)^(^), avec {e^} base de t de base
duale Xi, et z^ la contraction par le champ de vecteurs de X engendré par
l'action infinitésimale de ci (cf. [AB] §4). Une n-forme différentielle équiva-
riante est alors une somme ^ = ̂  fa 0 ̂ b avec fa G fi^t*), 0:5 e ̂ (X^
et 2a + b = n. En posant f^ ^ = f(n-d)/2 fx UJd^ on définit une forme H^-
linéaire f^ : ffyç(X) —^ H^ et des arguments usuels montrent que cette
notion d'intégration coïncide avec celle que nous avons introduite.

Remarque 1.4-3. — II est intéressant d'observer le lien qui existe en-
tre l'intégrale équi variante et non équi variante sur une T-pseudovariété
orientée (X, [X]) de dimension d. La compatibilité de l'intégration équiva-
riante vis à vis de la filtration de JB T, compatibilité au niveau de la catégo-
rie dérivée par ailleurs, fait qu'elle est entièrement déterminée par ses ava-
tars dans la suite spectrale de Serre (cf. 1.2.3), plus précisément par la pro-
pagation de la forme linéaire l0j^ : JE^ÇX) = H^qH^X) -^ H^. Or,
des raisons évidentes de degré montrent que JE^^X) est un sous-module
de Jfy0^(X), et l'intégrale équivariante sera respectivement nulle ou non
nulle suivant que (10 J^)(iE'^(X)) le soit. Il s'ensuit que si l'on se donne
deux T-pseudovariétés orientées (X, [X]) et (Y, [Y]) de même dimension
d et une application équivariante continue et propre f : X —^ Y vérifiant
dans le cas 12011 équivariant Jx/*(^) = JyA^ pour tout ^ ç. H^(Y), la
fonctorialité de la suite spectrale de Serre fait que cette égalité demeure
satisfaite également en cohomologie équivariante. Ceci est en particulier
vrai lorsque / est une «désingularisation équivariante» de T-pseudovariétés
orientables.

1.4.1. Soit maintenant x un point fixe de la T-pseudovariété orientée
(X, [X]). Fixons un voisinage ouvert Vx 3 x de la forme êa;(X) muni de
l'orientation induite notée [Vx] et notons Ç la composée des isomorphismes
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canoniques Hy^(X) = H^^Vx) = H^(Vx)' On définit alors la forme
Ify-linéaire :

(11) / :^T,(X)——H^-dx]
J[X}

en posant Jr^ p, = fry i CO^)? ce <1111 est clairement indépendant du choix
du voisinage conique et met en relief la nature locale de cette intégrale.

2. Classes cTEuler équivariantes
dans les T-pseudovariétés.

2.1. Rappel du cas différentiable non équivariant (cf. [AB]).

Soient M une variété différentiable et N Ç M une sous-variété fermée
de codimension d, toutes deux orientées. Notons Tjv(M) le fibre normal à
N dans M. L'isomorphisme de Thom établit que l'application <î>]^ j^ :
H*(N)[—d] —^ H*(TN{M)), définie localement par la multiplication d'une
classe de N par la classe à support l'origine de la fibre de Tjv(M)
déterminée par les orientations de N et M, se recolle en un isomorphîsme
canonique de H* (IV)-modules :

H^N)[-d] —^-^(rjv(M)) = ffiv(M),

d'application inverse donnée par «Popérâtion ^intégration sur les fibres»,
notée JM.N-

Le morphisme <Ï>^ ̂  est entièrement déterminé par la classe <Ï>^ jvj(l-N)
G ff^(M) ^^ notée r(-N,M) et appelée «la classe de Thom de N dans
M». La restriction de r(N,M) à N, notée Eu(N,M), est par définition
«ia classe cTEuJer de N dans M».

Nous avons ainsi le diagramme commutatif :

ff^(M) ——^——>JT(M)
î 1 { 1

(12) ,̂M = / restriction
1 iJM,N i

H'(N)[-d\m(EU(NM^ ff*(iV)

(5) Nous noterons lx l'identité multiplicative de l'algèbre H*(X) (resp. Hîp(X)).
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où </?* désigne le morphisme canonique et m(Eu(N,M)) est la
multiplication (à droite) par Eu (IV, M). On a :

(13) ( / / /)AEu(lV,M)=/^,
^JM,N /

pour tout ^ e H^(M).

Remarques 2.1-1.

a) Oublions la structure différentiable de M et N et retenons unique-
ment le fait que ce sont des pseudovariétés orientées de dimensions respec-
tives ÔM et (ÎN et que M et rationnellement lisse; notons 7D^(Q) et ^îr(Q)
leurs complexes dualisants à coefficients rationnels. Notons z : N ^ M
l'injection canonique, et rappelons que l'on a Hî.rtM) = J R ' T ( N ' r O )

i _i / . i r . rv \ / \ ? ^M^
ou v désigne le foncteur image inverse exceptionnelle. Les orientations
de M et -N déterminent alors un morphisme Q .̂ -> ^^(Q)[-djv] et un
quasi-isomorphisme Q .̂ ~ ^M(Q)[-^M] (cf. L3-2). Comme d'autre part
7D^(Q) = î'lD^(Q), on en déduit des morphismes :

(14) QN ̂  ̂ NW[-dN] —— v ID^m-dN} -^ r Q^[dM - d^

dont la composée induit un morphisme de H* (IV)-modules ^ ̂  :
H * ( N ) —> H^(M)[dM - djy], qu'on appellera «de Thom-Gysin» ; ce mor-
phisme généralise le morphisme de Thom et est un isomorphisme lorsque
N est rationnellement lisse car alors le morphisme de gauche de (14) est un
quasi-isomorphisme, mais, en dehors de ce cas, ̂  ̂  n'est généralement
pas bijectif.

En augmentant à droite la suite (14) par le morphisme canonique
r QM ~^ ^QM = &p on °btient un morphisme (en catégorie dérivée)
Qjv —^ Qjv[^M-^jv] qui induit, en cohomologie, l'application (restriction) o
^* ° ̂ îf,M du diagramme (12) ; cette application est un morphisme de
H* (N)-module entièrement déterminé par la classe de H^'^ÇN) qu'il
fait correspondre à 1̂  ; cette classe, notée toujours Eu (N, M), est la classe
d'Euler de la sous-pseudovariété orientée et fermée N dans M.

La conclusion de cette remarque est qu'il suffît que l'espace ambiant
soit rationnellement lisse pour avoir : le morphisme de Thom-Gysin, la
classe de Thom et la classe d'Euler d'un sous-espace fermé admettant une
structure de pseudovariété orientée.

b) Lorsque, dans ce qui précède, M est homéomorphe à R771 ou à S771,
on a Eu (iV, M) = 0 dès que dim(N) < dim(M).
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2.2. Morphisme de Thom-Gysin et intégration sur les fibres.

Dans cette section nous considérons la donnée d'un couple de T-
pseudovariétés orientées non nécessairement compactes ni rationnellement
lisses^ notées (X, [X]) et (Y, [Y]), et la donnée d'un plongement fermé T-
équivariant z : Y ̂  X par lequel on identifie Y à son image ; Y est donc
une sous-T-pseudovariété fermée de X. Pour chaque y e Y11, on notera
(Y, [Y]) et (X, [X]) respectivement les liens de JL(y, Y) et de JL{y^ X) munis
de leur orientation induite.

Nous allons distinguer deux cas suivant que X ou Y soit rationnel-
lement lisse.

2.2.1. Espace ambiant X rationnellement lisse et classes
cPEuler équi variantes. Nous pouvons reproduire, mot à mot, la remarque
2.1-1 (a) dans le cas équivariant. Tout comme dans (14) les orientations
définissent la suite des morphismes en catégorie dérivée :

QYT(n) -^ v ̂ W^-^")] -^ v â^n)!̂  - dy}

(15) -------^*Q^^-dy]

(6) qui donnent lieu aux morphismes :

(16) HÏ(Y) ^-x . Hr,YY(X)[dx - dy] ̂ "-̂  ̂ (Y)[dx - dy]

où celui de gauche est la version équi variante du morphisme de Thom-Gysin
et celui de droite est le morphisme de restriction. Le groupe H^ y(X)
possède une structure naturelle de Hj,(Y)-mod\ûe (cf. remarque 1.2.2-3)
et ^^y x es^ un morphisme de Hj,( Y) -modules; il est donc entièrement
déterminé par $^jç(ly) : «ia classe de Thom T-équi variante de Y dans
X», notée TT(Y^X). La composée des applications de (16) est alors la
multiplication à droite par la restriction de TT^Y', X) à Hj,(Y) : la «classe
d'Euler T-équivariante de Y dans X» notée EUT (Y,X).

Lorsque l'on se donne une classe à support compact ^ e Hj,ç(Y)^
la classe ^^j^(/^) est également à support compact; on démontre alors
(formellement) la compatibilité entre le morphisme de Thom-Gysin et

(6) L'indice (n) désigne le degré de l'approximation des espaces (-)T ''= JET XT (-) par
rapport à la filtration de JBT (voir aussi début de 1.4). Dans la suite nous passerons
sous silence ce détail technique.
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l'intégration :

/^xM- / v.
Jx JY

pour tout v e Jï^(Y). Bien évidemment, lorsque Y = {y} Ç X11, le
morphisme ̂  jç est bijectif d'inverse l'intégration sur X et l'on a l'analogue
de (13) :

(17) ( / ^ E U T Q / , X ) = ^
jx

pour tout p. ç H^cW. En particulier, EUT (î/, X) ^ 0, si et seulement si,
y est isolé dans X11 (cf. lemme 1.2.5-1). (7)

Dans le cas où (X, [X]) n'est pas nécessairement rationnellement
lisse, les considérations précédentes s'appliquent aux voisinages coniques
des points de y e Y11 qui sont rationnellement lisses dans X. Soit
donc y e Y11 rationnellement lisse dans X et notons K, : {y} ^-> Y
l'injection canonique. En restreignant donc la suite (15) à des voisinages
de y de la forme c^(Y) et êy(X), munis de leur orientation induite, et
en lui appliquant le foncteur /t', on définit le morphisme de Thom-Gysin
^,r,x : ^yW -^ HT,yW[dx - dy}. D'autre part, comme Cy(X)
est rationnellement lisse, la pseudovariété X est une sphère rationnelle
contenant naturellement Y et ^^ est bien défini et participe dans un
morphisme de triangles exacts de ^(Y)-modules (on note d := dx -dy) :
(18) HT^Y) -J— ^T(C,(Y))=^ -3—. iim -î

<Y,x[ <4,xJ <4
H^-dy} = H^(X)[d]——— H^^(cy(X))[d] ———H^ [+i]

..[ rest.[rest- rest. rest.

^,(Y)[d]^l^^(ê,(Y))[d]=^^^ Hm[d} -[±1L
Cy

(7) Dans le cas différentiable le tore T agit naturellement sur l'espace tangent Ty(X) ;
cette action est linéaire et donne une décomposition Ty(X) = L\ ® • • • © Ls en
sous-espaces T-irréductibles de dimensions ^ 2. Comme EUT (y,X) est de nature
locale, on a EUT (y,X) = EUT (0,Ty(X)) et nous montrerons dans 2.6.1-1 l'égalité
EUT (0, Ty(X)) = ]~[̂ . EUT (0, Lj). Or, si T opère trivialement sur l'un des Lj la classe
EUT (0, Lj) n'est autre que la classe d'Euler ordinaire et est donc nulle.
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Les compositions des morphismes verticaux des deux colonnes de
droite de ce diagramme s'obtiennent comme multiplication respectivement
par EUT (êy(Y),Cy(X)) = EUT (Y,X)\y (égalité justifiée par la compa-
tibilité aux restrictions ouvertes du morphisme de Thom-Gysin) et par
EUT (Y,X). On a EUT (Y,X) == ç*(Eur (êy(Y),êy(X))) W et les com-
posées en question sont toutes deux réalisées par la multiplication par
EUT (Y, X) \y. Lorsque y n^st pas isolé dans YT le morphisme p* est nul
(cf. 1.2.5-1) et cette dernière remarque s'applique à la première colonne. Il
n'est par contre pas clair que (rest.) o <ï>* y ̂  se réalise, en général, comme
multiplication par EUT (Y,X) y . On a cependant le résultat général sui-
vant :

LEMME 2.2.1-1. — La différence ^y^Mly - EUT (V,X) \yV est
de H ̂ -torsion, quel que soit v ç. Hj, (Y).

Démonstration. — II suffit de le prouver lorsque y est isolé dans YT'.
Dans ce cas la T-pseudovariété compacte Y est sans point fixe et ffy(Y) est
de ^y-torsion et p* est un isomorphisme modulo torsion. La commutativité
du diagramme (18) montre alors que pour chaque y ç. H y (Y), la
différence ̂ y^xMlv-^T (Y", X) \^v provient d'un élément de Hy(Y),
ce qui prouve le lemme. D

PROPOSITION 2.2.1-2. — Soit (Y, [Y]) Ç (X, [X]) une inclusion
fermée de T-pseudovariétés orientées. Soit y e Y11 rationnellement lisse
dans X. Notons (Y, [Y]) et (X, [X]) les liens de y respectivement dans Y
et X, munis de leur orientation induite.

a) Les diagrammes suivants sont commutatifs :

.̂W ——^—— Q W) ——^—— Q
^.y.xj^x-dy] II <xJ^x-dY] II

^(x) ———^———— Q ^T,YW ————^———— Q

b) Supposons y isolé dans Y 7 ' . Pour tout p, € Hj, y(X), on a :

(19) (/ '^Eu^Y.X)!^/'^.
*» Ji. «/ j[

W Ces classes d'Euler sont donc nulles ou de degré cohomologique pair.
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Démonstration.

a) Conséquence immédiate de la commutât ivité, en catégorie dérivée,
du diagramme :

Qy^v] —————^AT
l C II

r SIXT^I ——————————— ̂ T QJBT

auquel on applique respectivement les fondeurs K- et j~1.

Nous avons donc :

(t) 1 y= 1 ^,Y,xM . quel que soit v e Hy (Y).
JY J x

b) Lorsque ^y^x = O? on a Euy (Y,X) 1 = 0, grâce à la com-
mutativité du diagramme (18) et puisque p* est un isomorphisme modulo
torsion. L'égalité (19) est alors conséquence immédiate de (f).

Soit maintenant UQ ç. Hj, (Y) tel que /^o^ ^*Yx(z/o) 7e 0. Les
égalités :

/ ^o|y=/1 <y,x(^o)|y=EuT(Y,X)^ / ^o = EUT (Y, X) | /'/.o,
7y Jy './y y 7x

qui résultent du lemme précédent (2.2.1-1) et de (f), montrent que l'égalité
(19) est bien vérifiée par /^o, et comme Hj, (X) est un Jïy-module de
rang 1 (isomorphe à H^[—dx}), ce cas particulier implique le cas général,
ce qui termine la démonstration de (b).

2.2.2. Sous-espace Y rationnellement lisse et intégration sur
les fibres. Les mêmes idées qui nous ont permis de définir l'intégration dans
1.4 montrent l'existence d'un morphisme canonique en catégorie dérivée
r Q —^ v JD^ (Q)[—û?x] = Qy [dy ~dx} qui donne lieu à un morphisme
de ^y-modules :

(20) / : HT y(X) —— HT{Y)[-dx + dy]
JX,Y

qui généralise la notion d'intégration sur les fibres de 2.1.

Soit maintenant y ç. YT. De manière tout à fait analogue à la
construction des morphismes de Thom-Gysin de la section précédente, on
définit le morphisme de ^y-modules :
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(21) [ : H^{X) —— H^(Y)[-dx + dy]
</i/,X,Y

et l'on a un morphisme de triangles distingués de ^y-modules :

HT^Y} — WyW) — HTW -^
(22) fy^y] JX,YÎ f^]

HT,yW[d] ———^T,c,(Y)(c,W)M ———H^(X)[d] -^

où d := dx — dy.

L'analogue de l'assertion 2.2.1-2 (a) est également vérifiée.

PROPOSITION 2.2.2-1. — Soit (y, [Y]) Ç (X,[X]) une inclusion
fermée de T-pseudovarîétés orientées. Soit y e YT rationnellement lisse
dans Y. Notons (Y, [Y]) et (X, [X]) les liens de y respectivement dans Y
et X , munis de leur orientation induite. Les diagrammes suivants sont
commutatifs :

HT^Y)——^-——Q HW ;Y
-dy} J lv / [-dv]

r» 'î^ I I '1̂

y,Y,X | [-^x+dy] II JY,X | [-^-?1L
rr* / Y\ ______^X (p^ rr* /w\ ^X^T^-^) ——r—n——^ ̂  -"T^W[-dx] '' "T,.V^ [_^

Remarque 2.2.2-2. — La conclusion de cette section est qu'un forma-
lisme unique et naturel permet de définir des morphismes, soit d'intégration
sur les fibres, soit de Thom-Gysin, dont l'aboutissement est déterminé par
l'objet rationnellement lisse et ces morphismes sont inverses l'un de l'autre
lorsque toutes les données en question sont rationnellement lisses.

2.3. Inverse de classe cPEuler équivariante
d'un point fixe isolé.

Soit (X, [X]) une T-pseudovariété orientée de dimension d, et soit x
un point rationnellement lisse dans X et isolé dans X11 ; nous avons déjà
indiqué que EUT (a:,X) ^ 0, et l'égalité (17) peut s'écrire :

^/^ÊuTtbo' Pourtout^HT.W\W•
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Lorsque nous ne supposons plus x rationnellement lisse dans X mais
exigeons toujours qu'il soit isolé dans X11, il demeure que le morphisme
de restriction p* : H^ ̂ (X) —^ H^ est un isomorphisme modulo torsion et
l'application qui fait correspondre à un élément sans torsion ̂  ç. H^ a;(X),
la fraction /^1 f^p, ^ QT est constante. Cette observation nous emmène
à introduire la définition suivante.

DÉFINITION 2.3-1. — Soient X une T-pseudovariété orientée et x e
X11 un point fixe isolé. On appelera «inverse de classe d^Euler T-équiva-
riante de x dans X» la fraction rationnelle notée et définie par :

Eur^X)^^^

où il est un élément sans torsion arbitraire de Jfy^(X). Lorsque cette
fraction sera non nulle, son inverse : EUT (^,X), continuera d'être appelé
«la classe d'Euler T-équivariante de x dans X», même s'il n'est pas
polynomial.

Avec cette définition, l'égalité :

(23) L^En^X)- Pour tout ̂  ff^(X)

sera valable sous Punique hypothèse que x soit un point fixe isolé, donc
indépendamment de toute considération de lissité rationnelle.

Remarques 2.3-2.

a) Notre inverse de classe d'Euler coïncide, dans le cas algébrique
complexe, avec les multiplicités équivariantes de points non dégénérés (voir
[Bri] §4).

b) S'il est clair que l'inverse de classe d'Euler d'un point fixe isolé
d'une T-pseudovariété orientée (X, [X]) est l'inverse d'un polynôme lors-
que le point est rationnellement lisse dans X, la réciproque est fausse en
général (cf. 2.7). Nous donnerons dans 3.1 des conditions assurant l'équi-
valence, pour un point fixe isolé de X, entre : «être rationnellement lisse»
et «avoir une classe d'Euler équivariante polynomiale».

2.3.1. Formule de localisation. Soit maintenant (X, [X]) une T-
pseudovariété orientée, tel que l'ensemble X11 des points fixes soit discret
et ne supposons toujours pas ces points rationnellement lisses dans X. Nous
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avons le diagramme commutatif :

(9 H^W =^^(X)———^ ff^(X)

•"I U ' !/.
Q HW ———s———— HT

xçXT

O U S ( P i , P 2 , . . . ) = P l + P 2 + - - - .

Les théorèmes de localisation de Borel-Atiyah-Segal montrent que
dans la suite des morphismes canoniques :

H^^T^X)——> Hj.^X)——> Hj,(X )

celui de droite est un isomorphisme modulo torsion puisque son noyau et
conoyau sont contrôlés par HJ,ç(X\XT) qui est de torsion; et de même
pour leur composée. Il en résulte que TT est un isomorphisme modulo torsion.
En particulier, pour chaque fi ç. Jïyç(X), il existe ̂  ê Hj,, non nul, tel
que Çp,'{ji ç. im(7r). Notons ~P = (^x)xex'1' un élément de ©^çx1' H^(x}
vérifiant Tr(^) = ̂ -^. On aura alors l'égalité :

(./^'E^^'EÈ^X).
Jx xçXT Jx XÇXT 1 v ' /

qui incorpore les inverses de classe d'Euler conformément à (23). Dans cette
«formule de localisation» on peut, bien évidemment, simplifier l'élément
^ des deux membres et obtenir ainsi la justification de l'égalité (**) de
l'introduction :

W /^-^EuTfex)

pour tout [t € Hj,ç(X).

En particulier, si X est compacte et que l'on prend ^ = lx? on
démontre :

PROPOSITION 2.3.1.1. — Soit (X, [X]) une T-pseudovariété de dimen-
sion non nulle, orientée, compacte et telle que XT est un ensemble fini.
Alors :

j^Euï^xT0-



890 ALBERTO ARABIA

Les deux sections suivantes rappellent des éléments bien connus en
cohomologie équivariante ; ils nous seront indispensables pour aller plus loin
dans l'étude des classes d'Euler.

2.4. Cohomologie équivariante
et fonctions régulières de Lie (T).

Pour chaque caractère 7 : T —^ S1 considérons le fibre en droites
£(7): = JET x^ C—^BTet identifions BT à l'image de la section nulle
de £(7) Les constructions de la section 2.1 s'appliquent au couple d'es-
paces (BT^CÇ^)) ̂  et font correspondre au caractère 7 la classe ^(7):=
Eu(BT,£(7)) 6 H2(BT,'Z) = Jîj,(pt,Z), d'où une application canoni-
que $ entre l'ensemble X(T), des caractères de T, et H2(JBT^) ~ Z^W.
L'ensemble x(T) est un groupe abélien libre de rang r et l'application $
est un isomorphisme de groupes. En effet, ^ est compatible aux décomposi-
tions X(T) == ^(S1)97' et ff*(BT,Z) = ^(iBS^Z)97- et lorsque T = §1,
on vérifie que Eu(Pi(C),£(id)) est l'opposé de la classe fondamentale de
Pi(C).

Ceci étant, l'application qui associe à un caractère 7 e x{T\ le
caractère infinitésimal d^e ç Lie(T)*, définit une injection X(T) ^->
Lie(T)* d'image «le réseau des poids de T», noté P(T). En composant avec
ç, on obtient une bijection canonique z : ^(BT.Z) = P(T) C Lie(T)*
qui se prolonge (algébriquement) en un homomorphisme d'algèbres

î:Jf;r^5*(Lie(T)*)

injectif, qui sera sous-entendu dans la suite. L'homomorphisme î est gradué
lorsque l'on munit H^ de la graduation polynomiale.

Les identifications ci-dessus montrent l'égalité Eu(Pi(C),£(a)) =
—a, pour tout poids a ç Lie(T)* ; ce qui se généralise immédiatement
au cas d'une famille finie de poids {a i , . . . , On} par l'égalité :

(25) Eu (Pi (C), £(ai) © • . . C £(a,)) = (-l)^!. • . On € H^.

2.4.1. Exemple lisse standard. Soit A = {a i , . . . , On} une famille
arbitraire de poids de T et faisons agir T sur C7', par l'égalité :

^(^,...,^):=(eal(^^,...,ean(^^).

^ On pourra raisonner avec les approximations différentiables de dimension finie :
BT^^Pr^C)1'^31).
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L'origine est donc un point fixe isolé pour cette action, si et seulement si,
les poids dans A sont tous différents de zéro.

Notations. On notera C^ la T-pseudovariété ainsi obtenue et SA Ç
C^ la sphère unité (de dimension 2n — 1) considérée munie de l'action
induite de T, on a 1L(0,C^) = § .̂ Ces pseudovariétés sont orientées par
leur orientation canonique. Pour chaque i = 1..., n, on note C^, l'axe de
coordonnées correspondant au poids a^.

L'égalité (25) s'interprète en cohomologie équivariante par :

EUT (o,e,) = rLc^T (o,cj = (-i)71 rLeA a

II s'ensuit que l'image du morphisme p* dans le triangle exact :

-^oCT -^ ^r(O) -^ ̂ (§4) J±1L.,

est l'idéal principal (Y[^ç ^a) Ç Hj,. D'autre part, comme le morphisme
de Thom-Gysin ̂  ̂  est un isomorphisme, l'application p* est nulle ou
injective suivant que EUT (0, C^) est nulle ou non. On a par conséquent :

(^'(EAyrnfc). -n...^o,
[ Iï"y(§^) = H^ C H^, autrement.

Dans le premier cas la famille des idéaux associés minimaux (cf. section
suivante) du lïy-module en question est :

Min^(^(§A))={^i),...,K)}

et l'algèbre ^y(S^) est réduite, si et seulement si, les poids de A sont deux
à deux non colinéaires.

Remarque 2.4.1-1. — Lorsque les poids dans A sont deux à deux
distincts, l'espace projectif complexe P(C^) muni de la structure de T'-
espace induite, possède exactement n points fixes : les droites Ce,,. On
déduit de ce qui précède la formule EUT ([CaJîIP^C^)) = n^^^ — aj)'



892 ALBERTO ARABIA

2.5. Supports des ^y-modules
de cohomologie équi variante (cf. [Ma]).

On appelle «support» d'un H y -module de type fini M, et l'on
note suppj^* (M), l'ensemble des idéaux premiers ^P de Hj, tels que le
localisé Mp := M 0^* (Jfy)îp, où (H^,)^ désigne l'anneau des fractions
de la forme P/Q avec P G Jfy et Ç e (Hy\^), n'est pas nul. Le
support de M est alors une partie fermée du spectre premier de Hj..
L'ensemble supp^* (M)^ muni de l'ordre partiel d'inclusion, comporte un
nombre fini d'éléments minimaux dont on notera Min^* (M) l'ensemble.
Les composantes irréductibles (pour la topologie spectrale) de supp^» (M)
sont les adhérences des éléments de Min^* (M).

Pour chaque m ç. M, on note Annula (m) l'idéal des éléments P de
Hj, tels que P'm = 0. Un idéal premier ^ est alors appelé «idéal associé
à M» lorsqu'il est de la forme ^P = Annula* (m) pour un certain m ç. M.
On notera Assjf* (M) l'ensemble des idéaux associés à M, muni de l'ordre
partiel d'inclusion. L'ensemble M.mn* (M) s'identifie alors à l'ensemble des
éléments minimaux de ASSH* (^0-

Le support des .Ffy-modules de cohomologie équivariante jouera un
rôle important dans la suite de cet article. Nous rappelons maintenant les
résultats de [Hs] concernés par cette problématique.

2.5.1. Types d'orbites. Soit X une T-pseudovariété telle que le
^y-module Hj,(X) est de type fini (voir (a) dans les remarques 1.2.3-1).
Pour tout x ç. X, on notera T ' x la T-orbite contenant x. L'algèbre de Lie
ta; du stabilisateur Tx C T du point x, est alors un sous-espace vectoriel
de t := Lie(T) défini sur Q. On notera ̂  l'idéal des éléments de Hy qui,
suite à l'injection canonique d'algèbres z : H^ ^—> S'*(t*) (cf. 2.4), annulent
ta;. L'idéal ^x est premier et il est engendré par dim^(T-a:) éléments
linéairement indépendants de H^\ on l'appellera le «type d'orbite» ^10^ de
T ' x . On remarquera que deux orbites ont un même type <?, si et seulement
si, les composantes connexes de l'élément neutre de leurs groupes d'isotropie
coïncident ; nous noterons T^) cette composante commune.

(10) Nous nous écartons ici de la terminologie de Hsiang en ce sens que chez-lui, le type
d'une T-orbite T ' x est le groupe d'isotropie Tx et pas seulement sa composante connexe
(Tx)o qu'il appelle le «type connexe» de l'orbite.
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Soit Or(X) la famille des types des T-orbites de X munie de l'ordre
partiel d'inclusion; c'est un ensemble fini et ses éléments minimaux sont
précisément les éléments minimaux de supp^* (Hj,(X)) ([Hs] théorème
IV.6, page 56). Ce support se réalise donc comme la réunion des algèbres
de Lie des groupes d'isotropie des T-orbites de X. Enfin, l'intersection des
idéaux (minimaux) de Or(X) donne le radical de l'idéal Annula (7ïy(X)).

Les types d'orbite minimaux sont donc en correspondance bijective
avec les composantes irréductibles du support du ^y-module Hj,(X)^ et
pour chaque type minimal m e Or(X) on a (toujours d'après Joe. cit.) :

HWç^ = H^X^)^ = H-ÇX^/T) 0Q (H^\^

dont on déduit la formule permettant le calcul de la multiplicité {jim(Hj,(X))
de la composante irréductible du support du Tïy-module ffy(X) correspon-
dant à l'idéal m :

(26) ^(HW) = dimQ^X^/T).

Dans la suite, nous dirons par abus de langage qu'une orbite est
«minimale» lorsque son type est un élément minimal de Or(X).

2.6. Quelques propriétés des inverses
de classe d'Euler équi variantes.

PROPOSITION 2.6-1. — Soit A = {ai,... ,0yi} une famille de poids
non nuls de T. Soit (Y^[Y]) une sous-T-pseudovariété fermée et orientée
de C^. Supposons 0 e Y et notons Y := 2L(0, Y), alors :

a) Euy (Y,C^) |o est Punique élément homogène ç ç Hj, yéri-
fiant ^ly =EUT (Y,§^).

b) Le polynôme rlae^ a es^ dénominateur dans une expression de

comme fraction de polynômes. On a :
EUT (0, Y)

1 ^ .nn EUT(Y,C^)|Q
EUT(O.Y) v ; rLe^ '

De plus, EUT (Y,C^) |o est divisible par les poids a ç. A vérifiant
TV /^,\^(^\Y)T«"))^
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Démonstration.

a) Le fait que Eur (Y,C^) [o relève EUT (Y,§^) a déjà été prouvé
dans 2.2.1. Nous venons d'autre part de montrer dans le paragraphe
précédent l'exactitude de la suite :

0 -^ 7ÎT,o(C^) -^ ̂ (€4) -^ ffT(§4) - 0

et l'égalité im(j9*) = (n^)- ^n particulier la classe de Thom Tr(Y,§.4) ç
^r(^4) ^i^^ bien un relèvement ^ e lïy(C^) homogène de degré
2n — dim Y. Comme tout autre relèvement est de la forme ^ + P]~[Q^
et que Y[o^ est de degré 2n, l'unicité du relèvement homogène s'ensuit.

b) Conséquence immédiate de l'assertion 2.2.1.2 (b), du fait que la
classe de Thom équi variante TT^-) §.4) appartient au noyau du morphisme
de restriction H^(SA) -^ H^SA\V) ~ H^C^Y). D

Remarques 2.6-2.

a) Comme C^ est un espace vectoriel, le formalisme de la section
2.2.1 peut se faire avec le complexe dualisant à coefficients entiers et les
classes d'Euler EUT (0,C^) et EUT (Y.C^) sont définies dans ^y(pt,Z).

b) On voit apparaître dans l'assertion 2.6-1 (b) une identification
entre EUT (Y,C^) [o et la «multiplicité équivariante» de 0 ç Y C C^ de
W. Rossmann ([R], voir aussi [Bri] §4.5).

2.6.1. Multiplicativité des inverses de classe d'Euler.

PROPOSITION 2.6.1-1. — Soient Xi, X^ deux T-pseudovariétés orien-
tées, et x\ 6 X^, a-2 ^ Xf, deux points fixes isolés. Munissons Xi x X^
de l'orientation produit. On a alors

1 1 - 1
EUT ((rci,:r2),Xi x X2) EUT (^i,Xi) EUT 0^X2)

Démonstration. — En effet d'après (23), on aura, pour tous u.\ ç.
ff^(Xi)et^€^(X2):

( ^l^)l(^) ^ ^^
Jx,^ EUT((^l,.C2),XiXX2) EuT((^l,.r2),XlXX2)'

{ ^\x, [ ^

7x/1 EUT(o-l,Xi)' A/2 EUT(^2,X2)'



CLASSES D'EULER ÉQUIVARIANTES ET LISSITÉ RATIONNELLE 895

et le résultat découle de l'égalité : J^ ̂  [L\ Kl ^2 = fx ^1 Sx ^2-

2.6.2. Additivité des inverses de classe d'Euler. Soit (X, [X])
une T-pseudovariété orientée de dimension d et soient Xi et X^ deux
sous-T-pseudovariétés de X de dimension d orientées par la restriction de
[X]. Supposons que X = Xi U X-z et que Xi2: = Xi H X^ est une sous-
pseudovariété de X de codimension plus grande ou égale à 2. Soit x € Xi2
un point fixe isolé de X1^. La condition sur la codimension assure alors que
le morphisme naturel de restrictions H^(X) —> Jï^(Xi) (B H^(X^) est un
isomorphisme et donc Jy ji = fy fi\^ + Jv ^Ix ' P0111" tout ji ç. H^(X).
Comme cette égalité sera encore satisfaite en cohomologie équivariante (cf.
remarque 1.4.3), la proposition suivante est prouvée (voir aussi [Bri] §4.3).

PROPOSITION 2.6.2-1. — Sous les hypothèses décrites ci-dessus, on a

1 _ 1 1
EUT {x,X) ~~ EUT (^Xi) + EUT 0^X2) '

2.7. Exemples de classes d'Euler
équivariantes non poly normales.

Bouquets et lissité rationnelle. Le but de cet exemple élémen-
taire est de montrer dans quelles conditions il est raisonnable d'espérer que
la classe d'Euler équivariante détecte la présence ou l'absence d'une singu-
larité. Cet exemple est à la base du critère de lissité rationnelle 3.2.1-2 et
de celui pour les variétés de Schubert de 4.1-1.

Faisons agir T = §1 x S1 coordonnée par coordonnée sur C2 sui-
vant deux poids non nuls ai, as; notons C^ les T-espaces de coor-
données ainsi obtenus et considérons la variété algébrique X: == Cc^ UCc^-
On a dim^(X) = 2. Ces données munissent X d'une structure de T-
pseudovariété orientée. Les conditions (2.6.2) sont satisfaites et la proposi-
tion 2.6.2-1 s'applique. On a lL(a;, X) =iL(0,C^) U-^(0, CcJ =§^U§^
d'où le triangle exact :

^T,x{^) ————————^ ̂ T '

III

ip rr* /s'I \ ^ rr* /s"l \ ^+1]
'-"TV^QJ ̂  -"TV3^ ——~^~~

^ Y 1 6' , Q[^i,^2] ^ Q[Xi,X2^i,Â2J————> \. e , .<Ql) ^ (02)
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où <5* désigne le morphisme diagonal. Nous avons les deux cas suivants :
rke r (^* )=<a ia2 ) , coker(^*) ^ Q[0] , EUT (.r, X) = -^% ;

Min^(^(iL(^X)))={(ai),(a2)}, ^ ^(JL(x,X))) = 1 ;
(ai) 7^ (a2) < '

1 H^(X) =<aia2)©Q[-l]=Q[Xi,X2][-4]©Q[-l];

. Jx^,^) = ^1+^2) C Q[Xi,X2];

ker(^*) = (a) , coker(^*) = ̂ Jv^ , EUT (x,X) = f=^a;

MmH^H^(JL(x,X))) = {(a)}, /^(^,(iL(a;,X))) = 2 ;
a = 0:1 = eo.^ <.

H^(X) = (a) © S^^l-l] =. Q[Xi,X2][-2] © Q[^X2][-1] ;

f^HÎ^(x)=(l+e)q[X^X2},

où p.^^(Hj,(]L(x^X))) désigne la multiplicité de la composante irréducti-
ble du support du Jfy-module H^ÇJL(x^X)) correspondante à l'idéal (0^).

Remarque 2.7-1. — Pour chaque poids a -^ 0 de T, notons Pc, l'espace
projectif complexe de Ca©Co, notons Na et Sa ses deux points fixes (pôles
nord et sud resp.) paramétrés de manière à ce que Euy (A^,Pc,) = a (et
donc EUT (^Pa) = -û).

Soit X := (Pc, I_[P-a)/(^a = N-a,Sa = -S'-a) l'espace topologique
obtenu en identifiant les pôles nord puis les pôles sud de la réunion disjointe
PQ UP-Q- L'espace X est une T-pseudovariété orientée compacte ayant
deux points fixes isolés. Les calculs précédents pour ai = —02 montrent
alors que les inverses de classe d'Euler aux points de X11 sont nuls et par
la formule de localisation (24), on a fy ffy(X) = 0.

Soient maintenant a, (3,7 trois poids non nuls de T et posons comme
dans le paragraphe précédent X := (P^ U P/3 U P-y)/^ = N^.S^ ==
S^.Sa = N^). Supposons a, (3, 7 deux à deux non colinéaires; les calculs
ci-dessus pour (ai) 7^ (o^) donnent :

a^ ^ r o o ^ ^E U T ( A ^ = A ^ X ) = - Eur (^=^ ,X)=
a 4-^ ' /3+7 '

Q^EuT(5 ,=A^X)=-
0 — 7

de sorte que f^ H^(X) = {a + (3, a — 7) et nous avons un exemple avec X
compacte et connexe où l'image de l'intégrale n'est pas un idéal principal
de HT.

Remarque 2.7-2. — Considérons les assertions suivantes concernant
la donnée d'une sous-T-pseudovariété orientée X Ç C^ contenant l'origine
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0 de C^. On suppose que 0 est isolé dans X11 et que Euy (0, X) est définie
(i.e. ^ oo) :

Po(X) : II existe une classe de cohomologie équivariante à support dans
0 qui n'est pas de torsion et dont le degré est égal a dim^X).

Pi(X) : L'application f^ : H^.^(X) —> Hj, est surjective.

^(X) : La classe d'Euler équivariante Euy (0,X) est polynomiale.

(On a Pô => Pi =^ P^)

Ces trois propriétés sont vérifiées lorsque 0 e X est rationnellement
lisse et le sont également dans l'exemple du bouquet lorsque (ai) = (02)
(partiellement pour ai = —02) mais sont toutes les trois fausses dans
l'autre cas. L'exemple en question se généralise de la manière suivante :
soient A\,..., As des familles de m poids non nuls de T et soit X =
C^ Vo • • • Vo C^ le bouquet à l'origine de ces espaces que l'on plonge
dans C^71 := C^ x • • • x C^. L'application itérée de 2.6.2-1 donne alors
l'égalité :

1 = (-i)^ y" —L_.
Eur(0,X) l ; ^rLcA,^

Nous voyons donc que lorsque les poids de la représentation Cy sont de
multiplicité 1 et deux à deux non proportionnels, ou ce qui revient au
même : que les multiplicités des idéaux associés minimaux de Hj,C§>^) sont
toutes égales à 1, ce qui constitue des conditions extrinsèques à X, alors,
la classe d'Euler EUT (0, X) est polynomiale, si et seulement si, s = 1 ; c'est
a dire, si et seulement si, 0 est rationnellement lisse dans X.

La section 3, notamment par les théorèmes 3.1-1 et 3.2.1-2, dévelop-
pera cette dernière remarque.

Cas des variétés de Schubert et désingularisations de Bott-
Samelson. Reprenons les notations pour les variétés de Schubert de
l'introduction. Pour w e W, soit [w] = [r^,... ,ro,J une décomposition
réduite de w, et notons F([w]) la variété de Bott-Samelson associée ([Ha],
[Dem]). Rappelons que F([w]) est une variété projective lisse munie d'une
action de T à gauche qui désingularise la variété de Schubert X(w) à l'aide
d'un morphisme T-équivariant g : F([w]) —> X(w). Chaque v G X(w)T

vérifie v ç. W et v •< w; l'ensemble g~l{v)T est fini et paramétré par les



8()8 ALBERTO ARABIA

sous-suites de [w] dont le produit égale v. On a alors (cf. [A2]) :

—————= y 1
EUT (^ x(w)) ^z^ EUT (^ r(H))

(27) =(-i)^ ^ ^ 1

[^,..^]n,=i^r--^(^)

où les suites [a^ . . . , a^] vérifient <7fc e {1, r^} et o-i • • • ̂  = v. Cette for-
mule résulte d'appliquer la formule de localisation (24) à l'égalité fc/ . p. =
Jr([w]) ^*(^). P^ ̂ une étude des espaces tangents à F([w]) en chaque point
deg-1^.

3. Un critère de lissité rationnelle.

3.1. Classes (TEuler équivariantes polynomiales
et lissité rationnelle.

Dans cette section on s'intéresse plus particulièrement au cas des
sous-T-pseudovariétés fermées de C^ où A est une famille de poids de
T deux à deux non colinéaires. La proposition suivante établit un critère
de lissité rationnelle dans ce contexte, ce critère, ou plutôt son corollaire
en géométrie algébrique 3.2.1-2 sera plus tard appliqué aux variétés de
Schubert (théorème 4.1-1).

THÉORÈME 3.1-1. — On se donne une famille Aden poids de T deux
à deux non colinéaires. Soit Y une sous-T-pseudovariété fermée de C^
contenant Porigine. Notons Y := ^(0, Y) muni de Porientation induite.

a) Supposons que les T-orbites minimales de Y sont des cercles.
Alors, il existe une sous-famille { a i , . . . , aj de A telle que Minj^ (H^(Y))
= {((^.....(as)}. La multiplicité de chaque (a,) dans le support du
H^-module H^(Y) est égale a 1, et le noyau du morphisme structural
ç* : H^ -^ HTW est l^déal principal (ai • . • Os). De plus on a :

(28) p. r 1 ^ = (-1)5 —p— - av^ P ^ T^-^W .EUT (0, Y ) ai ' " a s T
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b) Supposons maintenant que Y est orientable, que Y est rationnel-
lement lisse et qu'il existe un sous-tore §1 Ç T agissant de façon presque
libre sur Y et tel que les groupes de cohomologie rationnelle du quotient
Y/S1 soient nuls en degrés impairs. Alors, (a) s'applique et Pon a :

1 ^ P
(29) EUT(O.Y) -( / ar.-a^

avec P C ̂ "^"^^{O} sans facteur linéaire.

De plus, EUT (0, Y) est polynomiale, si et seulement si, 0 est rationnelle-
ment lisse dans Y.

Démonstration. — On notera §^ := JL(Q,C\) muni de l'orientation
induite.

a) Comme Or(Y) Ç ^T(C^), on a bien Min^ (^(Y)) = {(ai) ,
. . . , {oc.s)}, pour une certaine sous-famille { a i , . . . , a s} de A Pour chaque
i = 1 ,2 , . . . , 5, notons Ti le sous-tore de T d'algèbre de Lie : {o^ = 0} Ç
Lie(T). On a Y^ Ç §^ Ç C^/R^_ ^ §1 et Y^/T est réduit à un point
d'après l'hypothèse de non colinéarité des poids dans A. La multiplicité
de l'idéal (o^) associé au Jîy-module Jïy(Y) est donc égale à 1 d'après la
formule (26).

Le radical du noyau du morphisme q* : H^ —> 7îy(Y) (as-
socié à l'application constante Y —> pt) est l'intersection des idéaux de
Min^* (Jïy(Y)), c'est donc l'idéal principal (a i—Os). Or, ce noyau est
radical; en effet, autrement il existerait un élément ^ e Hj,'ly tel que
o^'^ = 0 et ar^i -^ 0, pour un certain i = l , . . . , s . Mais alors 7ïy(Y)
contiendrait un sous-module isomorphe à I I ^ / { o ^ } et la multiplicité de
(ai) serait au moins égale à 2.

La forme de l'inverse de classe d'Euler (28) résulte alors d'appliquer
l'assertion (b) de la proposition 2.6-1.

b) Les conditions d'application de la proposition 1.2.4-3 étant vérifiées,
les idéaux associés minimaux du Jïy-module J7y(Y) sont principaux et
donc les orbites minimales de Y sont des cercles; les conclusions de (a)
s'appliquent donc au cas présent.

Avant de prouver que P ne possède pas de facteur linéaire, nous
allons démontrer que P est étranger aux poids de la liste { a i , . . . , us}, ce
qui par l'hypothèse de non colinéarité des poids, équivaut, d'après (b) de
la proposition 2.6-1, à prouver que EUT (Y, C^) |g est étrangère aux poids
de la liste {0:1, . . . , Os}.



900 ALBERTO ARABIA

Complétons la liste { a i , . . . , a;.,} en une liste { a i , . . . ,as,o;s+i, . . . , On}
de tous les poids de A.

Nous supposons maintenant la pseudovariété Y rationnellement lisse
et notons dy et d§ les dimensions respectives de Y et § .̂ Le morphisme de
Thom-Gysin est donc bijectif et l'on a le diagramme :
(30)

^H-r

[

HT Y(§4) ———^——— HT^A) = ——HT—— ———L——— ^T(§4\Y) J±l]-\Q'l • • • (Xn/

= ^Y § P* restriction

7^*WV ^ J-.7 ^(^TO^A))^ rj^v^73y(ï ï) [—a§ + OYJ————————> r l j ' [ ï L )

^ ————————— EUT (Y,§^) ^ = $^

où ^ est une notation abrégée pour la classe EUT (Y, C^) [o ; rappelons que
c'est l'unique relèvement homogène de TT^S^) à H^. On remarquera
que, puisque <Ï>^g est un isomorphisme, l'élément $ G H^^, et donc le
polynôme P, est non nul.

Montrons que $ n'est pas un diviseur de zéro dans ^fy(Y). On raisonne
par l'absurde. Si ^ divise zéro dans ^^(Y), il appartient à la réunion
des idéaux de ASSH* (^rW)' Mais H^(Y) est un H ̂ -module de Cohen-
MâCâlilay (prop. 1.2.4-3), on a donc Ass^- (7ïy(Y)) = Min^* (Ify(Y)) et
nous pouvons supposer que ç G (û^) pour un certain i ç 1, . . . , s. Dans ce
cas,

^* 0 ̂ §^ (ai • • • Si ' " Oniv) = ̂ 1 ' " S i " - anTT(Y, S^)

= ai • • • â^ • • • On^l^A = () •

Or, a\ ' • ' Si • ' • Q^IY 7e O? d'après la question (a), et ̂  g (ai • • • Si ' • ' On
ly) engendre un sous- H y-module de ker(^*) isomorphe à H^/(ai). On
déduit que le localisé H^(SJi^)^i} est non nu^ et comme d'autre part
T opère sur SA (et donc sur S^f) sans points fixes, Jfy(S^f) est de
Jîy-torsion et (ai) ç Mmn* (Hj,(§Ji^)). En particulier, il existe une T-
orbite de §^^ dont le type est (o^), autrement dit, l'ensemble (§.̂ 0 z 7^
0. Comme par ailleurs Y^ ^ 0 et que §^ est réduit à une unique
orbite d'après l'hypothèse de non colinéarité des poids, nous avons une
contradiction et ^ n'est pas diviseur de zéro dans ffy(Y) ; autrement dit, ^
est étranger au polynôme a\ ' • • a s et (29) est démontrée.
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Le paragraphe précédent a également prouvé Pinjectivité de ^* dans
le diagramme (30), et en rappelant que ^ désigne le polynôme Po^+i • • • o^,
on a les inclusions de sous-Iif ̂ -modules de Hj.(S^) :

(Pa,+i. • • an 1^) Ç ^* o ̂ ^(JW)) Ç (a,+i... a, 1^)

M II
HW[-d^+dy]

où l'inclusion de droite se justifie par le fait que Annula (I§.\Y) es^
contenu dans chaque idéal minimal associé à Hj,C§>^\Y).

On observe également que comme le polynôme Pas+i • ' ' On est de
degré minimum dans l'idéal Annula (1§^\Y) = -^T^)!"^ + ^vL sl

P = 7Q avec 7 e H^, l'élément Qo^+i • •-û^lg^Y de H^(S^\Y), est
non nul d'annulateur l'idéal principal (7). Cet idéal est alors minimal dans
Ass^(^(§^\Y)) et alors (S^Y)^^» + 0 et donc 7 € {a.+i , . . . , a,},
ce qui entraîne que la multiplicité de (7) dans le support du ffp-module
7ïj.(§^\Y) est plus grande que 1. Ceci est impossible d'après l'hypothèse
de non colinéarité des poids, et par conséquent le polynôme P n^âdmet pas
de facteur linéaire.

Nous abordons maintenant la démonstration de la dernière assertion
du théorème.

Lorsque EUT (0, Y) est polynomiale, P est un scalaire non nul et,
grâce aux inclusions (o), j?ïy(Y) est un H ̂ -module cyclique. On en déduit
que l'application g* : H^ —> Jfy(Y), de noyau (ai • • • a^), est surjective et
par passage au quotient, on a un isomorphisme

(31) —^——-^^(Y).
{ a - i ' - a s ) =

La détermination des groupes de cohomologie non équivariante de Y
se fait maintenant à l'aide de la suite spectrale d'Eilenberg-Moore (suite
du second quadrant [M], [Hs]) :

(32) JE^: = Tor^J (Q, ̂ rW)9 =^ ^^(Y),

où p désigne le degré de torsion (négatif ou nul) et q l'indice de graduation.
La résolution libre :

n ___, rr* r 9.1 m^ •••a^, rr* ___, ^T __, nU ——> Hj,[-2s\ ——————> Hry ——> -—————- ——> U,
(ai-•05)
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montre que les seuls termes de JE^ non nuls sont :

E^ = Tor^ (Q, H^mf = Q[0],

JE^28 = Torf7 (Q, H^mf8 = Q [-2s + 1],

et comme dr : JE^ -^ ^+r'9-r+\ la suite spectrale (32) dégénère (dr = 0
pour tout r ^ 2) et :

fT(Y)=Q[0]eQ[-25+l] .

La pseudovariété rationnellement lisse Y a donc la même cohomologie
rationnelle globale que la sphère de dimension {2s — 1), et ceci termine la
démonstration de la proposition. D

3.2. Classes cPEuler équivariantes
sur les variétés algébriques complexes.

Notons H := (C*)7' et T :== (S1)7' Ç H; dans cette section nous
allons nous intéresser aux représentations linéaires algébriques de H dans
C71. Ces représentations sont entièrement déterminées par leur restriction à
T. Pour chaque poids a de T, nous notons Co: l'espace vectoriel complexe
muni de la représentation algébrique de H déterminée par a, et, plus
généralement, pour toute famille A = { a i , . . . ,o;n} de poids de T, nous
notons maintenant C^ le H-espace Ca^ © • • • © Cc^. Le résultat suivant
(cf. [C]), est à remarquer :

PROPOSITION 3.2-1. — Un fermé de Zariski Y de C^ qui est H-
stable et de dimension complexe supérieure ou égale à 1, possède toujours
des courbes (algébriques) H-stables.

Ce fait entraîne bien des simplifications à notre étude, en particulier
si y € y11, on déduit de cette proposition que les types d'orbite minimaux
de ÎL{y^ Y) sont tous principaux.

3.2.1. Représentations linéaires à poids dans un même demi-
espace ouvert (cf. [Bri] §4.4). Lorsque l'ensemble A = { a i , . . . ,o^} des
poids de la représentation est contenu dans un même demi-espace ouvert
de Lie(T)*, autrement dit, lorsque Oi(x) > 0 pour un certain x G Lie(T)
et pour tout i == 1, . . . , n, il existe des sous-tores R^ x S1 = C* ̂  H tels
que les restrictions des ai à §1 sont des poids strictement positifs ; dans ces
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cas, on a \imt'z = 0, lorsque t G R*^. Ç C* tend vers —oo, et ceci quel que
soit z e C^, et l'origine 0 de C^ est alors l'unique point fixe de T.

En particulier, pour tout fermé de Zariski Y Ç C^ qui soit H-stable,
on a YT = {0}. Le groupe R^ opère librement sur (Y\{0}), le lien iL(0, Y)
se réalise comme espace topologique quotient : (Y\{0})/R'5_, et le quotient
2L(0, Y)/§1 est alors donné par (Y\{0})/C*.

Pour toute courbe fermée H-stable C C Y, l'origine de C^ appartient
à C et le cône tangent à C enO est une réunion de droites vectorielles H-
stables de C^ ; 2e groupe H opère linéairement sur chacune de ces droites
avec des poids dans A.

Lorsque les poids de A sont, en plus, deux à deux non colinéaires,
les courbes fermées irréductibles H-stables contenues dans Y sont des axes
de coordonnées de C^ et Pon a une correspondance bijective entre : les axes
de coordonnées de C^ qui sont contenus dans Y ; les points fixes du T'-
espace (Y\{0})/C* ; et Jes idéaux minimaux du H^-module H^{JL(Q, Y))
(dont les multiplicités sont alors égales ai).

Ceci étant, Michel Brion m'a signalé l'intérêt remarquable de la
construction et proposition qui suivent (à rapprocher de [C] et [P]). Notons
]EY le C-sous-espace de C^ engendré par les droites vectorielles de C^
tangentes à l'origine aux courbes fermées lî-stables contenues dans Y.
Pour tout projecteur linéaire H-équivariant II : C^ —^ ÎEy, notons
TT : Y —^ ]EY sa restriction à Y.

PROPOSITION 3.2.1-1. — Soit A une famille de n poids de T dans un
même demi-espace ouvert et soit Y un fermé de Zariski H-stable de C^.
Le morphisme TT : Y —> ÎEy est fini (et donc propre). De plus :

a) Si dim(Y) = dim(TKy) =: d, le morphisme TT est surjectif
et donc étale sur un ouvert de Zariski de JEy- Le morphisme image
inverse H^ÇJEv^) ̂  ̂ (Y;Z) est alors injectif et vérifie Jy^*^) =
deg(Tr) J^ fi, où deg(Tr) désigne le cardinal de la fibre générique de TV.
Cette dernière formule est également vraie en cohomologie équivariante et,
en particulier :

(33) EUT (0, JEy) = deg(7r)EuT (0, Y).

b) Lorsque EUT (0, Y) = EUT (0,lKy), on a dim(Y) = dim(iKy),
deg(Tr) = 1, et TT est un isomorphisme.
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Démonstration (d'après Michel Brion). — L'hypothèse qui affirme
que A = { a i , . . . , Q;yi} est contenu dans un demi-espace ouvert de Lie(T)*
nous permet de fixer un plongement de groupes S1 ^—> T tel que l'action
induite de S1 sur C^ est de la forme t - (^ i , . . . , Zn) = (^ml ^ i , . . . , t'mn Zn),
avec mi , . . . , nin des entiers strictement négatifs (m^ est la restriction de ai
à Lie(§1) = R). Notons C[Y], C[^y] et C[C^] les C-algèbres des fonctions
régulières sur Y, JEy et C^ respectivement; quitte à rénuméroter les
variables, nous pouvons même poser C[.Ey] = C[Xi,... ,Xs\ et C[C^] =
C[Xi,... ,Xs, . . . ,Xyj, où s := dimc^y) et où Xi désigne la î-ème
fonction coordonnée sur C^ (resp. C[^y]). Soient ^ : C[JEv] -^ C[Y],
n^ : C[]EY} -^ C[C^] et ^ : C[C^] -^ C[Y] les morphismes de C-algèbres
induits respectivement par TT, II et l'injection canonique i : Y ^ €4, on
a TT^ = î^ o n^. Comme l'action de S1 sur C^ laisse stables Y et ^Jy, les
algèbres C[Y], C[lEJy] et C[C^] se trouvent naturellement munies d'une
action de §1 ; les applications TT^, II^ et z^ sont alors S^équivariantes.
On munit C[^y] et C[C^] des structures d'algèbres graduées sur N qui
résultent de poser deg(X^) := —m^, de sorte que, dans les deux cas, les
fonctions homogènes de degré 0 sont les constantes, et une fonction non
nulle / «est homogène de degré m», si et seulement si, «t'f = t^ f pour
tout t ç §1» puisque chaque Xi est semi-invariant de poids —mi pour
l'action de §1. En particulier, 11̂  est maintenant un morphisme gradué.
L'idéal de définition ï(Y) Ç C[C^] de Y est alors homogène et l'on munit
C[Y] = C[C^]/Z(Y) de la structure induite d'algèbre graduée sur N. Les
morphismes 11̂  et ^ (et donc TT^) sont donc gradués et l'algèbre C[Y] est
un C[l^y]-module gradué sur N.

Ceci étant, la version graduée du lemme de Nakayama ^11^ affirme que
le CjTEJy]-module C[Y] est de type fini, si et seulement si, le quotient M :=
C[Y]/(7r^(Xi),. . . ,7r^(Xs)) est un C-espace vectoriel de dimension finie.
Or, M s'identifie à l'algèbre des fonctions régulières sur la fibre schématique
de TT au-dessus de 0 € JEy. Cette fibre est un sous-schéma fermé de
Y H ker(n) qui est H-stable, et si elle était infinie, elle contiendrait, d'après
la proposition 3.2-1, une courbe fermée H-stable de cône tangent à l'origine
contenu dans JEy D ker(II) ; mais II restreinte à JEy est l'identité et l'on
aboutit à un absurde. La fibre de TT au-dessus de 0 est donc finie, M est

^ ) Ce lemme, de démonstration élémentaire, établit que si A est une algèbre graduée
sur N et si M est un A-module gradué sur N, il y a équivalence entre «A+M = M» et
«M = O». On en déduit le critère de finitude suivant : «Le A-module M est de type
fini, si et seulement si, M /A^M est un A^-module de type fini».
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un C-espace vectoriel de dimension finie et le morphisme TT : Y —>• JEy est
fini (donc propre).

Lorsque d := dim(Y) = dim(iEy), la propreté de TT entraîne aussitôt
sa surjectivité. Le morphisme TT est donc étale sur un ouvert de Zariski
W C JEy. Comme d'autre part, on a H^ÇEv^) =- H^ÇW-.Z) pour des
raisons de codimension du complémentaire de W dans JEy (et mutâtis
mutandis pour Y), l'assertion (a) découlera de sa vérification sur W. Mais
TT est étale sur W, et TT* : H^ÇW, Z) -^ H^ÇTT-^W), Z) est alors injective,
et la formule d'intégration en résulte immédiatement. Enfin, le passage de
la cohomologie non équivariante à la cohomologie équivariante relève de la
remarque 1.4-3 et la formule (33) résulte de l'égalité (23).

Lorsque dim(Y) = dim(iE'y) et deg(Tr) == 1, le morphisme fini TT est
birationnel et surjectif, c'est donc un isomorphisme d'après un corollaire
du "Main theorem" de Zariski ([EGA], §4.4.9). D

Le théorème 3.1-1, sous une forme renforcée, s'énonce maintenant :

THÉORÈME 3.2.1-2. — Soit T := (S1)7' Ç (C*)7' =: H. On considère
une représentation linéaire algébrique de H dans C71 à poids dans un même
demi-espace ouvert, de multiplicité 1 et deux à deux non colinéaires. Soit
Y un fermé de Zariski dans C71, équidimensionnel et H-stable. Notons
dy ''= dimc(Y), djE := dimc(-E'Y) et {0^1, ' • • ̂ dis} ^a ^ste ^es poids de
T dans EY.

a) Alors, renoncé (a) du théorème 3.1-1 s'applique et donc :

(34) - 1 ^ - (-1)^——p——, avec P e H2^-^ .EUT (0, Y) ai • • • OdE

De plus : P = 1, si et seulement si, 0 est un point lisse dans Y.

b) Supposons qu'il existe un plongement j : C* ^-> H tel que les
poids 0.1 restreints à C* soient strictement positifs et tel que le quotient
(Y\{0})/j(C*) soit rationnellement lisse et sans cohomologie rationnelle
en degrés impairs.

Alors, Renoncé (b) du théorème 3.1-1 s'applique et donc :

1 = f-n^ p

Eur(0,Y) v / ar..a^5

(35) avec P ç H^'^^O} sans facteur linéaire,

De plus : P est scalaire, si et seulement si, 0 est un point rationnellement
lisse dans Y.
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Démonstration. — Pour (a), la seule condition à vérifier pour appli-
quer 3.1-1 (a) est que les orbites minimales du lien 7L(0, Y) sont des cercles
mais ceci est conséquence immédiate de 3.2-1. Nous donnons maintenant un
argument communiqué par Brion qui remarque que, à partir du moment
où l'on sait que EUT (0, Y) est polynomiale, la formule (34) assure que
dimc(Y) = dim(c(iE'y) et donc les conditions d'application de l'assertion
(a) de la proposition 3.2.1-1 sont satisfaites. La formule (33) montre alors
que deg(Tr) = P, et lorsque P = 1, l'assertion (b) de la même proposition
permet de conclure.

Réciproquement, lorsque y est lisse dans Y, l'espace JEy s'identifie à
l'espace tangent Ty(Y) ; le morphisme TT de la proposition 3.2.1-1 est alors
bijectifet P = 1.

Dans (b), pour pouvoir appliquer 3.1-1 (b) nous devons justifier que Y
est rationnellement lisse. Or, C* opère de manière presque libre et Y/§1 =
(Y\{0})/j(C*) est rationnellement lisse. À partir de là, la condition de C*-
trivialité locale, assurée en géométrie algébrique par l'existence de "slices"
étales (cf. [L]), montre aisément que chaque point de Y est rationnellement
lisse. La formule (35) de même que l'assertion (b) sont donc vérifiées. D

Remarque. — M. Brion propose également une démonstration de
l'assertion (b) suivant la même idée d'application de la proposition 3.2.1-1,
la voici. Comme nous l'avons déjà dit, l'hypothèse "P est un scalaire non
nuP implique l'égalité dy = djE. Le morphisme induit

TT : (Y\{0})/j(C*) - (^y\{0})/j(C)

est fini et surjectifet l'injectivité de

J^-^yVO})/^*)) ̂  ̂ ^((YVO})/^*)),

résulte du même argument de la preuve de (a) de 3.2.1-1. Il est alors facile
de voir, grâce au fait que (jQ^y\{0})/j(C*) est un espace projectif complexe
(tordu), et qu'il vérifie donc la dualité de Poincaré, que le morphisme TT* ci-
dessus est en fait injectif en tout degré cohomologique et comme la dimen-
sion de H^JEy/^}} vaut djE, l'égalité dimQ(^*((Y\{0})/j(C*))) = djE
(f) équivaut à la bijectivité de TT*. Or, le T-espace (Y\{0})/j(C*) contient
exactement djE points fixes et sa cohomologie est concentrée en degrés
pairs, de sorte que, (t) est vérifiée et TT* est bijective. On conclut alors
que le morphisme induit par TT entre les cohomologies T-équivariantes des
liens de l'origine de JEy et Y respectivement, est un isomorphisme (qui
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n'est autre que (31)). L'argument des suites spectrale d'Eilenberg-Moore
termine alors la démonstration.

4. Application aux variétés de Schubert.

Nous reprenons maintenant les conventions et notations de l'introduc-
tion et rappelons que sur la variété de drapeaux X = G/B, la décomposi-
tion cellulaire en B-orbites possède une unique cellule de dimension maxi-
male que nous notons X(s) ; c'est un ouvert pour la topologie de Zariski
de X. D'autre part, nous avons choisi un sous-groupe de Cartan H C B,
H = (C*)7', de sous-groupe compact maximal le tore T = (S1)7'. Les poids
de l'action adjointe de H sur Lie(G) (resp. Lie(B)) constituent le système
de racines A (resp. A+) ; on a A = A_ UA+, où A_ = -A+. Le groupe de
Weyl W := Nc(H)/H opère naturellement sur A, et pour tout v ç W,
l'ensemble vsX(s) est un ouvert de Zariski H-stable de X qui contient
v et qui est isomorphe au H-espace C^^ dont les poids sont deux à
deux non colinéaires et dans un même demi-espace ouvert puis-
qu'il en est ainsi de A+. Les considérations de la section 3.2.1, notamment
le théorème 3.2.1-2, vont donc s'appliquer à l'étude locale des points fixes
d'une variété de Schubert.

D'autre part, à l'aide de la forme de Killing sur (}, on fait correspondre
à chaque racine 7 ç A une réflexion r^ e W ; cette correspondance établit
une bijection de l'ensemble A+ (et donc aussi de î;A_) sur l'ensemble des
réflexions de W. Lorsque 7 ç vA_ est le poids de l'espace tangent en u
d'une courbe H-stable C C X(w) H vsXÇs), l'ensemble des points fixes
de l'adhérence de Zariski de C dans X(w) (isomorphe à P(Cy C Co)) est
{r^v.v} C W et l'on a r^ v -< v (cf. [C]). On obtient de cette manière
une correspondance bijective entre l'ensemble des facteurs linéaires du
dénominateur de (34) et l'ensemble S(v, w) des réflexions a e W vérifiant
a-v -^ w. L'ensemble des poids du H-espace JEy du théorème 3.2.1-2 est
alors déterminé par S(v, w) : c'est l'ensemble s(v,w) des racines 7 e î;A_
telles que r^ G S(v,w).

L'énoncé suivant rassemble les conclusions de ces remarques.

PROPOSITION 4-1. — Soient v ^ w deux éléments du groupe de
Weyl W.

a) Les orbites minimales de JL{v,X(w)) sont des cercles. Les com-
posantes irréductibles du support du H^-module H^(JL(v,^X.(w)}) sont de
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multiplicité 1 et sont en correspondance biunivoque avec les éléments de
l'ensemble S(v, w) des réflexions o- e W vérifiant la relation : a ' v -< w. En
particulier, si v est rationnellement lisse dans X(w), 022 a

EUT (^X(w)) =\Y[s(v,w),

où Y[s(v, w) désigne le produit des éléments de s(v, w) et X e Q\{0}.

b) -E22 général, on a :

E^(v,W)=wv^.
polynôme

(Réécriture de la formule (34) du théorème 3.2.1-2.)

Remarque 4-2. — L'assertion (b) implique immédiatement la propo-
sition qui suit ; connue encore sous le nom de «conjecture de Deodhar», elle
a été prouvée par des méthodes différentes par plusieurs auteurs (cf [C]
[Dy], [Kul], [P]).

PROPOSITION 4-3. — So2e22t v ^ w deux éléments de W. Le cardinal
de l'ensemble des réflexions a e W vérifiant la relation a'v ^ w est minoré
par le nombre £(w).

4.1. Critère de lissité rationnelle sur les variétés de Schubert.

THÉORÈME 4.1-1. — Soie22t v ^ w deux éléments du groupe de Weyi.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le point v est rationnellement lisse dans X(w).

b) EUT {y, X(w)) e H^, pour tout y ç W vérifiant v ^ y -< w.

Démonstration. — Comme l'ensemble des points rationnellement
lisses de X(w) est un ouvert B-stable, son complémentaire est une réunion
de variétés^de Schubert, il s'ensuit que l'hypothèse «v rationnellement
lisse dans X(w)» entraîne «y rationnellement lisse dans X(w) pour tout
v ^ y -^ w», d'où l'implication (a)=^(b).

Pour l'implication (b)=^>(a) nous procédons comme dans l'appendice
de [KL1], par récurrence sur la «colongueur» £: = £(w) - £(v). Lorsque
£ = 0, on a v = w e X(w) et l'ensemble des conditions pour vérifier (b)
est vide. D'autre part, w appartient à la plus grosse cellule de X(w) et est
donc rationnellement lisse.
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Supposons £ > 0 et le théorème démontré pour des colongueurs
strictement inférieures. Notons s l'élément de plus grande longueur du
groupe de Weyl W, et considérons, comme dans l'appendice de [KL1],
le voisinage ouvert L^,^): = X(w) H vsX(s) de v dans X(w) ; il est stable
sous l'action de iî et est canoniquement isomorphe au produit cartésien
de H-espaces X(v) x {sX(sv) H X(w)). Notons V^^ := sX(sv) H X(w),
on a :

(36) U^=X(v)xV^^

et v e X(w) est rationnellement lisse, si et seulement si, v est rationnelle-
ment lisse dans Vçv,w)-

Soit j : C* c-^ iî un plongement de groupes tel que l'action induite
de C* sur sX(sv) est à poids strictement positifs. L'hypothèse inductive
assure que les points y vérifiant v -< y ^ w sont rationnellement lisses dans
X(w). On en déduit que V^^\v est une variété rationnellement lisse, et
l'on démontre (ioc. cit.) que le quotient V^^ := (V(^)\i;)/j(C*) est une
variété rationnellement lisse, compacte, irréductible de dimension complexe
{£(w) - £(v) - 1), et telle que H^^V^^Q) = 0, pour tout i e N/12)

Comme nous avons l'inclusion de T-espaces Y(^) Ç sX(sv) ^
^(s)-^(v) ^ q^ç ^çg poiçig de j1 dans sX(sv) appartiennent à un même
demi-espace ouvert et sont deux à deux non colinéaires, les hypothèses
du théorème 3.2.1-2 sont satisfaites pour Y(^) et «v est rationnellement
lisse dans V^^)», si et seulement si, «EUT (v^ Vçv,w)) ê H^.» Or, par la
multiplicativité des classes d'Euler (2.6.1-1), on a :

EUT (^X(w)) =EUT (î;,X(î;)).EuT (^V(,,^)

où EUT (v-> X(v)) est le produit des poids de T dans la cellule de Schubert
X(v) (v étant rationnellement lisse dans X(v)). Mais, l'assertion (b) du
théorème 3.2.1-2 affirme que le dénominateur de EUT (^ V(^,w)) J2^ pas de
facteur linéaire, et par conséquent EUT (v,X(w)) est polynomiale, si et
seulement si, EUT (^5 ^,w)) l'est, ce qui termine la démonstration. D

Voici, pour conclure, les critères précédemment connus et leur démons-
tration à l'aide des résultat de cet article :

{- ) Ces assertions sont énoncées dans [KL1] dans le contexte de la topologie étale pour
les variétés algébriques sur des corps finis et la cohomologie ^-adique. Les conjectures
de Weil y jouent un rôle fondamental. Le passage de la caractéristique finie à la
caractéristique nulle résulte d'arguments de réduction standard.
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THÉORÈME 4.1-2. — Soient v ^ w deux éléments du groupe de WeyL
Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Le point v est rationnellement lisse dans X(w).

b) Card(S(?/, w)) = ^(w), pour tout y e W vérifiant v ^ y -< w. ([C])

c) EUT {y,X{w)) = ^Yls(y,w), pour tout y ç W vérifiant
v ^ y -< w, où ^ désigne un scalaire non nui ([Ku2])

De même que les assertions :

d) Le point v est lisse dans X(w).

e) EUT (^X(w)) = (-l^W^n^w).

([Ku2], voir aussi [Bri] §6.5,)

Démonstration. Lorsque (a) est vérifiée, elle l'est également pour
tout y vérifiant v ^ y -<; w. Lorsque y est rationnellement lisse, 4-1 (a)
donne l'égalité EUT (?/,X(w)) = \Tis{y,w) qui est équivalente, d'après
4-1 (b), au fait que Card(S(2/,w)) = £(w). On a donc (a)=^(c)<^(b) et
comme (c) implique trivialement l'assertion (b) de 4.1-1, la première partie
du théorème est prouvée. L'équivalence (d)<^>(e) est une réécriture de
3.2.1-2 (a).
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