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STRUCTURES AFFINES ET PROJECTIVES
SUR LES SURFACES COMPLEXES

par Bruno KLINGLER

1. INTRODUCTION

Une surface complexe (connexe compacte) est susceptible de porter
de nombreuses structures géométriques compatibles avec sa structure ana-
lytique. La plus simple de ces géométries est la géométrie complexe affine :
on appellera surface complexe affine une surface complexe munie d'un atlas
de cartes à valeur dans C2 et à changements de cartes localement cons-
tants dans le groupe affine A(2,C) = GZ/(2,C) K C2 (c'est-à-dire munie
d'une connexion affine holomorphe plate sans torsion). C'est un cas par-
ticulier de (PGL(3^C)^P2C)-v8Lrï.été, c'est-à-dire d'une surface complexe
munie d'un atlas de cartes à valeur dans le plan projectif complexe P'^C
et à changements de cartes localement constants dans le groupe projectif
PGL(3,C).

Intéressons-nous d'abord aux surfaces complexes affines. Dans [13],
Inoue, Kobayashi et Ochiai montrent qu'une surface complexe admettant
une connexion holomorphe (non nécessairement plate) est biholomorphe (à
revêtement fini près) à un tore complexe, une surface de Kodaira primaire,
une surface de Hopf affine, une surface d'Inoue ou à un fibre principal
holomorphe en courbe elliptique sur une surface de Riemann de genre g > 2,
de premier nombre de Betti impair. Ils montrent qu'une telle surface admet

Mots-clés : Surface complexe - Structure affine - Structure projective - Connexion
holomorphe plate — Espace localement homogène.
Classification math. : 32J15 - 57M50.
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toujours une structure complexe affine. Nous décrivons géométriquement
toutes les surfaces complexes affines et calculons, à surface complexe S
fixée, l'ensemble des structures complexes affines sur S compatibles avec sa
structure analytique.

Commençons par donner des exemples de surfaces complexes affines.
Le premier exemple est celui du tore complexe, quotient du groupe additif
C2 par un réseau Z4. C'est un cas particulier de la construction suivante :
soit G un groupe de Lie réel connexe simplement connexe de dimension
4. muni d'une structure complexe affine invariante à gauche (i.e pour tout
élément g du groupe G la multiplication à gauche Lg est un morphisme
de la structure complexe affine sur G). Si r est un réseau cocompact du
groupe G', la variété quotient S = T\G est alors naturellement une surface
complexe affine. Nous verrons que le groupe G est nécessairement résoluble,
on appellera soivsurface affine le quotient S = T\G.

Un deuxième exemple est celui des surfaces de Hopf affines : soit (g}
le sous-groupe cyclique de GL(2, C) engendré par une application linéaire
contractante ^, on appellera surface de Hopf affine la surface quotient
S=C2\{0}/(g}.

Pour le troisième exemple, supposons donné un quadruple! (F, A, 0, p)
où F désigne un réseau cocompact sans torsion du groupe P6'L(2,]R),
le groupe A ^ Z est un réseau de C*, l'application (f> : H —> P^
est la développante holomorphe d'une structure projective d'holonomie
~p : F —> PS'L(2, C) sur la surface de Riemann S = r\H, et le morphisme
p : F —> GL(2,C) a pour image le morphisme p par composition avec
la projection canonique de GL(2,C) dans P5'L(2,C) (un tel morphisme
existe toujours ([8], p. 180). Notons W = €^{0} le C*-fibré tautologique
sur la droite projective P^-C, le diagramme

^(W) -^ W
l l
H -^ P^

munit le C*-fibré (f^(W) ̂  C* x H sur H d'une structure complexe affine.
Cette structure complexe affine est A x F—invariante, le groupe A agissant
par multiplication dans les fibres, l'action du groupe r étant induite de
son action naturelle sur H et de sa p-action sur W. La variété quotient
A x T\(f)*(W) est un fibre holomorphe en courbe elliptique A\C* de base
5. portant naturellement une structure complexe affine. Une telle surface
complexe affine sera appelée fibre elliptique affine.

Ces trois exemples sont essentiellement les seuls : nous montrons le
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THÉORÈME 1.1. — A revêtement et quotient finis près, toute
surface complexe affine est affinement isomorphe à une soivsurface affine,
une surface de Hopf affine ou un fibre elliptique affine.

Remarque. — Contrairement aux surfaces complexes affines con-
nues de Inoue, Kobayashi et Ochiai ([13], p. 263), toute surface complexe
affine ne s'obtient pas comme quotient d'un ouvert de C2 par un groupe de
transformations affines : il suffit de considérer un fibre elliptique affine cons-
truit à partir d'une structure projective de développante non injective sur
une surface de Riemann E de genre g > 2 (l'existence de telles structures
projectives sur S est bien connue, cf. [10], [14]).

Étant donné une surface complexe S admettant une structure com-
plexe affine, i.e appartenant à la liste de Inoue, Kobayashi et Ochiai, on
peut alors décrire l'espace de déformation T(S) des structures complexes
affines sur S (défini à la section 2.2) :

THÉORÈME 1.2. — Soie S une surface complexe et T{S) Pespace
de déformation des structures complexes affines sur S.

- Si S est un tore complexe, T{S) est biholomorphe à la variété ana-
lytique des classes d'isomorphismes des C-algèbres associatives et commu-
tatives de dimension 2.

- Si S est une surface de Kodaira primaire, T(S) est biholomorphe
àC.

- Si S est une surface de Hopf affine ou une surface d'Inoue, T(S) est
réduit à un point.

- Si S est un fibre principal holomorphe en courbe elliptique sur
une surface de Riemann de genre g > 2, de premier nombre de Betti 61 (S)
impair, T(S) est biholomorphe à un espace vectoriel complexe de dimension
4g-3.

Remarque. — Dans [2l], Vitter calcule l'espace T(S) dans les
cas où S est un tore complexe, une surface de Hopf affine, ou une
surface de Kodaira primaire. Des deux cas restants, le cas géométriquement
intéressant est celui des fibres principaux holomorphes en courbe elliptique
sur une surface de Riemann de genre g > 2, de premier nombre de Betti
impair.

On peut alors s'intéresser aux (PGI^C^P^-variétés. Dans [15],
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Kobayashi et Ochiai montrent qu'une surface complexe admettant une
structure projective est biholomorphe au plan projectif P2C, à une sur-
face complexe admettant une structure complexe affine, ou à une surface
hyperbolique complexe H^/F, où H^ désigne la boule hyperbolique com-
plexe réalisée canoniquement dans P2C par

H2. = [z = [z, : ̂  : Z3] 6 P2^ [^i|2 + |Z2|2 < l^l2}
et F désigne un réseau cocompact du groupe Pî7(2,1) des isométries
directes de H2.. Le théorème suivant précise ce résultat en montrant que les
structures projectives sur une surface complexe admettant une structure
complexe affine sont, à revêtement fini près, ses structures complexes
affines. La question demeure de savoir si une surface hyperbolique complexe
H^/r admet d'autres structures projectives que sa structure projective
canonique.

THÉORÈME 1.3. — Hormis les (P G L (3, C),?2^-variétés biholo-
morphes à une surface hyperbolique complexe H^/F, toute (PGL(3,C),
P2C)-variété compacte connexe est projectivement isomorphe au plan pro-
jectifP2!^ ou, à revêtement fini près, à Pune des surfaces complexes affines
classi fiées précédemment.

Le plan de ce papier est le suivant : à la section 2, nous rappelons
des généralités (application développante, groupe d'holonomie) concernant
les (G, X)-structures au sens d'Ehresmann [5]. La complexité d'une (G, X)-
variété dépend essentiellement de la complexité de son groupe d'holonomie.
Ainsi les (PGL(3,C),P2(C)-'v8LTlétés les plus simples sont celles à groupe
d'holonomie niipotent : à partir d'un argument géométrique dû à Benoist [2]
nous montrons à la section 3 qu'une (PGL(3, C), P^^variété à holonomie
niipotente est, à l'exception de P2C^ projectivement isomorphe à une
niisurface affine ou à une surface de Hopf affine. Malheureusement cet
argument ne s'étend pas aux structures à holonomies seulement résolubles,
encore moins à celles comportant un facteur semi-simple. Pour traiter ces
deux cas, nous usons du fait qu'en dehors des surfaces complexes à groupe
fondamental niipotent, seules trois classes de surfaces complexes dans la
classification d'Enriques-Kodaira ([16], I), sont susceptibles d'admettre une
(PGL(3,C),P2C)-stTnctme : les surfaces hyperboliques complexes H^/F,
les surfaces dites d'Inoue, à groupe fondamental résoluble non niipotent, et
une certaine classe de surfaces elliptiques qui à revêtement fini près sont
des fibres principaux holomorphes en courbe elliptique sur une surface de
Riemann de genre g >, 2, à premier nombre de Betti impair. Ce résultat de
Inoue, Kobayashi et Ochiai est rappelé à la section 2. A la section 4 nous
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traitons le cas des surfaces d'Inoue, qui possèdent une (PGL^.C),?2^-
structure canonique : cette structure est en fait unique, de type soivsurface
affine. À la section 5 nous étudions le cas des fibres en courbe elliptique
sur une surface de Riemann de genre g > 2 : nous montrons qu'un tel fibre
muni d'une (PGZ^S^^P^^structure est à revêtement et quotient finis
près projectivement isomorphe à un fibre elliptique affine. Ceci conclut la
démonstration des théorèmes 1.1 et 1.3. A la section 6, nous démontrons
le théorème 1.2.

Remerciements. — Je remercie vivement Y. Benoist de ses conseils,
ainsi que le référée pour ses remarques.

2. GENERALITES

2.1. (G, X)-variétés.

Rappelons le formalisme général des (G, X)- variétés ([5], [20]) :

DÉFINITION. — Soit X une variété analytique réelle connexe, G un
groupe de Lie agissant analytiquement sur X à gauche et M une variété C°°.
Une ((7, X)-structure sur M est un atlas maximal de cartes (f>i : Ui —> X
telles que :

- les ouverts Ui recouvrent M;

- (f>i est un difféomorphisme sur son image;

- les changements de cartes (f>ij = (^o<^~1 : ̂ -(L^nL^) —> (l)i(Ui^\Uj)
sont localement des éléments de G.

Une (G, X)-variété est une variété C°° munie d'une (G, X)-structure.

Etant donné deux (G, X)- variétés M et N, une application / :
M —> N sera dite un (G, X)-morphisme si pour toutes ((7, X) -cartes
(f>i '- Ui —> X et ^j : Vj —> X de M et N respectivement, et toute
composante connexe C de l'intersection Uinf'1^), il existe un élément g
du groupe G tel que la restriction de l'application / à l'ouvert C s'identifie
à la composée ̂ -1 o g o <^. Remarquons qu'étant donné une variété M,
une (G, X)-variété N et un difféomorphisme local / : M —> N , il existe
une unique (G, X)-structure sur M faisant de / un (G, X)-morphisme.
En particulier tout revêtement d'une (G, X)- variété possède une (G,X)-
structure canonique.



446 BRUNO KLINGLER

Soit alors (M,mo) une variété C00 pointée, notons F le groupe fon-
damental 7Ti(M,mo) et M le revêtement universel de M associé. Les re-
marques précédentes et le principe de monodromie impliquent la définition
équivalente suivante :

DÉFINITION. — La variété M est une (G, X)-vanété si on se donne
un difféomorphisme local V-équivariant D : M —> X, c'est-à-dire qu'il
existe un morphisme de groupe h : Y —> G tel que :

V-y e F, D o 7 = h(^) o D.

L'application D est appelée développante, Je groupe H = h(F) groupe
d'holonomie.

Une (G, X)-structure sur M est entièrement déterminée par la donnée
de la développante D à multiplication à gauche par un élément de G près.
Les (G, X)-variétés les plus simples sont les (G, X)-variétés dites complètes^
pour lesquelles la développante est un revêtement sur le modèle X. En
particulier si la variété X est simplement connexe et si M est une (G, X)-
variété complète, le groupe fondamental F s'identifie au groupe d'holonomie
H et la (G,X)-variété M au quotient T\X.

Remarque. — Une surface complexe affine est par définition une
(A(2,C),C2)-variété compacte. Une telle structure n'est pas nécessaire-
ment complète : ainsi la développante D : C2 —> C2 qui au couple (z, w)
associe le couple (exp2:,expw) définit une structure affine incomplète sur
un tore complexe de dimension 2.

2.2. Espace de déformation.

Dorénavant X est une variété analytique complexe et G un groupe de
Lie sous-groupe du groupe des biholomorphismes de X. Une (G, X)-variété
possède alors une structure analytique complexe naturelle, induite par sa
(G, X)-structure.

f
Etant donné une variété analytique complexe 5', on souhaite définir

un "espace des (G, X)-structures sur S compatibles avec sa structure analy-
tique" , c'est-à-dire paramétrer de manière convenable les couples (<^, M), où
M est une (G, X)-variété et (f) : S —> M un biholomorphisme. Pour ce faire
choisissons SQ un point de 5, notons F le groupe fondamental 7Ti(5', so) et S
le revêtement universel associé muni de sa structure analytique complexe
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canonique. Définissons A^^(S) comme l'ensemble des couples (D,h) où
h '' r —> G est un morphisme de groupe et D : S —> X est un biholomor-
phisme local /i-équivariant. L'ensemble A^ ^(S) est muni de sa topologie
naturelle induite de la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact pour les applications développantes D. Remarquons que A^ ^.(S) ne
dépend du choix du point SQ qu'à homéomorphisme près. Le groupe G agit
sur A',Q ^\{S) selon :

VpeG, 9 ' ( D ^ h ) = ( g o D ^ g ' h ' g - 1 ) .

Appelons AÇG,X)(S) le quotient A^^(5')/G. Le groupe Hol^Â), com-
posante connexe de l'identité du groupe des biholomorphismes de S agit
naturellement sur A(G,X)(S).

DÉFINITION. — On appelle espace de déformation des (G,X)-
structures sur la variété analytique S l'espace

T^x)(S)=îîoi°(S)\AçG^(S).

Dans le cas où le groupe G est le groupe affine A(n, C) = GL{n, C) ix
C" et le modèle X est l'espace vectoriel C71, l'espace A(S) = AÇG,X)(S)
n'est autre que l'espace des connexions holomorphes plates sans torsion sur
5' : on identifie la classe dans A(S) d'une développante D : S —> C71 à la
connexion sur S induite de la connexion D* (d) sur le revêtement universel
5', où d désigne la connexion triviale sur C71. L'espace des connexions
holomorphes sur S est un espace affine A modelé sur l'espace vectoriel
complexe H°(S, T^S^T^S^TS) des 1-formes holomorphes sur 5' à valeur
dans les endomorphismes du fibre tangent holomorphe TS. Comme la
torsion et la courbure sont des applications analytiques sur A, l'espace A(S)
de leurs zéros communs est une sous-variété analytique (éventuellement
singulière) de A.

En dimension n = 2, nous verrons que le groupe Hol°(5') agit
trivialement sur A(S) si S est un tore complexe, une surface de Kodaira
primaire, une surface d'Inoue ou un fibre elliptique principal de premier
nombre de Betti impair sur une surface de Riemann de genre g > 2, et
transitivement si S est une surface de Hopf affine. Dans tous les cas, l'espace
de déformation T(S) = Hol°\S)\A(S) est muni d'une structure analytique
naturelle induite de celle de A(S), ce qui donne un sens au théorème 1.2.
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2.3. (PG^q.P2^- variétés.

En remarquant que les fibres singulières d'une surface elliptique de
nombres de Chern nuls sont nécessairement de type rnio et qu'elle admet
donc, si sa base est de genre > 0, un fibre principal holomorphe en courbe
elliptique comme revêtement fini ([22], p. 137), on peut reformuler les
résultats de Inoue, Kobayashi, et Ochiai ([13], [15]) de la façon suivante :

THÉORÈME 2.1. — Soit S une (P G L (3, C),?2^-variété (com-
pacte connexe) n'admettant pas de revêtement fini à groupe fondamental
niipotent. Si S n'admet aucune structure complexe affine, S est biholomor-
phe à une surface hyperbolique complexe H^/F. Sinon S est biholomorphe
à une surface d'Inoue, ou à un quotient fini d'un fibre principal holomorphe
en courbe elliptique sur une surface de Riemann de genre g > 2, de premier
nombre de Betti impair.

Le lemme suivant ([22], Sec. 7) nous sera également utile :

LEMME 2.1. — Soit S un fibre holomorphe principal en courbe el-
liptique sur une surface de Riemann de genre g > 2, de premier nombre
de Betti b^(S) impair. Alors le revêtement universel S s'identifie holomor-
phiquement au produit C x H et le groupe fondamental 71-1 (5') admet une
présentation

9

(ai,^!,--,^,^,^^ | c,d centraux, T\[ai,hi
î=l

où r désigne un entier naturel strictement positif.

Pour démontrer les théorèmes 1.1 et 1.3, nous étudierons successive-
ment aux sections 3, 4, 5 les structures projectives à holonomie niipotente,
les structures projectives sur les surfaces d'Inoue, et les structures projec-
tives sur les fibres elliptiques principaux de premier nombre de Betti impair
sur une surface de Riemann de genre g > 2.

3. (PGL(3,C), P2C)-VARIÉTÉS À HOLONOMIE
NILPOTENTE

Nous décrivons les (PGL(3,C),p2C)-variétés a priori les plus sim-
ples : celles à holonomie niipotente. Commençons par des lemmes généraux
sur les (PGL^+l^.P^-variétés à holonomie niipotente.
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3.1. (PG^n+l.Q.P^-variétés à holonomie niipotente.

Dans [2], Benoist décrit la structure des (PfiT^m+l.R),?771!^)-
variétés à holonomie niipotente. Certains de ses résultats se généralisent
au cas complexe. Dans la suite de ce paragraphe, on notera G le groupe
PGL(n+l,C) et X la variété complexe P^.

Soit donc (M.mo) une (G, X)- variété pointée compacte connexe de
groupe fondamental r = 71-1 (M, mo), de revêtement universel associé M,
et D : M —> X une développante de morphisme d'holonomie h. Notons
Is{M) le groupe de Lie des transformations affines de M : par définition
une transformation (f) de M est dans Is(M) s'il existe un élément de G,
encore noté h((f)) tel que Doef) = h((f) ) oD. Soit K le sous-groupe de Is(M)
noyau de h et î la composante connexe de l'identité de Is(M), notons Ko
l'intersection K H î et 1 l'image h(î) ^ Î / K Q . Si L est un sous-groupe
connexe de J, on notera ISL(M) sa /i-préimage dans le groupe Is(M) et L
la composante connexe de l'identité de JSL(M).

Supposons le groupe d'holonomie H = h(T) niipotent. Choisissons
N un sous-groupe niipotent connexe maximal de G tel que le sous-groupe
H D N de H soit d'indice fini dans H. Un tel groupe existe, il suffit que 7V
contienne la composante connexe de l'identité de l'adhérence de .Zariski de
H dans G. Benoist ([2], p. 450) démontre le :

LEMME 3.1. — Supposons M compacte a holonomie niipotente.
Alors on a l'inclusion N C I .

Ainsi le revêtement universel M est réunion d'orbites du groupe
N. Pour décrire ces orbites, intéressons-nous d'abord à celles du groupe
N dans X. Notons E l'espace vectoriel C77^1, la projection canonique
GL(E) —> PGL(E) définit une bijection de l'ensemble des sous-groupes
niipotents connexes maximaux de GL(E) dans l'ensemble des sous-groupes
niipotents connexes maximaux de PGL(E).

Pour tout sous-groupe N de GL(E) on dit que N est décomposable
si on peut trouver une décomposition non-triviale E = E-^ ® E^ telle
que le groupe N est inclus dans le produit GL(E^) x GL(E^). Le groupe
N s'identifie alors au produit N = N-^ x N^, où Ni désigne le groupe
GL(Ei) H 7V, i = 1,2. De plus N est niipotent connexe maximal si et
seulement si TVi et N^ le sont. Sinon on dit que N est indécomposable.
Définissons, pour un entier d > 1 :

Nd = {g e GLÇC^, 3\ ç C*, g - À • Id est triangulaire supérieure}.
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Le groupe Nci est bien sûr un sous-groupe niipotent connexe maximal
indécomposable de GLÇC^.

Le lemme suivant ([2], p. 451) décrit les sous-groupes niipotents
connexes maximaux de GL(E) :

LEMMA 3.2. — S'oit N un sous-groupe niipotent connexe maximal
de GL(E), il existe une unique décomposition E = ® ^ telle que

l<,i<^k

N = TVi • • • Nk où Ni = GLÇEi) D 7V est un sous-groupe niipotent connexe
maximal indécomposable de GL{Ei) semblable à N^ (di = dimEi).

Evidemment les orbites de N dans E sont les produits des orbites de
Ni dans Ei. Mais N^ a exactement d orbites dans Cd — {0} :

Ù j = { ( z ^ . . . , Z d ) ç C d , Z j ^ O et ^_i = — = 2 ; i =0}.
En particulier N a exactement une orbite ouverte dans £', de la forme
Cp x (C*)71"234'1, où p désigne un entier naturel strictement inférieur à
n + 1. Le sous-groupe niipotent connexe maximal N image de N dans
PGLÇE) a alors une unique orbite ouverte dans X = P{E)^ de la forme
P{CP x (C*)71-^1).

Nous pouvons maintenant décrire le revêtement universel M. Comme
la développante D est un difféomorphisme local, le groupe N admet une
unique orbite ouverte Q dans M. Le revêtement universel M s'identifie
donc à l'adhérence f2 de f^ dans M. D'après ([2], p. 459), la restriction
de la développante D à l'adhérence dans M de toute orbite de 7V est
un revêtement sur son image. La proposition suivante résume alors la
géométrie des (PGL(n-{-l^C)^PnC)-yQIÏétés à holonomie niipotente :

PROPOSITION 3.1. — Soit M une (PGI/(n+l,C),PnC)-variété
compacte de développante D, de groupe d'holonomie H niipotent. Soit
N un sous-groupe niipotent connexe maximal de P(7L(n+l,C) tel que
l'intersection H F\ N soit un sous-groupe d'indice fini de H. Alors la
composante connexe de Pidentité N du groupe Is^^M) agit quasi-
transitivement sur M (i.e possède une unique orbite ouverte f2 dans M) et
la développante D est un revêtement sur son image.

3.2. Réduction au cas affine.

PROPOSITION 3.2. — A l'exception deP2^ toute (PC?L(3, C), P2^-
variété compacte à holonomie niipotente est projectivement isomorphe, à
revêtement fini près, à une surface complexe affine.
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Preuve. — Soit S une (PGL(3,C)^P2C)-ya,Tlété compacte connexe
à holonomie H niipotente et N un sous-groupe niipotent connexe maximal
de PGZ/(3, C) tel que 1 intersection H H N soit un sous-groupe d'indice
fini de H. L'orbite ouverte Z)(^2) de la proposition 3.1 s'identifie à P(C*3),
P(C*2 xC) ou P(C* xC2). On vérifie par énumération qu'il n'y a que quatre
cas pour lesquels S diffère a priori de P2C ou d'une surface complexe affine :

1er cas. Le revêtement universel S s'identifie par D au plan projectif
P^ privé de trois points x, y et z de coordonnées homogènes respectives [1 :
0:0], [0:1:0], et [0:0:1] et le groupe N s'identifie au projectivisé du groupe
des matrices diagonales de GL(3,C). La surface complexe S s'identifie au
quotient ^\(P2C\{x^y',z}). En particulier le groupe fondamental F agit
fidèlement cocompactement sur la TV-orbite P(C* x C* x {0}) ^ C*. À
revêtement fini près, on peut supposer que le groupe F est isomorphe au
sous-groupe cyclique infini < g > de N engendré par l'élément diagonal
g = diag(a,a1,1), où i désigne un nombre entier. Mais alors la variété S
n'est pas compacte : on vérifie par exemple que si i diffère de 0 ou 1, la
suite ([n:?^1 : l])neN n'a pas de valeur d'adhérence dans S (idem avec la
suite ([0 : n : l])nçN si i = 0, avec la suite ([n : 1 :0])^çN si î = 1). D'où la
contradiction.

yme ç^g ^ç revêtement universel S s'identifie par D au plan projectif
P^C privé de deux points x et y de coordonnées homogènes respectives
[1:0:0] et [0:0:1] et le groupe N s'identifie au projectivisé du sous-groupe
deGL(3,C)

( / a (3 0\ -1
N = { o a o eGL(3,C)^.

l \ 0 0 l7 J

La surface complexe S s'identifie au quotient r^P2^^;?/}). En parti-
culier le groupe fondamental F agit fidèlement cocompactement sur les
TV-orbites P(C x C* x {0}) ^ C et P(C* x {0} x C*) ^ C*, le groupe F est
donc à la fois isomorphe à Z2 et au produit de Z par un groupe fini, d'où
la contradiction.

yme ç^g ^ revêtement universel S s'identifie par D au plan projectif
P'2C privé du point x de coordonnées homogènes [1:0:0], le groupe N est
encore le projectivisé du groupe de GL(3, C)

( / a /3 0\ 1
N = { o a o eGL(3 ,C)^ .

l \ 0 0 l/ J
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Mais le groupe fondamental F fixe alors le point [0 :0 :1 ] de 5, d'où la
contradiction.

4eme cas. Le revêtement universel S s'identifie par D à l'ouvert
simplement connexe P(C x €^{0}) et le groupe N au projectivisé du
sous-groupe de GL(3, C)

f / l oc ft\ -i
N = { ( o l 7 eOL(3,m.

I V o o l7 J
La surface complexe S s'identifie au quotient F\P(C x €^{0}). En par-
ticulier le groupe fondamental F agit fidèlement cocompactement sur la
AT-orbite P(C x C* x {0}) ^ C, il est donc isomorphe à Z2. Soit F est
isomorphe au sous-groupe de 7V des matrices de la forme

/l a a2/2\
0 1 0 ) , a (E Z2

\0 0 1 /

soit F est isomorphe au sous-groupe de N des matrices de la forme
/l a Q2/<2\
( 0 1 a ) , a ç Z2.
\0 0 1 /

Dans les deux cas la surface complexe S n'est pas compacte (par exemple
la suite ([n : 1 : l])neN i^a pas de valeur d'adhérence dans S) d'où la
contradiction. D

3.3. Surfaces complexes affines à holonomie niipotente.

PROPOSITION 3.3. — S'oit S une surface complexe affine à holono-
mie niipotente. À revêtement fini près, S est affînement isomorphe à une
surface de Hopf affine ou à une niisurface affine, qui est biholomorphe soit
a un tore soit à une surface de Kodaira primaire.

Preuve. — Soit S une surface complexe affine à holonomie niipo-
tente. D'après la proposition 3.1 l'orbite ouverte J9(fî) est nécessairement
C* x C*, C x C* ou C2. L'image D(S) = D(Û) s'identifie donc en tant que
variété affine à C2\{0}, C* x C*, C x C* ou C2.

1er cas : D(S) = €^{0}. Comme la développante D est un
revêtement sur son image et €^{0} est simplement connexe, le revêtement
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universel affine S s'identifie à €^{0}. La surface complexe affine S est donc
le quotient F^C^O}) où F est un sous-groupe discret du groupe GL(2, C)
des transformations affines de €^{0} agissant proprement sans point fixe
sur C^O}. En particulier le groupe F contient une contraction linéaire g :
à revêtement fini près, la surface complexe affine S est donc une surface de
Hopf affine.

2eme cas : D(S) = C* x C*. Le groupe N s'identifie au groupe
C* xC*, le groupe N = C2 agit simplement transitivement sur le revêtement
universel affine S. Ainsi S comme (A(2, C), C^-variété s'identifie au groupe
complexe N == C2 muni d'une structure complexe affine invariante à
gauche, le groupe F est un réseau de C2 et la surface complexe affine S
est la niisurface affine F\C2. En tant que surface complexe, S est un tore.

yme ç^g . DÇS) = C x C*. Le groupe d'holonomie H est un sous-
groupe du groupe des transformations affines de C x C*, qui s'identifie

( a b c\
au groupe des matrices de GL(3,C) de la forme 0 d 0 ) . Le groupe

o o i /
7V, sous-groupe niipotent connexe maximal de ce groupe de matrices, est
nécessairement l'un des trois groupes suivants :

/l o b\
1. 7V = C x C*, groupe des matrices de GL(3, C) de la forme 0 a 0 ) .

\o o l/
/a b 0\

2. 7V = C* x C, groupe des matrices de GL(3, C) de la forme ( 0 a 0 ) .
\o o l/

/l a b\
3. 7V = C2, groupe des matrices de GL(3, C) de la forme ( 0 l 0 ) .

\0 0 l/

Dans les cas 1 et 2 le groupe 7V s'identifie encore au groupe C2 et
agit simplement transitivement sur le revêtement universel S : comme
(A(2,C),C2)-variété S s'identifie au groupe complexe 7V == C2 muni d'une
structure complexe affine invariante à gauche, la surface complexe affine S
est la niisurface affine F\7V, où F est un réseau de C2. En tant que surface
complexe, S est encore un tore.

Le cas 3 est impossible : la développante D étant un revêtement sur
son image, et la variété S étant compacte, le quotient H\D(S) est un
espace topologique quasi-compact (pour sa topologie naturelle qui n'est
pas nécessairement séparée). A fortiori N\D{S) doit être quasi-compact.
Or dans le cas 3 le groupe 7V n'agit pas sur le deuxième facteur de C x C*.
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4e^2e cas : D(S) = C2. La surface complexe affine S est alors
complète à holonomie niipotente. D'après un résultat de Fried, Goldman
et Hirsch ([6], Theorem A), le groupe d'holonomie H est en fait unipotent,
en particulier le fibre canonique de S est trivial. D'après la classification
d'Enriques-Kodaira ([l], p. 188), la surface 5', de revêtement universel
isomorphe à C2 et à fibre canonique trivial, est un tore complexe ou une
surface de Kodaira primaire.

Le groupe N s'identifie au sous-groupe de (7L(3,C) des matrices
unipotentes supérieures, il agit transitivement sur C2 avec comme groupe
d'isotropie à l'origine le groupe

f / l x 0\ -\
No={ 0 l 0 eGL(3,m.

l \ o o i7 J
Soit L la composante connexe de l'adhérence de Zariski de F dans N
vu comme groupe algébrique réel. Le groupe L est encore unipotent,
l'intersection m-L est un réseau (nécessairement cocompact) de L. Comme
mi/ est un sous-groupe d'indice fini de r, il agit proprement avec quotient
compact sur C2 = N/NQ^ donc L également. En particulier si on note n, Ho
et ( les algèbres de Lie réelles respectives des groupes de Lie 7V, NQ et L,
l'intersection iFirio est triviale. Remarquons alors que F, qui agit proprement
avec quotient compact sur C2, est de dimension cohomologique 4, donc L
aussi. Comme NQ et N ont pour dimensions cohomologiques respectives 2
et 6, on en déduit l'égalité d'algèbres de Lie réelles :

n = le Ho.

Mais alors le groupe de Lie réel niipotent connexe L agit simplement tran-
sitivement sur C2 par transformations affines complexes : il est ainsi muni
d'une (A(2,C),C2)-st^ucture invariante à gauche et la surface complexe
affine S admet pour revêtement fini la niisurface affine (F H L)\L.

Le cas où S est un tore correspond au cas où le groupe L est
commutatif. On vérifie aisément que le groupe L s'identifie alors au groupe
C2 réalisé comme sous-groupe de (7L(3,C) des matrices de la forme
/l 0 w\ /l z w\
[ 0 l z ) ou de la forme ( 0 l z ) .
\o o l / \o o l /

Le cas où S est une surface de Kodaira primaire correspond au cas
où L n'est pas commutatif. On vérifie que le groupe L est conjugué à l'un
des sous-groupes de A (2, C) de la forme

( / l ' z - { - a z w \ 1
Ga= { o l z } eGL(3 ,C)^ , a e C .

l \ o 0 l7 J
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En tant que groupe de Lie réel, le groupe L est isomorphe au groupe
MxHeis(3), où Heis(3) dénote le groupe d'Heisenberg classique des matrices
de GL(3, M) unipotentes supérieures. nD

4. STRUCTURES PROJECTIVES SUR LES
SURFACES D'INOUE

Dans cette section nous montrons la

PROPOSITION 4.1. — Toute surface d'Inoue admet une unique
(PGZ^S.C^P^^structure, qui (à revêtement fini près) en fait une solv-
surface affine.

4.1. Description des surfaces cPInoue.

Considérons les sous-groupes réels résolubles suivants du groupe
A(2,C):

f / A 0 a\ 1
Sol^=^ 0 |A|-2 b A e C * , a e C , b ç R ^ .

l \ 0 0 \ ) )
( / € CL b\ 1

Sol4 = < 0 a c (a, a, b, c) € M4, a > 0, e = ±1 \ .
l \ o 0 \ ) )
( / l a b+i\oga\ }

So\^=< 0 a c (a,a,b,c) (E M4, a>0\.
[\o o l / J

Comme ces groupes agissent transitivement avec groupes d^isotropies com-
pacts (respectivement 5'1, {±1} et {1}) sur le produit C x H, leurs réseaux
agissent proprement avec quotients compacts sur cet espace et les surfaces
complexes quotients sont canoniquement munies d'une structure complexe
affine.

DÉFINITION. — On appelle surfaces dénoue les surfaces complexes
de la forme F\C x H, où F désigne un réseau sans torsion d'un des groupes
Sol^, So\î ou Soli4.

On montre alors facilement le

LEMME 4.1 ([22], p. 146). — A revêtement fini près, les surfaces
dénoue munies de leur structure complexe affine canonique sont des
soivsurfaces affines.
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4.2. Structures projectives sur les surfaces cTInoue.

Soit G l'un des groupes Sol^, Soif ou Sol^4, F un réseau de G et S la
surface cTInoue F\C x H. Au vu du lemme 4.1, la proposition 4.1 est une
conséquence immédiate des deux lemmes suivants :

LEMME 4.2. — Les seules (PG^S.C^P^-structures sur une
surface d'Inoue sont ses structures complexes affines.

Preuve. — Soit D : C x H —> P'2C la développante d'une structure
projective sur 5, de morphisme d'holonomie h. Comme le groupe fonda-
mental F de 5" est résoluble, le groupe d'holonomie H = h(T) l'est donc
également. À sous-groupe d'indice fini près on peut supposer que H est un
sous-groupe du sous-groupe de Borel canonique B de PGL(3,C). L'action
de B sur P2C induit une décomposition Jï-invariante

P 2C=C 2UP 1C

qui se relève en une décomposition r-invariante de S

S=D~1{C2)^D~1{P1C).

Supposons D'1^?1^ non-vide, la projection de D~1{P1C) dans S est
alors une sous-variété holomorphe compacte de dimension 1 de 6', c'est-à-
dire une réunion de courbes de S. Comme une surface d'Inoue ne contient
aucune courbe (cf. [12], p. 269), le fermé D'1^?1^ est vide, l'image de la
développante D(S) est contenue dans C2 et la structure projective définie
par la développante D est bien complexe affine. D

LEMME 4.3. — Toute surface dénoue admet une unique structure
complexe affine.

Preuve. — Soit D la développante
C x H —. C2

M^(/l(^)J2M)

d'une structure complexe affine sur 5, pour montrer le lemme 4.3 montrons
que la développante D est un difféomorphisme affine de C xH sur son image.

A sous-groupe d'indice fini près on peut supposer que le groupe
d'holonomie H est formé de matrices triangulaires supérieures. Pour un

/A^ By Oy\ /a^ b^ c^\
élément 7 == ( 0 D^ E^ ) de F, on notera alors h(j) = i 0 d^ e^ ) son

\ 0 0 l 7 \ 0 0 l /
holonomie.
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Notons A le commutateur [F,r], remarquons que l'action du groupe
A sur C x H préserve les hyperplans réels He d'équation 3(^) = e dans les
coordonnées (z, ç) de Cx H, où e désigne un nombre réel strictement positif.
Si / est une fonction holomorphe A-invariante sur C x H, la restriction de /
à chacun de ces hyperplans est bornée. En particulier / n'est fonction que
de la seule variable $, puis constante sur les hyperplans H'^ donc constante.
D'où le lemme crucial ([12], Lemma 3, Lemma 4) :

LEMME 4.4. — Les seules fonctions holomorphes A-invariantes sur
C x H sont les fonctions constantes.

Remarque. — Si 7 est un élément du commutateur A, les coefficients
A-p D^, a^ et d^ sont égaux à 1.

La /i-équivariance de la développante D se traduit par les deux
équations suivantes, vérifiées pour tout élément 7 du groupe F et tout
point (^) deC x H :

(1) h(A^z + B^ + Gy, D^ + E^) = a^/i(z,0 + b^f^(z^) + c^
(2) /2(A^+^+^,£^+^)=^/2(^)+^.

Dérivons l'équation (2) par rapport à la variable z, on trouve :

v-yer, A^(7.(z,0)=d^(^,o.

On déduit alors du lemme 4.4 et de la remarque que la fonction —/2

est constante : il existe un nombre complexe a et une fonction holomorphe
/ : H —> C tels que : f^{z, $) = az+f(^). Dérivons deux fois l'équation (2)
par rapport à la variable ^ et utilisons le lemme 4.4, il vient immédiatement
que la fonction / est quadratique, il existe donc des nombres complexes b,
c et d tels que f^(z, $) = az 4- b^2 + c^ + d. Réécrivons alors l'équation (2) :

(3) aA^z + bD^^2 4- (aB^ 4- 2bD^E^ + cD^ + (aC^ 4- bE^2 + ce^ + d)
== ad^z + d^2 + cd^ 4- (dd^ + c/y).

1er cas : G = Sol^ ou Soli4. La nullité du coefficient de ^ dans
l'équation (3) impose : V7 G A, aB^ + 2bE^ = 0. Le groupe A étant un
réseau du groupe dérivé [G, G] on déduit de l'équation précédente l'égalité
a = b = 0, et la fonction /2 s'écrit : f^z,^) = c$ + d. Dérivons alors
l'équation (1) par rapport à la variable z, d'après le lemme 4.4 la fonction
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9fl-— est constante. Il existe donc un nombre complexe q et une fonction
holomorphe g : H —> C tels que : fi(z^) = qz + ̂ (0. En dérivant deux
fois l'équation (1) par rapport à la variable $ on voit encore que la fonction
g est quadratique. Il existe donc des nombres complexes r, s et t tels que :
/ l (^0=^+^ 2 +^+^

Réécrivons alors l'équation (1) :

V7 e F, gA^2;+(r^)ç2+(^+2r•^^+sD^4-(gG^+r^2+5^+t)

= qa^z + ra^2 + (sa^ + c^)$ + (ta^ + d^ + c^).

La nullité des coefficients de z et S2 dans l'équation précédente impose les
deux équations q(A^-a^) = 0 et rÇD^-a^) = 0. Comme la développante
D est un difféomorphisme local, le produit cq est non nul. En particulier le
nombre complexe q est non nul, et on déduit des deux équations précédentes
l'équation :

V7 e F, r(J^2 - A^) = 0

qui implique l'égalité r = 0. Mais alors la fonction /i s'écrit fi(z^) =
qz + s^ + ^, et la développante P est un difféomorphisme affine sur son
image.

yme ç^g . Q ̂  g^ Dms ce cas le coefficient B^ est nul pour tout
élément 7 du groupe F. La nullité du coefficient de ^ dans l'équation (3)
implique alors : \/7 e A, 26^ = 0 et donc b est nul. Écrivons ensuite
l'égalité des coefficients de z d'une part, de ^ d'autre part : a(A^ - d/y) = 0
et c(Z^ — d ^ ) = 0. Comme on peut trouver un élément 7 du groupe F tel
que les coefficients A^ et D^ soient distincts, on en déduit que le produit ac
est nul. Si le nombre a est nul la situation est la même qu'au premier cas.
Si le nombre c est nul la fonction /2 s'écrit maintenant f^(z, ̂ ) == az + d et
l'équation (1) se réécrit :

V7 e F, A(A^ + G,, D^ + E^) = a^/i^.O + b^cz + d) + c^

et la situation est analogue à celle du premier cas, les variables z et $
échangeant leurs rôles.

Finalement la développante D est un difféomorphisme affine sur
son image, ce qui conclut la démonstration du lemme 4.3 et donc de la
proposition 4.1. n
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5. (PGL(3,C), P^-STRUCTURES SUR LES
SURFACES ELLIPTIQUES
5.1. Réduction au cas affine.

Dans cette section nous concluons la démonstration du théorème 1.3
en montrant la

PROPOSITION 5.1. — Toute (PGLÇS.C^^CVsurface elliptique
est, à revêtement fini près, projectivement isomorphe à une surface ellip-
tique complexe affine.

Preuve. — Soit 5' une (PGI^.C^.P^-surface elliptique et D :
S —> P^C la développante d'une structure projective sur 5, de morphisme
d'holonomie h : Tri(iS') —> PG-L(3, C). Le cas à holonomie niipotente ayant
été traité à la section 3, on peut supposer d'après le théorème 2.1 que S est
un fibre principal en courbe elliptique E de base une surface de Riemann
S == r\H de genre g > 2, de premier nombre de Betti b\{S) impair. D'après
le lemme 2.1, le revêtement universel 5" s'identifie au produit C x H et le
groupe fondamental 7Ti(5') a une présentation de la forme

g
(ai, 61, . . . , d g , bg, c, d | c, d centraux, ]"j[a,, 6,] = cf)

i=l
où le nombre de Chern r désigne un entier naturel positif. Le sous-groupe
de 7Ti(5') engendré par c et d s'identifie au groupe fondamental A de la
courbe elliptique E.

Notons A l'adhérence de Zariski du groupe h(A) dans le groupe
algébrique complexe PGL(3,C). Le groupe A étant commutatif et central
dans 7Ti(5'), le groupe A est commutatif et le groupe d'holonomie H =
h(7r-t(S)) est un sous-groupe du commutant <7(À) de À dans PGZ/(3,C).
Comme le groupe H n'est pas niipotent, a fortiori C(A) non plus. Les seuls
cas possibles sont :

1. À = { e } , C(À)=P<?L(3,C).
r / i o x\ )o x-

0 1 0
<0 0 1 .

e r
2. A=C={ 0 l o çPGL(3,C)k

l \ o o \ ) }
f / i e f\ ^

C(A)= { o g h ] ePGL(3,C)^.
l \ o o l/ J

( / x 0 0\ }
3. À = C * = ^ o x o ePGL(3,C)L

l \ o o l/ J
f / e / 0\ >!

C(A)= < [ g h 0 ePGL(3,C)^.
l \ 0 0 l/ J
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Cas 1. Dans ce cas, la développante D : C x H —> P'^C se factorise
en une immersion holomorphe du produit E x H dans P2C^ encore notée
D. Montrons qu'il n'existe pas de telle immersion.

Notons (j) l'application holomorphe de E x H dans P2C x H qui
au point (e,$) de E x H associe le point (D(e,$),ç) de P2C x H. Cette
application est évidemment propre, son image est donc d'après un théorème
de Remmert ([l], p. 26) une sous-variété analytique de dimension 2 de
p2C x H.

Pour tout point ^ de H, l'image X^ de la courbe E x {^} par (f) est
une courbe analytique irréductible de P2C x {^}. D'après le théorème de
Chow, la courbe X^ est algébrique dans P^ x {^} ([7], p. 167). Fixons
^o un point de H, on peut donc choisir un polynôme complexe homogène
à trois variables F^ dont le diviseur dans P2C x {^0} est X^. Ce choix
s'étend en une application holomorphe -F : ^ i—> F ( ' i ^ ) d'un voisinage
de ^o dans H dans les polynômes complexes homogènes à trois variables,
qui au point ^ associe un polynôme F(-^) dont le diviseur [-^'(',0] dans
P2C x {^} est X^

Choisissons ZQ == -D(eo?$o) un point d'intersection de X^ avec le
diviseur [Q^FÇ'^o)] du polynôme <9^F(',^o) dans P'^C x {^o}- Sur un
voisinage affine du point (^o,$o) dans P^ x H, réécrivons F(',0 comme
polynôme /(',0 à deux variables complexes z = (^1,2:2). Il existe alors un
voisinage V du point (eo,$o) de E x H et un voisinage U du point (^o?^o)
de P^ x H tels que (f) identifie V à son image

Xf={(z^)eu^ /(^,o=o}.
Par dérivation, tout point (e, $) de V vérifie donc le système d'équations
(4) ^/(^(e,0).^(e,0=0

(5) ^JWe, 0) • 9^(e, 0 + cV(0(e, Q) = 0.

Notons
Xa,f={(z^)eU^ ^/(^,0=0}.

Comme D est une immersion, les vecteurs QeD(e^) et 9^D(e^) forment
une base de l'espace tangent holomorphe à P^ x {^} au point (D(e, $), ̂ ).
On déduit alors des équations (4) et (5) que la différentielle Qzf\ et donc
la différentielle c(f, s'annulent en tout point de l'intersection

I=Xf^X^f
qui est une sous-variété analytique de P^ x H de dimension au moins 1 :
ceci contredit l'existence de points lisses dans I .
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Cas 2 et 3. Dans ces deux cas, l'action du groupe C(Â) sur P2C
induit une décomposition H -invariante

P2C=C2UP1C.

L'action de l'algèbre de Lie de À sur P^ induit un champ de vecteurs
holomorphe Xp2^ sur P2^ nul le long de P1C. Comme le groupe À
centralise le groupe d'holonomie H, ce champ est naturellement H -invariant
et induit donc un champ de vecteurs holomorphe X non-nul sur la surface
complexe S. D'après un théorème de Blanchard [3], le champ de vecteurs
holomorphe X est tangent aux fibres de 5'. Mais le fibre elliptique 5' est
principal sur S, il admet donc un champ de vecteurs holomorphe Y tangent
aux fibres et ne s'annulant pas. Il existe alors une fonction holomorphe / sur
5" telle que X = f -Y. Comme S est compacte, la fonction / est constante,
non-nulle car le champ X n'est pas identiquement nul. En particulier X ne
s'annule pas sur 5, l'image de la développante ne rencontre pas P^ et S
est une surface complexe affine. D

5.2. Fibres elliptiques affines.

Soit S = r\H une surface de Riemann de genre g > 2, F désignant un
réseau cocompact sans torsion du groupe PS'Z/(2,R). Notons K^ son fibre
canonique des 1-formes holomorphes. Soit ^ : S —> E un fibre principal
en courbe elliptique E = A\C de base S, de premier nombre de Betti &i(5')
impair. Dans cette section nous concluons la démonstration du théorème 1.1
en montrant la

PROPOSITION 5.2. — Toutes les structures complexes affines sur le
fibre elliptique principal S le réalisent, a revêtement et quotient finis près,
comme fibre elliptique affine.

D'après le lemme 2.1, le groupe fondamental du fibre elliptique
principal 5' admet une présentation de la forme

g
<a i ,6 i , . . . , û^ ,^ , c ,d | c,d centraux, j"]^,^] = c7'}

i=l

où le nombre de Chern r désigne un entier naturel strictement positif.
Remarquons que le nombre de Chern d'un fibre elliptique affine de base
E est égal à g - 1 : le C*-fibré tautologique W = €^{0} sur la droite
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projective P'^C a pour carré le fibre des formes volumes sur P^, le C*-
fibré T\(f)*(W) est donc de degré g - 1.

Associons alors au fibre elliptique principal S un fibre elliptique
principal 5" de nombre de Chern g — 1, obtenu en prenant un revêtement
fini de S puis un quotient fini de la façon suivante : d'après le lemme 2.1, S
s'identifie à la surface complexe quotient ^(7ri(6'))\C x H, où 6 désigne
une représentation fidèle du groupe fondamental Tri(-S') dans le groupe
Aut(C x H) des biholomorphismes de C x H. Notons Fi le sous-groupe
de 7Ti(5') engendré par les a,, 6,, 1 < i < g et Z^-i C S1 le groupe fini à
g -1 éléments agissant naturellement sur C*. Définissons le fibre elliptique
principal 5"' comme le quotient 6(Y^)\(C x H) et le fibre elliptique principal
S" comme le quotient Zg-i\S"', les fibres elliptiques principaux 5"' et 5"
sont de nombres de Chern respectifs 1 et g—1. Le diagramme de revêtement
galoisiens finis

S"
/ \

S ff

induit des applications naturelles holomorphes de A(S) dans A{S1'} et
A(5") dans A(S"), on dira que les espaces A(S) et .4(5") sont naturellement
biholomorphes si ces deux applications sont des biholomorphismes.

La proposition 5.2 est alors une conséquence des propositions sui-
vantes :

PROPOSITION 5.3. — L'espace A(S) des structures complexes
affines sur S est naturellement biholomorphe à l'espace -4(5") des struc-
tures complexes affines sur S".

PROPOSITION 5.4. — Toutes les structures complexes affines sur
un fibre elliptique principal de nombre de Chern g - 1 le réalisent comme
fibre elliptique affine.

5.2.1. Existence d'une structure complexe affine sur S.

L'existence d'une structure complexe affine sur un fibre elliptique
principal de premier nombre de Betti impair est un résultat dû à Maehara
[18]. Dans ce paragraphe nous construisons explicitement une telle structure
sur 5, et la structure de fibre elliptique affine correspondante sur S/ : elles
nous serviront de références dans la démonstration des propositions 5.3
et 5.4.
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Commençons par construire une structure complexe affine canonique
sur le revêtement universel C x H de S. Considérons l'application

C* x H —> U
(w,ç) i—> (w$,w)

où U désigne l'ouvert {(u,v) ç C*2, Q(u/v) > 0} de C2. C'est un
difféomorphisme qui munit le produit C* x H d'une structure complexe
affine, dont le groupe des automorphismes est le groupe SL(2,R) x C*.
Le facteur C* agit par multiplication sur le premier facteur de C* x H, le
facteur SL(2, R) selon :

V7= C7 Ï7) esL^^ V(w,OeC*xH,7.(w,0=((c^+^)w,7-0.

Si SL(2, M) désigner revêtement universel du groupe SL(2, R) et r un
générateur dans S'L(2,M) du groupe fondamental 71-1 (5L (2, M)), notons Z
le sous-groupe central du produit SL(2,R) x C des éléments de la forme
(nr, -27rm), n e Z, et SL(2,R) Xz C le groupe quotient SL(2,R) x C / Z .
L'application de revêtement

C x H —. C* x H
(^0 '—^(expz,^)

munit alors le revêtement universel C x H du produit C* x H d'une
structure complexe affine canonique, notée C x Hcan, dont le groupe des
automorphismes A(C x Hcan) est le groupe SL(2,R) Xz C. Le groupe C
agit par addition sur le premier facteur de C x H, un élément 7 de SL(Î,R)
d'image 7 = (^ ^) dans S'L(2,R) agit selon :

V ^ . Q e C x H , 7-(^0=(^+log(c^+^) ,7.0

où log désigne une détermination du logarithme. En particulier r agit par
addition de 2m sur le premier facteur du produit C x H.

LEMME 5.1. — Le fibre elliptique principal S admet une structure
complexe affine r\(C x H)can, où f est un sous-groupe de SL(2,R) Xz C
extension centrale de F par A.

Preuve. — Un élément g du groupe Aut(C x H) des biholomor-
phismes de C x H associe au point (z,$) de C x H le point g - (z,$) =
(^(Oz+^($), -y g •$) où rg : H —> C* et s g : H —> C sont deux fonctions
holomorphes et 7^ est un élément de P5L(2,R). Comme les éléments 6(c)
et 6(d) agissent par translation constante sur le premier facteur de C x H
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et sont centraux dans le groupe 6(^(8)), les fonctions ï g , g ç ^(^(S')),
sont constantes égales à 1.

Notons ai, (Si, 1 < i ^ g respectivement les éléments 7<$(a^ 7<$(bi)5

1 < i < g du groupe P5'L(2,R). Ils vérifient la relation f[ [o^A] = 1 et
z=l

engendrent le groupe F. Choisissons alors ai, ft, 1 ̂  i < g des éléments
de 5'L(2,IR) x^ C d'images respectives a, et ft dans PS'L(2,R), le produit

9 ~
des commutateurs [J [d^ft] s'identifie à l'élément (g - l)r. Notons Fi le

i=l

sous-groupe de SL(2, R) XzC engendré par les éléments d^, ft, 1 < i < g , le
quotient ri\C x H est un C*-fibré de degré 1 sur la surface de Riemann S.
Quitte à choisir judicieusement les composantes sur le deuxième facteur de
SL(2, R)xzC des éléments ai, A, 1 < i < g , les deuxC*-fibrés ^(ri)\CxH
et ri\C x H de degré 1 sur S sont alors isomorphes.

Posons c = (g - l)r/r dans SL(2,R) Xz C, choisissons le nombre
complexe d de sorte que la courbe elliptique E s'identifie au quotient
C/ZcCZJ, et notons r (respectivement F') le sous-groupe de 5L(2, R) x^C
engendré par le groupe Fi et les élément c et d (respectivement le groupe
FI et les élément r et d), le fibre elliptique principal S s'identifie à la surface
complexe affine F\C x Hcan, le fibre elliptique principal 6" à f"\C x Hcan.

Si p : SL(2,R) —> 5'L(2,]R) désigne la projection canonique, soit

TT : SL(2,R) xz C —^ GL(2,C)

(7,^)1—^p(7)exp(^).

Notons po : F —> GL(2,C) la représentation définie par po(ai) = 7r(â,),
Po(ft) = 7r(Â) et A le réseau de C* engendré par exp d. La surface complexe
affine r'\C x Hcan s'identifie au fibre elliptique affine A x r\^(W), où
l'action du groupe F sur (f)*(W) est induite de son action naturelle sur H
et de sa po-action sur W = C^O}. D

5.2.2. Démonstration de la proposition 5.3.

Notations. — Nous identifions désormais le groupe fondamental A
de la courbe elliptique E au groupe ZcC ZJ, le groupe fondamental TT^(S)
au sous-groupe F de 5'L(2,R) Xz C de présentation

9

(ai, /?i, • • • , dg, (3g, c, d | c, d centraux, ]"J[Q^, A] = rc)
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et le fibre elliptique principal S au quotient F\C x H. Rappelons que
l'élément c n'est autre que (g - l)r/r. De même nous identifions le fibre
elliptique principal 5" au fibre elliptique affine F'\C x Hcan.

Soit D la développante
C x H —> C2

M^(AM,/2M)

d'une structure complexe affine sur le fibre elliptique principal S, de
morphisme d'holonomie h. Pour montrer la proposition 5.3, il suffit de
montrer que les translations sur le premier facteur de C x H sont des
transformations affines pour D. C'est une conséquence du

LEMME 5.2. — La développante D : C x H —> C2 est de la forme
^,0=(A(Oe^(Oe^)

où /x désigne un nombre complexe non nul, A et B deux fonctions holomor-
phes sur H.

Preuve. — Commençons par traduire le fait que D est un difféomor-
phisme local :

(6) VM.C.H, (^-^) ,̂.

Notons encore À l'adhérence de Zariski du groupe h(A) dans le groupe
algébrique complexe A(2, C). Le groupe A étant commutatifet central dans
F, le groupe A est commutatif et le groupe d'holonomie H = h(T) est
un sous-groupe du commutant C(Â) de À dans A(2,C). On a vu dans la
démonstration de la proposition 5.1 que les seuls cas possibles pour A sont :

f / l 0 x\ \'- ^'Ks; î)6^)}.
^'{(ss O6^'}-

r / i o o\ ^
2. A = C * = ^ o x o eA(2,C)L

l \ 0 0 l/ J

C(A)={(;^)eA(2,C)}.

( / X 0 0\ >!
3. A = C * = ^ o x o eA(2,cn,

l \ 0 0 l/ J

C(A)={(] ^S)eA(2,C)} .
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Etudions les contraintes imposées par la /i-équivariance de la dévelop-
pante D.

1er cas.

v - v e A JA(^+^,<0=A(^)+^
7 ' . U(^+^) =/2M.

r\ <»

En particulier les fonctions —— et f^ induisent des fonctions holomorphes
sur E x H, elles sont donc indépendantes de la variable z. Ainsi :

^ [ h (z^)=Cz+ 5(0
v / UM=A(O
où A et B sont deux fonctions holomorphes sur le demi-plan de Poincaré
H et C est une constante complexe. Soit alors 7 un élément du groupe F,
notons

/1 e^ f^\
^(7) = 0 ^ ^ e c(À)

\o o i 7
son holonomie. La /i-équivariance de la développante D implique :

A(7-0=^A(0+^.

Par dérivation on en déduit :

(8) ^(7.0^(7 • 0=^(0^.

Le nombre complexe ̂  dépend donc seulement de l'image 7 de l'élément
7 dans F. Définissons ^ : F —^ C* le caractère de F qui à 7 associe
^, notons P^ le fibre plat en droite complexe de base E défini par \.
D'après l'équation (7) la dérivée A' définit une section holomorphe globale
du fibre P^ (g) K-s. D'après l'équation (6) cette section ne s'annule pas,
le fibre en droite P^ 0 K^ est donc trivial. Ceci contredit l'inégalité
deg(P 0 K^) = deg(J^) = 2g - 2 > 0.

Dans les cas 2 et 3, le groupe À est constitué de matrices diagonales et
les composantes de la développante /i et /2 vérifient un système d'équations
de la forme :
^ f/(^+<U)=a/(z,0

/ \f(^d^)=(3f(z^)
où a et (3 sont deux nombres complexes non nuls. Fixons un élément ^
de H et considérons la restriction f^ de / à la fibre C x {^}. Soit P^ le
fibre holomorphe plat en droite complexe de base E x {$} défini par le
caractère \ : A —> C* qui à ne + md associe o^ff. D'après l'équation (9)
la fonction f^ définit une section holomorphe globale de P^. Comme le fibre
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P^ est plat cette section ne s'annule pas, ou est identiquement nulle sur C.
Si f^ ne s'annule pas, le quotient f^/f^ induit une fonction holomorphe sur
E donc est constante. Dans tous les cas f(z^) = A^)exp(B^)z), où A
et B désignent deux fonctions holomorphes sur le demi-plan de Poincaré
H. En reportant dans l'équation (9) on en déduit que la fonction B est
constante. Finalement les solutions de l'équation (9) sont les fonctions de
la forme f(z, ç) = A($) exp(^) où A désigne une fonction holomorphe sur
H et jji un nombre complexe.

2eme cas. La développante est alors donnée par :
r/i(^)=A(o
\f2(z^)=B{^z

où A et B sont deux fonctions holomorphes sur H et p, un nombre
complexe non nul. Soit alors 7 un élément du groupe F d'image -7 dans

( e ^ o f^\
F, notons 71(7) = 0 g^ 0 ) e C(A) son holonomie. La /î-équivariance de

V 0 o l )
la développante D implique :

A(7-0=e^A(0+^.

Par dérivation on en déduit :

A^-O^-O-^A^)^.

Le nombre complexe e^ ne dépend que de l'image 7 de l'élément 7 dans F,
on définit encore le caractère \ : F —> C* qui à 7 associe e^ et on conclut
comme dans le premier cas.

S622^ cas. La développante est donnée par :
r/i(^)=A(Oe^
\f2(z^)=B(^z

où A et B sont deux fonctions holomorphes sur H et p, un nombre complexe
non nul : ceci démontre le lemme 5.2. Q

5.2.3. Démonstration de la proposition 5.4.

Nous pouvons désormais supposer r = g — l , c = T , r = r ' ,
S = 5" == F\C x Hcan. Soit D la développante

C x H -^ C2

(^0^(A(Oe^,B(Oe^)
d'une structure complexe affine sur S.
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LEMME 5.3. — Le nombre complexe p, est de la forme k/2g — 2, où
k désigne un entier relatif.

Preuve. — Remarquons que l'holonomie de l'élément (g- l)r s'iden-
tifie d'une part à i ^ ^rc ), d'autre part au produit des commutateurs

9
FI [h(di),h(f3i)} dans A(2,C), donc de déterminant 1. D'où le résultat. D
î==l

LEMME 5.4. — Le nombre complexe fi est égal à 1.

Preuve. — La /i-équivariance de la développante D s'écrit :

(10) V7 e Fi, v(., 0 e c x H, F,(O . (^ ; J) = /,(7) (^)

où pour 7 élément de î\ d'image 7 == (^ ^) dans F et de composante ^
sur C, on définit la fonction

F^ : H —> C*
$ i—> exp/^ + log(c^ + ̂ )).

Dérivons cette équation par rapport à la variable $ et prenons le détermi-
nant :

(11) ^(0- ^ ^ (7•0=(^+^)2K7)1 ^ ^; (0.
Remarquons que d'après le lemme 5.3 la fonction F? ne dépend de 7 que
par l'intermédiaire de son image 7 dans r : deux éléments de Fi de même
image 7 dans F diffèrent d'un multiple de (g - l)r, et exp(2/^ - l)r) = 1.
En particulier l'application 7 —> F^ définit un 1-cocycle à valeur dans le
r-module Hol(H,C*) des applications holomorphes de H dans C* (pour
l'action canonique de F sur H et l'action triviale sur C*). On déduit alors
de l'équation (10) que le déterminant 1/1(7) | ne dépend de l'élément 7 de
Fi que par l'intermédiaire de son image 7 dans F. Notons E le fibre en
droite de base S associé à ce cocycle, il est de degré 2p,(g - 1) = k. Notons
X : r —> C* le caractère qui à 7 associe 1/1(7) | et P^ le fibre plat en droite
sur S associé. L'équation (11) signifie que la fonction ^ ^/, : H —> C
définit une section du fibre P^ (g) E~1 (g) K^. D'après l'équation (6) cette
section ne s'annule pas, le fibre P^ (g) E~1 (g) K^ est donc trivial. En
particulier k = deg E = deg Ky. = 2g - 2 et donc p, = 1. D

Démonstration de la proposition 5.4. — D'après le lemme 5.4, pour
tout élément 7 de Fi la fonction F/y : H —> C* ne dépend de 7 que par
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l'intermédiaire de son image 7 dans F. Notons F^ : H —> C* le 1-cocycle
à valeur dans le F-module Hol(H, C*) ainsi défini et F le fibre en droite de
base E de degré g - 1 associé. D'après l'équation (10) Pholonomie ^(7) ne
dépend elle-aussi que de 7, notons p : Y —^ G£(2,C) la représentation de
F ainsi induite. L'équation (10) se réécrit alors :

(12) ^r.V^H, ^).(^)^)©.

Notons (f) : H —> P'^C l'application holomorphe qui à un point
ç de H associe le point [A($) : B(ç)] de la droite projective complexe,
d'après les équations (6) et (12) l'application (j) définit la développante d'une
(PST^^^P^-structure sur la surface de Riemann S, d'holonomie
P : r —> P5'L(2,C) la projection dans PSL(2,C) de la représentation p.

Soit n : W = €^{0} —> P^ le C-fibré canonique sur P^,
l'application (A, B) : H —> €^{0} définit alors une section du C^-fibré
(f)*(W) sur la surface de Riemann E et donc une trivialisation (jf{W) ^
C* x H. Dans cette trivialisation l'application (j) : (ff(W) —> W = €^{0}
s'écrit :

4> : C* x H —. €^{0}
(w,Q——(A(OW,B(QW)

et définit une structure complexe affine sur 0*(IV), r-invariante pour
l'action de T sur ^(W) induite par son action naturelle sur H et sa p-
action sur €^{0}.

Notons e : C x H —> C* x H l'application de revêtement associée à
l'action de r :

e(z,ç)==(exp^).

Rappelons que A désigne le réseau de C* engendré par exp d. Le diagramme
r-équivariant suivant est alors commutatif :

C x H
e[ \D

^(W) -^ W
l l
H ^ P^

et la structure complexe affine définie par la développante D réalise bien S
comme fibre elliptique affine A x r\ç!>*(lV), ce qui conclut la démonstration
de la proposition 5.4. Q



470 BRUNO KLINGLER

6. DÉFORMATIONS DE STRUCTURES
COMPLEXES AFFINES

Dans cette section, nous démontrons le théorème 1.2.

6.1. Cas des fibres elliptiques principaux.

Dans cette section nous montrons la

PROPOSITION 6.1. — Soit S un fibre principal holomorphe en
courbe elliptique sur une surface de Riemann S de genre g > 2, de
premier nombre de Bettî b-\_(S) impair. Soit T(E) l'espace de déformation
des {PSL^.^^^-structures sur S et K^ le fibre canonique de S.
L'espace de déformation T(S) des structures complexes affines sur S est
biholomorphe au produit

T(S) = T(S) x H°(^K^) ̂  C39-3 x C9 = C^-3.

6.1.1. Rappels sur les (PST^.C^P^-structures ([8], [10],
[14]).

Soit S = r\H une surface de Riemann de genre g > 2, de fibre
canonique K^ et 0^ le faisceau sur E des germes de fonctions holomor-
phes inversibles. Notons T(E) l'espace de déformation ^p.sz^C),?1^^)
des (P^Z^^^P^^structures sur S (compatibles avec sa structure ana-
lytique). Le groupe des biholomorphismes de E étant fini, l'espace T(S) est
égal à l'espace AÇPSL^^^C)^)' Il est muni d'une structure analytique
grâce au

LEMME 6.1 ([8], p. 170). — L'espace T(E) s'identifie à l'espace
vectoriel complexe H°(Ti,K^2) ^ C3*7"3 des différentielles quadratiques
sur S.

Preuve. — On définit l'opérateur différentiel schwarzien 9 sur les
fonctions méromorphes de C par :

^-a-w
On montre que :

e^o/)=/ /2.0^)o/+e(/)
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et 9(<^) = 0 si et seulement si ( / ) est une transformation projective, c'est-à-
dire un élément du groupe P5'L(2,C). En particulier un difféomorphisme
local (/) : H —> P^ est la développante d'une (P<5L(2, C), P ̂ -structure
sur E si et seulement si :

V7 e r, 6(^(7 • 0 • (d(70)2 = e(^)(0. (dQ2

c'est-à-dire si 0(^>) définit une section globale du fibre K^2 des différen-
tielles quadratiques sur E. Réciproquement toute différentielle quadratique
sur S peut s'écrire sous la forme Q(<^) • {dÇ)2 pour une développante (/), les
autres solutions étant toutes les composées a o <^, a € PS'L(2, C). D

6.1.2. Démonstration de la proposition 6.1.

Soit S un fibre elliptique principal sur S, de premier nombre de
Betti impair. Rappelons que l'espace A(S) s'identifie à une sous-variété
analytique de l'espace vectoriel H°{S,T*S (g) T*S (g) TS) des 1-formes
holomorphes sur 5' à valeur dans les endomorphismes du fibre tangent
holomorphe T5' (cf. section 2.2). L'espace T{S) est alors muni d'une
structure analytique grâce au

LEMME 6.2. — L'espace T(S) s'identifie à l'espace A(S).

Preuve. — Supposons donnés une développante D : C x H —> C2

définissant un élément de A{S) et g un élément du groupe Hol°(5'),
composante connexe de l'identité du groupe des biholomorphismes de S.
Comme le groupe des biholomorphismes de S est fini, sa composante
connexe est réduite à l'identité. Il découle alors du théorème de Blanchard
[3] que le biholomorphisme g s'identifie à un élément du groupe Aut° 5,
composante connexe de l'identité du groupe des automorphismes du fibre
elliptique principal S. Mais le groupe Aut°5' s'identifie au groupe E
agissant fibre à fibre, en particulier les développantes D et D o g sont
affinement équivalentes, d'où le résultat. D

Notations. — D'après le lemme précédent et la proposition 5.3, on
peut supposer que le nombre de Chern de 6' est égal à g — 1. Avec les
notations de la section 5.2.1, on appellera A le réseau de C* engendré par
expd. Étant donné un couple (0,p), où 4> : H —> P^ est la développante
d'une (PST^.C^P^-structure sur E d'holonomie p : F —> P5L(2,C)
et le morphisme p : T —> G-L(2,C) a pour image ~p par composition avec
la projection canonique de GL(2,C) dans PS'L(2,C), on notera F ((/),?) le
C*-fibré r\0*(lV) de degré g - 1 sur S, où l'action de F sur ^(W) est
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donnée par son action naturelle sur H et sa p-action sur W = €^{0}.

Démonstration de la proposition 6.1. — À la section 5.2.1, on a
muni le fibre elliptique principal S d'une structure complexe affine de
référence F\C x Hcan- En termes géométriques, cette structure complexe
affine réalise S comme fibre elliptique affine A\F((I)Q,RQ), où (J)Q désigne le
plongement canonique de H dans P1C et po la, représentation construite
à la section 5.2.1. En termes analytiques, la développante associée est
l'application :

Do : C x H —. €^{0}
M——(^,e-).

A la section 5.2.3, on a montré que toute structure complexe affine
sur le fibre elliptique principal S le réalise comme fibre elliptique affine
A\F(<^,p). Réciproquement, un tel fibre elliptique affine définit une struc-
ture complexe affine sur S si et seulement si les C*-fibrés F(^o,po) et
F(0, p ) de degré g-1 de base E définissent la même classe dans ̂ (E, 0^).
En termes analytiques, on a montré que les développantes de structures
complexes affines sur S sont toutes de la forme

D : C x H —. €^{0}
(^)^(A(0^,B(06-)

où les fonctions A et B holomorphes sur H vérifient une condition de F-
équivariance précisée par l'équation (12). La structure projective sur E
associée à cette structure complexe affine sur S a alors pour développante
l'application holomorphe

(f> : H —. P^
$^[A(0:B(0].

On notera w : T(5) —> ^(S) l'application qui à la structure complexe
affine sur S de développante D associe la (P^Z^.C^P^^structure sur
E de développante 0.

Identifions l'espace affine A des connexions holomorphes sur S
à l'espace affine de dimension finie des connections holomorphes F-
équi variantes sur le revêtement universel S = C x H. On calcule aisément
la connexion Vo associée à la développante DQ :

V7 ^ ( d z °\v o = d +^ d.)
où d désigne la connexion triviale sur C x H. Tout élément V de A s'écrit
alors de façon unique sous la forme V = Vo + o;v, où ay désigne une 1-
forme sur C x H à valeur dans les endomorphismes de C2, invariante sous
l'action de F.
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Soit V un point de la sous-variété analytique T(S) de A, associé à la
développante

Dv : C x H —> €^{0}
(^)^(Av(O^Bv(Oe-).

On vérifie que la 1-forme de connexion ay s'écrit :
/O -HV(0^\

^-{O v^)dç)

où HV et ^v sont les fonctions holomorphes sur H définies par
\ H T Î I Tî" A' A"FÎ Tî" A, . /± JD — D 2\ , . , . ./i D — D - t i /^\

uv(o = A ' B - B ' A (0 ; uv(o = A^ - B ' A (0-
L'image w(V) du point V de T(S) dans T(S) est la différentielle quadra-
tique wy(ç)(dç)2 = ©(^vXÇX^)2? où © désigne l'opérateur différentiel
schwarzien et <^>v es^ I3' développante

<^v : H —^ P^
$^[Av(0:By(0]

de la (PST^^^P^^structure sur E associée à la structure complexe
affine V sur S'. Un calcul aisé montre que la fonction wy holomorphe sur H
est définie par wy = ^y ~ ̂ ^ +2nv Finalement la 1-forme de connection

Zt
ay s'écrit : /o 4(^-^+^)(^\

^"lo ^v(0^ ;•
Réciproquement, remarquons que pour toute 1-forme sur C x H à

valeur dans les endomorphismes de C2 de la forme
/O 4(w^/4-^2)(0^^
YO v^)dç ) -

où w et î; désignent deux fonctions holomorphes sur H, la connexion
V = Vo4-Q;v sur CxH est sans torsion et plate. Elle définit donc un élément
de T(S) si et seulement si elle est F-invariante. On vérifie facilement que
la condition de F-invariance s'écrit :

v^er, w^O^-O)2^^)2

^(7.ç)d(7-0=^)^

dont les solutions sont les éléments (w, v) = (w($)(d$)2, v(^) d^) du produit
H^^K^xH0^^).

Finalement le produit T(S) x -ff°(E, K^) est biholomorphe à l'espace
T(5'), par l'application qui au couple (w,v) = (w^Çdç)2^^) dç) de
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T(S) x H°(ïi^K^) associe la connexion holomorphe plate sans torsion de
T(S)

fdz -j(w-^+^2)(0^\

• V ^ dz-^v^dç ^
En termes géométriques, si la connexion V de coordonnées (w,0) dans
T(S) correspond au fibre elliptique affine A\F(<^,p), on vérifie que la
connexion de coordonnées (w, v) dans T(S) correspond au fibre elliptique
affine A\F(<M(v) • p), où 6 : H°(^K^) —— ^(E.C*) est le morphisme
injectif (identifiant le groupe ^°(S, K^) au groupe des classes de C*-fibrés
plats holomorphiquement triviaux de base E) induit par la suite exacte de
faisceaux

0 —— C* — Os -^ ^E —— 0

où d' désigne la différentielle logarithmique à!f = 2df/f. D

6.2. Cas des surfaces de Hopf.

LEMME 6.3. — Si S est une surface de Hopf affine C^O}/^),
l'espace de déformation des structures complexes affines T(S) est réduit à
un point.

Preuve. — On a vu à la section 3.3 que la développante d'une
structure complexe affine sur la surface de Hopf S est un biholomorphisme
de €^{0} qui induit un biholomorphisme de 5'. L'espace T{S) est donc
réduit à un point (on notera toutefois que l'espace A(S) n'est pas toujours
réduit à un point : c'est le cas sauf si la contraction affine g est de la forme
( ffn o \

0 ft}^ entie^î auquel cas A(S) = C ([13], Theorem 7.5). D

6.3. Cas des solvariétés affines.

LEMME 6.4. — S'oit S une surface complexe admettant une struc-
ture de soivsurface affine et T(S) l'espace de déformation des structures
complexes affines sur S.

- Si S est un tore complexe, T(S) est biholomorphe à la variété ana-
lytique des classes d'isomorphismes des C-algèbres associatives et commu-
tatives de dimension 2.
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- Si S est une surface de Kodaira primaire, T(S) est biholomorphe
àC.

- Si S est une surface dénoue, T(S) est réduit à un point.

Preuve. — D'après le lemme 4.2, nous savons déjà que les surfaces
cTInoue ont une unique structure complexe affine. Dans les cas restants,
nous avons montré que la surface complexe 5' s'identifie à un quotient r\<?,
où le groupe G s'identifie :

- au groupe complexe C2 si S est un tore (dans ce cas la structure
complexe est aussi invariante à droite);

- au groupe R x Heis(3) muni de sa structure complexe invariante
à gauche canonique induite par sa réalisation comme sous-groupe réel de

/l -z w\
G-L(3,C) des matrices de la forme ( 0 1 z j , si S est une surface de

\o o l /
Kodaira primaire.

La donnée d'une structure complexe affine sur S équivaut alors à
la donnée d'une structure complexe affine invariante à gauche sur G,
compatible avec la structure complexe invariante à gauche de G :

- d'après la section 3 le groupe R x Heis(3) muni de sa structure
complexe invariante à gauche canonique possède un espace de déformation
des structures complexes affines invariantes à gauche (compatibles) en
bijection avec C : ces structures sont données par les réalisations de

( 1 ~z -+- az w\
R x Heis(3) comme groupe des matrices de la forme 0 l z }, où

0 0 l /
a décrit C. On vérifie facilement que le paramétrage par le nombre a
de l'espace A{S) est en fait holomorphe, et que le groupe Hol°(<S') agit
trivialement sur A(S) ([21]).

- enfin l'espace des structures complexes affines invariantes à gauche
sur le groupe C2 est bien connu : il est biholomorphe à la variété analytique
des classes d'isomorphismes de C-algèbres associatives et commutatives de
dimension 2 ([13], [21]).

Ceci achève la démonstration du lemme 6.4. D

Le théorème 1.2 découle immédiatement de la proposition 6.1 et des
lemmes 6.3 et 6.4.
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