ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

JEAN-PIERRE WINTENBERGER

Propriétés du groupe tannakien des structures de
Hodge p-adiques et torseur entre cohomologies
cristalline et étale

Annales de institut Fourier, tome 47,n°5 (1997), p. 1289-1334
<http://www.numdam.org/item?id=AlF_1997_ 47 5 1289 0>

© Annales de 'institut Fourier, 1997, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique 1’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1997__47_5_1289_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
47,5 (1997), 1289-1334

PROPRIETES DU GROUPE TANNAKIEN
DES STRUCTURES DE HODGE
p-ADIQUES ET TORSEUR
ENTRE COHOMOLOGIES CRISTALLINE ET ETALE

par Jean-Pierre WINTENBERGER

Soit p un nombre premier et soit K un corps local de caractéristique
0 et a corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique p. J.-M.
Fontaine a défini la catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur K ([Fo79],
[Fo94]) : si Ko C K est le corps des fractions des vecteurs de Witt
a coefficients dans k, un (¢, N)-module filtré sur K est un Kj-espace
vectoriel de dimension finie, muni d’une application o-linéaire bijective ¢,
d’une application linéaire nilpotente IV, et, aprés extension des scalaires
a4 K, d’une filtration. On a : N¢ = ppN. Un tel (¢, N)-module filtré
est faiblement admissible s’il vérifie une condition que G. Faltings a
interprétée comme une condition de stabilité, au sens de «Geometric
invariant theory» de D. Mumford ([Fa94]). C’est un théoréme non trivial
de G. Laffaille, G. Faltings, et B. Totaro ([La80], [Fa94], [To94]) que le
produit tensoriel de deux (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles est
faiblement admissible. Ceci permet de munir les (¢, N)-modules filtrés
faiblement admissibles d’une structure de catégorie tannakienne sur Q.
Elle est notée @‘fg (¢, N). Cette catégorie peut, d'un certain point de vue,
étre considérée comme un anologue p-adique de la catégorie des structures
de Hodge complexes.

Soit K une cloture algébrique de K et notons Gk le groupe de
Galois de K /K. Appelons représentation p-adique de Gk une représentation
continue de Gg dans un Qp-espace vectoriel de dimension finie.
J.-M. Fontaine a introduit une sous-catégorie tannakienne de la catégorie
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Classification math. : 14F20 — 14F30 - 11S25.
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des représentations p-adiques de Gk, la catégorie des représentations p-
adiques semi-stables ([Fo94]). Il donne aussi un ®-foncteur de la catégorie
des représentations p-adiques semi-stables dans ME{;’ (¢, N). Ce foncteur
réalise une ®-équivalence de la catégorie des représentations p-adiques
semi-stables sur une sous-catégorie tannakienne de M_F_J;(a (¢, N). Les ob-
jets de 'image essentielle de ce foncteur sont dits admissibles et on note
MF% (¢, N) la catégorie tannakienne des (¢, N)-modules filtrés admissibles.
Dans I’équivalence entre représentations p-adiques semi-stables et (¢, N)-
modules filtrés admissibles, les représentations p-adiques cristallines corres-
pondent aux ¢-modules filtrés admissibles, i.e. aux (¢, N)-modules filtrés
admissibles avec N = 0 ([Fo79]). J.-M. Fontaine conjecture que les (¢, N)-
modules filtrés faiblement admissibles sont admissibles (Conj(fa = a)k).
Cette conjecture a été démontrée par J.-M. Fontaine et G. Laffaille dans le
cas particulier N = 0, K absolument non ramifié (ex = 1) et la longueur
de la filtration < p (i.e. on a Fil'D = D et Fil"*?D = {0} pour un en-
tier ¢) ([FL82]). Pour X schéma propre et lisse sur K, & réduction semi-
stable, la cohomologie log-cristalline fournit, au moins si p > 2, un objet de
MF% (¢, N), la représentation p-adique associée étant la cohomologie étale
p-adique ([Ts94)).

La conjecture Conj(fa = a) i entraine, pour la catégorie tannakienne
&Fjg (¢, N) des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles, certaines
propriétés : existence d'un foncteur fibre sur Q,, et donc équivalence
entre mfg (¢, N) et la catégorie des représentations, dans les Qp-espaces
vectoriels de dimension finie, d'un groupe affine H sur Q,, (H est donc une
limite projective de groupes linéaires), connexité du groupe H ([Fo79] prop.
3.8.4 dans le cas N = 0), description du plus grand quotient abélien de H
([Se78]). Dans la premiére partie de cet article, nous prouvons ces propriétés
pour m{,{“ (¢, N), généralisant ainsi certains des résultats de [Wi84], qui
concernaient le cas ou K est absolument non ramifié (ex = 1) et N = 0.
Plus précisément, nous prouvons qu’il existe des ¢ € H(Kp) qui sont tels
que, si on tord ¢ par c, on obtient une donnée de descente effective de
Ko & Qp du foncteur fibre naturel de @fg (¢, N). On obtient ainsi des
foncteurs fibres w, sur Qp (1.6). Pour un tel ¢, on note H, le groupe des
®-automorphismes de w, ; la catégorie ME{(" (¢, N) est donc équivalente &
la catégorie des représentations de H. dans les Qp-espaces vectoriels de
dimension finie.

Dans la seconde partie, nous résolvons pour les (¢, N)-modules filtrés
faiblement admissibles sur K le probléme du reléevement selon une isogénie.
Plus précisément, si H est un quotient algébrique de H., et a : H' — H
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une isogénie définie sur Qp, nous donnons une condition nécessaire et
suffisante pour que le morphisme H, — H se reléeve en un morphisme
H. — H’', autrement dit que H’ provienne aussi d’un (¢, N)-module
filtré faiblement admissible. Cette condition s’exprime ainsi : d’aprés un
théoreme de P. Deligne ([Sa72] chap. 4), la filtration sur MFZ¢ (¢, N) est
scindable, i.e. provient d’un groupe & un parametre u: Ghx — Hg, et la
condition est que I'image de p dans Hg se releve & Hj. Nous généralisons
ainsi un résultat de [Wi95] (th. 1.1.3), qui concernait lecasex = let N = 0.
La conjecture Conj(fa = a)k entraine alors facilement la conjecture
suivante que nous désignons par Conj(isogénie)k : si p : Gk — H(Qp)
est une représentation p-adique semi-stable et si H' — H est une isogénie
telle que le groupe & un parameétre de H donné par la décomposition de
Hodge-Tate se reléve, alors p se releve en une représentation p-adique semi-
stable p' : Gk — H'(Qp). Rappelons que le théoréme de Fontaine-Laffaille
([FL82]) qui donne la conjecture Conj(fa = a)k lorsque ex =1, N =0
et la longueur de la filtration est < p, permet de prouver la conjecture
Conj(isogénie) i, lorsque ex = 1, N = 0 et les poids de la décomposition
de Hodge-Tate sont dans un intervalle de longueur suffisamment petit

([Wi95)]).

Ensuite, nous prouvons que la partie semi-simple S. du groupe H,
est limite projective de groupes algébriques simplement connexes. Ceci est
& rapprocher de la propriété conjecturale analogue du groupe de Galois
motivique ([Se94] 8.1). Avec les résultats précédents, la simple connexité
de S, résulte d’une proposition facile (prop. 3.1.2) sur les groupes réductifs,
qui est une variante de la Z-construction (cf. par exemple [Bo89] 3.4).

Dans la derniére partie, on donne des conséquences pour le torseur
entre le foncteur fibre w, et le foncteur fibre qui & un module filtré
admissible associe I’espace vectoriel sous-jacent & la représentation p-adique
semi-stable associée. Si le (¢, N)-module filtré provient de la cohomologie
d’un schéma propre et lisse & réduction semi-stable, il s’agit donc du
torseur entre cohomologie log-cristalline et cohomologie étale p-adique.
Tout d’abord, comme H, est connexe, on peut toujours réduire ce probleme
pour un groupe H au probleme identique pour la composante neutre de
H (4.3). De plus, a 'aide de nos résultats et d’un théoreme de Kneser
qui dit que H'(Qp,S) = {1} pour S groupe semi-simple simplement
connexe ([Kn65]), on prouve facilement que tout torseur sous H. est
limite projective de torseurs qui ont un point rationnel sur Q. Sous
Conj(fa = a)k, il en est donc ainsi du torseur entre la cohomologie
étale et la cohomologie cristralline (et il est trés vraisemblable qu’en fait ce
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torseur a un point rationnel sur Q). M. Rapoport et T. Zink ont donné
une conjecture décrivant ce torseur, lorsque N = 0, a I’aide de I'invariant de
Kottwitz. Nous énongons cette conjecture dans le cas des (¢, N)-modules
filtrés en disant que l’on n’a pas & tenir compte de N. Nous prouvons que
Conj(fa = a)k entraine cet énoncé. Le théoréme de J.-M. Fontaine et
G. Laffaille nous permet de prouver la conjecture de M. Rapoport et T.
Zink dans le cas ex = 1 (N = 0) et la longueur de la filtration pas trop
grande.

Je voudrais remercier B. Totaro : il a prouvé le lemme 3 du théoréme
2.2 et a fait les calculs dans le cas du groupe orthogonal. Je voudrais aussi
remercier M. Rapoport et T. Zink de m’avoir communiqué leur conjecture,
et G. Rousseau qui m’a trés gentiment aidé pour les parties qui utilisent
les immeubles.
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0. NOTATIONS ET CONVENTIONS

Soit p un nombre premier et soit £ un corps algébriquement clos de
caractéristique p. Notons W l’anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans k et Ky le corps des fractions de W. Désignons par o le Frobenius de
k, W et Ky. On note Q, le corps des éléments fixes de Ky sous I’action
de o et, pour tout entier s > 1, on note Qps le corps des éléments fixes de
K sous ’action de 0°. On note Qpyn; la réunion des corps Qps. On note K
une extension finie de K, de degré ex. Soit K une cloture algébrique de
K. On note Q,, la cloture algébrique de Q,, dans K. On désigne par G et
Gq, les groupes de Galois des extensions K /K et Q,/Q, respectivement.

Si E C F sont deux corps, et si V est un E-espace vectoriel, on pose
Ve = F®EV. De méme, si X est un schéma sur E, on pose Xp = F xg X.
Si V' est un F-espace vectoriel et V C V' est un sous-E-espace vectoriel
de V', on dit que V est une E-structure de V'’ si le morphisme naturel
Vg — V' est un isomorphisme. De méme, si X’ est un schéma sur F , on

appelle forme sur E de X’ un schéma sur E avec un isomorphisme de Xg
sur X'.

On appelle sous-catégorie tannakienne d’une catégorie tannakienne
une sous-catégorie pleine qui est stable par @, ®, dualité, sous-objet et objet
quotient. Si H est un groupe affine sur un corps E, on note Repg(H) la
catégorie tannakienne des représentations linéaires de H dans les E-espaces
vectoriels de dimension finie. Se donner une sous-catégorie tannakienne C de
Repg(H) revient & se donner un quotient H' de H : H' s’identifie au groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre naturel de Repg(H) restreint a C
et C s’identifie & la sous-catégorie de Repg(H) formée des représentations
qui se factorisent & travers H' ([DM82] prop. 2.21.).

1. CONSTRUCTION D’UN FONCTEUR FIBRE SUR Q,
DE LA CATEGORIE DES (4, N)-MODULES
FILTRES FAIBLEMENT ADMISSIBLES

1.1. ¢-isocristaux sur k.

Un ¢-isocristal E (sur k et de dimension finie) est la donnée d’un
Ky-espace vectoriel de dimension finie wg;(E) (I’espace vectoriel sous-jacent
a E) et d’une application o-linéaire bijective ¢ de wsj(E) dans lui-méme.
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Pour un tel FE, on note £ = @& E) la décomposition de E en ses
AEQ

composantes isoclines. Si s est un multiple des dénominateurs des pentes
de E, et si , pour A rationnel, ws(E) est le Qps-espace vectoriel :

ws(E))\ = {(E € wsj(E),(ﬁsE(.’B) = p/\sx}’

on a donc : wg(Ey) =~ (ws(E)a)k,- De plus, ws(E) = @rws(E)x est
une Qps-structure de wgj(F). On note vg, le groupe & un parameétre
G — GL,, () dont w,(E)x est le sous-espace propre de poids As.

Un morphisme de ¢-isocristaux est une application linéaire qui com-
mute a ’action de ¢. Muni des opérations usuelles, somme directe, produit
tensoriel, dualité, les ¢-isocristaux forment une catégorie tannakienne sur
Q, ([Sa72] chap.6 §3). Elle n’est pas neutre, i.e. elle n’a pas de foncteur
fibre sur Q,, ([Sa72] loc. cit.). Soit E un ¢-isocristal et soit s un multiple des
dénominateurs des pentes de E. Si E’ est un ¢-isocristal de la sous-catégorie
tannakienne engendrée par E, s est aussi un multiple des dénominateurs
des pentes de E’, car E’ est isomorphe & un sous-quotient d’'une somme
de produits tensoriels de d’objets isomorphes & F et & son dual. Si & E’
on associe ws(E’), on obtient un foncteur fibre & valeurs dans Qg de la
sous-catégorie tannakienne engendrée par E.

Le lien de la gerbe associé a la catégorie des ¢-isocristaux sur k est le
groupe proalgébrique diagonalisable D(Q) dont le groupe des caractéres est
le groupe additif du corps des rationnels Q. Pour tout E, si s est un multiple
des dénominateurs des pentes de F, ’action de D(Q) sur w;(F) est celle qui
est définie par la graduation, indexée par Q : ws(E) = @rws(F)x. On voit
qu’elle est donnée par le composé du caractére a; de D(Q) correspondant
a s~ € Q et du groupe & un parameétre vg ;.

Soit H un groupe affine sur Q, et soient b et ¢ deux éléments de
H(Ky). A p: H— GLv de Repq, (H) (cf0.), on associe les ¢-isocristaux
vE(p) = (Vk,,p(b) 0o o) et E(p)c = (Vk,,0 o p(c)). Les décompositions
en composantes isoclines des ¢-isocristaux ,E(p) et E(p). définissent des
morphismes v et v, de D(Q) dans Hg, ([Ko85] §4 ou [RR94| pour ,v;
la définition de v, est identique). On voit immédiatement que . E(p) et
E(p). s’identifient, et donc ,v = v.. Comme de plus : ;v = (V)
([Ko85] 4.4), on voit que v, = ?(.v). En particulier, v, est trivial si et
seulement si .v I'est, auquel cas on dit que ¢ est de pente 0.



PROPRIETES DU GROUPE TANNAKIEN DES STRUCTURES DE HODGE 1295

1.2. (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles sur K.

1.2.1. Soit MF (¢, N) la catégorie des (¢, N)-modules filtrés (sur K)
([Fo94]). Rappelons qu’'un objet D de cette catégorie est la donnée d’un
Ko-espace vectoriel wgj(D) (espace vectoriel sous-jacent), muni :

- d’une application o-linéaire bijective ¢p de wg(D) dans lui-méme
(on note E(D) le ¢-isocristal (wsj(D), #p));

- d’un endomorphisme Np du Kjy-espace vectoriel wg;(D) vérifiant
Np¢p = pdpNp (ceci entraine la nilpotence de Np);

- une filtration (Filiwsj(D) K)icz de wsj(D)k qui est décroissante,
exhaustive (Fil'wsj(D)x = wsj(D)k pour i petit) et séparée (Fil'wgj(D)x =
(0) pour i grand).

Les morphismes de MF (¢, N') sont les morphismes de ¢-isocristaux
qui commutent & ’action de N et respectent la filtration. Si N = 0, on dit
aussi que D est un ¢-module filtré sur K. On note MF ;. (¢) la catégorie
des ¢-modules filtrés sur K.

Si V est un sous-espace vectoriel de wgj(D), on pose

tu(V) =Y _idimger,(Vk),
i€Z

ol 'on a muni Vi de la filtration induite. Si V' est stable par ¢p, on pose

tn(V) = ) Mimg, (V3),
AEQ

ot V) est la composante isocline de pente A de 'isocristal (V, ¢y ).

Le (¢, N)-module filtré D de dimension finie est faiblement admissible
si pour tout sous-espace vectoriel V' de wgj(D) stable par ¢p et Np, on a :
tH(V) < tN(V) et si tH(wsj(D)) = tN(ij(D)).

On note m{f (¢, N) la sous-catégorie pleine de MF ;- (¢, N) dont les
objets sont les (¢, N)-module filtrés faiblement admissibles.

1.2.2. La catégorie _M_E_f;g (¢, N) est abélienne ([Fo94] prop. 4.4.4). Le
dual d’un (¢, N)-module filtré, le produit tensoriel de deux (¢, N)-modules
filtrés, sont définis de maniére évidente. Il est facile de voir que le dual d’un
(¢, N)-module filtré faiblement admissible est faiblement admissible ([Fo94]
loc. cit.). Le produit tensoriel de deux (@, N)-modules filtrés faiblement
admissibles ’est aussi : dans le cas ex = 1 et N = 0 c’est un théoréme
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de G. Laffaille ([La80]), dans le cas N = 0 mais ex quelconque, c’est un
théoreme de G. Faltings ([Fa94], voir aussi [T094]), et B. Totaro le prouve
dans le cas général dans [To94]. Il en résulte facilement que MF f{“ (¢, N)
est une catégorie tensorielle sur Q, au sens de [De90]. Le foncteur ws;
qui & un (¢, N)-module filtré faiblement admissible D associe son espace
vectoriel sous-jacent est un foncteur fibre sur Ky. La catégorie m{f (¢, N)
est donc une catégorie tannakienne ([De90] 2.8.). Si D est un objet de
Mjﬂa(qﬁ, N), on note MF, la sous-catégorie tannakienne de ME{;’ (¢, N)
engendrée par D ([DM82] 1.14). On note Hg; le groupe proalgébrique sur Ky
des ®-automorphismes du foncteur fibre wsj. Pour tout D de m{{a (¢, N),
on désigne par pp la représentation linéaire Hy; — GLy,(p) et par Hpg;
le groupe algébrique image de Hg; par pp. Le groupe algébrique Hp g
s’identifie donc au groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre wg;
restreint & la sous-catégorie tannakienne MF,, de m’;ﬁ (¢,N) (cf0.). Si
s est un multiple des dénominateurs des pentes de !'isocristal E(D) sous-
jacent & D, on note Hp ; le groupe des ®-automorphismes du foncteur fibre
D' — ws(E(D')) de ME,. Le groupe Hp s est donc une forme sur Q. de
Hpg;.

On dit que D; domine D; si MF, contient D;. On a alors un
morphisme surjectif pp, p, de Hp,sj sur Hp, 5. On a ainsi un systéme
projectif de groupes algébriques Hp g; et le groupe Hg; s’identifie & la limite
projective des groupes Hp g;.

1.2.3. On note v le morphisme de D(Q) dans H; défini par le foncteur
D — E(D) (foncteur oubli de la filtration et de N). Autrement dit, pour
tout D de _l\ﬂf;{a (¢, N), 'image de vg(p) est contenue dans Hp s; et v est la
limite projective des vg(p). On abrége vg(p) en vp. Si s est un multiple des
dénominateurs des pentes de F(D), on note vp s le groupe & un parametre
de Hp s défini par vg(p),s; il est défini sur Qps.

1.2.4. Pour tout scalaire z, les exp(zNp) définissent un point de Hi;
et, pour D de ME%“((;S, N), Np appartient donc & I’algebre de Lie Lie(Hp ;)
de HD,sj-

1.2.5. D’autre part, d’aprés un théoréme de Deligne (th. 2.4, chap.4 § 2
de [Sa72]), pour tout D de m{{“ (¢, N), la ®-filtration D’ + Fil'ws;(D’)k
du foncteur fibre ws;, de MFp est scindable, autrement dit on a une
®-graduation D’ — (wsj(D’)k,;)iez du foncteur fibre wgjx, avec

Fil'ws;(D')x = B (D) kir-
21
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Un tel ®-scindage définit un groupe & un parametre p de (Hpsj)k
(pour D’ de MFp, le sous-espace propre de poids i de pp p o p est
wsj(D')k ). On note Scp l'ensemble des groupes & un parameétre qui
sont associés & un tel ®-scindage. L’ensemble Scp est un espace prin-
cipal homogene sous le groupe unipotent des éléments de Hp & (K) qui
respectent la ®-filtration de MF , et induisent I'identité sur le gradué as-
socié, ce groupe agissant par automorphismes intérieurs ([Sa72] loc. cit.).
En particulier, tous les éléments de Scp sont conjugués par des automor-
phimes intérieurs de Hp 4 (K); on note Cp la classe de conjugaison dans
(Hp,sj)5 des éléments de Scp. Notons F(Hp sj,Cp) la variété de drapeaux
associée & Cp. C’est le quotient de Cp par la relation d’équivalence : u et
w' sont équivalents s’ils induisent la méme ®-filtration sur MF , (cf. par
exemple [RZ94] 1.31). On voit donc que Scp définit un élément Fp de
F(Hp,s,Cp)(K).

1.3. Action de ¢ sur Hg;.

1.3.1. Soit “ws; le foncteur fibre de ME’;{" (¢,N) qui & D associe le
Ko-espace vectoriel Ky » Qk, wsj(D) déduit de wgj(D) par extension des
scalaires par o : Ky — Kj. Alors, les ¢p définissent un ®-isomorphisme
de “wg;j sur wg; et donc un isomorphisme de “Hg; = Ko » Xk, Hgj sur Hsg;.
On le note ¢ et on note aussi ¢ 'action qui s’en déduit sur Hg;(Kop) et les
Hp si(Ko). On a donc pp(¢(g)) = ¢p © pp(g) 0 ¢, pour g € Hp &i(Ko)
et D de MF1%(¢, N).

Remarque 1.3.2. — 1l résulte de la relation Np¢p = pdpNp que 'on
a: ¢(ND) = p_lND.

ProposiTION 1.3.3. — Soit H un quotient algébrique de Hg; et notons
p ’homomorphisme : Hg; — H. Alors, pour qu’il existe D de @}? (¢, N)
avec Kerp = Kerpp, il faut et il suffit que Kerp soit stable par ¢.

La proposition entraine immédiatement le corollaire suivant (cf. 0) :

CoRrOLLAIRE 1.3.4. — Soit H un quotient de Hy; tel que le noyau
de Hy; — H soit stable par ¢. Alors H s’identifie au groupe des ®-
automorphismes du foncteur fibre wgj, restreint a la sous-catégorie tan-
nakienne de M_E};“ (¢, N) formée des D qui sont tels que le noyau de pp
contient celui de Hg; — H.

On note cette catégorie MF ;.
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1.3.5. Démonstration de la proposition. — La condition est évidemment
nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Soit donc H un quotient
algébrique de H,; comme ci-dessus. Soit D un objet de _1\@{(“ (¢, N) tel
que le noyau de pp soit contenu dans celui de p. Notons p le morphisme de
Hpg; sur H et soit s un multiple des dénominateurs des pentes de D.

Tout d’abord, p provient par extension des scalaires de Qps & K
d’un morphisme de Hp ¢ sur un groupe H,. En effet, il est facile de voir
que, dans l'isomorphisme (Hp s)k, =~ Hpsj, 'action de o sur (Hp )k,
correspond & celle de ¢° o int(vp s(p~!)) sur Hps;. Le groupe Kerp est
stable par hypothése par ¢ et aussi par int(vs(p)) puisque il est distingué
dans Hp ;. Il est donc stable par ¢° o int(vs(p~!)), ce qui prouve bien que
p se descend & Qps. Nous notons encore p le morphisme de Hp s sur H,.

On sait, d’aprés 3.11 de [DM82], que la catégorie Repq,. (Hp,s)
s’identifie & la catégorie tannakienne Qps-linéaire dont les objets sont
les couples (D',¢) formés d’un objet de MF,, et d’'un Q,-plongement ¢
de Qps dans End(D), les morphismes et ®-structures étant définis de la
maniére évidente ([DM82] loc. cit.). On note ME, ; cette catégorie. Plus
précisément, pour un tel (D’, ), on a une structure de Qs ®q, Qps-module
sur ws(D’), les deux actions de Qpe sur w,(D’) étant ’action définie par la
structure de Qps-espace vectoriel et celle définie par ¢. Pour tout t € Z/sZ,
on note ws(D’)[y le sous-espace vectoriel de wy(D’) formé des éléments
de ws(D’) qui sont tels que ¢(A)(z) = o*(A\)z. Comme ’action de Hp s
sur ws(D’) commute aux deux actions de Qp-, le groupe Hp s laisse stable
les ws(D')y Si a (D’',¢) on associe ws(D')}y, on définit un foncteur fibre
de MF, ; & valeurs dans Qps. Le groupe Hp,s s’identifie au groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre D’ +— w,(D’)(o ([DM82] Ioc. cit.).

Soit (D', ) un générateur de la sous-catégorie tannakienne de MF,
qui correspond aux représentations qui se factorisent a travers le noyau de p.
11 suffit, pour prouver la proposition de prouver que le noyau du morphisme
pp,p (cf. 1.2) de Hp s sur Hp s coincide avec celui de p. Pour t € Z/sZ
et g € Hp s, on note pp, p/(g)y la restriction de pp p/(g) & ws(D)y- Le
noyau de p est , par la définition de (D', ), le noyau de g +— p(g)/o}, celui de
pp,p est l'intersection des noyaux des g — p(g)}, pour t € Z/sZ. Comme
¢p’ est o-linéaire et commute & 'action de ¢/(A) pour tout A € Qps, on
voit facilement que ¢p/ envoie wy(D’)jy sur we(D’)z41). On voit alors que :
pp,p'(#(9))t+1] = ¢p’ © pD,D (9 © ¢B}. Si t est 'image dans Z/sZ de
n € Z,on a pp pr(g)y = id si et seulement si 5(¢~"(g))[o] = id. Comme le
noyau de p est stable par ¢, on voit que ’on a bien que les noyaux de p et
pp,p coincident, ce qui prouve la proposition.
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1.4. Connexité du groupe Hj;.

ProposITION. — Le groupe Hg; est connexe.

Autrement dit ([DG70] chap. 3.3 n° 7), pour tout (¢, N)-module filtré
faiblement admissible D, le groupe algébrique Hp s est connexe.

Remarque. — J.-M. Fontaine a prouvé que ’adhérence de Zariski
Hga de 'image de 'inertie dans une représentation p-adique cristalline
est connexe ([Fo79] prop. 3.8.4). On peut prouver, en reprenant la
démonstration de J.-M. Fontaine, que ce résultat s’étend aux représentations
semi-stables. Comme, pour D admissible, le groupe Hpg; est une forme
intérieure de (Hp Gal)k,, on voit que la proposition ci-dessus est, sous
la conjecture Conj(fa = a)k, une conséquence de la généralisation du
résultat de J.-M. Fontaine.

Démonstration de la proposition. — Puisque la composante neutre de
Hs; est stable par ¢, on voit, avec le corollaire 1.3.4, qu'il suffit de prouver
que, si D est un objet de _ME_}? (¢, N) tel que pp se factorise & travers
mo(Hs;), D est une somme directe d’objets isomorphes & 1’objet unité. Mais
c’est clair, car pour un tel D, le morphisme vp du groupe connexe D(Q)
dans Hp est trivial, donc le ¢-isocristal E(D) est bien isocline de pente
0. L’algebre de Lie de Hp est triviale donc Np = 0, et le groupe a un
parameétre de Hp associé & un scindage de la filtration est trivial, donc
on a bien Fil’wgj(D)kx = wsj(D)k et Fil'wsj(D)x = (0). Ceci prouve la
proposition.

1.5. Plus grand quotient abélien de H;.

1.5.1. On sait que la catégorie m}b des représentations p-adiques
abéliennes cristallines du groupe de Galois G de K est engendrée par
les modules de Tate des groupes formels de Lubin et Tate associés aux
extensions finies E de Q,, contenues dans K ([Se78] th. 5). Plus précisément,
pour chaque F, la restriction & G de la représentation p-adique du groupe
formel de Lubin et Tate associé & une uniformisante de E ne dépend pas
du choix de cette uniformisante; on la note Vg. Si Tg est la restriction
des scalaires & la Weil Rp/q,(Gm), le Qp-espace vectoriel sous-jacent &
VE est muni d’une structure de E-espace vectoriel de dimension 1 et on a
un caractere Gx — Tg(Qp) = E* donnant I'action de Galois. Le groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre waga qui & une représentation p-
adique de M}‘}’ associe son espace vectoriel sous-jacent s’identifie au
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protore Tk, Tg = limTEg, les morphismes de transition dans la limite

projective étant induits par les normes. La catégorie tannakienne QI_{I_S‘}‘?
est donc équivalente a la catégorie Repqp (Tk) des représentations linéaires
de Tg dans les Qp-espaces vectoriels de dimension finie. Le foncteur
de Fontaine qui associe & une représentation p-adique cristalline V son
module de Dieudonné filtré D(V') définit une équivalence de CRIS?? sur
une sous-catégorie tannakienne MF3(¢) de m{{“ (¢). Le groupe des ®-
automorphismes de la restriction du foncteur fibre wg; & ME22 () est une
forme intérieure de (Tk)k,, obtenue par torsion par le (T k)x,-torseur
des ®-isomorphismes de (wgal)k, sur la restriction de ws;. Comme Tg
est abélien, on voit que le groupe des ®-automorphismes de ws;, restreint
4 MF22(¢) est canoniquement isomorphe & (Tx)x,. On en déduit un
morphisme surjectif de Hgj sur (Tx)k,.

ProposITION 1.5.2. — Soit D un (¢, N) module filtré faiblement
admissible tel que Hp g est abélien. Alors D est dans I'image essentielle de
CRIS%? par le foncteur de Fontaine.

CoroLLAIRE 1.5.3. — Notons HZP le quotient de Hg; par son
sous-groupe des commutateurs. Alors, ’homomorphisme naturel H';‘jb —
(Tk )k, est un isomorphisme.

Remarque. — Notons F, la plus grande extension algébrique de
Q, contenue dans K et Pg, /q, 'ensemble des Q,-plongements de Eu
dans Q,. Le groupe des caractéres de T s’identifie au groupe additif
des fonctions localement constantes sur Pg_ /q, & valeurs dans Z. Soit
C le centre du quotient de Hg par son radical unipotent. On a un
épimorphisme de C sur Tg, et donc un homomorphisme injectif des
groupes des caractéres : X*(Tg) — X*(C). Par analogie avec [Se94] 7.3.4,
on peut se demander si cet homomorphisme induit un isomorphisme de
X*(C) sur X*(Tk)®Q et donc si X*(C) s’identifie au groupe additif des
fonctions localement constantes de Pg,_/q, & valeurs dans Q.

Démonstration de la proposition. — Rappelons la description que
nous avons donnée dans [Wi91] du foncteur de Fontaine V +— D(V) =
(Beris ® V) 9K restreint aux représentations p-adiques cristallines abéliennes
de Gk. Pour toute extension finie E de Q, contenue dans K, si m est
’homomorphisme de Q,-espaces vectoriels E ®q, E — E qui & z ® 2’
associe rz’, notons pg le groupe & un parametre de Tg défini sur F par
I'unique section de m qui est E-linéaire pour les actions a droite et a gauche
de E sur E ®q, E. (cf [Wi9l] 1.7 ot ug est noté hg ). Notons ux le
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groupe & un parametre de (Tk )k limite projective des pg. Soit 7mx une
uniformisante de K. Posons :

crx = Nk/ko (kK (TK)) € Tk (Ko),

ol Nk k, désigne le produit des conjugués dans le groupe abélien Tk (K).
Si p : Tk — GLy est une représentation de Tk dans un Qp-espace
vectoriel V' de dimension finie, on note D(p) le module filtré défini par :

— le Ko-espace vectoriel sous-jacent & D(p) est Ko ®q, V';

—ona: ¢pep) = (0 ®idy) o p(cry);
—ona: Np) =0;

- on a Filiwsj(D(p)) = ®i»iVkir, si BiezVk ; est la graduation de
Vi définie par I'action de puk.

Alors, le foncteur ainsi défini de CRIS2? dans MF32(¢) est isomorphe
au foncteur de Fontaine ([Wi91]) (nous avons pris ici la convention que pg
correspond a l'inverse du groupe & un parametre défini par la décomposition
de Hodge-Tate, ce qui explique certaines différences de signe avec [Wi91]).

Soit D un objet de ME{? (¢,N) tel que Hpg; est abélien. Il s’agit
donc de prouver qu’il existe une représentation linéaire p de Tk tel que D
soit isomorphe & D(p).

Tout d’abord, la relation Np¢p = p¢p Np entraine que Np envoie la
composante isocline de pente A de l'isocristal sous-jacent a D sur celle de
pente A\ — 1. Il en résulte que, si s est un multiple des dénominateurs des
pentes de D, on a ad(vp,s(A))(Np) = A~*Np pour tout scalaire A. On a
donc bien Np = 0 puisque Hp g est abélien.

Comme les groupes a un parameétre associés & deux ®-scindages de
la filtration sont conjugués et que Hp s est abélien, la filtration sur MF
est canoniquement scindée. Notons pp le groupe & un parametre de Hp ;
associé & ce scindage (1.2) (si D = D(p) pour une représentation p de Tk,
on a donc : up = po ug). Posons :

cp,ric = Ni/ko (1D (TK)) € Hpsj(Ko).
Posons ¢p r = $pocp.,, et notons E(D)y, Iisocristal : (wsj(D), ¢p,xx )-
LemME 1.5.4. — L’ isocristal E(D), est isocline de pente 0.

Démonstration. — La décomposition en composantes isoclines des
E(D)zy, pour D' de MF,, définit une ®-graduation de la restriction du
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foncteur fibre wg; & MF p, et donc, si on choisit un multiple du dénominateur
des pentes de E(D),, elle définit comme au 1.1 un groupe 3 un paramétre
Vrg de H D,sj-

Les sous-espaces vectoriels sous-jacents a la décomposition en com-
posantes isoclines de E(D),, sont bien siir stables par ¢p r, . Ils sont aussi
stables par cp x, puisque cp r, et I'image de v, commutent, Hp g étant
abélien. Comme ¢p = @p rx © CD rx, ils sont aussi stables par ¢p. Munis
de la restriction de ¢p et la filtration induite de celle de D, ils définissent
des ¢-modules filtrés. Pour tout rationnel A, on note D) le sous-¢-module
filtré de D ainsi défini. Il s’agit de prouver que Dy = (0) si A # 0.

Comme les images de v, et du groupe & un parameétre yp associé
au scindage de la filtration commutent, les D, sont aussi stables sous
Paction de up. I1 en résulte que le ¢-module filtré D est somme directe
des ¢-modules filtrés D). Comme D est faiblement admissible, on voit
immédiatement que les D) le sont. Les entiers tg(Dy) et tn(Dyx) sont
égaux 4 un méme entier que nous notons ty. On a : tg(A™®*D,) =
tn(A™2*Dy) = t). Puisque tg(A™**D,) = t,, l'action de ¢p r, sur
wsj(A™2*Djy) est & — Gamexp, (Nk/k,(TK) " z). Comme la valuation p-
adique de Ng/k,(7k) est 1, on voit que la pente de A™**E(Dy ), est 0.
Comme par définition de D, elle est égale & Adim(D,), on a donc bien que
E(D)r, est isocline de pente 0, ce qui prouve le lemme.

1.5.5. On voit alors que si & D’ de MF,, on associe le Qp-espace
vectoriel des éléments de ws;(D’) qui sont fixes par @p/ r,, on définit un
foncteur fibre de ME j, & valeurs dans Q,; on le note wy, et on désigne par
Hp . le groupe sur Q, de ses ®-automorphismes. Le groupe algébrique
Hp r, est donc une forme sur Qp de Hpgj. Il en résulte que Hp r,
est abélien et est le produit d'un tore Tp par un groupe unipotent, tous
deux définis sur Q,. L’image de pup est contenue dans (Tp)x. Comme Tp
se déploie sur une extension finie de Q, contenue dans —Q—p, le corps de
définition E de pp est une extension finie de Q,. Elle est contenue dans K
puisque pp est défini sur K. Comme les images dans (TD)EZ des conjugués
de pp sous l'action de Gq, commutent, il existe un unique morphisme
de Tg dans Tp qui envoie pug sur pup. On voit immédiatement que si on
désigne par p la représentation de Tx définie en composant : T — Tg,
Tg — Tp — GL,,, (D) , les ¢-modules filtrés D(p) et D sont isomorphes.
Ceci achéve de prouver la proposition.

Remarque 1.5.6.— Le groupe Tpg s’identifie au groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre naturel wg, de CRIS? (1.5.1). Si w
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est un foncteur fibre sur Q,, de M}b, le groupe de ses ®-automorphismes
est une obtenu & partir de Tg par torsion par le Tg-torseur des
®-isomorphismes du foncteur fibre wga sur w. Comme Tg est abélien,
le groupe Aut®(w) est donc canoniquement isomorphe & Tg. Ceci est
en particulier vrai pour les foncteurs fibres w,,. D’autre part, comme
®D = @Dy © €Dy, ON vOit que l'action de ¢ sur (Tk)g, définie au
1.3.1 coincide avec I’action naturelle de o sur (Tk)k,-

1.6. Construction du foncteur fibre w..

1.6.1. Soit H un quotient de H; tel que le noyau de Hy; — H soit
stable par ¢, de sorte que H s’identifie au groupe des ®-automorphismes du
foncteur fibre w;, restreint & MF ; (corollaire 1.3.4). Soit ¢ € H(Kj). Pour
tout D de MFy, on note ¢p . 'application o-linéaire bijective de wg;(D)
dans lui-méme : ¢p o pp(c™!). On note Cro 'ensemble des ¢ € H(Kp)
tels que, pour tout D de MF;, le ¢-isocristal (wsj(D), ¢p,c) est isocline de
pente 0. Si H = Hp g, on désigne Cy o par Cp .

THEOREME 1.6.2. — II existe ¢ € Hj(Ko) tel que, pour tout D de
ﬂf{a (¢, N), le ¢-isocristal (wsj(D), ¢p,c) est isocline de pente 0, autrement
dit Cn,;,0 est non vide.

Si ¢ est comme dans le théoréme, le foncteur qui & D associe le Q,-
espace vectoriel des éléments de wgj(D) fixes par ¢p . est un foncteur fibre
de m{{“ (¢, N) & valeurs dans Q,; on le note w.. On a donc :

CoROLLAIRE 1.6.3. — La catégorie tannakienne m‘_f{“ (¢, N) est neutre.

On note H, le groupe des ®-automorphismes de w, ; le groupe H, est
donc une forme sur Q, de Hg; (au sens de 0). La catégorie tannakienne
_MEQ’ (¢, N) s’identifie donc & la catégorie mf{“ (¢, N) des représentations
linéaires de H, dans les Qp-espaces vectoriels de dimension finie ([DM82]
th. 2.11). Pour tout D, on note Hp . I'image de H. dans GL,,(p) ; le groupe
algébrique Hp . est donc une forme sur Q, de Hp ;.

Remarques 1.6.4. — 1) Soit mx une uniformisante de K et crj
I’élément de T (Kp) défini dans la démonstration de la proposition 1.5.2.
Le lemme 1.5.4 montre que ¢y, est un élément de Cy, o; la preuve du
théoréme montre qu'il existe ¢ € Hgj(Ko) d'image cr, dans Tg(Kop).
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2) Supposons e = 1 (K = Kjp). Soit D un ¢-module filtré. Rappelons
([La80]) qu’un réseau M de wgj(D) est fortement divisible si on a :

3" ¢~ (Fi'D N M) = M.

1€Z

G. Laffaille a prouvé que D est faiblement admissible si et seulement s’il
posséde un réseau fortement divisible ([La80]). Dans [Wi84], nous avons
prouvé qu’il existe un ®-scindage D — D; de la ®-filtration D +— (FiliD)
(cf. 1.2.5) qui est compatible avec les réseaux fortement divisibles i.e. :

M= @ (D;nM)
i€EZ

pour tout ¢-module filtré faiblement admissible D et tout réseau fortement
divisible M de D ([Wi84]). Soit Hy—oj le quotient de Hg; qui correspond
aux ¢-modules filtrés faiblement admissibles (sur Ky) et soit x4 le groupe
4 un parametre de Hy—os; défini par un tel ®-scindage. Si D est un ¢-
module filtré faiblement admissible sur Ky, et si M est un réseau fortement
divisible de D, on voit facilement que (¢p o p(u(p~1))(M) = M, ou p
est le morphisme de Hy—os; sur Hpg;; il en résulte que le ¢-isocristal
(wsj(D), ép o p(u(p~'))) est isocline de pente 0. On voit donc que u(p) €
CHN:o,sj,O'

3) Les remarques 1) et 2) montrent que pour les ¢-modules filtrés
D qui sont définis sur Ky ou qui sont tels que Hp; est abélien, il existe
c € Cp o vérifiant une propriété particuliere vis-a-vis de la filtration. Nous
ignorons si ’on peut imposer un tel lien entre c et la filtration dans le cas
général.

4) La démonstration qui suit est inspirée de [Ko84] lemme 1.4.9.

Démonstration du théoréme. — Soit ¢y, I’élément de Tk (Kp) défini
dans la démonstration de la proposition 1.5.2. Prouvons qu’il existe un
élément de Hgj(Ko) qui vérifie les conclusions du théoréme et dont I'image
dans Tg(Ko) €st Cry -

Notons H;eq le quotient de Hg; par son radical unipotent et S
le groupe des commutateurs de H,.q. Donc, H,eq est le groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre ws; restreint & la sous-catégorie tanna-
kienne de @}‘{a (¢, N) formée de ses objets semi-simples. Supposons prouvé
qu’il existe creq € CH,.,,0, d'image cn, dans Tx(Kp). Alors, le théoréme
en résulte facilement. En effet, tout d’abord, comme un torseur sous un
groupe unipotent est trivial, Hg;j(Ko) — Hyeqa(Ko) est surjectif. Soit alors ¢
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un élément de Hg;(Ko) d’image ¢req dans Hyeq(Ko). Comme un ¢-isocristal
est isocline de pente 0 si et seulement si son semi-simplifié ’est, on voit
facilement que ¢ € Ch,;,0 (et son image dans Tk (Ko) est bien ¢y, ).

Prouvons ’existence de cpeq.
Soit A '’ensemble formé des couples (H),cy) ou :

— 1) H) est le quotient de H,eq par un sous-groupe distingué Ker) de
S qui est connexe et stable sous l’action de ¢ (comme le centre C de Hyeq
s’envoie sur Tk, on voit que Ker), est aussi distingué dans H;eq);

—-2) ¢\ € Cu, 0 et 'image de ¢y dans Tg(Ko) est crp-

On munit A d’une structure d’ordre en disant que X' > X si Kery C
Ker) et ¢y a pour image c) dans H)(Kj).

L’ensemble A est inductif. En effet, si A’ C A est un sous-ensemble
totalement ordonné, le couple formé de Hy,, = lim (H)) et de coo €

AEA!
H)_ (Ko) défini par les ¢y, A € A/, est un majorant de A’. La seule chose

qui n’est peut-étre pas évidente est que )\ﬂA Ker) est connexe. Mais, si A
e ’
est l’algebre affine de (S) et, pour tout A € A’, si I est I'idéal de A formé
des fonctions qui s’annulent sur (Kery)z, 'algébre affine de (H», )% est
A/ )\UA I, et on vérifie immédiatement que cette algebre est intégre puisque
e ’

les algebres affines A/I le sont.

Soit alors (H)y,cy) un élément maximal. Le théoréme sera prouvé si
I’on prouve que Hy = Hyeq.

Sinon, il existe un quotient H de H, .4 et vérifiant :

1) On a Ker(H;eq — H) C Ker(Hyeg — H)), de sorte que H)
s’identifie & un quotient de H ;

2) le noyau du morphisme H,.,q — H est connexe et stable sous
I’action de ¢;

3) le noyau S du morphisme H — H) est algébrique et # {1}.

En effet, il est clair qu’il existe H; vérifiant ces propriétés sauf peut-
étre la connexité du noyau de H,eq — H;. Pour un tel H;, le groupe
fondamental de S; = Ker(H; — H)) est fini, et on voit facilement que le
quotient H de H,q par la composante neutre de Ker(H;.q — H;) vérifie
les propriétés ci-dessus. Il suffit, pour prouver le théoréme, de montrer qu’il
existe ¢ € Cp o, d'image c) dans Hj(Kp).
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Tout d’abord, comme Ker(H,.q — H) est connexe, S l’est. D’apres
un théoréme de Steinberg ([St65]), un espace principal homogene sous S
défini sur K est trivial. Ceci implique que H(Kp) — Hx(Kp) est surjectif.
Soit ¢p un élément de H(Ky) d’image cy dans Hy(Kj).

Pour D de MFy, on pose ¢pc, = ¢p o pp(cy?) (cf 1.6.1). Soit
V(o) le morphisme de D(Q) dans H qui est défini par les décompositions
en composantes isoclines des ¢-isocristaux (D,¢p,,) pour D de MFy
(cf. 1.1 : nous avons employé la notation V(c,) Pour distinguer ce que nous
avons appelé v, dans un contexte légérement différent). Comme, si pp
se factorise & travers Hy, le ¢-isocristal (D, ¢p,c,) est isocline de pente 0,
I'image de v(,) est contenue dans S. Comme S est algébrique, il existe
un entier s tel que v(.,) se factorise & travers le caractére o, de D(Q)
qui correspond & s~! € Q. Notons V(co)s e groupe a un parametre tel
qUe V(cy) = V(co)s © s (cf. 1.1). Les ¢*-isocristaux (D, ¢3, ., © V(eo)s(P™1))
sont isoclines de pente 0. Si & D de MF j;, on associe le Q,s-espace vectoriel
Weo,s(D) formé des éléments de wg;(D) qui sont fixes par ¢}, . OV(c)s(P71),
on définit un foncteur fibre de MF; défini sur Q.. Le groupe H(,), des
®-automorphismes de ce foncteur fibre est une Qps-forme de H. Notons
¢, 'action sur H définie par les ¢p ,, pour D de MF ;, autrement dit ¢,
est le composé ¢oint(cy ') de ’action de ¢ (1.3) et de int(cy'). L’action de
o® xid sur H = Ko Xq,. H(co)s €t ¢5, 0int(¥(co)s(p™1)). On voit alors que
S, qui est stable par ¢ et est distingué dans le quotient H, est stable par
o°® xid et donc provient par extension des scalaires de Qs & K d’un groupe
défini sur Qe ; on le note S(.,),. Quitte a remplacer s par un multiple, on
peut supposer que S(..)s est résiduellement déployé ([Ti79] 1.8).

Comme le groupe S(.,)s est supposé résiduellement déployé, 'im-
meuble de S(,)s(Qpnr) posséde une chambre stable sous l’action de
Gal(Qpnr/Qp+) ([Ti79] 1.10.2). Soit C une telle chambre. Notons Iw le
sous-groupe d’Iwahori de S(.,)s(Qps) qui est défini par la chambre C ([Ti79]
3.7).

Comme les we, s(D) sont stables par les ¢p c,, on voit que ¢, agit sur
Hicy)s €t sur Sicy)s- Comme I'action de @, sur S(.,), provient d’un isomor-
phisme de groupes algébriques de S(.)s sur 7.S(c)s = Qps X0, k,5(c0)s €6 qQue
les immeubles de S(.,); et de 7S, s’identifient, @., agit sur I'immeuble
de S(c)s- En particulier, (¢,)~*(Iw) est un sous-groupe d’Iwahori de
S(co)s(Qpe). Comme les sous-groupes d’Iwahori de S(.,)s(Qps) sont con-
jugués ([Ti79] loc. cit.), il existe ¢/ € S¢,,s(Qpe) tel que (¢ey) *(Iw) =
int(c')(Iw). Posons : ¢ = ¢~!cy et prouvons que c convient. Comme
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(¢eo) " t(Iw) = int(c/)(Iw), on a. :
dc(Iw) = Iw.

Soit v(.) le morphisme de D(Q) dans H qui est défini par les décompositions
en composantes isoclines des ¢-isocristaux (D, ¢p ) pour D de MFy. 1l
s’agit de prouver que v, est trivial.

Comme ¢p ., laisse stable we, (D), que ¢’ € Si,)s(Qps) €t que
b = ¢y © inﬁg’), on voit que ¢p . agit sur we,s(D) et donc sur
Weo,s(D) ®Q,s Qpnr- Comme les décompositions en composantes isoclines
des isocristaux (D,¢p,.) proviennent, par extension des scalaires de
Qps & Ky, de décompositions en composantes isoclines des isocristaux
(Weo,s(D), ép,c), on voit que v(.) provient d’'un morphisme de D(Q) dans
Hc,)s défini sur Qps.

Comme ci-dessus, on voit que I'image de v est contenue dans S.
Soit s’ un entier multiple des dénominateurs des pentes de des ¢-isocristaux
(Weo,s (D), ép,c), pour D de MF ;7. Notons v(.), le groupe & un paramétre
de S tel que v(¢) = V(¢)s © 5. Pour D dans MF j;, désignons par w.)s (D)
le Qp,,/ -espace vectoriel des éléments de we, s(D) ®q,. (5;,; qui sont fixes
par q%’ OV(c)s! (p~!). Désignons par H (c)s’ le groupe des ®-automorphismes
du foncteur fibre w, s+ et par S, la forme sur st/ de S qui est un sous-
groupe défini sur Q- de H(c)s'-

L’immeuble de S(.,)s(Qps) s’injecte dans celui de S(cy)s(Qpnr). Comme
S(co)s st résiduellement déployé, la chambre C s’identifie a une chambre de
'immeuble de S()s(Qpnr) ([Ti79] 1.10.2). Il résulte de [Ro] propositions
2.3.5 et 2.3.9 que les immeubles de S(c,)s(Qpnr) €t S(cy) s((5,9;) s’identifient
et donc C s’identifie & une chambre de I'immeuble de S(Co)s(d,;r). De méme
les immeubles de S, (6,;,) et S(c)s' (Qpnr) s'identifient et C s’identifie &
une chambre de I'immeuble de S(c)s'(Qpnr). Quitte & remplacer s’ par un
multiple, on peut supposer que S, est résiduellement déployé et que
la chambre C s’identifie & une chambre de l'immeuble de S(c)s,(Qp,,:).
Notons Iw’ I'Iwahori de S(c)s:(st/) défini par cette chambre. Comme

I'isocristal (we,,s(D) ®q,. Q;r, ¢p,c) provient par extension des scalaires
d’un isocristal d’espace vectoriel sous-jacent w. o (D), les actions de ¢, et
de o* sur § = (S(¢)s’ )k, commutent. Il en résulte que @, agit sur Sc s .
Comme ¢.(Iw) = Iw, on a : ¢.(Iw’) = Iw’. Comme o* (Iw') = Iw’ et que
¢ =0* oint(y(¢)s (p)), on en déduit que int(v(y) (p))(Iw') = Iw’. Comme
laction de S(¢)s(Q,s ) sur son immeuble est propre (2.2 de [Ti79]), il en
résulte que les vy (p)" forment un sous-groupe borné de S(¢)s(Q,s)-
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Il est alors facile de voir que vy est trivial. En effet, comme
les isocristaux (we,,s(D) ®q,. Q;r,qbp,c) proviennent par extension des
scalaires d’isocristaux d’espaces vectoriels sous-jacents w, (D), le groupe
& un parametre V() provient par extension des scalaires de st/ a Ko d’un
groupe & un parametre de S(),. Soit alors T un tore maximal déployé de
S(c)s’ contenant I'image de v()s et A 'appartement associé. Soit {x;} une
base du groupe des caracteres de T'. Alors v(s () agit sur A par translation
par le vecteur de coordonnées les inverses des valuations des x;(v(c)s (p))
(1.2 de [Ti79]). On voit donc que, si les vy (p)™ , pour n € Z, forment
un sous-groupe borné de S(Kj), on doit avoir (x;, V. s) = 0 pour tout ¢ et
donc (), est trivial, ce qui achéve de prouver le théoréme.

2. (¢, N)-MODULES FILTRES FAIBLEMENT
ADMISSIBLES ET ISOGENIES

2.1. Rappels sur le groupe fondamental d’un groupe
algébrique linéaire ([Bo89], [Bo96]).

Soit E un corps de caractéristique 0 et soit E une cldture algébrique
de E.

Soit H un groupe algébrique linéaire connexe sur E. On note 7y (H)
le groupe fondamental de H (& la Grothendieck, et avec comme point base
l'identité de H) et Hg. le groupe (proalgébrique) «revétement universel»
de H. On a une suite exacte :

1—m(H)—> Hye— H — 1.

Le groupe m1(H) est un groupe profini abélien, contenu dans le centre
de Hy.. Si H' est un groupe algébrique linéaire connexe sur E et si
o : H — H est une isogénie (centrale puisque H' est connexe), on a un
unique morphisme de groupes algébriques Hs. — H' rendant commutatif
le diagramme :

H, — H
id | !
H, — H.

Les morphismes Hg. — H’ sont surjectifs. Les (H’,a) comme ci-dessus
forment de la maniére évidente un systéme projectif et Hy. s’identifie a
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la limite projectif des H', et m;(H) s’identifie & la limite projective des
groupes finis Ker a.

Soient H,eq le quotient de H par son radical unipotent, S le groupe
des commutateurs de Hpq et Ssc le revétement simplement connexe de
S. Soit T un tore maximal de Hg et notons Ty son image réciproque
dans Ssc. Notons X, (T') et X,.(Ts) les groupes des cocaractéres de T et
Tsc respectivement. L’homomorphisme naturel de X, (Ts.) dans X, (T) est
injectif, et son image est le réseau Q(R") des poids radiciels du systéme de
racines dual de H relativement & T'. On pose 72%(H) = X, (T)/Q(R") («m;
algébrique»). Cette définition ne dépend pas du choix de T'. En effet, si T”
est un autre tore maximal de H, pour g € H(E) tel que Int(g)(T) = T',
l'isomorphisme de X, (T')/Q sur X.(T')/Q’ induit par Int(g) ne dépend
pas de g, comme on le voit facilement en remarquant que le groupe de
Weyl agit trivialement sur X, (7)/Q(R"). On a un isomorphisme naturel
du complété profini tordu lim 728 (H) @ i (E) sur 71 (H) (pn(E) désignant

n
le groupe des racines n-iémes de 'unité de E). On a en particulier que le
morphisme H — H,eq induit un isomorphisme sur les ;.

Soit g un groupe & un parametre de H. Pour T tore maximal de
Hy% contenant I'image de p, 'image de p dans 78(H) = X.(T)/Q(RY)
ne dépend pas du choix de T'. En effet, si T” est un autre tore maximal
de H contenant I'image de pu, les tores T et T' sont conjugués par un
élément g du centralisateur de p dans H, et l'isomorphisme de X, (T')/
Q(RY) sur X,(T")/Q'(RY) induit par int(g) envoie bien I'image de y dans
X.(T)/Q sur celle dans X,(T")/Q’. On note [i cette image. Comme les
tores maximaux de H sont conjugués par automorphismes intérieurs, on
voit que i ne dépend que de la classe de conjugaison de p. Si C est une
classe de conjugaison de groupes & un parametre de H, on pose ¢ = m
pour un quelconque p € C.

Supposons maintenant H défini sur E. Soit Gg le groupe de Galois
de E/E. Le groupe G agit de maniére naturelle sur 7' (Hg) et m(Hg).
Il agit de maniére naturelle sur (H)sc et on voit donc que (Hg)sc provient
de manieére naturelle d’'un groupe sur E. On le note Hg.; le morphisme
(Hsc) — Hy est défini sur E. On voit donc que si H' est une groupe
algébrique linéaire connexe et si o : H' — Hy est une isogénie, H' et a
proviennent par extension des scalaires de E & E d’un groupe algébrique
linéaire Hg et d’une isogénie ag si et seulement si le noyau du morphisme
m(Hg) — Ker(a) est stable par Gg, et si c’est le cas, Hg et ap sont
uniquement déterminés.
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Plus généralement, si A est un groupe d’automorphismes de E qui
laissent stables E, et si I'on a une action de A sur Hz (i.e. , pour tout
a € A, on a un isomorphisme de Hy sur *(Hz) = E X, B Hy, ces
isomorphismes vérifiant les conditions de descente habituelles), on a des
actions de A sur les groupes 7 (H) et ni‘lg(HE), et I'isomorphisme 71 (H7)
sur le complété profini tordu de 73'8(Hy) est compatible aux actions de
A. Les automorphismes intérieurs de H agissent trivialement sur les 7 ;
c’est clair pour m(H) puisque toute isogénie o : H' — Hy de H'
connexe vers Hy;, est centrale, et pour w‘flg(HE) car les isomorphismes
qui permettent d’identifier les différents quotients X.(7')/Q(RY) sont la
restriction d’ automorphismes intérieurs.

2.2. Enoncé des résultats.

De&FINITION 2.2.1. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement ad-
missible. Soit H' un groupe algébrique connexe sur Ky et o une isogénie
de H' sur Hpg, définie sur Ky. On dit que (H',a) provient d’un
(¢, N)-module filtré faiblement admissible (sur K) s’il existe D’ de
m{g (¢, N), dominant D (cf. 1.2) et un isomorphisme i de Hp: sj sur H’
tels que o o ¢ soit le morphisme naturel de Hp s sur Hp .

Avec la proposition 1.3.4, on voit que (H',a) provient d'un (¢, N)-
module filtré faiblement admissible si et seulement s’il existe un morphisme
p' :Hg — H' tel que a0 p’ = pp et dont le noyau est stable sous I’action
de ¢. Comme Hy; est connexe, on voit que si p’ existe, p’ est unique.

Soit W(K/Q,) le groupe des automorphimes de K qui induisent sur
Ky une puissance entiere du Frobenius o. D’apres le numéro précédent,
Paction de ¢ sur H (1.3) définit une action de W(K/Q,) sur 73'8(Hx) et
71 (Hy). Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement admissible. Si c € Cp o
(1.6), les m; pour Hy et pour (H D’c)ﬁp s’identifient. Comme ’action de
#p,c sur Hp g est point(c™!), et que les automorphismes intérieurs agissent
trivialement sur les 71, on voit que l'action de W(K/Q,) sur les m; de
Hy est compatible avec les actions de Gq, sur les 7 des (H ch)ﬁ,,‘ En

particulier, 7'8(Hx) et m; (H) sont munis d’une action naturelle de Gq, .

THEOREME 2.2.2. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement ad-
missible (sur K ). Posons H = Hp ;. Soit H' un groupe algébrique connexe
sur Ky et a une isogénie de H' sur H. Alors, pour que (H', ) provienne
d’un (¢, N)-module filtré faiblement admissible, il faut et il suffit que les
conditions suivantes soient vérifiées :
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—a) m(Hy) C m(Hg) est stable sous I'action de Gq,,

—b) si p est un élément de la classe de conjugaison Cp des groupes a
un parameétre de Hy qui sont associés & un ®-scindage de la filtration de
D (cf 1.2.5), p se reléve en un groupe 4 un paramétre de H'.

Remarques. — 1) Soit ¢ € Cy . Alors, comme on le voit facilement
avec le 2.1 et le 2.2.1, la premiére condition équivaut & ce que H’' et o
proviennent par extension des scalaires de Q, & Ko d’un groupe H/ sur Q,
et d’une isogénie de a, de H, sur H, définie sur Q,.

2) 1l est clair que la condition b) ne dépend pas du choix de .

3) On voit que , si K’ une extension finie de K contenue dans K, et
si (H', ) provient d’un (¢, N)-module filtré sur K’, alors (H’, @) provient
d’un (¢, N)-module filtré sur K.

2.2.3. Soient oy : H{ — H et az : H) — H deux isogénies qui
proviennent de (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles D; et D5. Soit
Hj le quotient de Hy. par Ker a; N Ker as et as l'isogénie de Hz sur H.
Alors, (Hs,a3) provient de D] @ Dj. Passant & la limite projective, il en
résulte I’existence d’un groupe Hy,ax avec un morphisme omax : Hmax — H,
limite projective d’isogénies, tel que a : H' — H provient d’un (¢, N)-
module filtré faiblement admissible si et seulement si on a un morphisme
1 : Hpax — H' vérifiant ama.x = a o7n et dont le noyau est stable sous
'action de Gq,-

PROPOSITION. — Le morphisme auy,.x €st une isogénie.

De maniére analogue & [Se94] n. 11, on dit que D est maximal si
Hp.x = H; on voit que tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible
D est dominé, au sens de 1.2, par un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible maximal D’ et pp p est une isogénie.

2.3. Démonstration des résultats.

Démonstration du théoréme. — Les conditions a) et b) sont évidemment
nécessaires. Il s’agit de prouver qu’elles sont suffisantes.

Soit donc (H', ) vérifiant les hypothéses a) et b) du théoreme; il
s’agit de prouver que (H', ) provient d’un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible D’. On se rameéne facilement au cas ot H est réductif. En effet,
soient Hieq et H] 4 les quotients de H et H' par leurs radicaux unipotents
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respectifs, et soit ayeq I'isogénie H] 4y — Hyeq qui se déduit de o par passage
aux quotients par ces radicaux unipotents. Alors, si (H.4,Qreqa) provient
d’un (¢, N)-module filtré faiblement admissible D;, alors on voit facilement
que (H',a) provient de D @ D;, ce qui prouve le théoréme dans le cas

général. On suppose désormais H réductif.

Soient S le groupe des commutateurs de H et H2" le quotient H/S.
On a la suite exacte :

1 — m(Sg) = m(Hg) — 7r1(Hib) — 1.

Soit Y = 7r1(H—) C m1(Hy). Posons Y1 =Y +m(S%). Soit H; le quotient
de Hg. par Y1 Notons a; et ag les isogénies H; — H et H — H,
respectivement. On voit immédiatement que (Hy, a;) vérifie les hypothéses
du théoreme et que :

— si H?P est le quotient de H; par son groupe des commutateurs,
Hy — H X ga» H2® est un isomorphisme;

— le noyau de as est inclus dans le groupe des commutateurs S’ de H'.

LEMME 1. — L’isogénie o provient d’un (¢, N)-module filtré faible-
ment admissible.

Démonstration. — Il suffit de prouver que 7 : Hf® — H2P provient
d’un (¢, N)-module filtré faiblement admissible. Soit 7x une uniformisante
de K et soit H2® la forme sur Q, de H" définie par le foncteur fibre
wry restreint & MF pae (1.5.5). On sait que Tk s’identifie au groupe des
®-automorphismes du foncteur fibre wy, de la sous-catégoric MF%(4) de
_F{{a (¢, N) formée des D tels que Hp s est abélien (remarque 1.5.6). Soit
Tk — H2 ab le morphisme correspondant au foncteur naturel de meb
dans MF$ (¢) Soit E une extension finie de Q, contenue dans K, telle
que le morphisme Txg — H,?Z se factorise & travers Tg. Si p est un groupe
a un parametre de Hy appartenant a CScp i.e. qui scinde la filtration du
foncteur fibre ws; de MF; (1.2.5), son image u®® dans H®P coincide avec
celle de ;LE Comme, d’aprés la condition b) du théoréme, u se releve a
= Hy, u®® se releve & HP. D’autre part, 'image de Y dans m; (H%b) est
stable sous I'action de Gq,. La remarque 1) suivant I’énoncé du théoréme
donne que que H2P et o3P proviennent par extension des scalaires de Q,
4 Ko d’un tore (H$")., et d'une isogénie m2® . définis sur Q,. Comme
i se releve a Hj, il résulte alors de la propriété universelle de Tr que
Tg — H2® se reléve selon a‘{bqp en un morphisme T — Hbep. On voit
que le morphisme T — H?P se reléve en un morphisme Tx — H?P dont
le noyau est stable sous ’action de ¢ et ceci prouve le lemme.
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Il est alors clair que ay vérifie les conditions du théoreme. On peut
donc supposer que a = a, autrement dit que le noyau de a est contenu
dans S, ce que nous ferons désormais.

LEMME 2. — Il existe ¢ € Cy o qui est dans I'image de H'(Ky) par a.

Démonstration. — Comme, d’aprés un théoréme de R. Steinberg
([St65] th. 1.9), on a : H'(Ky, H'(Ky)) = {1}, et on a une suite exacte
de groupes ([Se73] chap. 1 n® 5.7) :

H'(Ko) — H(K,) — H*(Ko,Kera(K)) — 1.

Notons § ’homomorphisme : H(K,) — H'(Ky,Kera(K)). Il s’agit de
prouver qu’il existe ¢ € Cr tel que 6(c) = 1. D’apres le théoréme 1.6.2,
CH o est non vide; soit ¢; € Cy 0. Posons H., = Hp , et soit S, le groupe
des commutateurs de H,,, de sorte que S, est une forme sur Q, de S. On
sait d’aprés la remarque 1) suivant le théoréme & prouver que H' et «
proviennent par extension des scalaires de Q, & Ko d’un groupe H/ et
d’une isogénie a., : H, — H., définis sur Q,. Si nous pouvons trouver
ca € S,, (Ko) de pente 0 (cf. 1.1) tel que §(cz2) = 6(c1), ¢ = ¢3 *¢1 convient :
en effet, alors ¢p . = ép,, © c2 est bien isocline de pente 0. Comme le
noyau de « est contenu dans S’, on voit donc que le lemme 2 résulte du
lemme 3 suivant :

LEMME 3. — Soient S et S’ deux groupes semi-simples sur Q, et o
une isogénie de S’ sur S définie sur Q,. Pour tout h € H'(Ky,Ker a(K)),
il existe ¢ € S(Ko) de pente 0 (au sens de 1.1) d’image h dans
H(Ky,Kero(K)).

Démonstration. — D’aprés un résultat de M. Kneser ([Kn65]), S
posséde un tore maximal T qui est défini sur Q, et anisotrope. Soit T”
I'image réciproque de T dans S’. Comme H'(Ky,T'(K)) = {1} ([Se68]
chap. 10 cor. prop. 11), on a la suite exacte :

T'(Ko) — T(Ko) — H' (Ko, Kera(K)) — 1.

Il existe donc ¢ € T(Kj), d'image h dans H'(Kjy,Ker(K)). L’homomor-
phisme v, (cf. 1.1) se factorise & travers T et est défini sur Q, ([Ko85]
4.4.3) : il est donc trivial ce qui prouve que c est bien de pente 0, ie. le
lemme 3, et achéve donc de prouver le lemme 2.

Montrons le théoréme. Soit ¢ € H(Kp) comme dans le lemme 2 et
d € H'(Ko) tel que a(c’) = c. Soient H, et a. les formes sur Q, de H'
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et a telles que o : H' — H provienne par extension des scalaires de Q, &
Ky de o, : H, — H. (remarque 1) suivant I’énoncé du théoréme). Soit
un groupe & un parametre de Scp (1.2) i.e. u est défini par un scindage
de la filtration de MF, (il est défini sur K) et soit 4’ son relévement &
H’. Comme ce relévement est unique, il est aussi défini sur K. Pour chaque
représentation linéaire p de H/ dans un Qp-espace vectoriel V de dimension
finie, nous définissons un (¢, N)-module filtré D(p) par :

—wsj(D(P)) = Vo ;
- ¢D(p) = (0’ ® id) Op(C’);

—la filtration de ws;(D(p)) k = Vi est la fitration décroissante associée
a l’action de p o ' sur Vi

— Np(,) est I'image dans End(Vk,) de N € Lie(H) ~ Lie(H’).

Le lemme suivant entraine le théoréme :

LeMME 4 (B. Totaro). — Les (¢, N)-modules filtrés D(p) sont faible-
ment admissibles.

Démonstration. — C’est le cas si p se factorise a travers Ker q,
puisque D(p) est alors un objet de MF ,. Comme on a supposé H réductif
et qu'une somme directe de (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles
est faiblement admissible, il suffit de démontrer le lemme quand p est
irréductible, ce que nous supposerons désormais.

Tout d’abord, on a : tu(D(p)) = tn(D(p)). En effet, soit m un annu-
lateur de Ker a.. Le caractére donnant I’action de H‘IQp sur (A™3Xp)®m ge
factorise & travers Kera, et donc D((A™2*p)®™) est faiblement admissible.
On a donc :

tu(D((A™p)®™)) = tx (D((A™**p)®™)),

d’ott mtg(D(p)) = min(D(p)), et on a bien : ty(D(p)) = tn(D(p)).

Reste & prouver que, pour tout sous-espace vectoriel V' de wsj(D(p))
qui est stable par ¢ et N, on a : tg(V) < tn(V). Posons ¢(V) = tu(V) —
tn(V) et s0it tmax la valeur maximale atteinte par ¢(V) = tg(V)—tn(V). Il
s’agit de prouver que tmax < 0. On a, parmi les V avec t(V) = tpax, un plus
grand sous-espace vectoriel, que nous noterons V; (c’est le plus petit sous-
espace vectoriel de la filtration de Harder-Narashimhan du (¢, N)-module
filtré D(p), [Fa94] 2). Soit E' le centre du commutant de p. Comme on a
supposé p est irréductible, c’est une extension finie de Q,. La représentation
linéaire @ p se factorise a travers o , et donc D(®Ep) est faiblement
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admissible. Comme les éléments de E agissent sur wsj(D(p)) comme des
endomorphismes de D(p), ils laissent stables V;. Soit alors V5 le sous-espace
vectoriel de wsj(D(®%F p)), produit tensoriel, sur E®q, Ko, de V1 et de m—1
copies de wg;(D(p)) :

Va = Vi ®wg(D(p)) © .. © wy(D ().
On voit facilement ([Fa94] lemme de 2) que 'on a :
t(V2)/dim(V2) = ¢(V1)/dim(V1) + (m — 1)t(D(p))/dim(D(p)).

Puisqu’on sait déja que ¢(D(p)) = 0, on voit que t(Vs)/dim(Va) = t(V4)/
dim(V;). Comme D(Q®%p) est faiblement admissible, on a t(V3) < 0 et donc
t(V1) = tmax < 0, ce qui prouve bien que D(p) est faiblement admissible.
Ceci prouve le lemme et achéve la démonstration du théoreme.

Démonstration de la proposition. — Soit H' un groupe algébrique sur
Ky et o une isogénie de H' sur H. On voit immédiatement que p se reléve
4 H' si et seulement si 'image de '8 (Hz) dans 72'8(H) contient l'image
fi de p dans 73'8(H) (2.1). Soit Y le sous-groupe de 7} 8(Hz) engendré
par les "fi, pour 7 décrivant Gq,. Il résulte du théoreme 2.2.2 que Hpmax
est le quotient du revétement universel Hy, de H par Y et qu’il s’agit de
prouver que Y est d’indice fini dans w38 (H%). Soit Hieq le quotient de H
par son radical unipotent, S le groupe des commutateurs de Hyeq et H2P
le quotient Hyeq/S. Comme on a la suite exacte ([Bo89] lemme 1.5) :

1— ﬂ?lg(Sf) — w?lg(H?) — ﬁflg(H%b) -1,

et comme ﬂi‘lg(S’E) est fini, on voit qu’il suffit de prouver que 'image de Y’
dans ﬂflg(H%b) est d’indice fini. Comme les tores T du 1.5 sont engendrés
par les images des groupes & un paramétre "ug, pour 7 € Gq,, le tore
H?P est engendré par les images des conjugués, sous I’action de Gq, de
Iimage de p dans H%b. Il en résulte que l'image de Y dans w‘flg(H%P) est

bien d’indice fini. Ceci prouve la proposition.

3. SIMPLE-CONNEXITE DE LA PARTIE
SEMI-SIMPLE DE Hg

3.1. Enoncé du théoréme.

Soit S le quotient du noyau de Hg; — H:jb (cf. 1.2.2) par son radical
unipotent. L’objet du paragraphe 3 est de prouver le théoréme suivant :
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THEOREME 3.1.1. — Le groupe S est simplement connexe, autrement
dit est produit de groupes algébriques simples simplement connexes.

Pour tout D de __ME{(? (¢, N), notons Sp s le groupe des commutateurs
du quotient de Hpg; par son radical unipotent. Le théoréme résulte
clairement du théoréme suivant :

THEOREME 3.1.2. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement ad-
missible. Alors il existe un (¢, N)-module filtré faiblement admissible D',
dominant D, et tel que Sp: s soit simplement connexe et que pp,ps induise
une isogénie de Spr s; sur Sp ;.

Remarque. — On prendra garde qu’un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible D peut étre maximal, au sens de 2.2.2, sans que la partie
semi-simple de Hp g soit simplement connexe, et donc, dans le théoréme
3.1.2, on ne peut pas imposer en général que pp pr est une isogénie. En
voici un exemple. Il résulte du 3.4.1.2 de [Wi84] que si H est un groupe
algébrique absolument simple sur Q, et C une classe de conjugaison de
groupes & un parametre qui est définie sur Qpy,, il existe un ¢-module
filtré faiblement admissible D sur Kj avec un isomorphisme de Hg, sur
Hpsj qui envoie C sur Cp. Si C ne se releve selon aucune isogénie non
triviale H' — H définie sur Qp, alors D est maximal; H peut ne pas
étre simplement connexe. Par exemple, on peut prendre pour H le groupe
spécial orthogonal SO,, pour n > 3 et pour C une classe de conjugaison de
groupes & un parametre qui est définie sur Qpnr, et qui ne se releve pas au
groupe spinoriel (condition équivalante : si m; est la dimension du sous-
espace propre de poids ¢ de p € C dans la représentation standard, ’entier

>~ ma;41 est impair). Il n’est pas difficile de prouver que D est dominé par
>0

un ¢-module filtré faiblement admissible D’ tel que Hp: g est isomorphe
au groupe des similitudes spinorielles.

3.2. Démonstration du théoréme.

Elle s’appuie sur la proposition suivante.

ProOPOSITION 3.2.1. — Soient E un corps et F' une extension de E'; on
suppose que F' est un corps parfait. Soient H un groupe réductif connexe
sur E et p : Gy, — Hp un groupe & un parametre de H défini sur F'. Alors,
il existe H' et u' comme H et u, et un morphisme f de H' dans H, défini
sur E et vérifiant :
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— la restriction de f au sous-groupe dérivé S’ de H' est une isogénie
centrale ([BT72]) du groupe dérivé S’ de H sur le groupe dérivé S de H ;

— S’ est simplement connexe;
—ona:foyu =u.

Démonstration. — Soit F' une cloture algébrique de F, et soit Fi
la cléture séparable de E dans F. Soit T un tore maximal de Hg, et B
un sous-groupe de Borel de Hg, contenant T. Soit (X,Y,R,a — aV,B)
le systéme de racines muni de sa base B associé & (T, B). Il ne dépend
pas, & isomorphisme unique preés, du choix de (7,B) ([LIE] Chap. 8
§5 n. 3, Remarques). Le groupe de Galois Gg = Gal(E;/E) opére sur
(X,Y,R,a — «aV,B). Notons P(R) (resp. Q(R)) le réseau des poids
(respectivement des poids radiciels) de R. Soient C' le centre de H, C° la
composante neutre de C, et X (C°) le groupe des caractéres de C%. Soit Ssc
le revétement simplement connexe de S. L’isogénie S;c x C° — H permet
d’identifier X, & un sous-module du Z[Gg]-module P(R) & X (C°); X est
d’indice fini dans P(R) @ X (C°®), se projéte surjectivement sur X (C°), et
contient Q(R).

Soit A(u) 'unique élément de Y qui est conjugué de p (par un au-
tomorphisme intérieur de Hy) et qui appartient & la chambre du systéme
dual RV de R définie par la base B. Comme p est défini sur F, h(u)
est invariant sous l’action du groupe de Galois Gr = Gal(F/F). 1l en
résulte que D’extension séparable finie E' de F correspondant au fixa-
teur de h(p) dans Gg est contenue dans F. Soit ¢ un annulateur de
P(R)/Q(R). Comme Q(R) est inclus dans X, h(u) induit un homomor-
phisme de Q(R) dans ¢c'Z que I'on note encore h(x). Comme la pro-
jection de X sur X(C°) est surjective, on en déduit que, de méme, h(u)
induit un homomorphisme de X (C°) dans ¢™'Z. Notons Pg: g 'ensemble
des classes & gauche de Gg modulo Gg' = Gal(E/E') et F(Pg//p,c ' Z)
le groupe des fonctions de Pg/, g dans c'Z. Si a x € X(C°), on as-
socie la fonction 7 — h(u)("  x), on définit un homomorphisme de
X(C°) dans F(Pg: /E,c‘1Z), qui est compatible aux actions de Gg, le
groupe Gg agissant sur Pg//p par les translations a gauche. Notons f*
’homomorphisme de P(R) ® X (C°) dans P(R) @ F(Pg:/g,c 'Z), somme
directe de 'identité et de cet homomorphisme. Soit A’ ’homomorphisme
de P(R) & F(Pg:/p,c 'Z) dans ¢~'Z défini par :

W(we f) = h(p)(w) + f(id),
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o id est la classe de 1’élément neutre dans Pg /- On a donc :
h(p) = h'o f*.

Soit X’ le plus grand sous-groupe de P(R) & F(Pg//g,c¢ 'Z), qui
est stable par Gg et est tel que h/(X’) C Z, autrement dit x € X’ si
et seulement si h'("x) € Z pour tout 7 € Gg. Soit C'° le tore sur E
dont le groupe des caractéres est la projection de X’ sur F(Pg/ /g, c 7).
Puisque h(u) = h'o f*,on a Q(R) C X', et X" — P(R)® F(Pps/g) définit
une isogénie centrale de Ss. x C"® dans un groupe réductif connexe H’. On
note S’ le groupe des commutateurs de H’'. L’homomorphisme f* définit un
homomorphisme f de H' dans H, qui induit une isogénie centrale de S’ sur
S. L’image réciproque de T' dans HIF est un tore maximal de H,F’ que 'on
note T". Le groupe des caractéres de T” s’identifie & X’ et ’homomorphisme
B’ : X' — Z définit un groupe & un paramétre " de Hy, . Si g € H'(E) est
tel que Int(f(g))(h(k)) = p, posons p' = Int(f(g))(1"). On a fou' = p.

Montrons que p’ est défini sur F. Soit Sa.q le quotient de S par son
centre. Le composé de u’ avec le morphisme i : H' — S,q4 est défini sur F,
puisqu’il se factorise par u et que p est défini sur F. Il en est de méme du
composé de p’ avec le morphisme H' — H'/S’, puisqu’il correspond & la
forme linéaire sur F(Pp /g, c~1Z) définie par I’évaluation en la classe id de
'identité et que E’ est contenu dans F'. On voit donc que le composé de p’
avec I'isogénie i : H' — S,q x H'/S’ est défini sur F'. Il en est de méme de
i’ puisque p’ est 'unique relévement de i oy’ & H'.

Reste & prouver que S’ est simplement connexe. Il s’agit de prouver
que X' se projecte surjectivement sur P(R). Soit donc w € P(R). Notons
fu la fonction de F(Pgs/g,c 'Z) définie par f,(r) = h(p)(" w). Alors
w @ (—f.) appartient & X’. En effet, on a pour tout 7 € Gg :

W (T (w® —fu) = h(p)("w) = fu(r™!) =0 € Z.

On a donc prouvé que S’ est simplement connexe et ceci achéve de
prouver la proposition.

Passons & la démonstration du théoréme 3.1.2.

Soit donc D un objet de MF ;- (¢, N). On se raméne immédiatement
au cas ol D est semi-simple : en effet, si Dy est le semi-simplifié de D,
et si D" vérifie la conclusion du théoréme pour Dg, i.e. D" domine D et
est tel que Spr ; est simplement connexe et pp~ p,, induit une isogénie de
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Spr i sur Sp_sj » D' = D @ D" vérifie les conclusions du théoréme pour
D. On suppose désormais D semi-simple et donc Hp g réductif.

Soit 7k une uniformisante de K et soit ¢ € Chy;0, d’'image cry
dans Tk(Ko) (1.6). Soit f : H — Hp, comme dans la proposition
ci-dessus, appliquée avec E = Q,,F = K,H = Hp_. Soit H'®® le plus
grand quotient de H' . Soit H j‘)tjc le quotient de Hp . par son sous-groupe
des commutateurs. On voit que I’homomorphisme Tx — H f}?c (1.5.5)
admet un unique reléevement Tx — H'P qui est tel que ux s’envoie sur
I'image de p’ dans H'?P. Soit D; un ¢-module filtré faiblement admissible
tel que le noyau de Tx — Aut®(wy,, ) coincide avec le noyau de T — H'2P
(1.5.5). Notons H” le sous-groupe de H’ engendré par le sous-groupe des
commutateurs S’ de H' et par les "y, pour 7 € Gq,, de sorte que le
quotient H'"2® de H" par son sous-groupe des commutateurs S’ s’identifie
4 I'image de Tk dans H'2®. Soit Dy = D@D;. On voit facilement que H Da.c
s’identifie au produit fibré Hp . x HE, H"2> Le morphisme H” — H Dy,c €St
donc une isogénie et on voit alors avec le théoréme 2.2.1 que H” provient

d’'un (¢, N)-module filtré faiblement admissible. Puisque le groupe des
commutateurs S’ de H” est simplement connexe, ceci prouve le théoréme.

4. CONSEQUENCES POUR LE TORSEUR ENTRE
LES FONCTEURS FIBRES wg ET wgal

4.1. Description de Rapoport et Zink
des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles.

4.1.1. Si H est un groupe réductif sur Q, et C une classe de con-
jugaison de groupes & un parameétre de Hz, on note F(H,C) la variété
de drapeaux associée & C. Rappelons que F(H,C)(K) est le quotient de
C par la relation d’équivalence : les groupes & un paramétre p et u' sont
équivalents s'ils induisent la méme filtration sur la catégorie Repy(Hy) des
représentations linéaires de Hy dans les K-espaces vectoriels de dimension
finie (si V' est une telle représentation linéaire, la filtration induite par p
est la filtration décroissante (Fil'V);cz définie par Fil'V = @ Vy/, ou V;

21

est le sous-espace propre de poids ¢ de V pour laction de p) (1.2, [RZ94]
1.31). La variété F(H,C) est définie sur le corps de définition E¢ de C.

4.1.2. Soient H un groupe réductif sur Q, et C une classe de con-
jugaison de groupes a un parametre de Hyi qui est définie sur K. Soit b
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un élément de H(Kp) et N un élément de Lie(H)(Kp). On note ¢ I’action
de int(b) o 0 sur Hg, et aussi celle induite sur Lie(H)(Kp). On suppose
que on a : ¢(N) = p~!N. Soit F un élément de F(H,C)(K) (cf. numéro
précédent).

Pour chaque représentation linéaire p : H — GLy de H dans un
Qp-espace vectoriel de dimension finie V, on associe le (¢, N)-module filtré
D(H,b,N, F, p) sur K défini par :

- I'espace vectoriel sous-jacent & D(H,b, N, F,p) est Vi, ;
- on a ¢pw,b,N,F,p) = P(b) 0 (0 ®id);

- Np(#,p,N,F,p) st I'image de N par 'homomorphisme d’algebres de
Lie : Lie(p) : Lie(H)(Ko) — Endg,(Vk,);

- la filtration de wg;(D(H,b, N, F, p))k est celle définie par F.

Si N = 0, c’est la construction de M. Rapoport et T. Zink ([RZ94]
1.17) ; nous abrégeons alors D(H,b, N, F, p) en D(H,b, F, p).

Soit F¥e(H,b, N,C)(K) '’ensemble des F € F(H,C)(K) qui sont tels
que, pour tout p de Repq, (H), le (¢, N)-module filtré D(H,b, N, F, p)
est faiblement admissible. Comme H est réductif, on voit facilement
qu’il suffit pour ceci que ce soit le cas pour une représentation fidele
([RZ94] Def. 1.18 pour le cas ot N = 0). Si F € F/*(H,b, N,C),
on définit un ®-foncteur de la catégorie tannakienne Repg, (H) dans
celle des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles en associant a p le
(¢, N)-module filtré D(H,b, N, F, p). Ce foncteur définit un morphisme de
Hy; dans Hg,. On note Hr son image. Le groupe Hf s’identifie au groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre ws; restreint a la sous-catégorie
tannakienne MF 5 de @}? (¢, N) engendrée par les (¢, N)-modules filtrés
D(H,b,N,F,p). On note Cr la classe de conjugaison de groupes & un
parametre de (Hp)z qui est égale & Cp pour un quelconque générateur
de MF ., et Fr le point de la variété de drapeaux de F(Hp,Cr) qui est
égal & Fp pour un tel D.

Remarque. — M. Rapoport et T. Zink ont défini sur F¥¢(H,b,C) une
structure d’espace analytique rigide (prop. 1.36 de [RZ94]).

4.1.3. Si H est un groupe réductif sur Q,, et si d € H(Ko) est de
pente 0 au sens de 1.1, on définit un foncteur fibre sur Q, de Repq, (H )
en associant & p : H — GLy le Qp-espace vectoriel des éléments de Vi,
qui sont fixes par p(d) o (o0 ® id). On le note wq(V). Le groupe des ®-
automorphismes du foncteur fibre wy est une forme intérieure Hy de H.
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Siap: H — GLy, on associe la représentation linéaire p; de Hy sur
wgq(V'), on définit un isomorphisme des catégories tannakiennes Repq, (H )
et Repq, (Ha)-

Les groupes (Hg)k, et Hg, s’identifient. Si C est une classe de
conjugaison de groupes a un parametre de Hy qui est définie sur K,
on voit donc que l’on peut aussi voir C comme une classe de conjugaison
de groupes & un parametre de (Hg)g qui est définie sur K. Les variétés
de drapeaux F(H,C) et F(Hg,C) s’identifient (en tant que K-variétés).
Pour b € H(Ky) = H4(Kop), N € Lie(H)(Ky) = Lie(Hg)(Kp), p une
représentations linéaire de H, et F' un élément de F(H,C)(K), les modules
filtrés D(H,b, N, F, p) et D(H4,bd™!, N, F, p4) s’identifient : ceci résulte de
Pégalité : dp(ap,F,N,p) = p(b) 0 0 = p(bd~?) o (p(d) o o). 11 en résulte que
les ensembles F7*(H,b, N,C)(K) et Ff*(Hy,bd~', N,C)(K) s’identifient.

La proposition suivante fait le lien entre les foncteurs w, du 1.6 et la
construction de M. Rapoport et T. Zink.

ProposiTiON 4.1.4.

a) Soit D un objet semi-simple de @{{a(qﬁ,N). Soit ¢ € Cpy
et Hp. la forme sur Q, de Hpg qui lui est associée (1.6.2). Notons
pc la représentation linéaire naturelle de Hp . dans w.(D). Alors, D
est isomorphe au (¢, N)-module filtré D(Hp ,° ¢, Np,Fp,p.) (pour la
définition de Fp, voir 1.2.5).

b) Soient H, b, N, C comme au 4.1.2. Soit F € Ff*(H,b, N,C)(K),
et soient Hp et Fr comme au 4.1.2. Soit ¢ € Cy,, (1.6.2). Alors, si
d = b(°c™1), d est de pente 0, et le morphisme Hr — Hg, se descend en un
morphisme, défini sur Qp, de Hr . dans Hy. On le note .. Le morphisme
Lie(Hp,)(Ko) — Lie(H)(Ky) induit par ¢ sur les algébres de Lie envoie
Np sur N. Le morphisme ¢ envoie Cg sur C et Fp € F(Hp,Cr)(K) (4.1.2)
sur F € F(Hy,C)(K) = F(H,C)(K).

Démonstration. — Pour le a), soit D un (¢, N)-module filtré faible-
ment admissible qui est somme directe d’objets simples et ¢ € Cp o. Comme
¢p,c coincide avec l'action de o sur wg(D) définie par la Qp-structure
we(D), le a) résulte immédiatement de la formule : ¢p = ¢p coc = “copp ..

La seule chose qui n’est peut-étre pas évidente dans le b) est que
d est de pente 0. Soit p une représentation linéaire fidele de H dans un
Q,-espace vectoriel V' de dimension finie et posons D = D(H,b, N, F, p).
Comme ci-dessus, on a : ¢p = p(’c) o ¢p .. Comme d = b(°c™?), on a
7c=bd"1, d’ott : ¢p = p(bd~!) 0 ¢p .. Par définition de D(b, N, F, p), on
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a: ¢p = p(b) oo (o provenant de la Q,-structure V de Vi, ). On voit donc
que 'on a : ¢p . = p(d) o 0. Comme c € Cp g, 'isocristal (Vk,,dp,c) est
isocline de pente 0. Donc d est bien de pente 0. Ceci achéve de prouver la
proposition.

4.2. Classe de cohomologie du torseur entre
les foncteurs fibres w. et wga.

On note MF?(¢, N) la catégorie des (¢, N)-modules filtrés admissibles.

4.2.1. Soit D un (¢, N)-module filtré admissible. Les objets de MF [,
sont admissibles. En effet, un objet de MF, est un sous-quotient d’une
somme directe de produits tensoriels de copies de D et de son dual, et un
tel (¢, N)-module filtré est admissible ([Fo94] th. 5.3.5). On voit donc que si
a D’ de MF,, on associe 1’espace vectoriel sous-jacent & la représentation
p-adique du groupe de Galois Gk associée par le foncteur de Fontaine
a D', on définit un foncteur fibre wga de MF, & valeurs dans Q,. On
note Hp gal le groupe de ses ®-automorphismes. Si ¢ € Cp,, on note
Isp. = Is® (we,waal) le torseur des ®-isomorphismes du foncteur fibre w,
sur le foncteur fibre wga) : le groupe Hp . opére & droite sur Isp . et le
groupe Hp gal & gauche. On note clp. € H 1(Q,,,Hc((;z_,[,)) la classe de
cohomologie définie par le torseur Isp . ([Se73] prop. 33). Si ¢’ est un autre
élément de Cp o, on note Is® (we,wer) le torseur des ®-isomorphismes de
wc sur we. Le torseur Isp . s’identifie au composé Isp . o Is® (we,wer) au
sens de [Se73] chap. 1 n° 5.3 : si i1 € I5® (we, wer) et iz € Is®(wer, waal),
ig 011 € Is®(we,wagal) et Is®(wc,wgal) s’identifie aux tels couples (i1, 42)
modulo la relation d’équivalence (iy,i2) ~ (i},15) s'il existe g € Hy avec
i) = goiy et il =iy0g L. Soit I est la bijection de H(Qp, He (Qp))
sur H(Q,, H.(Q,)) définie par Is®(w.,w.) ([Se73] chap. 1 prop. 35), de
sorte que I, . envoie ’élément «neutre» de H*(Q,, H(Qp)) sur la classe
de cohomologie de Is®(w,,w. ) dans HY(Q,, Hc(Qp)). 1l résulte de [Se73]
loc. cit. que I, o (clp,e) = clp,c.

4.2.2. Soient H, b, N, et C comme au 4.1.2. On note F*(H, b, N,C)(K)
I'ensemble des F € Ff*(H,b,N,C)(K) qui sont telles que, pour toute
représentation linéaire p de H, le (¢, N)-module filtré D(H,b, N, F,p)
est admissible. Comme la catégorie des (¢, N)-modules filtrés admissibles
est stable par sous-objets, objets quotients, sommes directes et produits
tensoriels dans celle des (@, N)-modules filtrés faiblement admissibles, on

voit qu’il suffit qu’il en soit ainsi pour une représentation linéaire fidele
de H.
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Soit F' € F*(H,b, N,C)(K). Le foncteur qui & p de Repq, (/) associe
le Qp-espace vectoriel sous-jacent associé & la représentation galoisienne
associée par le foncteur de Fontaine & D(H,b, N, F,p), est un foncteur
fibre & valeurs dans Qp; on le note aussi wga avec un léger abus de
notation puisque le contexte n’est pas le méme qu’au numéro précédent.
On note Is(H,b, N, F) le H-torseur Is(H,b, N,F) des ®-isomorphismes
du foncteur fibre espace vectoriel sous-jacent de Repq, (H) dans wgan et
Is(H,b,N,F) € H'(Q,, H) la classe de cohomologie de Is(H,b, N, F).

Si d est un élément de H(Kp) qui est de pente 0, on dispose sur
Repq, (H) du foncteur fibre espace vectoriel sous-jacent w et du foncteur
fibre wq (4.1.3) : on note Isqy le (Hg, H)-torseur des isomorphismes du
premier vers le second. On note I est la bijection de H(Q,, Hq) dans
H'(Qp, H) définie par le torseur Isq : de fagon analogue au numéro
précédent, I; envoie 1'élément «neutre» de H'(Qp, Hy) sur la classe de
Isq dans H*(Qp, H). On voit facilement, comme au numéro précédent, que
lon a: I;(cl(Hg,bd=1, N, F)) = cl(H,b, N, F).

La proposition suivante permet de réduire le groupe structural a une
forme sur Q, de Hpg;.

ProposiTiON 4.2.3. — Soient H, b, N, C comme au 4.1.2 et F €
F(H,b,N,C)(K). Soient c, d et v : Hr. — Hg comme dans le b)
de la proposition 4.1.4. Notons h'(.) I'application de H'(Qy, Hr,.) dans
H(Q,, Hy) induite par ¢. Alors, on a I4(h*(t)(clp,c)) = cl(H,b, N, F).

Démonstration. — Clairement, le b) de la proposition 4.1.3 entraine
que le torseur Is(Hg,bd~1, N, F) s’identifie au torseur obtenu & partir
de Is®(wc,w(;al) par extension du groupe structural de Hrp. & Hg via
t. On a donc : h'(t)(clp,c) = cl(Hgq,bd™!, N, F). La proposition résulte
alors immédiatement de I'égalité : I;(cl(Hg4,bd=', N, F)) = cl(H,b,N, F),
prouvée au numéro précédent.

4.3. Réduction a un groupe connexe.

ProrosiTioN 4.3.1. — Soit (H,b,N,C) comme au 4.1.2 et soit
F € Ffe (H,b,N,C)(K). Notons H® la composante neutre de H. Alors,

il existe d € H(Qpnr), de pente 0, et de méme image que b dans
H(Ko)/H°(Ko).

Démonstration. — Soit ¢ € Cp, o et soient d = b(°c™!) comme
dans le b) de la proposition 4.1.4. Comme d est de pente 0, pour p
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représentation linéaire de H dans un Qp-espace vectoriel de dimension
finie V, wq(V) est une Qp-structure de Vg, et les Ko-espaces vecto-
riels Vi, et (wa(V))k, s’identifient. On voit que les applications identité
id : Vi, ~ (wa(V))k, définissent un point & valeurs dans Ky du (Hy, H)-
torseur Isy des ®-isomorphismes du foncteur fibre naturel de Repq (H )
sur le foncteur fibre wy. On le note . On a : “¢ = doooidoo™ !, d’ou :
9 = i od. Soit Is;/H® le quotient de Isy sous I’action de H; c’est donc
une Q,-variété de dimension 0, i.e. un ensemble fini muni d’une action de
Gq,- Soit 7 I'image de i dans (Isq/H®)(Ky). Comme Isy/H® est fini, on a :
(Isq/H®)(Ko) = (Isa/H®)(Qpnr). Par suite, i € (Isq/H®)(Qpnr). Comme
d’aprés un théoréme de Steinberg ([St65]), un espace principal homogene
sous un groupe algébrique connexe sur Qpnr @ un point rationnel, on voit
que 7 se remonte en un point 7 de Isd(me) Soit d € H (Qpnr) défini par
Dégalité (i) =1 o d, et montrons que d convient. Si g € HO(Kj) est défini
par i =iog,ona:d= g ld( 9g). Il en résulte que v = int(g71)(av)
([Ko85] 4.4.2), et, comme d est de pente 0, 4v est trivial, donc aussi jv et d
est aussi de pente 0 (1.1). De plus, comme g € H°(K)), les images de d et
d dans H(K,)/H°(Kj) coincident. On a : d = (?¢)~b, avec ¢ € Hp(Kp).
Comme Hp est un quotient de Hg; et que ce groupe est connexe (1.4),
le groupe Hp est aussi connexe et on voit que les images de d et b dans
H(Ko)/H°(K,) coincident. Comme les images de d et d, coincident, il en
est de méme des images de d et b. Ceci achéve de prouver la proposition.

La proposition suivante permet de se ramener au cas d’'un groupe
connexe :

ProrposiTION 4.3.2. — Soient H, b, N, F, d comme dans la proposition
précédente. Supposons de plus F € F*(H,b, N,C)(K). Donc d est de pente
0; soit H; comme dans le 4.1.3, et Hg la composante neutre de H ;. Soit

1 Pinclusion de H) dans H;; et notons h'(.°) I'application de H'(Qp, HY)
dans H*(Qp, H;) induite par °. Alors, on a :

cl(H,b,N,F) = I;(h*(:°))(cl(H3,bd"", N, F))).

(Comme bd~! € HO(KO) HY(Ko), on voit que F peut étre vue comme
un élément de F*(H}? ,bd~1,N,C)(K); I; est défini au 4.2.2.)

Démonstration. — On a clairement :
W (L°)(cl(H3,bd ™2, N, F)) = cl(Hz,bd~*, N, F).

Comme : I;(cl(Hy, bd=1,N,F)) = cl(H,b,N, F) (4.2.2), on voit que l'on a
la formule cherchée.
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Proposition 4.3.3. — Soit H, b, N et C comme au 4.1.2 et soit
F € F* (H,b,N,C)(K). Soit b° I'image de b dans H(K,)/H°(K,) =
H(Qpnr)/H®(Qpnr). Notons ¢ la classe dans H(Qpn:/Qp, H/H°)
du cocycle qui envoie o sur b°. Alors, I'image de cl(H,b, N,F) dans
HY(Q,, H/H") coincide avec celle de ¢ par 'inflation : H(Qpnr/Qp, H/
HO) — H1(Qy, H/HO).

Démonstration. — La proposition résulte immédiatement de la for-
mule du numéro précédent puisque l'image de h! (LO)(Cl(Hg,bJ—l,N , F))

dans H'(Qy, Hz/HY) est P'élément «neutre» et que 'image de d dans H/
H°(Ky) coincide avec celle de b.

Remarque. — Soit H = O(g) pour une forme quadratique g sur
Qp, non dégénérée, de rang = n. Soient b, N, C comme au 4.1.2 et
F ¢ Ffe(H,b,N,C)(K). Supposons que det(b) = —1. On peut alors

prendre pour d une symétrie orthogonale s, quelconque par rapport a un
vecteur e non isotrope et rationnel sur Q,. En effet, comme d est d’ordre
2 et rationnel sur Qy, il est de pente 0 puisque (do)? = o2. Soit A € Q2
tel que (X)) = —X et posons @ = A%, de sorte que o € Q. Soit ¢; la
forme quadratique obtenue par torsion ws,. On vérifie facilement que I'on
a : disc(gs,) = disc(g)a mod.Qj2. Si F' est admissible et si ggar désigne la
forme quadratique sur le Q,-espace vectoriel sous-jacent & la représentation
galoisienne associée, la proposition précédente dit que disc(gs, ) = disc(g¢gal)
et on retrouve facilement la formule de la proposition 1.30. de [RZ94].
Notons wq(g) l'invariant de Hasse (ou classe de Stiefel-Whitney, [Se73]

Annexe 2) : wa(q) = I (g(es),q(e;)) ou er,eq,...,en est une base
1<i<j<n

orthonormée et (, ) le symbole de Hilbert. Un calcul facile montre que :
wa(gs,) = wa(g) x vp(disc(q) x ¢(e)) mod.2, ol v, désigne la valuation
p-adique normalisée par v,(p) = 1.

4.4. Trivialité du torseur Isp . (4.2.1).

PrOPOSITION 4.4.1. — Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement
admissible. Il existe un (¢, N)-module filtré faiblement admissible D’,
dominant D (1.2.2), vérifiant :

- le sous-groupe des commutateurs Sps; de Hp: s est simplement
connexe;

- si H'®® est la forme sur Q,, définie par I'action de ¢, du quotient
de HDI’SJ' par SDI’Sj (1.5.6), on a HI(QP, H'ab) = {1}
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Supposons D admissible. Soit ¢’ € Cp et soit ¢ I'image de ¢’ dans
Hpsi(Ko). Alors, si D' est admissible, le torseur Isp . (4.2.1) a un point
rationnel sur Q.

Remarque. — On verra au cours de la démonstration que ’on peut
trouver D’ comme dans ’énoncé de la proposition et tel que pp pr induise
une isogénie de Spr g sur Sp ;. On a alors que, si D est un ¢-module filtré,
alors D’ est aussi un ¢-module filtré.

Démonstration. — On a vu au 3.1.2 qu'’il existe un (¢, N)-module
filtré sur K faiblement admissible D; dominant D tel que la partie semi-
simple de Hp, 4; soit simplement connexe et que pp,,p induise une isogénie
du sous-groupe des commutateurs de Hp, g sur Sp;. Soit H3P i le plus
grand quotient abélien de Hp, s et Hf® la forme sur Q, de Hp, ; définie
par l'action de ¢ (1.5.6). Il existe une extension finie £ de Q, contenue
dans K, telle que le morphisme Tk — HZP (1.5) se factorise & travers Tg.
On peut prendre pour D’ un (¢, N)-module filtré faiblement admissible
qui engendre la sous-catégorie de m{é’ (¢, N) formée des D" tels que
pp se factorise & travers le produit fibré de Hp, s et de (Tg)x, au

dessus de H}}i’sj. En effet, Sp/s; = Sp, s est simplement connexe et

HI(QP’TE) = {1}

Supposons D et D’ admissibles et soit ¢/ € Cpro. Ona: HY(Qp, H.) =
{1}. En effet, si rad,(H)) est le radical unipotent de H., on a :
H'(Qp,rad,(H.)) = {1}; si S., est la partie semi-simple de H.,, on a
H(Q,,S!,) = {1}, d’aprés un théoréme de Kneser ([Kn65]), puisque S.,
est simplement connexe, et H!(Q,, H'®®) = {1} par hypothése. Il en résulte
que le torseur Isp  a un point rationnel sur Q,. L’image de ce point dans
Isp,c est un point rationnel sur Q,, ce qui entraine la proposition.

COROLLAIRE 4.4.2. — Soit ¢ € Cu,,o (1.6). Sous la conjecture
Conj(fa = a)k qui dit que tout (¢, N)-module filtré faiblement admissible
sur K est admissible, pour tout D de MF% (¢, N), le torseur Isp . a un
point rationnel sur Q.

Remarques. — 1) Soit ¢ € Cq, 0. Il est trés vraisemblable que,
sous la conjecture Conj(fa = a)g, on puisse prouver que le Hgj-tor-
seur des ®-isomorphismes de w, sur wga est trivial, autrement dit que
l'gn Isp pp(c)(Qp) est non vide. Il n’est pas trés difficile de prouver que, si

¢ € Cu,; 0, la limite projective lim Isom® (w,we)(Qp) est non vide.
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Dans les remarques qui suivent, on suppose ex = 1 et donc K =
Kp. On appelle Conj(fa = a)n—o k le cas particulier de la conjecture
Conj(fa = a)k qui dit que tout ¢-module filtré faiblement admissible sur
K est admissible.

2) Soient, comme dans la remarque 2) de 1.6.4, Hy—q; le groupe
des ®-automorphismes du foncteur fibre wg; restreint & la catégorie des
¢-modules filtrés faiblement admissibles sur K, et soit u le groupe a
un parameétre de (Hpy—osj)x associé & un scindage de la filtration qui
est compatible aux réseaux fortement divisibles. Le corollaire ci-dessus
montre que, sous Conj(fa = a)n=o0,k, pour tout D de m{{“ (), le torseur
Isp,up(p) @ un point rationnel sur Q,, up étant 'image de y dans Hp g;.

Dans [Wi84], nous avons construit pour les ¢-modules filtrés sur
K = K un ®-scindage de la filtration, caractérisé par des propriétés
particuliéres, et qui est compatible aux réseaux fortement divisibles. Nous
avons noté D — Dq, le foncteur fibre que nous avons noté ici wp ,p,(p)-
On voit donc que, sous Conj(fa = a)n=o,k, pour tout D de M{{a (), le
torseur Isp ,,,(p) @ un point rationnel sur Q,.

3) Nous avons aussi introduit un foncteur fibre que nous avons
noté D — DSP. Il n’est pas difficile de prouver, que le torseur des
®-isomorphismes des foncteurs fibres D — Dq, et D?le a un point
rationnel sur Q,. Il en résulte, que, sous Conj(fa = a)n=o,x, pour tout
D de m{(‘l (¢), le torseur Isp ¢ entre les foncteurs fibres D' — D’Ce)'p et
D’ — wga(D') de ME, a un point rationnel sur Q.

Si D est un ¢-module filtré faiblement admissible sur K, on note
Hp e la forme sur Q, de Hp g définie par le foncteur fibre D' +— DS’F de
MF . Soit H un groupe réductif sur Q, et C une classe de conjugaison de
groupes & un parametre de Hg_. Nous avons prouvé dans [Wi86] th. 3.4.1.2

que, pour qu'il existe D de @{{a (¢) avec un isomorphisme de H sur Hp ¢
qui envoie C sur Cp, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
vérifiées :

— la classe de conjugaison C est définie sur Qpnr;

— le groupe HQ_,, est engendré par les images des éléments des classes
de conjugaison de groupes a un parametre "C, pour 7 € Gq,.

Nous avons vu dans la remarque précédente que, sous
Conj(fa = a)n=0,k, pour tout D de @fé’(@, le torseur Ispe a un
point rationnel sur Q. Il en résulte que, sous Conj(fa = a)n=o,k, les
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conditions ci-dessus sont aussi nécessaires et suffisantes pour qu’il ex-
iste une représentation cristalline de Gk avec un isomorphisme de H sur
I’adhérence de Zariski de I'image de G envoyant C sur la classe de conju-
gaison du groupe a un parametre défini par la décomposition de Hodge-Tate
([Se78] 1.4).

4) J.-M. Fontaine et G. Laffaille ont prouvé que si D est un ¢-module
filtré faiblement admissible sur K tel que Fil’D = D et Fil’D = {0}, D
est admissible ([FL82]). Soit D un ¢-module filtré admissible sur K. Soit
D’ un ¢-module filtré faiblement admissible vérifiant les conditions de la
proposition et soit ¢’ € Cpr o et notons ¢ I'image de ¢’ dans Hp & (Kp). Il
résulte de la proposition et du théoréeme de J.-M. Fontaine et G. Laffaille,
que si Fil°D’ = D’ et Fil’D’ = {0}, alors Isp . a un point rationnel sur
Qp. Par exemple, supposons que Hp s soit le groupe spécial orthogonal
SO(gq) dans sa représentation usuelle. Notons h; = dimg, (gr;(D)). On a :
h; = h_;. On peut prendre D’ tel que Hp- soit le groupe de Clifford réduit

Spin(q) si > h; est pair, et au groupe de Clifford GSpin(q) sinon
>0,i=1mod.2

(Bourbaki, Algebre chap. 9, [De72]), dans leurs représentations spinorielles
ou sommes des deux représentations semi-spinorielles selon que dim(D)
est impaire ou paire. Notons cette représentation W dans chacun des cas.
Comme, si V est la représentation standard de SO(q), la représentation
@; A% V est isomorphe & la représentation End(W) (3 de [De72]), on
voit facilement que si ) ih; < p, Isp. a un point rationnel sur Q,
i>0
(si Y h; est impair et hg = 0, la condition plus faible suivante suffit :
i>0
(> ihi) — imin < P, OU imin est le plus petit ¢ > 0 tel que h; # 0).
i>0

5) Soit D un ¢-module filtré admissible. Supposons donné un sous-
groupe H de GL,,(p), contenant Hp g et stable par ¢. Par exemple, on se
donne un nombre fini de tenseurs t;, vérifiant ¢t; = p¥it; et t; € FilV* et
H est le sous-groupe de GL,,;(p) formé des éléments g tels qu'il existe un
scalaire X tel que g(t;) = A¥it; pour tout i. Si ¢ € Cp,g, le groupe H est
stable sous I'action de ¢p ., donc H se descend en un sous-groupe H. de
GL,,(p) contenant Hp .. On note Is. i le H.-torseur obtenu par extension
du groupe structural de Hp . & H. a partir de Isp .. On note H.gal le
groupe obtenu par torsion par Is. g & partir de H.. On voit que le groupe
Hp gal s'dentifie & un sous-groupe de H. gal.

Supposons H réductif connexe. Supposons de plus qu’il existe un
réseau fortement divisible M tel que I’adhérence schématique H de H dans
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GL ) soit un groupe lisse & fibre spéciale réductive. Ceci implique que cette
fibre spéciale est connexe et que H(W) est le fixateur d’un point spécial de
I'immeuble de H (4.6.31 de [BT84], 3.8.1 de [Ti79]). Soit up comme dans la
remarque 2), et prenons ¢ = pup(p). On a: ¢p (M) = M, et ¢p . laissant
stable H. On voit que le groupe H se descend en un groupe réductif sur Z,
et H(W) est le fixateur d’un point hyperspécial de 'immeuble de H,. Si
Is.,z a un point rationnel sur Q,, ce qui est le cas sous Conj(fa = a)n=0 k
ou sous la condition de la remarque 4, on voit que I'immeuble de H ga) 2
un point hyperspécial.

6) Soit D un module filtré admissible sur Q,. On suppose donné
un groupe réductif connexe H C GLp contenant Hp s et ¢p, tel qu'il
existe un réseau fortement divisible M tel que I’adhérence schématique H
de H dans GLj; soit un groupe lisse a fibre spéciale réductive. Alors, on
voit facilement que sous Conj(fa = a)n=o,x ou sous la condition de la
remarque 4, le torseur entre le foncteur fibre espace vectoriel sous-jacent
de D et la représentation galoisienne associée par le foncteur de Fontaine
4 D a un point rationnel sur Q.

4.5. Conséquences pour la conjecture de Rapoport et Zink.

4.5.1. Rappels sur linvariant de Kottwitz ([Ko85], [Ko90], [RR94],
[Ko95]).

Soit E une extension finie de Q, contenue dans Q_p, E,; Vextension
maximale non ramifiée de E contenue dans Q,, et Ey, le complété de Ey,.
On note og le Frobenius de Gal(Ey,/E).

Soit H un groupe réductif connexe sur E. Rappelons que deux
éléments b et b’ de H (E‘;) sont og-conjugués s'il existe g € H (E:) tel
que b’ = gbog(g!) ([Ko85]). On note B(H) I’ensemble des classes de o-
conjugaison des éléments de H(Eq,). Soit 7*8(H) le «groupe fondamental

algébrique» de Hg- (2.1). R. E. Kottwitz a défini un invariant « : B(H) —
m (H )Z!i , le groupe m1(H)g, étant le plus grand quotient de 71 (H) sur
lequel le groupe de Galois Gg agit trivialement ([Ko85],1 §6 de [Ko90],
[RR94],[K095]).

Remarque. — 1) Soit H' — H une isogénie définie sur E,: de
noyau C. La suite exacte de cohomologie définit alors un morphisme
surjectif : H(Ey) — H'(Enr,C(Qp)). On sait que H'(E,,C(Qp)) est

le groupe des points & valeurs dans F, d’'un groupe quasi-algébrique
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dont le groupe m(H'(C)) des composantes connexes s’identifie au dual
Hom(C*(Qp), Q/Z) de C*(Qp), C* étant le dual de Cartier de C (§6
de [Be80]). On voit donc que mo(H'(C)) s'identifie & C(Qp)(—1)s, (—1)
désignant la torsion par I'inverse du caracteére cyclotomique et I désignant
le plus grand quotient sur lequel le sous-groupe d’inertie I de Gq, agit
trivialement. Comme la limite projective, pour les différentes isogénies vers

H, de C(Q,)(-1) s identifie au complete profini 7¥'8(H) de 7>, on en

déduit un morphisme de H (Em) sur 71>8(H);, et par suite, on en déduit

une application B(H) — ﬂflg (H )G . Il me semble trés vraisemblable que

le morphisme H (En,) — 7y g(H )1 comc1de avec le morphisme wy défini au
§ 7 de [Ko95] (c’est le cas si H = Gy, d’apres 6.1 de [Be80], et le cas général
devrait en resulter par fonctorialité). Il en résulterait que l’application

B(H) — ﬂ'llg(H )., coincide avec k (7.5 [Ko095]). Ceci permettrait de
P

voir kK comme l’obstruction a trouver dans une classe de og-conjugaison un

élément se relevant selon une isogénie.

2) Soit g un groupe a un in parametre de H, défini sur Enr Soit
une uniformisante de Ep; et u(m) Vimage de p(w) dans B(H). Alors :
k(u(m)) = 7. En effet, la proposition 3.2.1 prouve qu’il existe un groupe
réductif connexe H' sur E, de groupe dérivé simplement connexe, un groupe
4 un parametre pu’ de H’ défini sur E;, et un morphisme f : H — H
vérifiant fopu' = p. Par fonctorialité de 'invariant de Kottwitz ([RR] 1.14),
on a: fu(k(i'())) = k(u(m)). Comme on a fi(y') = T, on voit qu'on est
ramené au cas ou le groupe dérivé S de H est simplement connexe. Dans
ce cas, on a w1 (H) = m1(H/S) et on est finalement ramené au cas d’un
tore. Dans ce cas, la proposition est prouvée dans [Ko85] 2.5 (en fait, la
propriété est énoncée lorsque 7 appartient & une extension finie de E, mais
la démonstration s’étend au cas général).

4.5.2. Soient H, b, N, C comme au 4.1.2. On suppose H connexe.
De51gnons comme au 2.1, par C 'image d’un élément quelconque de C dans

72%(H). Désignons par CGQ Vimage de C dans 72'8(H )Gq, - Rappelons que

H'(Qp, H) s’identifie au sous-groupe de torsion de walg(H )Gq, ([Ko90]).
M. Rapoport et T. Zink ont formulé le cas particulier N = 0 de la conjecture
suivante, qui décrit cl(H,b, N, F) (4.2.2) :

CONJECTURE . — Soit F' € Fe(H,b,N,C)(K). Alors cl(H,b,N,F) =
K(b) — Caq, -
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Remarques. — 1) Soit d un élément de H(Ky) qui est de pente 0.
On peut alors aussi voir F' comme un élément de F*(Hy,bd=1, N,C)(K)
(4.1.3). Comme H, est une forme intérieure de H, les deux groupes
78(H) et 7*%(H,) s’identifient. De la relation : I(cl(Hg,bd~!, N, F)) =
cl(H,b,N,F) (4.2.2), on tire, I’égalité suivante dans W?lg(H ) ([Bo89]

Gaq,
prop. 3.8) :

cl(Hg,bd™,N,F) = cl(H,b,N, F) — cl(Isq),

ou cl(Isg) est la classe de cohomologie du H-torseur Isq (4.2.2) dans
H'(Qp, H). D’apres [Ko90] prop. 6.3, on a :

k(bd™1) = k(b) — cl(Isy),

ce qui montre que la conjecture est compatible avec la torsion par Isg
([RZ94] 1.26).

2) Si F € Ff*(H,b,N,C)(K), on peut prouver que x(b) — éGQp est
bien de torsion. Il suffit en effet de le faire lorsque H est abélien, auquel
cas ceci résulte de [RZ94] prop. 1.20. et prop. 1.21. On peut le voir en
remarquant que grace & 1.5, a la remarque précédente et & une réduction
du groupe structural (4.1.4), on se raméne au cas ou H = Tg pour une
extension finie de Q,, contenue dans K, u = pg et b = Ng,p,(Le(TE)), olt
E) est I'extension maximale non ramifiée de Q,, contenue dans E et mg une
uniformisante de E. Il résulte alors du 2.5 de [Ko85] que : k(b) — égqp =0.

3) La conjecture est vraie lorsque H est un tore et donc aussi lorsque
le groupe dérivé de H est simplement connexe ([RZ94] prop. 1.20 lorsque
N = 0, mais Pargument s’étend au cas N quelconque). On peut le voir
aussi en remarquant que, pour E extension finie de Q, contenue dans K,
la restriction & MF 7 du foncteur fibre wr, (1.5) est isomorphe, sur Qy, &
celle du foncteur fibre wga, puisque H(Qp, Tr) = {1} ([Wi91] 3.1) , et en
utilisant la remarque 1.

ProposiTiON 4.5.3. — 1) Soient H, b, N, C comme au 4.1.2 et
F € F*(H,b,N,C)(K). On suppose H connexe. Alors, il existe H', V/,
N’ et C' comme au 4.1.2 et F' € F/*(H',b/,N',C)(K), d € H(Ky), de
pente 0 et f un morphisme de H' vers Hy, tels que :

'f(bl)=bd—1; f(NI):Ny f(cl)=c’ f(Fl)sz

- le groupe des commutateurs de H' est simplement connexe.

2) Si(H',b/,N', F') est comme au 1) et si de plus F' € F*(H',b', N',C)(K),
alors la conjecture 4.5.2 est vraie pour (H,b, N, F).
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CoROLLAIRE. — La conjecture de Fontaine Conj(fa = a)k (admissi-
bilité des (¢, N)-modules filtrés faiblement admissibles sur K ) entraine la
conjecture 4.5.2.

Démonstration. — Montrons 1). Soit p une représentation linéaire
fidele de H et soit D le (¢, N)-module filtré associé (4.1.2), de sorte que
Hp g s’identifie au sous-groupe Hr de Hg, (4.1.2). Soit D' un (¢, N)-
module filtré faiblement admissible dominant D et tel que la partie semi-
simple de Hpr s soit simplement connexe (th. 3.1.2). Soit ¢’ € Cp+ o (1.6).
Posons H' = Hps .. Notons ¢ 'image de ¢’ dans Hr(Kj). Alors, puisque
¢ € Cpp,ona:cée Cpp. Soit d comme au b) de la proposition 4.1.4.
Alors, ppr.p se descend un morphisme f de Hp/ . vers Hp., et Hp,
s’identifie & un sous-groupe de Hy. On voit que H', b/ = °¢, N' = Np,
C' =Cp/, F' = Fp: et f satisfont aux conditions du 1).

Le 2) résulte immédiatement de ce que I’on connait la conjecture 4.5.2
dans le cas ol la partie semi-simple de H est simplement connexe (([RZ94]
prop. 1.20, remarque 3 du 4.5.2), et de l'invariance de la conjecture par
torsion par un élément de pente 0 ([RZ94] 1.26, remarque 1 du 4.5.2).

4.5.4. Remarques. — 1) Il résulte de la proposition et du théoréme de
Fontaine et Laffaille ([FL82]) que la conjecture 4.5.2 est vraie si ex = 1,
N =0 et H' admet une représentation fidele telle que les poids de F' dans
cette représentation soient dans un intervalle de longueur < p. C’est le cas
si H = SO et avec la condition de la remarque 4) de 4.4.2, en particulier si

Z th; < Pp.
i>0

2) Supposons H = O(q). On voit facilement que, pour tout b €
SO(g)(Ko), on a k(b) = u,(8(5)) mod.2, ot 8 : O(q)(Ko) — Ko' /Ko™
est la norme spinorielle ([Sc69] 3.6) : § est un homomorphisme et, si e est
un vecteur non isotrope et se est la symétrie par rapport a I’hyperplan
orthogonal & e, on a 6(s.) = —q(e). Posons h = ) ih;. On voit que, pour

i>0

det(b) = 1, si la conjecture 4.5.2 est vraie, on a :

wa(gGal) = wa(g) x (—1)7@®)(—1)k.
Supposons det(b)) = —1. On a vu dans la remarque du 4.3.3 que :

wa(gs,) = wa(q) x (—1)v»(disc(@)xa()) On voit donc que, si la conjecture
4.5.2 est vraie, on a :

w2((IGal) — 1U2(q) x (_1)vp(disc(q)x0(b)) x (__1)h.
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On retrouve les formules données dans [RZ94] 1.29 (si le rang de ¢
est pair, on peut définir un morphisme ¢’ : O(q)(Ko) — Ko*/Ko*? par
6'(—se) = q(e), on a : #'(b) = —6(b) x disc(q) mod Ko*/Ko*?, d’on, si la
conjecture 4.5.2 est vraie, wo(qgal) = wa(q) x (1) ®) x (=1)h).

[Be80]

[Bo89]

[Bo96]
[BT72]

[BT84]

[DG70]
[DM82]
[De72)
[De90]
[Fa94]

[Fo79]

[Fo94]
[FL82]
[Kn65)
(Ko84]
[Ko85]
[Ko90]
[Ko95]
[La80]

[LIE]
[Ro]

BIBLIOGRAPHIE

L. BEGUERI, Dualité sur un corps local & corps résiduel algébriquement clos,
Mémoire de la Société Mathématique de France, n°4 (1980).

M.V. Borovol, The algebraic fundamental group and abelian Galois coho-
mology of reductive algebraic groups, Preprint Max-Planck-Institut fur Math-
ematik, 1989.

M.V. BORroVvoOI, Abelianization of the first Galois cohomology of reductive
groups, Internat. Math. Res. Notices, n® 8 (1996), 401-407.

A. BOREL et J. T1Ts, Compléments a I’article «Groupes réductifs», Publications
Mathématiques IHES, n° 41 (1972), 253-276.

F. BRUHAT et J. TITS, Groupes réductifs sur un corps local. 2. Schémas en
groupes. Existence d’une donnée radicielle valuée, Publications Mathématiques
IHES, n° 60 (1984).

M. DEMAZURE et P. GABRIEL, Groupes Algébriques, Masson et Cie, Paris,
North Holland, Amsterdam.

P. DELIGNE and J.S. MILNE, Tannakian categories. Dans Hodge Cycles, Mo-
tives, and Shimura Varieties, Lecture Notes in Mathematics, 900 (1982).

P. DELIGNE. La conjecture de Weil pour les surfaces K3, Inventiones Math.,
15 (1972), 206-226.

P. DELIGNE. Catégories tannakiennes. The Grothendieck Festschrift, Volume
2, Progress in Mathematics Birkhauser 87 (1990).

G. FALTINGS, Mumford-Stabilitat in der algebraischen Geometrie, Proceedings
du Congres International de Zurich.

J.-M. FONTAINE, Modules galoisiens, modules filtrés et anneaux de Barsotti-
Tate. Dans Journées de Géométrie Algébrique de Rennes (Juillet 1978) (vol.
3), Astérisque 65 (1979).

J.-M. FONTAINE. Représentations p-adiques semi-stables. Exposé 3, dans
Périodes p-adiques, Séminaire de Bures, 1988, Astérisque 223 (1994).

J.-M. FONTAINE et G. LAFFAILLE, Construction de représentations p-adiques,
Ann. Scient. Ec. Norm. Sup., série 4, t. 15 (1982), 547-608.

M. KNESER, Galoiskohomologie halbeinfacher algebraischer Gruppen uber p-
adischen Korpern. 2, Math. Zeit., 89 (1965), 250-272.

R.E. KOTTWITZ, Shimura Varieties and Twisted Orbital Integrals, Math. Ann.,
269 (1984), 287-300.

R.E. KOTTWITZ, Isocrystals with additional structure. Compositio Mathemat-
ica, 56 (1985), 201-220.

R.E. KOoTTWITZ, Shimura varieties and A-adic representations, in : L. Clozel,
L. Milne (ed) : Automorphic forms, Shimura varieties and L-functions, part 1,
Perspective in Mathematics 10, Academic Press 1990, p. 161-209.

R.E. KOoTTWITZ, Isocrystals with additional structure. 2, Preprint.

G. LAFFAILLE, Groupes p-divisibles et modules filtrés : le cas peu ramifié, Bull.
Soc. Math. France, 108 (1980), 187-206.

N. BOURBAKI, Groupes et algebres de Lie. Chap. 8 § 5 n. 3.

G. RousseAU, Immeubles des groupes réductifs sur les corps locaux, Thése,
Université de Paris-Sud (Orsay), 1977.



1334

[RR94]

[RZ94]
[Sa72]
[Sc69]

[Se68]
[Se73]

[Se78]

[Se94]

[St65]
[Ti79]
[To94]
[Ts94]

[Wis4]

[Wis6]

[Wi91]

[Wi95]

JEAN-PIERRE WINTENBERGER

M. RAPOPORT et M. RICHARTZ, On the classification and specialization of
F-isocrystals with additional structure, Compositio Math., 103, no 2(1996),
153-181.

M. RAPOPORT et T. ZINK, Period spaces for p-divisible groups, Annals of
Mathematics studies 141, Princeton University Press.

N. SAAVEDRA RIVANO, Catégories Tannakiennes. Lecture Notes in Mathemat-
ics, 265 (1972).

W. SCHARLAU, Quadratic forms, Queen’s papers on pure and applied mathe-
matics-no. 22, Queen’s University, Kingston (Ontario), 1969.

J.-P. SERRE, Corps locaux, Hermann, 1968.

J.-P. SERRE, Cohomologie Galoisienne. (Cinqui¢me édition, révisée et complé-
tée), Lecture Notes in Mathematics, 5.

J.-P. SERRE, Groupes algébriques associés aux modules de Hodge-Tate. Dans :
Journées de Géométrie Algébrique de Rennes, Astérisque, 65 (1979).

J.-P. SERRE, Propriétés conjecturales des groupes de Galois motiviques et des
représentations ¢-adiques. Dans Motives (Seattle). Proceedings of Symposia in
Pure Mathematics, vol. 55, Part 1. AMS (1994).

R. STEINBERG, Regular elements of semisimple algebraic groups, Publications
IHES, 25 (1965).

J. T1Ts, Reductive groups over local fields. Proceedings of Symposia in Pure
Mathematics (Corvallis). Vol. 33, part 1 (1979), 29-69, AMS.

B. TOTARO, Tensor products in p-adic Hodge Theory, Duke Math. Journal, 83,
no 1 (1996), 79-104.

T. TsuJi, On syntomic cohomology of higher degree of a semi-stable family,
Preprint (Kyoto University), 1994.

J.-P. WINTENBERGER, Un scindage de la filtration de Hodge pour certaines
variétés algébriques sur les corps locaux, Annals of Mathematics, 119 (1984),
511-548.

J.-P. WINTENBERGER, Groupes algébriques associés a certaines représentations
p-adiques, American Journal of Mathematics, 108 (1986), 1425-1466.

J.-P. WINTENBERGER, Torseur entre cohomologie étale p-adique et cohomologie
cristalline; le cas abélien, Duke Mathematical Journal, Vol. 62, No 3 (1991),
511-526.

J.-P. WINTENBERGER, Relévement selon une isogénie de systeémes ¢-adiques
de représentations galoisiennes associés aux motifs, Invent. Math., 120 (1995),
215-240.

Manuscrit regu le 22 janvier 1996,
accepté le 7 juillet 1997.

Jean-Pierre WINTENBERGER,

Université Louis Pasteur et CNRS

Institut de Recherche Mathématique Avancée
7, rue René Descartes

67084 Strasbourg Cedex (France).
wintenberger@math.u-strasbg.fr



