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SINGULARITE DES SERIES DE DIRICHLET
ASSOCIEES A DES POLYNOMES DE PLUSIEURS
VARIABLES ET APPLICATIONS EN THEORIE
ANALYTIQUE DES NOMBRES

par Driss ESSOUABRI (V)

1. INTRODUCTION

Soit P € R[Xy,...,X,] un polynéme. On appelle série de Dirichlet
associée a P la fonction

s+— Z(P;s) = Z P (seC)
meN*’ﬂ.

quand elle existe.

L’étude des séries de Dirichlet est d’'une importance capitale en
théorie analytique des nombres. En effet, plusieurs problémes arithmétiques
peuvent se formuler en termes de problemes concernant les singularités de
ces séries; plus précisément, on a essentiellement besoin de trois rensei-
gnements concernant la série de Dirichlet s — Z(P;s), & savoir :

(1) Trouver un domaine D de C ol s — Z(P; s) existe et est holomorphe.

(2) Montrer I’existence du prolongement méromorphe & C, déterminer
un ensemble de candidats-poles et obtenir des majorations des ordres des
poOles.

(3) Obtenir des majorations du prolongement méromorphe sur les
bandes verticales {s € C | a < Res < b} ou a,b € R vérifient a < b.

(1) Cet article présente les principaux résultats de la thése de 1'Université Henri
Poincaré-Nancy 1, soutenue le 19 décembre 1995. Cette these a été dirigée par D. Barlet
que je tiens & remercier pour ses nombreux conseils.

Mots-clés : Série de Dirichlet — Prolongement méromorphe — Représentation intégrale —
Résolution des singularités — Ensemble semi-algébrique.

Classification math. : 11M41 — 11P21 — 14B05 — 14P10 — 32A20 — 32A25.



430 DRISS ESSOUABRI

A titre d’exemple, prenons un exemple classique en théorie des
nombres : le probléme de la représentation des entiers (appelé aussi proble-
me des diviseurs généralisés).

Soit P € R[X},...,X,] positif sur [1,+oco[™. Pour tout n € N* on
pose :
Vo =t{(m1,...,mp) € N** | P(my,...,my) =n}
= le nombre de fagons d’écrire n sous la forme

n = P(m4,...,m,) ou (my,...,m,) € N

Alors il est facile de voir que I’ ordre moyen de V,,, défini par

TORESINS

n<t
vérifie :
tp(t) =D Va=t{(m1,...,mn) €N*"| P(my,...,mn) <t} =: Np(t).
n<t
La fonction Np(t) représente donc le nombre de points de R™ & coordonnées
entiéres strictement positives contenus dans I’ensemble semi-algébrique :

Sp(t)={z=(1,...,za) €ER" |21 >1,...,2, > 1 et P(z) <t}.
La connexion entre ¢t — Np(t) et s — Z(P;s) se fait par 'intermédiaire
de la transformée de Mellin; en effet, sous certaines hypothéses sur P, que
nous préciserons dans la suite, s — s~ Z(P; s) est la transformée de Mellin
de t — Np(t), c’est-a-dire :

+oo _sdt
Z(P;s)=s Np(t)t 5
0
d’ot, par inversion de Mellin, si s — Z(P; s) est holomorphe pour Re s > oy,
on obtient pour ¢ > oy :

L (Np(t+0) + Np(t —0) = — / T sy 88
2 \"'F P Comi i ’ s

et le développement asymptotique de Np(t), quand ¢ tend vers Dinfini,
s’obtient en déplagant la droite d’intégration vers la gauche par le théoréme
des résidus. Nous avons besoin pour ceci de réponses aux trois questions
citées ci-dessus.

Ceci est un exemple important qui illustre notre propos concernant
Pintérét de I’étude des singularités des séries de Dirichlet en théorie des
nombres et il y en a bien d’autres. Il suffit pour ceci de consulter des
ouvrages spécialisés dans la matiére. On pourra aussi consulter les deux
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articles de P. Cassou-Nogues [2] et [3], ainsi que celui de Ben Lichtin [9] o
des exposés assez complets des motivations et des développements de ces
problémes sont donnés.

Le but de notre travail est de répondre aux trois questions citées
plus haut avec des hypotheéses sur le polynéme P qui sont dans un sens
optimales, mais qui en tout cas contiennent strictement toutes les classes
de polynoémes étudiés ultérieurement.

L’étude de la série de Dirichlet Z(P; s) a été introduite par R.H. Mellin
([12], 1900) qui a traité le cas des polynomes P appartenant 4 C [ X1, ..., X,]
et a coefficients de partie réelle strictement positive. Les articles qui
ont suivi celui de Mellin ont été consacrés au cas plus restrictif ou le
polynéme P vérifie en plus la condition d’ellipticité Py (z) # 0 pour tout
z € [0,+00[™\ {0}, ot Py est la partie homogene de plus haut degré de P,
voir par exemple Mahler ([11], 1927).

Quatre-vingt deux ans apres ’article de Mellin, P. Cassou-Nogues [4]
a précisé ce résultat dans le cas d’un polynéme & deux variables (n = 2) et
a coefficients de parties réelles strictement positives.

Quelques années plus tard, P.Sargos [16], [14], [15] a généralisé ce
travail au cas des polyndmes P de plusieurs variables (n > 2) non dégénérés
par rapport & leur polyédre de Newton & I'infini £°°(P). P. Sargos a démon-
tré que pour de tels polynomes, la série s — Z(P; s) existe et est holomorphe
dans un demi-plan {s € C | Res > o¢}, qu’elle posséde un prolongement
méromorphe & C avec des péles d’ordres au plus n et contenus dans une
progression arithmétique de la forme (09 — k/N)ren oll 0 € Q% et N € N*
ne dépendent que du polyndme P et il a donné dans [15] une description de
I’ensemble des candidats-poles et de leurs ordres, ainsi que de op et N, en
fonction de la géométrie du polyedre de Newton £°°(P).

Peu apres, Ben Lichtin [8] obtient le méme résultat (& ’exception de
la description en termes de polyédre de Newton & l'infini) dans le cadre
des polynémes de plusieurs variables dits hypoelliptiques, c’est-a-dire pour
lesquels il existe une constante B € 0, 1] telle que :

(i) Re P(z) tend vers l'infini quand ||z|| tend vers l'infini, z € [B, +00["™;

(ii) pour tout o € N*, Re 9“P(z)/P(z) tend vers zéro quand ||z| tend
vers Uinfini, z € [B, +oo[™.

Ils ont tous les deux obtenu I’application arithmétique concer-
nant Np(t), chacun dans le cadre de son hypothése. Aucune de ces deux
hypotheses n’implique I’autre et le lien entre les deux est un peu obscur.
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Le but de notre travail est d’obtenir les mémes résultats pour une
classe de polynémes plus générale et qui contient comme cas particuliers
toutes les classes précédentes.

Pour des raisons de simplicité, nous nous placerons dans le cadre des
polyndmes P € R[X;,...,X,]. Tous les résultats énoncés se généralisent
sans difficulté au cas des polynémes P € C[X},...,X,].

Donc, si P appartient & R[X3,...,X,], notre hypothése, que nous
appellerons HyS, est la suivante :

(il existe B € ]0, 1] tel que :
HoS (i) P(z) — 400 quand ||z| — 400, z € [B,+oo[™ et
(i) d(Z(P),[B, +oc[™) > 0
ou Z(P) = {z € C" | P(2) = 0} = I'hypersurface des zéros complexes de P.

D’apreés le lemme que nous établirons dans le paragraphe 3, on peut
remplacer (ii) par :

0*P(zx)
P(x

laquelle permet de voir que cette classe contient celle des polynémes
hypoelliptiques traitée par Ben Lichtin.

(it) pour tout o € N”, = — est borné sur [B, +oo[?,

En outre, si P € R[Xy,...,X,] est non dégénéré par rapport & son
polyédre de Newton a I'infini (classe traitée par P. Sargos et contenant celle

des polynémes & coefficients strictement positifs), une récurrence facile
montre qu’il existe B € ]0, 1] tel que : '

P(z)
P(z)

pour tout @ € N, z — z¢ est borné sur [B,+o0[".

11 en résulte que P vérifie HyS.

En conclusion, la classe des polynémes vérifiant HyoS contient celle
des polynémes hypoelliptiques et celle des polynémes non dégénérés par
rapport & leur polyédre de Newton & linfini. Mais elle en contient aussi
d’autres.

Pour s’en convaincre, il suffit de se placer dans le cas n = 2 et de
considérer

P(X1,X2) = (X1 — X2)2X1 + X; € R[X1, X,).

Un calcul facile montre que P vérifie HyS avec B = % €10,1].
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En revanche :

OP/0zo(x1, 71 + 1)
P(zy,z1 +1)
Pinfini et, par suite, P n’est pas hypoelliptique.
o Avec les notations de P.Sargos, on a P*(Xy,X3) = X3 + X2X;,
donc P(X1,X1) = X; et P*(X1,X;) = 2X} et par suite

= 1 ne tend pas vers 0 quand z; tend vers

P(X1,X1) # P*(X1, X2),

donc P est dégénéré par rapport & son polyédre de Newton a l'infini.

L’hypotheése optimale sous laquelle on pourrait souhaiter traiter le
probléme est celle qui consiste & ne retenir que la condition (i), c’est-a-dire :

" il existe B €]0,1[ tel que P(z) — +oo quand ||z|| — +oo0,
0 z € [B,+o00[™, et P(m) # 0 pour tout m € N*".

Dans notre travail, nous avons franchi un pas dans cette direction. En
effet, nous démontrons (théoréme 1) que, sous ’hypothese Hy, la série de
Dirichlet Z(P;s) posséde un demi-plan de convergence et d’holomorphie.
Cependant, si P vérifie Hy mais pas HgS, des branches de I’hyper-
surface Z(P) s’approchent de fagon asymptotique de [B, +o0o[™ au voisinage
de l'infini. De ce fait, les propriétés analytiques de la série de Dirichlet
Z(P;s), contrairement & celles des intégrales, ne dépendent pas que de
la nature de la singularité de P & linfini, et, par suite, la méthode
représentation intégrale — et — désingularisation ne suffit plus pour
expliquer les propriétés analytiques de Z(P; s). C’est dans ce sens que notre
hypothése HyS est optimale.

Pour illustrer notre propos, voici un exemple. On considére, quels que
soient a € R et k € N vérifiant k > 4,

Pa(z,y) = (z - ay)’c*y* + 2 € Rz, y].

Il est facile de voir que P, vérifie Hy mais non HgS.

On note og(a, k) P'abscisse de convergence de la série de Dirichlet
Z(Py;s) (c’est aussi le premier pole du prolongement méromorphe s’il
existe) ; on a alors :

e sia € Q%, onaop(a, k) =1 (facile & vérifier) ;

1

e si & > 0 irrationnel algébrique, on a og(a, k) < P <

N =
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Ce dernier point découle du célebre théoréme de Roth [13] qui implique
dans ce cas que pour tout £ > 0, il existe ¢ = ¢(g,a) > 0 tel que

c
Y(mi,ms) € N*2,  |my — amg| > —r=
my

et par suite :

Y(my,mg) € N*2,  P,(mi,mg) > *mFmk=2-¢,
Donc og(a, k) dépend des propriétés arithmétiques des coefficients du
polynome.

Ce phénomeéne n’apparait pas pour les intégrales. En effet, si I'on
pose, par exemple,

Y (Pa; s) =/ Py *(z,y)dzdy
[1,400[2

et si o’(a, k) désigne ’abscisse de convergence de 'intégrale, ce qui est aussi
le plus grand pdle du prolongement méromorphe de Y (P,;s), on a, pour
tout a € RY,

1
E+1
ce qui est indépendant de la nature arithmétique de a et ne dépend que de
la nature de la singularité de P, & l’infini.

o'(a, k) =

Notations.
o Quels que soient @ = (a1,...,a,) € N* et z = (21,...,2,) € C*, on
note
la| = a1+ +an, [2]=|z|+-+|znl,
al=aoa!...0,!, 2% =27t 20,
e On note aussi ¢ = (z1,...,Z,) le point courant de R" et z = x + iy =

(z1 +iy1,. .., Tn + iyn) le point courant de C™.

« Nous noterons aussi, pour w,s € C, w® = e*'°6“ ou log désigne la
détermination principale du logarithme défini sur C \ R_.

« Nous utiliserons aussi la notation Argw :=Imlogw € | — m, 7[.

o Pour tout z € X et tout A € A, les symboles

f()‘a yvx) <y g(m), f(’\7 Y, 113) = Oy (g(:v))

ont le méme sens et signifient qu’il existe A = A(y) > 0, ne dépendant
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ni de z ni de A, mais pouvant a priori dépendre de tous les autres
parameétres du probléeme considéré en particulier de y, tel que I’on ait :

Vze X, VA€ A, |f(\y )| < Ag(z).

o Le symbole f < g signifie qu'on a & 1a fois f < g et g < f.
¢ On note aussi

Z(P)={z€C"| P(z) =0}

I’hypersurface des zéros complexes de P dans C™.

¢ On note enfin, pour s € C, s =0 +i7, 00 0 = Reset 7 =Ims.

2. ENONCES DES PRINCIPAUX RESULTATS

Notons :

e £ =(21,...,Zn) le point courant de R™ et

o z+1iy = (1 +1Y1,...,Zn + iyYs) le point courant de C™.

Dans toute la suite, P € R[X3,...,X,] sera un polyndome qui vérifie

I’hypothese suivante :

H - Il existe une constante B € ]0, 1[ telle que P(z) — +o00
0 quand ||z|| — +oco et z € [B, +o00[™.

Nous noterons HyS I’hypothése suivante :

(P(z) — 400 quand ||z|| — 400, z € [B,+oo[™ et
H,S P(z + iy) # 0 pour tout z € [B,+oo[™ et tout
y € B(0,e0), 00 B€]0,1[ et &g € ]O, % [ sont fixés.

Le but de ce travail est de démontrer les résultats suivants :

THEOREME 1. — Soit P € R[Xy,...,X,]| un polynéme vérifiant Hy.
Alors, il existe a > 0 tel que la fonction

s+ Z(P;s) = Z (P(m))~*

meN*n

existe et est holomorphe dans le demi-plan {s | Res > a}.
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DEFINITION. — Le meilleur « possible dans le théoréme 1 sera appelé
Pabscisse de convergence de la série de Dirichlet Z(P;s). On le notera

gpg = UO(P).

Remarque. — Comme il est évident que la série de Dirichlet Z(P;s)
ne converge pas pour s = 0, alors oo(P) > 0.

THEOREME 2. — Soit P € R[X1,..., X,] un polynéme vérifiant HoS.
Notons oo(P) l’abscisse de convergence donnée par le théoréme 1.
Alors la fonction s — Z(P;s), qui est holomorphe dans le demi-plan
{s | Res > 0o(P)}, posséde un prolongement méromorphe & C avec des
poles d’ordres au plus n et contenus dans une suite de la forme o9 — k/M
(k € N) ot M = M(P) € N* ne dépend que de P. En outre ’abscisse
de convergence oo = oo(P) est effectivement un pdle de cette fonction
méromorphe.

THEOREME 3. — Soit P € R[Xj,...,X,] vérifiant HyS. On note
Z (P;s) le prolongement méromorphe de Z(P;s) qui existe d’aprés le
théoréme 2. Alors, il existe A = A(P) > 0 tel que, pour tout € > 0, pour
tout N > 0 et tout 6§ >0, 0n a:

Z(P;s) <5 1+ |rAl0m e
pour Res > 09 — N et 7 = Ims vérifiant |1| > 6.
Le dernier résultat, qui est une application arithmétique, nécessite

quelques préliminaires.

Soit P € R[Xy,...,Xp] vérifiant HoS. D’aprés le théoreme 2, la
fonction s — s~1Z(P;s) posséde un prolongement méromorphe & C et ses
poles peuvent étre rangés par ordre décroissant en une suite (o )gen. Pour
chaque k € N, on définit le polyndme Qi € R[X] de degré < n par la
relation :

Qk(z) = 77" Re Sy=0, (s Z(P; 5) €°7).

Soit A = A(P) le nombre donné par le théoréme 3. Notons m = m(P)
le plus grand entier k tel que

O > 09— —*

Alorson a :
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THEOREME 4. — Soit P € R[Xy,...,X,] vérifiant HyS. Alors, avec
les notations ci-dessus, pour tout € > 0 assez petit,

Np(t) :=f{m e N** | P(m) < t} = it""Qk(lnt) + O (oo~ 1/Ate),
k=0

Remarque. — Les énoncés des théorémes sont les mémes que ceux de
Ben Lichtin [8] sous ’hypothése plus restrictive que P est hypoelliptique.
Dans le cas ou P est en plus non dégénéré par rapport & son polynéme de
Newton & linfini, Patrick Sargos [15], [14] donne les mémes énoncés avec
les précisions suivantes :

(1) Si P(z) = Y aaz* et S = {a € N* | aq # 0} est son support, on
note *

EX(P) = conv(S — RY%)

son polyédre de Newton & linfini et At la demi-droite R, (1,...,1).
Soit (tg,...,to) le point d’intersection de At avec le bord de £, (P). Alors
l’abscisse de convergence oo (P) est égale & 1/ty, c’est-a-dire & I'inverse de
I’éloignement & l’infini du polyédre de Newton.

(2) Dans le théoréme 4, on peut prendre A égal au degré total de P.
Dans le paragraphe 5, nous énoncerons et établirons un résultat
intermédiaire (théoréme 5) qui présente un intérét propre. Ce résultat

concerne le prolongement méromorphe et les majorations dans les bandes
verticales d’intégrales oscillantes dépendant de parametres.

Il va découler de ce théoréme 5 comme cas particulier que, si P dans
R[X},...,Xpy] est un polynéme qui vérifie I’hypothése HgS, et si 'on pose :

Y(P;s) = / P~*(z)dz,
(Lol

alors on a des énoncés analogues aux théorémes 1, 2 et 3, a savoir que :

(1) Il existe un demi-plan de convergence et d’holomorphie de
s— Y (P;s).

(2) La fonction s — Y (P;s) posséde un prolongement méromorphe
a C avec des poles d’ordres au plus n et contenus dans une suite de la
forme oy — k/m (avec k € N) ol 0, = 0(P) est I’abscisse de convergence
s — Y (P;s) et ot m = m(P) € N* ne dépend que de P.
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(3) Il existe une constante B = B(P) > 0 telle que le prolongement
méromorphe }~’(P; s) de Y (P; s) vérifie : pour tout € > 0 et pour tout § > 0,
Y(P;s) &Nse 1+ |7|Bleo=9)+e yniformément pour o = Res > of) — N et
T = Im s vérifiant |7| > 6.

Ceci étant, si l'on classe les poles de s~'Y(P;s) en une suite
décroissante (o} )ren et si, pour tout £k € N, on définit le polynome
Q1 (X) € R[X] de degré < n par la relation

Q. (z) = e 7**Re Se=ot (sT'Y (P;5)e®)

et, si 'on pose

1
m' = m/(P) = le plus grand entier tel que o}, > o — B

alors on a ’analogue suivant du théoréme 4 : pour tout € > 0, on a

Vp (t) = / dz
{P(z)<t}N(1,+o0[

= Volume{z €]1,+oo[" | P(z) < t}

!

m
=" 7 Q) (Int) + O, (t70 B +*).
k=0

Nous obtenons donc :

CoRrOLLAIRE 1. — Soit P € R[Xy,...,X,] qui vérifie HyS. Alors,
il existe p1,A1,0 > 0 et A;(X),B1(X) € R[X] non identiquement nuls
tels que :

Np(t) =t"* Ai(Int)(1+ O(t™%)) et

Vp(t) = t* By(Int) (1 + O(t™?)).

Ceci étant, il est naturel de vouloir comparer Np(t) et Vp(t), car
Vp(t) n’est que la forme continue de Np(t). Ceci a conduit L. Ehrenpreis &
conjecturer le résultat suivant :

THEOREME (conjecture de L. Ehrenpreis démontrée par B. Lichtin).
Si P € R[X1,...,Xy,] est un polynéme hypoelliptique sur |1, +o0o[", alors
p1 = A1 et Aj(u) = By(u).
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En fait, la conjecture de Ehrenpreis est un peu plus générale que la
version que nous avons donnée. Pour plus de renseignements, voir « Volumes
and lattice points proof of a conjecture of L. Ehrenpreis» de Ben Lichtin,
[9], p- 215. Dans le cadre de notre hypothése HyS, nous montrerons par des
exemples que la conclusion de ce résultat, tel qu’il est formulé, est fausse.
Cependant, on peut 1’étendre sous la forme suivante :

CoROLLAIRE 2. — Soit P € R[Xi,...,X,] un polynéme qui
vérifie HyS. Alors py = Ay = ), c’est-a-dire il existe A > 0,0 > 0 et
A1(X), B1(X) € R[X] non identiquement nuls tels que :

Np(t) = t* A1 (Int) (1 + O(t™%)) et
Vp(t) = t*Bi(Int) (1 + O(t™%)).

Ce corollaire montre qu’une partie de la conjecture d’Ehrenpreis peut
se généraliser & la classe des polynomes vérifiant HyS. Par contre, nous
montrerons par un exemple que la condition A;(u) = Bj(u) n’est plus
valable en général pour cette classe de polynomes.

3. QUELQUES LEMMES ET DEMONSTRATION
DU THEOREME 1

3.1. Enoncés des lemmes.

LemME 1. — Soit P € R[Xq,...,X,] vérifiant : il existe B € ]0, 1] tel
que P(z) tend vers l'infini quand ||z|| tend vers I'infini et x € [B, +oo[™.
Alors, il existe ¢ > 0, a > 0 et ro > 0 tels que pour tout x € [B,+o00[™
vérifiant ||z|| > ro, on a P(z) > ¢(z1 ... zn)%.
LEMME 2. — Soit P € R[Xy,...,X,] vérifiant : il existe B € ]0,1[ et
il existe g > 0 tels que :
(i) P(z) — +o0 quand ||z|| — +o0 et z € [B, +oo[™ et
(ii) Vz € [B,+o0[™ et Vy € B(0,e9) C R™, P(z + iy) # 0.
Alors il existe B’ € ]0,1], £1 €]0, &), @, c et K > 0 tels que

P(z + 1y)

ey = 1+ oll)

uniformément en z € [B',+o0o[™ et y € B(0,¢1).
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En particulier, pour tout x € [B’,+o00[™ et tout y € B(0,¢1), on a:
(a) ReP(z+iy) > c(z1 -+ xn)™ €t
(b) |ArgP(z + iy)|] < K]|ly|l, ot Arg désigne la détermination de

largument comprise entre —m et w. Les constantes B’,e1,a,c et K ne
dépendent que de P, B,gg et n.

LEmMME 3. — Soit P € R [Xy,...,X,]; on suppose qu’il existe
By € 10,1[ tel que P(z) tend vers l'infini quand ||z| tend vers linfini,
z € [By,+oo[™ et, pour tout x € [By,+oo[", P(x) # 0. Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe B € )0, 1[ tel que d(Z(P),[B,+oo[™) > 0,

(2) il existe B € ]0,1] tel que pour tout a € N", la fonction
z — 0*P(z)/P(z) est bornée sur [B,+oo[™ (en fait, il n’y a qu’un nombre
fini de conditions, car 8*P = 0 si |a| > degré total de P).

3.2. Démonstrations des lemmes.

3.2.1. Démonstration du lemme 1.
Dans la démonstration de ce lemme, nous suivrons de pres les idées
de Hérmander dans [7], appendice.

Pour tout r > 0, on pose :
pp(r) = min{P(z) | z € [B,4oo[" et T =1 Ty }.

Alors, la condition imposée & P implique de fagon évidente que p,(r) tend
vers l'infini quand r tend vers l'infini . On pose aussi :

A={(z,r,p) eER" xRxR=R""?| P(z) — p =0,
T=21...Tp, 7 >0etz; >Bpourj=1,...,n}.
Alors, A est un semi-algébrique de R™+2.

Soit (z,r, 1) +— (r, ) la projection canonique 7 : R**2 — R2. Alors,
d’apres le principe de Tarski-Seidenberg [5], L = 7(A) est un sous-ensemble
semi-algébrique de R2. Donc L s’écrit

k
L=JL
i=1
ou, pour ¢ = 1,...,k, il existe des polyndmes (fi;)1<j<p; €t (9ij)1<j<q; de

R[X, X>] tels que :
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Li= {(T:N) €R?| fij(r,u) >0 pour j=1,...,p;
et gij(r,u) =0pourj=1,...,¢}.
On pose :

I={ie{l,...,k} | 3r >0 avec (r,up(r)) € L;}.

Alors pour tout ¢ € I, il existe j; € {1,...,¢;} tel que g;; est non
identiquement nulle. En effet, dans le cas contraire, il existerait ig € I tel que
L;, est ouvert; mais comme iy appartient & I, il existe ro > 0 tel que
(7o, up(T0)) soit dans L;,. Et, comme L;, est ouvert, il existe p; < pp(ro)
tel que (ro,p1) € Li; C m(A); donc il existe 2° € [B,4o0o[™ tel que

ro =123...22 et p; = P(z°), donc

p1 > min{P(z) |z € [B,+oo[" et 7o =21+ Tp} = pp(To0).
Absurde. Donc, pour tout i € I, il existe j; € {1,...,q;} tel que g5, # 0.

Soit F' € R[X1, X2]| le polyndme qui a les mémes facteurs irréductibles
que (H g,-ji), mais sans répétition. On a F # 0 et, pour tout r > 0,

i€l
F('r; /‘p(r)) =0

et ceci implique en particulier que m = degy,F' > 1. Mais d’apres le
théoréme de LurGth, voir par exemple B.L. Van der Weerden [19] ou Walker
[20], il existe r; > O tel que

m
¥r>r1, F(r,p)=Cn(r) [ (s - T(r)
Jj=1
ou pour j = 1,...,m, la fonction r — Tj(r) est continue, semi-algébrique
et posséde un développement en série de Puiseux & l'infini et ou Cyp, () # 0
pour tout 7 > ;. Et comme F est sans facteurs carrés, les T; sont deux a
deux distinctes.

Ceci étant, pour tout r > 1, il existe j = j(r) € {1,...,m} tel que
pp(r) = Tj(r) ; mais r — py(r) est continue. 11 existe alors jo € {1,...,m}
tel que, pour tout r > 1, pp(r) = Tj,(r); en particulier p,(r) possede un
développement en série de Puiseux en +o0o. Alors, il existe A # O et a € Q
tel que

pp(r) = Ar®(1 +o(1))
quand r tend vers l'infini. Mais, comme p,(r) tend vers l'infini quand r
tend vers l'infini, on a A > 0 et a > 0, d’ou l’existence de ry > r; tel que
pp(r) > %Ar" pour tout 7 > rg, et par suite, pour tout z € [B,+oo[™
vérifiant z;...2, > 79, On a P(x) > %A(ml -+-z,)% et ceci termine la
démonstration du lemme 1. O
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3.2.2. Démonstration du lemme 2.
Soient B’ et €; tels que B < B’ < 1et 0 < &1 < g9. On pose

p=min(B’ — B,gg —&1) > 0.
Alors il est facile de voir que :

* {V£=x+z'y € [B',+00[" +iB(0,e1) C C"

et Vz € Z(P), ona |z—£&|| > p.
Maintenant, soit { = z + iy € [B’,4+00[™ + iB(0,&1). On pose :
#:=(21,...,Tn_1) € R,
§:=(y1,---,yn-1) ER*.
On considere le polyndéme
G(zn) = P(z1 +iy1,. -+, Tn-1 + iYn—1,2n) = P(Z + 17, 2n),

Z et g étant fixés. Le polynéme G se factorise de la fagon suivante :
m
G(zn) = HE§) [ (2n — ti(%,9)).
j=1

On a alors :

P( + i, & + i) _ ﬁ T+ iyn — t;(%,§) _ ﬁ (1 + ’y—n)
P(% + if, zn) Tn — t;(%,7) Tn — t;(Z,9)

Jj=1 j=1

Mais, (Z + i§,t;(%,7)) est dans Z(P) pour j = 1,...,m €t (Z + iyn, Tn)
appartient & [B’, +oo[™ + iB(0,&;1). Donc, d’apres (*), pour j = 1,...,m,
ona:
|zn — (&, 9)] = [|(@ + i3, ;(2,9)) — @ + i, za)|| 2 p.
De plus on sait que |iy,| = |ya| < ||y]], d’oit
P(i" + 1Y, Tp + Zyn)
P(Z +if, Tn)

et une récurrence descendante permet de voir facilement que :

=1+ Opn(lvl)

P(z+1y)
W =1 + Op,n(”y”)

Ceci démontre la premiére partie de notre lemme. Le reste en découle
de fagon évidente. ]
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3.2.3. Démonstration du lemme 3.

Partie (2) = (1). — D’aprés le développement de Taylor de P, on a

Pz +iy) 1= 0*P(z) (iy)®
P(z) P(z) «a!’

p = deg P,
lal<p
a#0
ce qui permet de conclure de fagon évidente.

Partie (1) = (2). — Si P vérifie (1), d’aprés le lemme 2, il existe
B €]0,1[ et &1 €]0,1] tels que P(z +1iy)/P(z) = 1+ O(]|y||) uniformément
en z € [B,+oo[™ et y € B(0,¢1). En particulier, il est facile de voir que :

(%) {pour tout y € B(0, 1), la fonction z — P(z + iy)/P(z)
est bornée sur [B, +oo[™.

Maintenant, si nous utilisons la formule de Taylor, nous obtenons

P(z +1y) = Z 8"‘P(a;)

la|<p

ol i est le degré total de P.

Si ’on ordonne l’ensemble {a € N™ | |a| < p} par ordre lexicogra-
phique en une suite croissante (o) =1,...~, on a alors

N ile :I

Pa+it) = 0™ P&) Ty,
j=1
et donc
P(z +1iy) Z 0% P(z) ilesl ’
T P@) P(z) a1’
En choisissant y1,...,yn € B(0,¢;1) sans condition pour le moment,

on a le systéme suivant :

P(z+1 N 5o p || o
(P(z:;ye) = Z p(w()m) Zaj! v’, Le€{l,...,N}.
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Maintenant, si, pour z € [B,4o00[™, nous considérons les vecteurs
colonnes suivants de C :

0“1 P(x) }'_‘ill P(z +1y1)
P(z) oy! P(z)
X(z):= : et Y(z):= :
9~ P(z) ilonl P(z +iyn)
P(z) an! P(x)

et si I’on considére la matrice

M := (y;")1<jesn € Mn(R),
le systéme précédent s’écrit :

pour tout z € [B,+oo[", Y(z) = MX(z).

Mais il est facile de voir que ’on peut choisir y1,...,yn € B(0,£;1) de
facon & ce que M soit inversible. On peut donc supposer les y, fixés avec M
inversible. On a alors, pour tout z € [B, 4+00[",

X(z) = MY (z),

et donc

IX @)l < M7 x Y (2)]I.

Mais (**) implique que z — Y (z) est bornée sur [B, +o00[™ et donc la
fonction z +— X (z) est bornée sur [B,+oo[™. Par conséquent, en vertu de
la définition de X (z), on obtient :

8% P(z)

P@) est bornée sur [B, +oo[ ™.

pour j =1,..., N, lafonction  —
Et comme on a
{oj; 1<j<N}={aeN"; |af <},
ou p = est le degré total de P, on obtient que (2) est vraie. O

3.3. Démonstration du théoréme 1.

Elle découle de fagon triviale du lemme 1. O
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4. FORMULE SOMMATOIRE

D’apres le théoréme 1, la fonction s — Z(P;s) existe et est
holomorphe dans le demi-plan ¢ = Res > og. Le but de cette partie
est d’établir une formule sommatoire qui permet de représenter Z(P;s)
par des intégrales, ce qui nous permettra dans la suite d’établir ’existence
du prolongement méromorphe de Z(P;s) via 1’étude des prolongements
méromorphes de ces intégrales.

Dans toute la suite, nous désignerons par logz (ou 2z € C) la
détermination principale du logarithme définie sur C \ R_. Si H est un
élément de C[X1,...,X,] et T € G, est une permutation de {1,...,n}, on
définit le polynéme

HT(zl, “en ,zn) = H(z,,.(l), ceey Z.,.(n)).

On utilisera la méme notation méme si H n’est pas un polyndme,

mais n’importe quelle fonction de n variables réelles ou complexes.

Dans toute la suite, on suppose que P € R[X;,...,X,] est un
polyndme pour lequel il existe B € ]0,1[ et gp > 0 tels que :

(i) P(z) — 400 quand |z|| — 400, = € [B,+o0[";
(ii) P(z +4y) # 0 pour z € [B,+oo[™ et |y| < eo-

Nous avons vu alors, d’apres le lemme 2.2, que ceci implique qu’il
existe des constantes B’ € |0,1[, 1 € [0,e0], @ > 0, ¢ > 0 et K > 0 telles
que :

(a) pour tout z € [B’,+o0o[™ et tout y € B(0,¢1),
ReP(w + Zy) > C(.'l:l, vee 7$n)aa
(b) pour tout z € [B’,+00[™ et tout y € B(0,¢;),
|Arg P(z +iy)| < K|lyl,
ou B’,e1,a,c et K ne dépendent que de P, B, €; et n.
La condition (a) implique en particulier que pour tout z € [B’, +o00[™
et pour tout y € B(0,¢1), on a Re P(z + iy) > 0, et donc
s+ (P(z +1iy)) " = exp (— slog P(z +iy))

est une fonction entiere.

On pose €3 := €1/+/n. Soit aussi B” € |B’, 1[. Pour chaque ¢ € ]0, 2],
on pose :

Le:={z€C|Rez>B" et |Imz| < e} = [B",+o0[ +i] — €,¢[.
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Alors il est facile de voir que, pour tout € € ]0,e3[, on a :
(Le)™ C [B”,+00[™ 4+ iB(0,/ne) C [B’,+o0o[™ + iB(0,¢1).

Soit € € ]0,e;[. D’aprés ce qui préceéde, pour tout z = z + 1y € (L)",
la fonction s — P(2)~* est entiére. Posons

P(z)~*

fs(2) = 77—
[1 (e(zx) — 1)
k=1
ol z = (21,...,2,) et e(z) = €% pour z € C. Alors, pour 2y,..., 2, fixés
dans L. \ N*,
f.gl c21 > fo(21,. .05 20)

est une fonction méromorphe au voisinage de L. avec comme podles les
entiers strictement positifs et ces poles sont tous simples. En plus, pour
tout m; € N*|

(P(my,22,...,2,))"° .

2ir 1 (e(zx) — 1)
k=2

1
Resy—m, fs =

De plus, on sait que, pour tout z € [B’,4+o00[™ + ¢B(0,€1) (qui est un
voisinage de (L¢)™) on a, d’apres (a) et (b) et sic =Res > 0:

|P(z)—s| — |e—slogP(z)| — le—(a+ir)(log|P(z)|+iArgP(z))|
< |P(Z)|_0 el Are P(2)] < o (zy ) elTIKevm

Et ceci permet de voir, via le théoréme des résidus que, si ¢ > a~! > 0, on
a, pour 2o,..., 2, fixés dans L, \ N* :

Z P_s(ml,zz,...,zn)= Mdzl.
m=1 OLe T (e(z) — 1)
k=1

En répétant ce procédé mn fois, on obtient, pour tout s € C avec
Res > la™! > 0 et tout € € ]0, &3],

Z(P;s) = Z P—S(m):/ Mdzlmdzn

n
meN+» @Le™ T (e(2x) — 1)
k=1
ol 8L, est la frontiére de L. orientée dans le sens direct. On peut écrire :

OL.=-L}-K.+L_
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LY ={z+ie|z €[B",+ool},
L; ={z—ie|z € [B",+oo},
K. ={B" +iye |y € [-1,1]},

ces trois chemins étant orientés comme dans la figure ci-contre.

Lt
i€ >
1 K.
B 1 '
— i€ >
Le
Soit G,, le groupe des permutations de {1,...,n}. Siz = (z1,...,2%,)
et o € Gy, on pose :
9T = (.’L‘U(l), e ,:Ea(n)).

Un domaine D de R™ ou de C™ sera dit symétrique si, pour tout
z € D et toute permutation o € G,, on a °z € D. Si f est une fonction de n
variables définie sur un domaine symétrique, notons, pour x € Deto € G, :

fo(z) = f(’x).
Maintenant, soit ni,ng,n3 € N tels que n; + ng + nzg = n. On pose :

B ) . " .
in,nz,na,e, (-771, . ,xn) = P(B + iexy,...,B" + 1ETn,,

Tpy+1 + €. .oy Tnq4n, + 1€,
Ty tngtl — 4€y .oy Ty — 1E)
Hn1im2,n3e,B” = (—ig)™ (—1)"2
(z1,.--,2n) := (—ie)™ (1)

ni 1
X -
111 e(B" +iex;) — 1
n2 1
j:l e(wnl'f‘j + 'lE) - 1

ns 1

X

j=1 e(xn1+n2+j - iE) -1
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Avec ces notations, pour 0 = Res > a~! et ¢ € ]0,&2[, on a alors,
avec z = (z1,...,%,) et dz = dz; - dzy,

Z(P;s) = Z/ [Qm ,n2,ng,€,B” ()] “pm m2na.e.B” (1) dg,
[-1,1]"1 x[B",+00[ ™~ ™1

la sommation se faisant sur n; + ng +nz3 =net 7 € G,.

11 est évident qu’il suffit d’expliciter le terme correspondant & 7 = Id.
Ce terme est

B 7"
@;ldly'"ayn&ea (xla . ,xn) = in,ng,ns,E,B (xl, e ,.’L‘n)

(<ie)™ (-1)"

ﬁ (e2i7rB" e—2mez; _ 1)
e
! 1
X n2 I
H (e—21r€ e2’l,1r1,12n1+j _ 1)
j=1
1
X o
H (6.21rs e2™iTn) 4ngtj 1)
Jj=1
(—ig)™

ni )
H (e211rB” e—2mex; _ 1)

Jj=1
n2
X ( E e~ 2mImle exp (2i1r Z mj$n1+j))
=1

meN”2
n3
X ( > e7?melhlexp ( —2iry hj~’6m+n2+j))
heN*"3 j=1
(—ie)™

ny X
H (e21,1rB" e—2mez; _ 1)

Jj=1
x 2: e 2me(|hl+|m])

meN*n2
heN*n3

n2 n3
X exp (2i7r{ Z MiTny+j5 — Z hj-'”n1+nz+j}) .

=1 =1

En conclusion, on obtient la proposition suivante :
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ProprosITION 1 (formule sommatoire). — Soit P € R[X;,...,X,] un
polynéme pour lequel il existe By € ]0,1[ et 9 > 0 tels que :

(i)  P(z) = +oo quand ||z|| — +00, z € [Bo, +o0[",
(ii)  P(zx +1y) # 0 pour tout x € [B,+oo[™ et tout y tel que ||y|| < eo-
Alors il existe g > 0 tel que la fonction
s+— Z(P;s) := Z P~%(m)
meN*n

existe et est holomorphe dans le demi-plan Eq = {s | Res > 0y }. En outre,
il existe des constantes By € |By,1[ et €1 € ]0,¢&0] telles que, pour tout
€ €]0,¢0), pour tout B € |By, 1| et tout s € C avec Res > 0¢, on a:

Z(P;s) = E P~ %(m) = E e~ 2melh| T, x Todz;- - dz,
meN*n TEGn [—1,1]"1 X [B,+o00[ ™2
ny+ng=n
hez™2
avec

T;=P° (B + T (1), - - s B+ €T 1 (ny)s

Tr(nyi+1) — €1 (hl), ceeyTr(n) — ieng (hng))

To = (i)™ exp (21rz‘{ i h’jw‘r(n+j)}) / ﬁ(l _ 2B g=2meas)
Jj=1 j=1

et o, pour j € {1,...,n2} et h € Z"2,

n2
b =Y Ih;| et e(hy) =

j=1

3 thjZO,
{—e sihj <O0.

5. PROLONGEMENTS MEROMQRPHES DES
INTEGRALES : THEOREME 5

5.1. Introduction, notations et énoncé du théoréme 5.

Dans toute la suite, 1, et ng seront deux entiers naturels avec n,+ng =
n et g sera un réel strictement compris entre 0 et % On note (y, z) le point
courant de R™ =~ R™ x R™2.

On se donne une famille de polynémes (Qc)cc[o,c,] avec, pour tout
e € [0,&0], Qc(y,z) € C[Xq,...,Xy,] et tels que les coefficients de Q.
sont C* en €.
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On se donne une fonction
é: (y,€) — e (y) := d(y, )
de classe C*® sur | — 2,2[™ x | — 2¢&q, 2¢¢].
On suppose que :

(i) Qo(y,z) = R(z) ne dépend pasde y € R™ (i.e. R € R[X},...,Xy,])
et qu’il existe o > 0 et ¢ > 0 tels que, pour tout z = (z1,...,Zn,)
appartenant a [1, +oo[ "2,

R(z) 2 c(z1 -+ Tn,)*;
(ii) Qe (y, ) _ Qe(y,z)
QO(y, .’L‘) R(‘T)

uniformément en € € [0,¢¢] et (y,z) € [—1,1]™ x [1,+oo[ 2.

=14+ 0(¢)

On posera alors, sous ces conditions, pour tout m € Z™ et s € C :

Yo (Qe, @e,8) = / Q- (v, x)¢s(y)e(<m’ x>) dydz.
[-1,1]m1 x[1,400[ ™2
Le but de ce paragraphe est d’étudier le prolongement méromorphe
de s — Y21"2(Q,, @, s), ce qui nous permettra via la formule sommatoire
démontrée dans le chapitre 2 d’étudier le prolongement méromorphe de la
série de Dirichlet s — Z(P;s).

Plus précisément, on établira le résultat suivant :

THEOREME 5. — Sous les hypothéses ci-dessus et pour tout ¢ € [0, €],
la fonction s — Y,?1"2(Q., de, s) existe et est holomorphe dans le demi-
plan {s|Res > a7 '}.

De plus, cette fonction posséde un prolongement méromorphe a C
avec des poles d’ordres au plus n et contenus dans un ensemble de la forme
S ={o0—k/M | k € N} olt 59 = 0o(R) € Q4 et M = M(R) € N* ne
dépendent que du polynéme R.

En outre, il existe A = A(R) > 0 tel que le prolongement mérmorphe
de Y,":"2(Q,, ¢., s) vérifie : pour tout ' > 0, pour tout § > 0 et tout entier
N > 0, il existe une constante D(N,¢€’,8,e0, R) > 0, ne dépendant que de
N,¢e',e0,6 et R (donc indépendante de m € Z™ et € € [0,¢)), telle que,
pour tout s = o + i1 € C tel que 0 > 09 — N et d(s,S) > 6, on ait :

Yo" (Qe, @, 8) < D(N, €', 6,60, R)
x (1 + |T|A(ao-—a)/e') e|7-]s(1 + |m|A(0'0—0')+E,).
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5.2. Le cas ou le diviseur est a croisements normaux.

Dans la démonstration du théoréme 5, nous allons réduire le cas
général & un cadre plus simple via le théoréme de désingularisation de
Hironaka, qui nous permettra de nous ramener au cas d’un diviseur a
croisements normaux, lequel est traité dans la proposition suivante :

ProposITION 2. — Soient :

e a=(a1,...,0,) EN** b= (b1,...,b,) € Z";
e (B1,...,Bp) € N**U (—N*)P avec p < n;

e Be{0}U[1l,4+o00] et € >0.

N

Soit 9 : (y,u) — ¥(y,u) une fonction C* & support compact sur
] —1,1[™ x S"71, ott S"~! est la sphére unité de R™. Soit g : y — g(y)
une fonction analytique inversible dans ] —1,1[™ avec |Arg (g(y))| < € pour
tout y €]0,1[™. On pose, pour s € C et u € S"~ 1 :

F(s;u) = / gy otb L ganstin e(B(:I:f1 a:ﬁ"))
]1,4-00[™

(g(zilwn:i))st/)(%,...,i,u) dzy--- dz,

avec e(t) = e*7t. Alors, s — F(s;u) existe et est holomorphe dans le
demi-plan {s | Res > oy}, ol

bj +1
Op := Imax - .
1<j<n @y
Elle posséde un prolongement méromorphe a4 C avec des péles d’ordres au
plus n, contenus dans une suite de la forme S = {09 — k/M | k € N},
n
ou M = M(a) := [] a; € N*. En outre, ce prolongement méromorphe
j=1
vérifie que, pour tout € > 0, pour tout § > 0 et tout N > 0, il existe
C =C(N,€,6,a,b) > 0 telle que, pour tout s = o+iT € C aveco > og— N
et d(s,S)>é,ona:

F(s;u) < C(1 + Blal(o=o)+¢"y(q  |7|lel(oo—0)+e"y gelrl

Démonstration de la proposition 2. — Le cas ou B = 0 est facile.
En effet, c’est le cas d’un diviseur & croisements normaux du théoréme
d’Atiyah [1] concernant le prolongement méromorphe de s — F°. On

suppose donc désormais B > 1.
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Pour simplifier les notations, nous adoptons les notations suivantes :

n
_ —a;s+b;
o p—a5Fb .— I‘[ z; "'JS+J;
j:l

o e; sera le j-itme vecteur de la base canonique de Z™, de sorte que
n
(21, e ,Zn) = Zejej 3
=1

e pour z = (1,...,T,) € R*™, on pose z7! := (xl'l,...,x;;l);
e B=(B1,...,0p,0,...,0) € Z™ et dz = dz;... dz,.

Avec ces notations, on aura :
F(s;u) = / ™% be(BzP)(9(z71)) Y (27 5 u) da.
11,400["

On a alors deux cas a distinguer.

Premier cas : (B1,...,0p) appartient & (—N*)P, c’est-a-dire f; < 0
pour tout j € {1,...,p}.

On pose v = —f3, de sorte que
F(s;u) = / 7% *be(Bz ™) (9(z ™)) *¥(z 7 ; u) dz.
11,400[™
Comme pour tout = €]1,+o00["
Ia:“”“’e(Bz‘"’)(g(x‘l))szp(x_l; u)| Lsu T (0 =Res),
on a que s — F(s;u) existe et est holomorphe dans le demi-plan
{s|Res>o00}, o0= lxéljag(n(bj +1)/a;.

Soit maintenant s = o + i € C avec o > 0¢. Adoptons la notation

o]

On a alors, par intégration par parties :

0;

F(s;u) =/ 7% be(Bz™7)(g(z 7)) Y(z ™ u) dz
11,+00[ ™

= / 01 (—x_—aiﬂ—-) e(Bz™7) (g(x_l))sd)(x_l‘ u)dz
11,400[™ —a1s+b1+1 !



SERIES DE DIRICHLET GENERALISEES 453

2’i7l")’13 —as+b—ry _ —1\\$ -1
= r~ e(Bz7")(g(x Y™ u)de

S

—_— g+ b—e16(Br=7)(g(z~ 1))
1 (B2~ (s(z™)

A1g(z Y(z ™ u) dz

/ x—as+b—-ele(3x—1)(g(x—l))s
]1,400[™ -1
OY(z™ " u)dx

Si 'on répete cette opération a; N fois pour la variable z;, puis a; N fois
pour chaque variable z; (1 < j < n), on obtient, pour ¢ = Res > oy,
que F(s;u) est une somme finie de termes du type

B[H(S) / l.—as+b—Na—a
’n (azs—b; — 1+ h) 0L e(Ba™)(g(z71)"
h=0 (G(z71))0"p(z ™" u) da

1
als—bl—l

||::|:

ol g(x_l) est de la forme

[1 (@ 91)"
J
avecr,? € NN[0, |a|N], H € R[s] est de degré < |a|N, a € N*, i, € N vérifie
|¢| < |a|N, et, pour tout j,u; € N et £; € N vérifient |u;| et |¢;] < |a|N.

Maintenant, il suffit de remarquer que, pour tout = € |1, +oo[ ",

|zmastb=Nemee(Bz™) (g(2™))* " (§(z 1)) 0*y(z ™ u)|
<<N,g,1/)'77 —ao+b— Na,|(g(m—1)) l

<N x—ao‘+b—Nae|'r|£

car, par hypothese, | Arg g(y)| < & pour tout y € ]0,1[™. D’ou la fonction
s x“““""”“_"‘e(Bw"”)(g(m‘l))s_r (3(z71))0*y(z~ 5 u) dz
11,400[™

existe et est holomorphe sur {s | Re s > 09— N} et vérifie dans ce demi-plan
la majoration <y q elTle.

On rappelle que 0p = max;<;<n(b; +1)/a;,

M=M Ha]eN et S= {0———lkeN}

Jj=1
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Soit s =0 +i7 € C avec 0 > 09 — N et d(s,S) > 4. On a alors, pour
tout j € {1,...,B} et tout h € N,

bj+1

]ajs—bj—1+h|:|aj|x,s—
a;

h
o
aj
bj+1 h
=|a,-|><'s—ao+(ao— ! )’
a; a;

Oron aog — (bj +1)/a; + h/a; = £/M pour un entier £ € N; donc

l
lajs —bj — 14 h| = |a;| x ‘s— (Uo—ﬁ)|

> |aj| d(s,S) > |aj| 6 > 6,

d’ou, pour s=0+ir € Caveco > 09— N et d(s,S) > 6,on a

BPH(s)
e Exans BN (14 [ritee™)
H H(ajs—bj—l—i-h)
j=1 h=0

Cwas (1+BN) (14 [rfle).

Donc, en conclusion, pour tout N > 0, la fonction s — F'(s;u) posséde
un prolongement méromorphe au demi-plan {s | Res > o9 — N} avec des

poles contenus dans S = {09 — k/M | k € N} ou M =a;---a, et d’ordres
au plus n. En outre, si s appartient & ce demi-plan et d(s,S) > §,on a:

(*) F(s;u) <nNans (14 BIaIN) 1+ lTI|a|N)'

Par conséquent, s — F(s;u) posséde un prolongement méromorphe & C
avec des poles d’ordres au plus n contenus dans S. Ceci démontre la
premieére partie du lemme.

La deuxiéme partie découle de (*) en prenant N = g9 — o + ¢’. Ceci
termine la démonstration du lemme dans le cas ou 3; < 0 pour tout j.

Deuxiéme cas : 1, ..., B, sont > 0.

On conserve la notation 8 = (61,...,0p,0,...,0). On a alors

F(s;u) = /]; . g7+ ¢(BzP)(g(z 1)) ¥(z 1 u) dz.
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Comme dans le premier cas, il est facile de voir que, si 'on pose
00 = maxi<j<n(bj + 1)/a;, alors s — F(s;u) existe et est holomorphe
sur le demi-plan {s | Res > o¢}.

Soit maintenant s = o + iT avec o > 0. En intégrant par parties par
rapport a x1, on obtient

F(s;u) = /]1 . gTestb e(BzB)(g(a:‘l))sw(m_l;u) dz

e(BzP)

56, B "

- / zast=Bte (g(~1)) (2 u) B,
]1’+°°[ "

a18—by+p1—1 / —astb—B [ (—1\)\5
= - z z
2inBf; 11, 400[" (g( ))

Y(z™1;u) e(BzP) dz

s —as+b—pB—e; —1y\5—1
+ 5 BB, /11,+oo[nz (9z™)
Ag(z V) (™1 u) e(BzP) dx

S 8
+ — / x—as+b—ﬂ—e1 :B_l
2Z7TB,31 11,400[ ™ (g( ))
01¢(z7; u) e(BzP) de.

En répétant cette opération N(a; + --- + ap) fois, on obtient que, pour
o = Res > g, F(s;u) est une somme finie de terme du type

_ﬂ —as+b—N(a1++ap)B—a —I\\S—T/~, —1
@inBBLE Sy tooln (9(z)" " (9(=™)
81p(z;u) e(BzP) dz

ou r et £ sont des entiers compris entre 0 et N(a1 + -+ ap), p € N? avec
|u| < N(a1+---+ap), @ € N et §(z!) est de la forme [] (Bl‘jg(w‘l))ej ot,

1
pour tout j € {1,...,n}, u; € N* et £; € Navec |u;|,|4;| < (a1+---+ap)N,
Q € R[s] étant un polynéme de degré au plus N(a; + --- + ap) dont les
coefficients ne dépendent que de a et b.

Maintenant, si ’on pose
bi=b—N(a1+--+a,)8—a,

pour chaque intégrale, on a, par intégration par parties par rapport & p4; :
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[ e ) (5(a )
J1,+00[™
OHp(z~;u) e(BzP) dx

= / gos+b (9(z™1)* " (§(=z71)) 0¥ (z ™ u) e(B2P) dz
J1,400[™

x—as+8+ep+j o _ s—r
— [ g ) (5H) (se™)
J1,4+00(" —p+S +bpyj +1 2
(x5 u) e(BzP) dx

— r—s / z—as+5—ep+j (g(x—l))”—r"1
11,400

Up+458—bpj—1 1 1 1
Op1i9(x™1) §(z™1) O 1p(z ™ s u) e(BzP) dz
1

— 3 n / x—as+l~)—e,,+j (g(x_1))s—'r
Qp+3jS — Op+j — 1 J]1,+oo["
T Op+ji(™") *y(z;u) e(BoP) da

_ 1 / x—as+5-—ep+,- (g(x—l))s"’g(x—l)
11,+o0[»

AptiS — b +5—1
e I orFertigp(z~Y; u) e(BzP) da.

Et si 'on répete cette opération Nay,; fois pour chaque variable x4 ;, on
obtient alors que, pour s € C tel que 0 = Res > a9, F(s;u) est somme
finie de termes de la forme

H(s)

n—p Gp+j

N
(2imB)* Hl hﬂo (ap+;8 — bptj —1+h)
Jj= =

% / m—as+b—Na—a (g(x—l))s*"'
J,Foo[™ < —1 -1
g(z™") 0*¢Y(z™ " ;u) e(BzH) dz

o £, sont des entiers compris entre 0 et |a|N ;

e a € N* u e N"avec |p| < |a|N;

o §(z7') est de la forme [] (3“fg(x‘1))ej avec u; € N™, |u;| < |a|N
et £; € N avec |{;| < |a|N;

e H(s) € R[s] un polynéme de degré < |a|N.

On a les mémes expressions que celles obtenues dans le premier
cas, avec (2imB)~¢ & la place de B’ Il est clair que, si ’on majore le
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facteur |2imB|~¢ par 1 (on rappelle que dans le premier cas on a majoré B¢
par BlalN ), la conclusion est la méme et ceci termine ce cas; par conséquent,
la proposition 2 est démontrée. O

5.3. Démonstration du théoréme 5.

La démonstration du théoreme 5 se fait en deux étapes. La premiere
est I'utilisation du théoréme de désingularisation de Hironaka, ce qui permet
de supposer 'hypersurface {Q(y,z) = 0} & croisements normaux dans un
ouvert de R™, donc essentiellement de se ramener au cas ou @ est un
monéme. C’est la deuxiéme étape dont le paragraphe 5.2 fait I’objet. Mais
auparavant, nous allons énoncer la version du théoreme de désingularisation
que nous utiliserons, ainsi que le lemme dans lequel nous préciserons cette
version.

THEOREME de désingularisation de Hironaka (cf. [18], [6]). — Soient
fi,...,fp des fonctions analytiques dans un voisinage V de I'origine
dans R™. Alors, il existe un ouvert X de R™ contenant I’origine, une
variété analytique réelle X de dimension n et une application analytique
propre T : X — X telles que :

(i) 7 induit un isomorphisme entre

(U £'0) « X\( U £'0),

1<j<p 1<j<p

(i) pour tout & € X, il existe un voisinage B(Z) de Z, cartographié par
un systéme de coordonnées locales w = (w1, ..., w,) centré en Z et tel que,
pour tout j € {1,...,b} et tout w € B(%),

fi o m(w) = u;(w)w™
ot a; € N™ et u; est analytique inversible (& valeurs non nulles) dans B(Z).

Ceci étant, on va énoncer un résultat qui nous permettra de préciser
ce théoreme en vue de notre application.

ProrosiTiON 3 (lemme de classification des mon6émes). — Soient
hi,...,h, des fonctions analytiques inversibles dans | — 1,1[™ & valeurs
complexes et soient (i1, ..., i, des constantes > 0 vérifiant | Arg h;(z)| < p;

pouri=1,...,p et tout x € | — 1,1[". Soient a',...,aP € Z™. Pour tout
i€ {1,...,p} et tout z € ]1,+o00["™, on pose :

gi(z) :== h,-(a:l_l, ... ,w;l)x"‘".
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Alors, il existe des ouverts Vi, . .., V, de]1, +oo[ ™ deux & deux disjoints
et un sous-ensemble analytique fermé N inclus strictement dans |1, +oo[™
(en particulier de mesure de Lebesgue nulle) tels que :

(i) J1,4o00["=NU U V;;
1<i<q

(ii) pour tout j € {1,...,q}, il existe un isomorphisme analytique

mj ¢ ]1,+00[™® — V; dont le jacobien est un monéme (i.e. est de la
forme Jy,(m;) = ¢jy{* - - -y~ pour une constante c; # 0),

(iii) pour touti € {1,...,p} et tout j € {1,...,q}, il existe une fonction
analytique inversible £;; sur | — 1,1[™, un multi-indice 3% € N™ et un signe
eij € {—1,1} tels que :

« pour tout y € ]1,400[™, on a g;(m;(y)) = (1", - .. T VAL
e pour tout u € | — 1,1[", on a | Arg ;;(u)| < p;.
Démonstration de la proposition 3.

Dans un premier temps, on suppose p = 1. Notons

h = hy, g=a, a=a17 b=

pour simplifier. Alors, h est une fonction analytique sur | — 1,1[™ &
valeurs dans {z € C* | |Argz| < u} et, pour tout z € |1,+o0[™,
g(x) = h(z7h,...,z; )z ot a = (@, ..., an) € Z". Quitte & permuter les

coordonées, on peut supposer que :
a; >0,...,0, >0, ar4+1 <0,...,0r45 <0, Qpys41 =+ =ap =0.

On pose t = r 4+ s le nombre de «; non nuls et on procéde par
récurrence sur t. Pour ¢t = 0 ou 1, le résultat est évident. Supposons le
résultat vrai pour t = n — k > 1 et démontrons-le pour t =n — k + 1.

Sir =0 ou s =0, le résultat est vrai. Supposons donc r,s > 1. On
pose :

Vi={z€e]l,+oo["; 227 < zbﬁll}’

Vo ={z €]1,+o00["; 2l > wlﬂffllL

N = {z €]1,400["; 2" =zl 1.

OnaVinVo=ViNN=V,NN=0et VUV,UN = |1,+00[".
En outre, N est un ensemble analytique fermé strictement inclus dans
]1,+00[™, donc de mesure de Lebesgue nulle.
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On définit 77 : ]1,400[™ — V4 par m1(y1,...,Yn) = (Z1,...,Zn), OU
zi=y; si jELT+L z=ylornl gy =90y

Il est évident que m; est un isomorphisme analytique de |1,+o0["
sur V; et que, pour tout y € ]1,4+00[™, on a

Ty(r1) = lagga |yt

avec ay + |ar41| — 1 € N, évidemment.

De méme, si 'on définit mp : ]1,400[™ — V5 par (y1,...,Yn) —
(xl,...,a:n), ou
zi=y; s AT+ s =08 @ =05

alors mo est un isomorphisme analytique de |1,4o00[™ sur V> et, pour
y €]1,400[", on a

Jy(me) = Iarlyfﬂlar“l !

En outre, pour tout y € ]1,+00[™, on a:

1 1 1 1\ 1 a
™ :h(_,...,_,_,...,_) .
g( l(y)) yl y”l"a,.+1| ygry’r+1 yn P y]
#T
1 1 1
g(ma(y =h(__,... - ) )
( ( )) yl Iar+llyr yT+l JII
j#r+1

donc, pour j = 1,2, g(m;(y)) = hii(yrt ..., uzt) v® avec hy; analytique
sur | —1,1[™ & valeurs dans {z € C*; | Arg z| < p1} et le nombre d’indices ¢
pour lesquels ﬁg = 0 est k. L’hypothése de récurrence permet alors de
conclure.

Ceci démontre le lemme pour p = 1.

Pour p > 1, il suffit de remarquer que les 7; que I'on introduit pour
réduire un des g; ne changent pas la nature des autres g; déja réduits et,
par conséquent, il suffit de refaire la méme chose pour g et ainsi de suite
jusqu’a gp.

Ceci termine la démonstration de la proposition 3. O
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Remarques concernant la proposition 3.

1) Dans la démonstration du lemme de classification des mondmes
(proposition 3), nous nous sommes limités au strict minimum nécessaire &
notre démonstration. Mais il est évident que ce résultat permet de supposer
dans I’énoncé du théoréme de Hironaka que ’ensemble {¢; | 1 < j < p}
est totalement ordonné par ’ordre lexicographique sur N, & condition de
changer le point (i) en

(i") il existe un sous-ensemble analytique fermé N C X de mesure de
Lebesgue nulle tel que 7 induit un isomorphisme analytique de X \ 7= ()
sur X \ N.

2) La proposition 3 est d’une importance capitale dans la
compréhension de la singularité d’une fonction méromorphe h = f/g au
voisinage de ’origine dans R™; en effet, par 'intermédiaire du théoréme
de désingularisation de Hironaka, on se rameéne localement et en dehors de
fH0)ug™(0) a

fom(w) = a(w)w®, gom(w) = bw)w’
ol 7 est la composée d’un nombre fini d’éclatements locaux par rapport &
des sous-ensembles analytiques lisses, a et b sont deux fonctions analytiques
inversibles et a = (ai1,...,as), 8 = (61,.-.,0s) € N*, d’ol1 localement
ona:
h o m(w) = c(w)w”
ou 7 est une modification propre et v = (71,...,v) = a — 8 € Z™.

Les v; ne sont pas forcément de méme signe et c’est 13 qu’intervient
la proposition 3 qui nous dit qu’on peut les supposer tous de méme signe
au sens large, c’est-a-dire v € N™ ou v € (=N)™, ce qui rameéne localement
Pétude d’une fonction méromorphe h = f/g & deux situations : h = f ou
h=1/f, ou f est analytique.

Fin de la démonstration du théoréme 5.

On se donne :

o my et ng € N tels que ny +nz =n, g € ]0, % [;

une famille (Q.(y, z)) de polynémes de C[X7,. .., X,];
RER[X1,. .., Xn,l;

c>0,a>0et

€€[0,e0]

¢ : (y,€) — ¢(y,€) qui vérifie les hypotheses du théoréme 5.
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Soit € € [0, £]. Le but de ce qui va suivre est d’étudier le prolongement
méromorphe de

5= Yot (Qe, de, 8) = Q:°(y,2)¢e(y)e((m, z)) dy dz.
]_lal["l x]11+°°[n2

D’apres le point (ii) des hypotheéses, il existe K > 0 tel que, pour tout
(y’x) € ] -1, 1[711 X]1,+oo[n2,

Qs(y,-'r)
D 1‘ < Ke

et ceci implique que, si I’on pose
He(y, (L‘) = Qs(ya iIJ) - R(ZII),
ona H, € C[Xy,...,X,] et

H:(y,z)
“R@ | <K

ce qui permet de voir que
ReQc(y,z) > (1 - Ke)R(z) et [ImQec(y,z)| < KeR(z),

d’ou :

Ke ) .
1-Ke '
Quitte & diminuer €, on peut supposer que, pour tout € € [0,&¢] et tout
(y,z) €] —1,1[™ x]1,+00[™2, on a
|Q:(y,2)| > ReQc(y,2) > (1 —€)R(z) et |ArgQc(y,z)| < 2,
d’ou, pour tout & € [0,¢eg], pour tout (y,z) €] —1,1[™ x]1,+o00[ ™2 et tout

s=o0+1ir € Cavec o > 0,

|Qe(y,z)—5¢e(y) e({m, a:))| L (1—¢)7° o2el7]
< (1 - 6)_Uc_a(x1 ce xnz)—ﬂa e25|‘r|

| Arg Qc(y, z)| < Arctg(

(d’apres le point (i) des hypotheses) et ceci permet de voir que, pour tout
e € [0,&0], la fonction s — Y,*1"2(Qy, ¢, $) existe et est holomorphe dans
le demi-plan

{seC|Res>a '}

On fixe maintenant € € [0, .
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Si on écrit (& permutation des coordonnées pres) :
J-1L1[™ =J]-1,0[* x [0,1[*
k£

et si on procéde aux changements de variable suivants :
]—1,0[* x [0,1[¢ —]0,1[™,
(1, Zny) — (—T1y - ooy —Thy Tht1s - g )y
on voit qu’il suffit d’étudier
5= Yo" (Qe, e, 8) = Q:°(4,2) $:(y) e((m, 2)) dy da
10,1[ 1 x]1,400[ "2
qui est définie et holomorphe dans le demi-plan Il = {s | Res > a7 }.

On fixe s = o + i7 € II. Par un changement de variable évident, on a

T @eges)= [ Q@ a ) o e(ima)
x (=1)"2(x1,...,Tn,) 2 dydz
avec la notation 27! = (z7',...,z;1) siz = (z1,...,2Zn,) € R™.
On pose B = ||m|| et
m

— ¢ §gn21 sim # 0,
u={ lml

én, =(0,...,0,1) sim=0.

Pour chaque v € S™27!, on note L, le polyndéme
nz
L,,(Xl, e ,an) = Z I/ij.
j=1

Il existe un entier Ny € N tel que :

R(z)

) )= ey

pour un R € R[X1,..., Xn,];

L,(z)

(@) L) = G
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ol en plus, E,,(IE) est analytique en v (en fait, il est & coefficients poly-
nomiaux) et

H.(y,z)

(3) H.(y,z™') = @1z )%

ou les coefficients de I/{TE sont C* en € (ceci vient du fait que le degré en z
de H. est majoré par une constante indépendante de €, ce qui permet de
choisir Ny indépendant de €), d’ou, si 'on utilise la version déja citée du
théoreme de désingularisation avec n + 3 fonctions :

fily,z) = z; pour 1< j < ny,
fra+i (Y, 2) = y; pour 1< j <ny,
fa+1(y,7) = R(a),
fni2(y,z) = Ae(y, z),
fa+3(y,7) = Lu(y, )

et & l’aide d’une partition de I’unité, on obtient que, pour ¢ = Res > a1,

17;1’"2 (Qe, de, 8) est une somme finie d’intégrales du type

/ 9= % (w) w***Pe(||m|| h(w; u)w™?) e (w; u) dw
E

nying
ou:
e Epn,={we]-11["| z1(w),...,ZTn, (w),
Y1(w), . s Yn, (W) > 0};
e a,b,feZ™;

o w— ge(w) et w— h(w;u) sont des fonctions analytiques inversibles
sur | — 1,1[™ et dépendent analytiquement de u;

o w > e (w; u) est une fonction C* & support compact dans |—1,1[",
dépendant analytiquement de u et de fagon C* de ¢;

o Qe(y(w),z(w)™") = [ge(w)] " tw™%;
o Ly(z(w)™) = Zu(w(w))/(xl(w) . --zlcnz(w))N0 = h(w,w)w?,;

e pour j = 1,...,n9, on a z;(w) = £;(w) w® ol ¢; est analytique
inversible dans | — 1, 1[™ et of € N";

e pour j = 1,...,n1, on a y;j(w) = k;j(w) w? ot k; est analytique
inversible dans ] — 1,1[™ et 37 € N™.
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En outre, d’apres le point (ii) des hypotheéses, nous savons que :

Qe (y(w), 2(w)™) = R(z(w) ™) (1 + 0(e)) = lge(w)] ™,
R(z(w)™') > 400 quand |lw| — 0,

d’ott @ = a(R) ne dépend que de R et vérifie a € N*™,
De plus :

| Arg ge (w)| = | Arg Qc (y(w), z(w)™1)| < 2e.

Comme pour tout j, z;(w) et y;(w) sont des monomes & des facteurs
inversibles pres, alors I’ensemble E,, ,, est réunion finie d’ensembles de la
forme (& des permutations des coordonnées prés)

] - 170[k X [0)1[1 (k+€ = n))
d’ou, en utilisant les changement de variables :
] —1,0[*x]0,1[* —]0,1[™,
(wla LR ,wn) = (_wla coey Wk Wity - - ,’U)n),

on se raméne au cas oil, pour Res > a~!, Y,?1:"2(Q,, ¢., s) est une somme
finie d’intégrales du type

I(s) = / 9% (w) w* e (|| m|| h(w; w)w ™) e (w; u) dw.
]o,1[~

Pour terminer la démonstration du théoréme 5 on va montrer par récurrence
sur |B] = |B1]|+ - - - +|Bxn| que I(s) vérifie les conclusions de la proposition 2.

e Si |B| =0, alors 8 = 0. On effectue le changement de variables

w= (wla'-',wn)Hmz (:Eli"-amn) =’U)_1 = (wl_la'“,w’n_l)

N

suivie d’intégrations par parties analogues & ceux de la premiére partie
de la démonstration de la proposition 2 (le cas 8 = (81,...,0p,0,...,0)
appartenant & (—N*)? x {0}"7? ) en faisant jouer a h(z;7%,...,z,7 ) le
rﬁle de (xllﬂll - .wnlﬂnl)—l

On voit alors facilement que I(s) vérifie les conclusions de cette
proposition.
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e Si |B] > 1, alors B # 0 et quitte & permuter les coordonnées,
on peut supposer que (3, # 0. De plus, il est clair (quitte & diminuer
Pouvert sur lequel on prend les coordonnées locales) qu’on peut supposer
w +— h(w;u) analytique au voisinage de [—1,+1]" et ne s’annulant pas
sur [—1,+1]" et en particulier elle garde un signe constant qu’on peut
supposer positif (quitte & prendre le conjugué de intégrale). Donc par
compacité de [—1,+1]" x Sm2~1:

A = inf _ h(w;u) >0.
we[-1,+1]"
uesm21
On note aussi

Oh /0wy, (w;u)

K=A+ sup € [A, 400
we[—1,+1]" h(w;u) [ |
uesm271
et on pose finalement
A
n=3x € 10,1[.

Ceci étant, on écrit alors I(s) = I;(s) + Iz(s) ou :

Li(s) = / 05 () W Heml h(w; w)w ™) e (w; w) dw,
10,1[»—1x]0,n[

I(s) = / 05* () W e mllA(w; wyw™?) e (w; u) dw.
10,1[»—1x]n,1[

Etude de I(s).

On effectue le changement de variable wy, — (w, —1)/(1 — 7). Alors,
avec les notations w = (v, w,) ot w’ = (wy,...,ws—1), on obtient :

I(s) = / 9w m w0 w ") el ) o

oua” =(a1,...,an-1,0), 4" = (b1,...,bp—1,0), 8" = (B1,...,Bn-1,0) et
ge2(w) = ge (W', (1 = m)wn + 1) ((1 = )wn +n) """,
ha(w;u) = A((w', (1 — n)wn +1);u) (1 = m)ws +1)"",

e a(w;u) = (1= e (W', (1 = m)wn +n); 1) (1 = n)wn +1)""
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Comme g, 2, ha et 1), 2 vérifient respectivement les mémes propriétés
que g, h et Y. et puisque |8”| = |B| — |Bn| < |B|, alors 'hypothese de
récurrence permet de conclure.

Etude de Iy (s).
On fixe w' = (wy, ..., wn_1) €]0,1[""" et on considére 'application :

-l/ﬁnw

Gu'u : Wn — [A((w',wn);u)] n -

Comme pour tout wy, € ]0,7|, on a

8h/8wn((wla wn); u) wn]

. = [h((,wp);w)] /P [1 -
o u(10n) = [ o)) 7 [1 = o

> [h((w, wp);w)] TP [1 - K"/A]
> 1 [h(w' wn)i )] 7 > 0;

alors, wy, — gu u(wn) est C™ et strictement croissante sur ]0,n[ qu’elle
transforme en |0, g, .(n)[. On obtient ainsi un changement de variable
admissible qui transforme I;(s) en :

Go! (M) b ,
I(s) = / (/ 95 (w) w** e ([lm|lw™"P) 1he,1 (w; ) dwn) dw
10,1[»-1\Jo

ol ge,1(resp. ¢ 1) vérifie les mémes propriétés que g.(resp. ¥.). De plus il
. . / n—1
est clair, vu nos conventions sur h, que pour tout w’ € ]0,1[" ", ona:

-1 IB’n
guru(m) = [R((w',n);u)] Py
> inf  h(w;u) P =2n0 > 0.
zn ot . plws) o
uesn271

Avec ces notations, on peut alors écrire I1(s) = I}(s) + I?(s) ot

o) - [ 921 (0) w e (Jmlw ") e (i) dw,
10,1[=1x]0,mo[

) Guw'u (M) b s ,
IZ(s) = /]0 ’ (/ 925 (w) w**e([lmllw™") 9be,1 (w; ) dwn) dw'.
[

0
Si dans I%(s) on effectue le changement de variable

Wn — 7o

Wy — ——————
" gw’,u("?) — 7o
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on se ramene comme dans le cas de I3(s) & une intégrale de la forme :

1) - [ 9282 0) 0 el ) e )
»1 "
ou
e 0,12, ho et ¢ 1 2 vérifient les mémes propriétés que g, h et 9.
° a”= (al, ooy an_l,O), b”= (bl, - ,bn_l,O), ﬂ": (,81, e ,ﬂn_l,O).

En particulier, on a |3”| = |3|—|8x| < |8| et ’hypothése de récurrence
permet de conclure.

Il ne reste donc & étudier que le terme I} (s). Mais vu son expression,
et si on effectue le changement de variable w, — w,/ny qui transforme
]0,70[ on ]0, 1[, on obtient :

Ii(s) = /] : g;f,l(UJ) ’w“s+66(k||m||’w_ﬁ) Pe,1,1(w; u) dw
0,1[*
ol ge 1,1 (resp. ¥e1,1) vérifie les mémes propriétés que g. (resp. ¥.) et ou
k = no~P~ est une constante strictement positive. Si on effectue ensuite le
changement de variables

w=(W1,...,Wn) =T =(T1,...,Tn) =w = (wj,...,w,

on obtient :

Ii(s) = /] D e(klmla?) e ) d

)

ou ge, 1;5, a et b vérifient les hypotheses de la proposition 2 et 5 € Z™.

Donc, pour étre dans la situation étudiée dans la proposition 2, il ne
manque plus que ’hypothése 8 € N™ U (—N)™. Mais la proposition 3 nous
permet de supposer que c’est effectivement le cas. On se raméne donc
exactement & la situation étudiée dans la proposition 2, ce qui permet de
conclure.

En conclusion, la fonction s — Y,21:"2(Q,, ¢, s) posséde un prolon-
gement méromorphe & C avec des poles d’ordres au plus n, contenu dans
une suite de la forme S = {00 —k/M |k € N} olt g = 0g(R) € Q7 et
M = M(R) € N* et il existe A = A(R) > 0 tel que, pour tout N € N*|
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pour tout & > 0, pour § > 0 et tout s = o + it € C vérifiant ¢ > 09 — N
et d(s,8) >6:
IYgl’nz (QE’ ¢E) S)I S DI(N7 EI? 67 u’ E)
(1 + ',rlA(oo—o)+s')(1 + |m|A(ao—a)+s') eslml
En effet, on a vu que a € N*” ne dépend que de R et que les différents
parametres oo, M et A dans la proposition 2 ne dépendent que de a.

De plus, comme € € [0,&0] et u € S™~!, alors un argument de
continuité et de compacité permet de supposer que

D'(N,é€',6,u,e) = D(N,€,6)
est indépendante de u et e.

Ceci termine la démonstration du théoréme 5. O

6. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES 2 ET 3

6.1. Introduction.

Au chapitre 5, nous avons établi un théoréme (théoréme 5) dont 'objet
était précisément ’étude du prolongement méromorphe d’un certain type
d’intégrales oscillantes. L’objet de ce paragraphe est donc de justifier que
les intégrales données par la formule sommatoire (proposition 1) rentrent
dans le cadre du théoréme 5. Ensuite, on montrera que la somme (infinie)
des prolongements de ces intégrales existe et vérifie les propriétés requises
pour é&tre un prolongement méromorphe de Z(P;s).

6.2. Démonstrations des théorémes 2 et 3.

On suppose que P € R[X;,...,X,] vérifie HyS, avec By € ]0,1] et
€ € ]0, % [ On sait (théoréme 1 et proposition 1) que :
(i) il existe o9 > 0 tel que s — Z(P; s) existe et est holomorphe dans le
demi-plan {s € C|Res > oo} et

(ii) il existe By € |Bo,1[ et €1 € ]0,¢&0[ tels que, pour tout € € |0,¢4],
pour tout B € |By, 1] et tout s € C avec 0 = Res > op,on a :

Z(P;s)= Y P™*(m)

meEN*n

XYy

TEG, N1+n2=n h€Z"2 [=1,1]"1 X[B,+oo[ ™2
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pP~? (B + iEIL'.,.(l), ...,B+ €T r(ny)s

Tr(ny+1) — 1€1 (hl), co s Tr(n) — i&‘nz(hn2 ))
n2
(i)™ exp (2mi{ Z:lhja;,,(nﬂ) 3]
X - I= dz;--- dz,
H (1 — e2miB e—27rea:j)
j=1
ou, pour tout j € {1,...,n2} et tout h € Z"2,
n2 3
e sih; >0,
=30l et e ={%, 5320

j=1

Maintenant, pour ¢ € ]0,&1[, B € |B,1[, Res > 0 et nj,ny € N avec
ny+ng =net 7€ G,, on pose :

ZT(P, £, B, ni,Ng; 3) = Z e—27r5[h| /
h€Z"2 [=1,1]"1 x[B,+oo[ ™2
P~s (B + iEIT(l), ...,B+ isz_r(nl),
Tr(ny+1) — 1€1(R1)y .+ oy Tr(n) — 1€n, (hng))
. D2
(ie)™ exp (2mi{ > hjTr(ntj)})
i=1
x dz; - -- dzy,.

n
ﬁl(l — e2miB e—21rsa:j)
J:

On a alors, sous ces conditions :
Z(P;s) = Z Z (P, &, B,n1,ng;s)
TEGn N1t+n2=n
et, comme ’action de 7 € Gy induit juste une permutation des coordonnées
dans les intégrales, il suffit de vérifier les théorémes 2 et 3 pour 7 = Id.

On fixe dans toute la suite ny et ny € Navecn; +ny =net B € |By, 1]
et on pose, pour tout € € ]0, 51[ et tout s € C avec 0 = Res > 0y :

Z(P,¢e;s) = Zia(P,e,n1,n2,8) = Z 6_2“‘5""/
heZrz [-1,1]"1 x[B,+00[ "2

P~*(B +iexy,...,B +icty,,

.'En1+1 - Z'El(hl), ey Ty — ’I:En2 (hnz))
(ie)™ exp (2mi{ }_ hjTn+;})
X =1 dz;--- dz,.

ny .
H1(1 _ e21rzB e—27rea:j)
Jj=



470 DRISS ESSOUABRI

Maintenant, pour tout I C {1,...,n2} et tout j € {1,...,n2}, on
pose :

I e sijel,
J

E. =
— sijél,
M(I)={heZ"|h;j>0si jel et hy <0 si j¢I}.
On pose enfin :
Zy(P,e;s) = (ie)™ Y e 2 <MY (Pe, h;s)
heM(I)

ou, pour tout h € Z™2,
Y (P, e, h;s) :=/
[—1,1]"1 x[B,+o00[ 2

P~%(B +iexs,...,B +icxy,,

I

LT .
Tpy+1 — €75+« T — 1€y,

exp (2mi{ zl hjTnsi})
]:

1 d.’El te dxn
H (1 _ e21riB e—2m—:a:j)
j=1

et on voit bien que, pour démontrer les théorémes 2 et 3, il suffit de les

vérifier pour les fonctions

s+— Z1(P,g;s) = (ie)™ Z e~ 2melhly; (P, e, h; 5).
heM(I)

Pour étudier les Y7(P, ¢, h; s), on va utiliser le théoreme 5. Vérifions
que nous sommes dans les conditions d’application de ce théoreme. On
fixe I C {1,...,n2} et on pose :

R(X1,...,Xn,) == P(B,...,B,BX,,...,BXy,,)
ou la variable B est répétée n; fois. On a R € R[X1,..., Xy,]-
Soit f € |0, %51 [ On définit la fonction
0:]—=2,2[™x] - 2¢,2¢] — C

par

1
o(y,€) == =
H (1 — e2imB e—21reyj)

J:l
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11 est clair que, pour B € |By, 1] et quitte & prendre € € ]0, %el [ assez
petit, on peut supposer que ¢ est de classe C* sur | —2,2[™ x | — 2gj, 2¢].
Enfin, on définit, pour tout ¢ € ]0,£p], le polyndéme Q. (X1,...,X,)
appartenant & C[X;, ..., X,] par
Qu(X1,...,Xn) = P(B+ieX,..., B +icXn,,
BXp, 41 —iel,...,BX, —iel).

On obtient ainsi une famille de polynémes (Q¢)cejo,e;)-

Comme B € |By, 1[C ]|Bo, 1], alors P(z) tend vers l'infini quand ||z|
tend vers linfini, z € [B,+oo[™, P(z) > c¢(z1 -+ z,)%, d’oll, quel que soit
z € [1,+o00[™2 :

R(z1,...,%n,) = P(B,...,B,Bz1,...,Bzy,) > cB"*(z1- - Tn,)".
On pose alors
Qo(y,z) = R(z).

On obtient ainsi une famille de polyndmes (Qc)ec(o,c;) & coefficients C> en
€ et ce qui préceéde montre que le point (i) des hypothéses du théoréme 5
est vérifié. Quant au point (ii), il découle immédiatement du lemme 2.2.

Maintenant, nous sommes en mesure de conclure. Nous remarquerons
d’abord que, pour tout € € [0, g], pour tout h € Z"2 et tout s € C avec
o =Res > oy,

Y (P, e, h;s) :/ P~*(B +iexy,...,B+icxy,,
=117 x[B,tool ™2 Tny+1 — ’1:8{, ceeyTp — isiz)
n2
exp (27i{ 3 hjTn+;})
~
X o J dzy--- dz,
(1 — @2miB e—27r6a:j)
i=1
=B"2/ P~°(B +ieyy,..., B+ icyn,,
[-1,1]"1 x[B,+00[ ™2 Bay—iel,..., Ban, iafw)

n2
x o(y; ) exp (27ri{ Z hjxj}) dydz
j=1
= B™ / Q% (y, z)e(y; ) M) dy da
[-1,1]"1 x[B,+o00[ ™2

= BMY;""™(Qe, ¢, 5)
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avec les notations du chapitre 5. D’apres le théoreme 5, il existe donc
of = ao(R) > 0 tel que la fonction s — Y7(P,e,h;s) existe et est
holomorphe sur le demi-plan {s € C | Res > o}}. En outre, il existe
MT = M(R) € N* tel que, si 'on pose S := {o§ — k/M' | k € N}, alors
s +— Y7 (P, €, h;s) posséde un prolongement méromorphe & C avec des poles
d’ordres au plus n et contenus dans S'.

En outre, il existe A’ = A’(R) > 0 tel que le prolongement
méromorphe Y; de Y; vérifie, pour tout ¢ > 0, pour tout § > 0 et
tout réel N > 0 :

]A?I(P,s,h; s) <<N1€Iy6,56,R (1 + |T|A1(ao—a)+e’)(1 + |h|A1(ao—a)+e’) eEl‘r|

uniformément en s € C tel que 0 = Res > of — N et d(s,87) > 6 et
ou7=Ims.

Maintenant, comme les parties I C {1,...,n2} sont en nombre fini
et R ne dépend que du polynoéme P, de I et de n; et ng, si 'on pose :

A:=sup{AT(R)>0|IC{l,...,n2}, ni+ny=n};
oo :=sup{o{ € Q% | I C {1,...,n2}, n1+n2 =n};
M := le plus petit multiple commun des M7 et des dénominateurs

des 0f quand (nj1,n2) € N? avec n; + np = n et I décrit

l’ensemble des parties de {1,...,n2};
S:={oo—k/M | k € N};
alors A, 09, M et S ne dépendent plus que du polynéme P.

On a alors, pour tout I C {1,...,n3} pour tout couple (n;,ny) € N?
avec ny + ng = n, pour tout € € |0, 5[ et tout h € Z™ :

(1) s — Y7(P,e,h;s) existe et est holomorphe sur le demi-plan
{s € C|Res>op};

(2) s — Y1(P,¢,h; s) posséde un prolongement méromorphe & C avec
des poles d’ordres au plus n et contenus dans S;

(3) le prolongement méromorphe Y; vérifie que, pour tout & > 0,
pour tout § > 0 et tout N >0

?I(P, E, h; 3) <<N,s',6,g(’),P (1 + |T|A(¢70'—0)+5')(1 + |h|A(UO—U)+E') eEl’rl

uniformément en s € C tel que 0 = Res > 09 — N et d(s,S8) > § et ou
7=Ims.
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Maintenant pour I C {1,...,n2} et € € ]0,ep[, nous définissons la
série

Z1(P,e; s) := (i)™ Z e~ 2 h Y (P, e, h; s).
heM(I)

Alors il est clair, d’aprés les conditions (1), (2) et (3) que
s—Z 1(P,&;8) est une fonction méromorphe sur C avec des poles d’ordres
au plus n et contenus dans S et qu’elle vérifie, pour tout €’ > 0, pour tout
6> 0et tout N > 0,

Z](P, € S) <<P,s’,6,e{) (1 + IT‘A(00—0)+5’) eslml

x Z (1+|h|A(ao—a)+e') e—2melh|
hezZm™2

et ceci uniformément en s € C tel que 0 = Res > 09 — N et d(s,S) > 6 et
ou7=Ims.

Mais comme nous savons que, pour Res > op et 0 < e < g5 :
Z1(P,g;s) = (ie)™ ) e *cIMy;(P,e, h;s)
reM(I)

= (ie)™ Y e 2y (P,e, h; )
heM(I)

= ZI(P9E; 3))

on voit que s — Z 1(P, €; s) constitue le prolongement méromorphe cherché.
On conclut donc que :
(i) s — Z(P;s) existe et est holomorphe sur {s € C|Res > gp};

(ii) s — Z(P;s) posséde un prolongement méromorphe & C avec des
poles contenus dans S et dont les ordres sont au plus n;

(iii) le prolongement méromorphe Z(P;s) de Z(P;s) vérifie pour tout
¢’ > 0, pour tout € € ]0, 5[, pour tout § > 0 et tout N > 0:
(") Z(P5s) <per ey (L [rAremo*e) el

x Z (1+|h|A(ao—a)+e') e—2melhl
hezZ™2

uniformément en s € C tel que 0 = Res > 0o — N et d(s,S) > § et ou
T=Ims.
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Ici 09 = o0o(P) est Dlabscisse de convergence de la série de
Dirichlet Z(P;s), oo > 0, M = M(P) € N*, A = A(P) € Q% et
S ={oo — k/M | k € N} ne dépendent que du polynéme P.

Pour terminer la démonstration du théoréme 2, il suffit de démontrer
que l’abscisse de convergence de Z(P; s) est effectivement un pdle.

Démonstration du fait que oo(P) est un péle de Z(P; s).

Nous notons Z(P;s) le prolongement méromorphe de Z (P;s) a C.
Nous allons procéder par ’absurde.

2r

02 | 0g 01

gy —7T

Supposons que ’abscisse de convergence g n’est pas un point singulier
de Z(P;s). Alors il existe r > 0 tel que s — Z(P;s) est holomorphe dans
le disque ouvert D(oyg, 2r). Soit o1 € ]og, 00 + 7. On a alors

D(o4,7) C D(09,2r),

d'ou s Z (P; s) est analytique dans le disque ouvert D(oq,7) et par suite
développable en série entiere autour de o, dans ce disque, c’est-a-dire pour
tout s € D(o1,7),0n a

+o0o

~ 1 ~

Z(P;s) = z ﬁZ(P;s)h:ul('s — o)~
k=0

Or, dans le demi-plan {s € C | Res > 0¢}, on a

Z(Pis)=2(Pys) = ¥ ﬁ

meN*n

avec convergence uniforme sur tout compact de ce demi-plan, d’ol, quel
que soit kK € N, on a, pour 0 = Res > 0y :

a - dk (= log P(m))*
T Z(Pis) = 5 Z(Pis) = > B

meN*n
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avec convergence uniforme sur tout compact. En particulier on a, quel que
soit ke N:

d~ ~ _ (—log P(m))k
ds kZ(P s)|3—01 - P s)ls—ﬂl - "%‘n ( (m))al

On en déduit donc, pour |s — 01| < 7, la convergence de la série

Z(P;s) = o~ L (s —ap)* Z ——————( log P(m))"
k

— k! .. (P(m)
_ g L, gl POt
=2 2 O e

Mais on a 0p < 01 < 09+ T, ce qui implique o1 — T < 09, et, par suite,
il existe o5 € R tel que :

01— 1r<oe2<09g<o0].

En particulier, oo appartient & D(o1,7), d’ou, d’aprés ce qui précede, la
série suivante converge :

Z(P 02) = z z (01 2)k_______(+logP(m))k

& o )™
Mais, quels que soient k£ € N et m € N*?,
1 k (+log P(m))*
R e 20
montre que cette série multiple est & termes positifs et, par conséquent,

Pinterversion des sommations ne change en rien la convergence. Donc la
série

¢ (+ log P(m))*
@%2%‘” 2 Bm)

= (P(m))al Z%((al — 02)log P(m))"

meN*n

Z e(al —o2) log P(m)
mmmwmnl

1
=Z3wmwz

meNen
= Z(P;02)

converge, d’oll o2 > 09 qui est ’abscisse de convergence de Z(P;s), ce qui

est absurde. Ceci termine la démonstration du théoréme 2. O
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Fin de la démonstration du théoréme 3.

Pour terminer la démonstration du théoréme 3, nous aurons besoin
du lemme technique suivant :

LEMME 4. — On définit, pour € > 0 assez petit, z >0 et £ € N :

ge(e,x) := Z (1 + |h|*) e~ 2melnl,
hezt

Alors la somme précédente existe et on a la majoration

9e(e, ) Kgp e DL,

La démonstration du lemme 4 est facile; nous la laisserons au lecteur.

Revenant & la démonstration du théoréme 3 :

On a établi dans ce qui précede que, pour tout & > 0, pour tout
€ €]0,&p[, pour tout § > 0 et tout N > 0:

Z(P; S) <<P,e’,6,s{,,N (1 + |T|A(oo—o)+e’) es[‘r|

x Z (1+|hlA(ao—a)+e’) e—21rs|h|
hezZm™2

uniformément en s € C tel que 0 = Res > g9 — N et d(s,C) > 6, d’ou, sous
ces conditions-13, on a :

Z(P; s) LPseleh,N Gna (6, Ao — o) + 5’) (1 + |T|A(ao_a)+el) el
Maintenant, pour o € [g9 — N, 09 +€'/2A], on a
z=A(og—0)+€e > %e’ > 0.

Donc on est dans les conditions d’application du lemme 4 et par conséquent
on a, pour tout € € ]0, &g et uniformément en o € [og — N, 0¢ +€'/24] :
Z(P;s) Kpppereq n € A0+ 1} (1+ |T|A(a°_")+51) eflml.
10 e
Maintenant, comme l’inégalité précédente est valable quel que soit
€ € ]0,&5], nous allons I'optimiser en prenant € = (2/¢ef, + |7|)~! € ]0,€5[.
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On obtient alors, quels que soient ¢’ > 0, § > 0 et N > 0 et uniformément
pour ¢ € [og — N,00 +¢'/2A] et d(s,5) > 6 :

Z(P; s) Lpseer, N 1+ |7'|A(”0 o)+e'+n

y€o1
Maintenant, si o > g¢ +¢’/2A, alors

Z(P;s)=Z(P;s)= )

meN-n P(m

et par conséquent :
1
Z(P S) < Z P( )a < Z P )oo+e’/2A
mEN*n meN*n

Lpsees,N 1 Lpger 'eb N 1+ |T|A(ao o)+e'+n

,Eo,

En conclusion, pour ¢’ > 0 et N > 0, et uniformément en o > g9 — N,
et d(s,8) >é,ona:

*) Z(P;8) €pger,n 1+ |r[AlCo)Fe"+n,
On pose B = Aog + 1+ n. On a alors B > 0 et ne dépend que du
polynéme P. Le résultat précédent peut se reformuler comme suit : quels

que soient § > 0, 01,02 € R avec 01 < 02 et uniformément en s = o + it
tel que o € [01,03], et d(s,S) > 6,0on a:

7(P- —Ac+B
Z(P;8) €Ps,01,0, 1 +17] 7B,
Maintenant, pour conclure, on va utiliser une conséquence immédiate

du théoréme classique de Phragmén-Lindelof (voir E.C. Titchmarsh [17])
qui est le lemme suivant :

LeMME (P.Sargos [14]). — Soit F' une fonction holomorphe au
voisinage de H = {s = o +ir € C | 0 € R et 7 > 1}. Soit 0, € R.
On suppose qu’il existe deux constantes A et B > 0 telles que :

(i) pour chaque o, et o3 € R vérifiant 01 < 03, 0n a :

F(s) 14 77A+B

uniformément en s = o + it € [01,02] + i[1, +00[;

(ii) pour chaque € > 0, on a F(s) < 1 uniformément en o > o, + ¢
etT>1.

Alors, quels que soient € > 0, 01 et o2 € R vérifiant 0y < o3, 0n a:
F(s) € 14 7A@a—0)te

uniformément en s = o + it € [01,02] + i[1,+00[.

Ce qui termine la démonstration du théoréme 3. O
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7. DEMONSTRATION DU THEOREME 4 ET DES
COROLLAIRES 1 ET 2

Avant de se lancer dans la démonstration du théoréeme 4 et des
corollaires 1 et 2, on va rappeler quelques propriétés de la transformée de
Mellin et son inverse. Les propriétés que nous allons utiliser sont contenues
dans le résultat standard suivant et de son complément qu’on pourra
trouver, par exemple, dans P. Sargos [15].

THEOREME (théoréme taubérien). — Soit ¢ une fonction définie
sur R, localement a variation bornée, croissante et nulle au voisinage de 0.
On suppose qu’il existe a > 0 tel que :

(1) pour toute > 0, on a ¢(t) = O.(t**¢) quand t tend vers I'infini.

Pour s = o + it € C, on pose :

2) F(s):=s i o(t)t=°"1dt.
0

Alors la fonction F' est définie et holomorphe sur le demi-plan {s € C | o =
Res > a}. De plus, quel que soit ¢ > a, on a la formule d’inversion

c+i00

3) % [6(t+0) + ¢(t — 0)] = %/ F(s) t’% (t>0)

c—1i00

P’intégrale ci-dessus étant convergente en valeur principale.

On suppose que F' posséde un prolongement méromorphe & C, que
ses poles sont d’ordres < n et contenus dans un ensemble de la forme
{00 —k/M |k € N}, ollog > 0et M € N*.

On désigne par (0 )k>0 la suite des pdles de s — s~ F(s) rangés par
ordre décroissant.

Pour chaque k € N, on définit le polynéme @y, € R[X] par la relation
(4) Qk(z) = €7 7" Re Sy=0, (s F(s) €°%).
On a alors :
deg Qi = (ordre de oy en tant que pdle de s™'F(s)) — 1.

On suppose en outre qu’il existe A > 0 tel que, pour tout a € R et
tout e >0:

(5) F(s) < 14 |r|Aleo—o)+e

uniformément en s = o + i1 € C vérifiant a <o <og+1let || > 1.
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On a alors, sous ces conditions, le résultat standard suivant :
LEMME (complément du théoréme taubérien). — Quel que soit € > 0,
ona:

m

(6) $(t) = Y t7 Qi(Int) + O (t70~47 )

k=0
ot m est le plus grand entier tel que o, > g9 — A™L.

Avec les notations du théoréme 4 et de son corollaire 1, on vérifie
facilement que :

(1) si ¢(t) = Np(t), alors F(s) =s 0+°° p(t)t=°"1dt = Z(P;s),

(2) si ¢(t) = Vp(t), alors F(s) =Y (P;s).

De plus, les théorémes 1, 2, 3 et 5 montrent que dans les deux cas,
nous sommes dans les conditions d’application du théoréme taubérien et
de son complément. Ce qui entraine, de fagon évidente, le théoréme 4 et le
corollaire 1. O

Démonstration du corollaire 2. — D’apres le corollaire 1, il existe
p1,A1,0 > 0 et A1(X),B1(X) € R[X] non identiquement nuls tels que,
quand t tend vers I'infini, on a :

Np(t) =t Ai(Int) (1 +0(t™?),  Ve(t) = t"Bi(Int)(1 + O(t™Y)).

Mais nous savons en plus que :

e p; = le plus grand péle de s~*Z(P; s), donc de Z(P; s);

e A1 = le plus grand pole de s~1Y (P;s), donc de Y (P; s).
Nous savons aussi que :

e p1 = 0¢(P) = Pabscisse de convergence de Z(P;s) (théoréme 2).
De fagon identique on démontre aussi sans difficulté que

e A\ = 0y(P) = l'abscisse de convergence de Y (P;s).

Donc pour terminer la démonstration du corollaire 2, il suffit de
démontrer que s — Z(P;s) et s — Y(P;s) ont la méme abscisse de
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convergence, c’est-a-dire que oo(P) = o((P), ce qui est vrai. En effet,
comme P vérifie HyS avec un B € ]0, 1], alors d’apres le lemme 3, il existe
¢ > 1 tel que pour tout z € [B,+oo[™, on a :

0*P(x)
P(z) |<e

la|<p

ou u est le degré total de P, d’ou par Taylor, pour tout m € N*" et pour
tout 6 € [0,1[™

P(m+6) 8°P(m) 6° g
0<'(}Zz—m)=l¥ %”n))asc (carl—a—'lSI)
et
0 < Pim)  Pm+6-0) 0*P(m+0) (—6)*
P(m+6)  P(m+90) _||<u Pm+86) «o!
Z |6°‘P(m+0)‘005a

e P(m + 6)

On en déduit que pour tout m € N*" et tout 6 € [0,1[", on a
c'P(m) < P(m + 6) < cP(m).
Donc, pour tout o > 0, pour tout m € N** et tout § € [0,1[™, on a :
¢ “P77(m) < P7°(m+0) <P~ 9(m);
par intégration, nous en déduisons que dans [0, +00] = R;, Vo > 0,0on a:
¢ ’Z(P;o0) <Y(P;0) < °Z(P;o0).

Donc s — Z(P;s) et s — Y(P;s) ont méme abscisse de convergence,
c’est-a-dire on a o¢(P) = o4(P).

Et ceci termine la démonstration du corollaire 2. O

Un contre-exemple.

Comme nous ’avons déja signalé, la conjecture de L. Ehrenpreis ne
s’étend que partiellement au cas des polyndomes qui vérifient HyS. Pour s’en
convaincre, il suffit de se placer en dimension deux (n = 2) et de prendre

P(X1,X2) = X§ X} € R[X1, Xa),
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ou a,b € N* vérifient a < b. Le polynéme P vérifie évidemment HqS et un
calcul facile montre qu’avec les notations du corollaire 2, on a

1 b 1 a
)\=E1 Al(X)EC(E)v Bl(X)zb/a——-1=b——a

ou ( est la fonction de Riemann.

Mais comme z — (z — 1){(z) est une fonction entiére non constante,
il existe deux entiers a et b avec 0 < a < b tels que

b b
a-1)e@) AL
(a ¢ a 7
c’est-a-dire que, pour ce choix de a et b, A;(X) # B1(X) et par conséquent,
le polynéme P(X1,X;) = X{X% ne vérifie pas la seconde partie de la
conjecture de L.Ehrenpreis, bien qu’il soit & coefficients positifs, donc
vérifiant HoS.

Remarques.

1) Comme l’avait indiqué Ben Lichtin dans [9], le but final de cette
application arithmétique est d’arriver & étudier le comportement quand ¢
tend vers +oo de

Ne(toS)= 3 olm) et Velt,S)= [ ple) da
meZ"NS {=||P(z)|<t}NS
|P(m)|<t

et de voir dans quelle mesure il existe 6§ > 0 tel que :

Ve(t,p, S
Np(t,9,S) = Vp(t,0,5) = 0(—P_(t0(p—))
quand ¢ tend vers l'infini, ou P € R[X3, ..., X,] est un polyndme qui vérifie

les hypothéses minimales, ¢ une fonction qui vérifie aussi les hypotheses
minimales et S un sous-ensemble semi-algébrique de R™.

Ce probleme général parait trés difficile et rien n’a été fait jusqu’a
maintenant dans le cas oit S est un ensemble semi-algébrique quelconque.
Cependant, dans le cas ol S est de la forme [B, +00[™, quelques succes ont
été emportés et notre travail se situe dans cette lignée.

2) Bien que tous les résultats que nous ayons énoncés dans ce travail
supposent que ¢ = 1, il est facile de se convaincre, en examinant de plus
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pres les démonstrations, que ces résultats restent valables dans le cas ou ¢
est, par exemple, le quotient de deux polynomes vérifiant I’hypothese HpS;
en effet, si ’on pose :

Np(p,t)= > ¢(m),

meN*"
P(m)<t

alors il est facile de voir de la méme fagon que

L INp (3t +0) + Np( -t—0)]—i/c+i°°z (51238
9 P\¥p; P\p; _2”(_ i P\¥; s

pour ¢ > 0, ou

Zp(pis) = ) elm)

meN*n P(m)s

et, si ¢ est le rapport de deux polynémes qui vérifient HoS, alors il est facile
de voir que cette série vérifie aussi les conclusions des théoremes 1, 2 et 3,
ce qui permettra de voir que Np(¢p;t) vérifie, de la méme fagon que Np(t),
la conclusion du théoréme 4.

Je remercie vivement P. Sargos, G. Tenenbaum et Y. Varouchas pour
lintérét qu’ils ont porté & ce travail et pour les nombreuses remarques
judicieuses dont ils m’ont fait part.
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