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SINGULARITE DES SERIES DE DIRICHLET
ASSOCIÉES À DES POLYNÔMES DE PLUSIEURS

VARIABLES ET APPLICATIONS EN THÉORIE
ANALYTIQUE DES NOMBRES

par Driss ESSOUABRl(1)

1. INTRODUCTION

Soit P € R [Xi,..., Xn\ un polynôme. On appelle série de Dirichlet
associée à P la fonction

•"̂ ""J..̂  "^
quand elle existe.

L'étude des séries de Dirichlet est d'une importance capitale en
théorie analytique des nombres. En effet, plusieurs problèmes arithmétiques
peuvent se formuler en termes de problèmes concernant les singularités de
ces séries; plus précisément, on a essentiellement besoin de trois rensei-
gnements concernant la série de Dirichlet s i—>- Z{P\ 5), à savoir :

(1) Trouver un domaine D de C où s \-^ Z(P; s) existe et est holomorphe.

(2) Montrer l'existence du prolongement méromorphe à C, déterminer
un ensemble de candidats-pôles et obtenir des majorations des ordres des
pôles.

(3) Obtenir des majorations du prolongement méromorphe sur les
bandes verticales {s e C | a < Res < b} où a, b e R vérifient a < b.

(1) Cet article présente les principaux résultats de la thèse de l'Université Henri
Poincaré-Nancy 1, soutenue le 19 décembre 1995. Cette thèse a été dirigée par D. Barlet
que je tiens à remercier pour ses nombreux conseils.
Mots-clés : Série de Dirichlet - Prolongement méromorphe - Représentation intégrale -
Résolution des singularités - Ensemble semi-algébrique.
Classification math. : 11M41 - 11P21 - 14B05 - 14P10 - 32A20 - 32A25.
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A titre d'exemple, prenons un exemple classique en théorie des
nombres : le problème de la représentation des entiers (appelé aussi problè-
me des diviseurs généralisés).

Soit P ç R [Xi,..., Xn} positif sur [1, +oo[n. Pour tout n e N*, on
pose :

Vn = tt {(^i, • . . , mn) ç N*71 | P(mi,..., mn) = n}
= le nombre de façons d'écrire n sous la forme

n=P(mi , . . . ,mn) où (mi, . . . ,nin) C N*71.

Alors il est facile de voir que P ordre moyen de Vyi, défini par

^w—E^
n<t

vérifie :

W = E^ = tt {(mi,... ,r<) e N*71 | P(mi,... .m,) ^ ^} =: Np(t).
n<t

La fonction ^Vp(t) représente donc le nombre de points de M" à coordonnées
entières strictement positives contenus dans l'ensemble semi-algébrique :

Sp(t)={x=(x^...,Xn)eRn\x^>l,..^Xn>l et P(x)<t}.
La connexion entre t ̂  Np(t) et s ̂  Z(P\s) se fait par l'intermédiaire
de la transformée de Mellin; en effet, sous certaines hypothèses sur P, que
nous préciserons dans la suite, s ̂  s~^Z(P', s) est la transformée de Mellin
de t ̂  Np(t), c'est-à-dire :

/*+oo i,

Z{P;s)=s Np^t-8—.
Jo t

d'où, par inversion de Mellin, si s i-̂  Z(P; s) est holomorphe pour Re s > ao,
on obtient pour c ^> o-o :

1 1 /•C+ÎOO i

(Np(t + 0) + Np(t - 0)) = —— / Z(P; s^^
-^ Jc—ioo ^

et le développement asymptotique de Np(t), quand t tend vers l'infini,
s'obtient en déplaçant la droite d'intégration vers la gauche par le théorème
des résidus. Nous avons besoin pour ceci de réponses aux trois questions
citées ci-dessus.

Ceci est un exemple important qui illustre notre propos concernant
l'intérêt de l'étude des singularités des séries de Dirichlet en théorie des
nombres et il y en a bien d'autres. Il suffit pour ceci de consulter des
ouvrages spécialisés dans la matière. On pourra aussi consulter les deux
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articles de P. Cassou-Noguès [2] et [3], ainsi que celui de Ben Lichtin [9] où
des exposés assez complets des motivations et des développements de ces
problèmes sont donnés.

Le but de notre travail est de répondre aux trois questions citées
plus haut avec des hypothèses sur le polynôme P qui sont dans un sens
optimales, mais qui en tout cas contiennent strictement toutes les classes
de polynômes étudiés ultérieurement.

L'étude de la série de Dirichlet Z{P\ s) a été introduite par R.H. Mellin
([12], 1900) qui a traité le cas des polynômes P appartenant à C [Xi,. . . , Xn}
et à coefficients de partie réelle strictement positive. Les articles qui
ont suivi celui de Mellin ont été consacrés au cas plus restrictif où le
polynôme P vérifie en plus la condition d'ellipticité Pyv(^) 7^ 0 pour tout
x ç. [0, +oo [n \ {0}, où P/v est la partie homogène de plus haut degré de P,
voir par exemple Mahler ([11], 1927).

Quatre-vingt deux ans après l'article de Mellin, P. Cassou-Noguès [4]
a précisé ce résultat dans le cas d'un polynôme à deux variables (n = 2) et
à coefficients de parties réelles strictement positives.

Quelques années plus tard, P. Sargos [16], [14], [15] a généralisé ce
travail au cas des polynômes P de plusieurs variables (n > 2) non dégénérés
par rapport à leur polyèdre de Newton à l'infini f°°(P). P. Sargos a démon-
tré que pour de tels polynômes, la série s \—> Z(P-, s) existe et est holomorphe
dans un demi-plan {s € C | Res > o-o}, qu'elle possède un prolongement
méromorphe à C avec des pôles d'ordres au plus n et contenus dans une
progression arithmétique de la forme (ao — k/N)kçN où o-o ç. Q^ et N ç. N*
ne dépendent que du polynôme P et il a donné dans [15] une description de
l'ensemble des candidats-pôles et de leurs ordres, ainsi que de (TQ et 7V, en
fonction de la géométrie du polyèdre de Newton <?°°(P).

Peu après, Ben Lichtin [8] obtient le même résultat (à l'exception de
la description en termes de polyèdre de Newton à l'infini) dans le cadre
des polynômes de plusieurs variables dits hypoelliptiques, c'est-à-dire pour
lesquels il existe une constante B e ]0,1[ telle que :

(i) Re P{x) tend vers l'infini quand \\x\\ tend vers l'infini, x e [B, +oo[n ;

(ii) pour tout a ç. N*, ReQ^PÇx^/PÇx) tend vers zéro quand ||a;|| tend
vers l'infini, x e [B,+oo[71.

Ils ont tous les deux obtenu l'application arithmétique concer-
nant Np(t\ chacun dans le cadre de son hypothèse. Aucune de ces deux
hypothèses n'implique l'autre et le lien entre les deux est un peu obscur.
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Le but de notre travail est d'obtenir les mêmes résultats pour une
classe de polynômes plus générale et qui contient comme cas particuliers
toutes les classes précédentes.

Pour des raisons de simplicité, nous nous placerons dans le cadre des
polynômes P G R [X\,..., Xn]. Tous les résultats énoncés se généralisent
sans difficulté au cas des polynômes P ç. C [Xi,. . . , Xn] •

Donc, si P appartient à M[Xi, . . . ,Xyj, notre hypothèse, que nous
appellerons Ho S, est la suivante :

(il existe B ç. ]0,1[ tel que :

HoS (i) P(x) —^ +00 quand \\x\\ -> +00, x e [B, +oo[n et

(lï)d{Z(P)^B^oo[n)>0

où Z(P) = {z € C" | P(z) = 0} = Phypersurface des zéros complexes de P.

D'après le lemme que nous établirons dans le paragraphe 3, on peut
remplacer (ii) par :

Q^pfx}
(ii') pour tout a ç N71, x ̂  est borné sur [B, +00^,P[x)
laquelle permet de voir que cette classe contient celle des polynômes
hypoelliptiques traitée par Ben Lichtin.

En outre, si P ç M [Xi,..., Xn] est non dégénéré par rapport à son
polyèdre de Newton à l'infini (classe traitée par P. Sargos et contenant celle
des polynômes à coefficients strictement positifs), une récurrence facile
montre qu'il existe B ç ]0,1[ tel que :

Q^Ptx}
pour tout a ç N71, x ̂  xa———- est borné sur [B, +oo[71.P\x)

II en résulte que P vérifie HoS.

En conclusion, la classe des polynômes vérifiant HoS contient celle
des polynômes hypoelliptiques et celle des polynômes non dégénérés par
rapport à leur polyèdre de Newton à l'infini. Mais elle en contient aussi
d'autres.

Pour s'en convaincre, il suffit de se placer dans le cas n == 2 et de
considérer

P(Xi, X2) = (Xi - X^X, + Xi e R [Xi, X2].

Un calcul facile montre que P vérifie HoS avec B = j € ]0,1[.
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En revanche :
\9P/9x2 OKI, o- i+l)

= 1 ne tend pas vers 0 quand x\ tend versP(a:i,^i+l)
l'infini et, par suite, P n'est pas hypoelliptique.

• Avec les notations de P. Sargos, on a P*(Xi,X2) = X^ + XjX-^,
donc P(Xi,Xi) = Xi et P*(Xi,Xi) = 2X? et par suite

P(Xi,Xi)^P*(Xi,X2),

donc P est dégénéré par rapport à son polyèdre de Newton à l'infini.

L'hypothèse optimale sous laquelle on pourrait souhaiter traiter le
problème est celle qui consiste à ne retenir que la condition (i), c'est-à-dire :

Fil existe B e]0,1[ tel que P(x) —^ +00 quand ||a;|| —^ +00,
0 \x e [B, +oo[n, et P(m) ^ 0 pour tout m e N*".

Dans notre travail, nous avons franchi un pas dans cette direction. En
effet, nous démontrons (théorème 1) que, sous l'hypothèse Ho, la série de
Dirichlet Z(P; s) possède un demi-plan de convergence et d'holomorphie.
Cependant, si P vérifie Ho mais pas HoS, des branches de l'hyper-
surface Z(P) s'approchent de façon asymptotique de [B, +oo[n au voisinage
de l'infini. De ce fait, les propriétés analytiques de la série de Dirichlet
Z(P;s), contrairement à celles des intégrales, ne dépendent pas que de
la nature de la singularité de P à l'infini, et, par suite, la méthode
représentation intégrale — et — désingularisation ne suffit plus pour
expliquer les propriétés analytiques de Z(P; s). C'est dans ce sens que notre
hypothèse HoS est optimale.

Pour illustrer notre propos, voici un exemple. On considère, quels que
soient a ç R^ et k e N vérifiant k ^ 4,

Pa(x,y) = (x - ay)2xkyk + x çR[x,y}.

Il est facile de voir que Pa vérifie Ho mais non HoS.

On note oo(a, k) l'abscisse de convergence de la série de Dirichlet
Z(Pa\s) (c'est aussi le premier pôle du prolongement méromorphe s'il
existe) ; on a alors :

• si a e Q'!j_, on a <7o(o;, k) = 1 (facile à vérifier) ;

• si a > 0 irrationnel algébrique, on a 0-0(0, k) < ——— < -•
Ki — 2i 2i
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Ce dernier point découle du célèbre théorème de Roth [13] qui implique
dans ce cas que pour tout e > 0, il existe c = c(£, a) > 0 tel que

V(mi,m2) G N*2, |mi - am^\ > -^
m'o

et par suite :

V(mi,m2) e N*2, Pa(mi,m2) > c^rn^"2"5.

Donc o-o (a, A;) dépend des propriétés arithmétiques des coefficients du
polynôme.

Ce phénomène n'apparaît pas pour les intégrales. En effet, si l'on
pose, par exemple,

V(P,;5)== / P^s(x^)dxdy
^[1,+00[2

et si a'(a, k) désigne l'abscisse de convergence de l'intégrale, ce qui est aussi
le plus grand pôle du prolongement méromorphe de Y(P^s), on a, pour
tout a ç R^,

^•^fc:^'
ce qui est indépendant de la nature arithmétique de a et ne dépend que de
la nature de la singularité de Pa à l'infini.

Notations.

• Quels que soient a = (ai , . . . , On) e N71 et z = (^ i , . . . , Zn) e C71, on
note

|a| = ai + • • • + an, \z\ = \zi\ + • • • + \Zn\,
^,\ — ^ , \ ^ î yOi. _ Ql OLnCl 1 — Cil ! . . . CITT, 1 , Z — Z-^ • • • Z^ .

• On note aussi x = (a; i , . . . , Xn) le point courant de W1 et z = x + iy =
(x-t + iy\,..., Xn + iy-n) le point courant de C71.

• Nous noterons aussi, pour uj^s ç. C, uj8 = e51^^ où log désigne la
détermination principale du logarithme défini sur C \ R_.

• Nous utiliserons aussi la notation Argo; := Imiogcj ç. ] — TT, 7r[.

• Pour tout x e X et tout À e A, les symboles

f(\,y,x) <y g(x), f{\y,x) = Oy(g{x))

ont le même sens et signifient qu'il existe A = A(y) > 0, ne dépendant
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ni de a; ni de A, mais pouvant a priori dépendre de tous les autres
paramètres du problème considéré en particulier de y , tel que l'on ait :

V o ; € X , V A e A , \f(\y^x)\^Ag(x).

• Le symbole / x g signifie qu'on a à la fois / <C g et g <C /.

• On note aussi

Z(P) = [z e c711 P(z) == 0}

Phypersurface des zéros complexes de P dans C77'.

• On note enfin, pour s G C, s = a + ÎT, où a = Re s et r = Im s.

2. ÉNONCÉS DES PRINCIPAUX RÉSULTATS

Notons :

• x = (a;i, . . . , a;n) le point courant de R7'1 et

• x + 2^ = (rci + î î / i , . . . , Xn + î^/n) le point courant de C71.

Dans toute la suite, P e R [Xi,. . . , X^] sera un polynôme qui vérifie
l'hypothèse suivante :

fil existe une constante B ç. ]0,1[ telle que P(x) —> 4-00
0 * ^quand \\x\\ —>- +00 et x ç. [B,+oo[71.

Nous noterons HoS l'hypothèse suivante :

( P(x) —> +00 quand ||a;|| —> +00, x € [B^oo^ et
HoS P(x + iy) ^ 0 pour tout x ç [B^oo^ et tout

y e B(0, £o), où B ç ]0,1[ et eo ç ]0, j [ sont fixés.

Le but de ce travail est de démontrer les résultats suivants :

THÉORÈME 1. — Soit P e M[Xi, . . . , Xn] un polynôme vérifiant Ho.
Alors, il existe a > 0 tel que la fonction

s^Z{P^s)'= ^ (P(m)p
meN*71

existe et est holomorphe dans le demi-plan {s | Re s > a}.
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DÉFINITION. — Le meilleur a possible dans le théorème 1 sera appelé
l'abscisse de convergence de la série de Dîrichlet Z{P\ s). On le notera

^o = cro GP).

Remarque. — Comme il est évident que la série de Dirichlet Z(P\ s)
ne converge pas pour 5=0 , alors O'Q(P) > 0.

THÉORÈME 2. — Soit P e R[Xi,. . . , Xn} un polynôme vérifiant HoS.
Notons O'Q(P) l'abscisse de convergence donnée par le théorème 1.
Alors la fonction s \—> Z(P;s), qui est holomorphe dans le demi-plan
{s | Res > oo(P)}, possède un prolongement méromorphe à C avec des
pôles d'ordres au plus n et contenus dans une suite de la forme (TQ — k/M
(k ç N) où M = M(P) e N* ne dépend que de P. En outre l'abscisse
de convergence (TQ = oo(P) est effectivement un pôle de cette fonction
méromorphe.

THÉORÈME 3. — Soit P e R[Xi,. . . ,Xn] vérifiant HoS. On note
Z{P\s) le prolongement méromorphe de Z(P\s) qui existe d'après le
théorème 2. Alors, il existe A = A(P) > 0 teJ que, pour tout e > 0, pour
tout N > 0 et tout 6 > 0, on a :

Z(P; 5) <,v,̂  i + M^0-^6

pour Re s > o-o — N et r = ïms vérifiant |r| > 6.

Le dernier résultat, qui est une application arithmétique, nécessite
quelques préliminaires.

Soit P ç R[Xi,.. . ,Xn] vérifiant HoS. D'après le théorème 2, la
fonction s ̂  ̂ ^(P; s) possède un prolongement méromorphe à C et ses
pôles peuvent être rangés par ordre décroissant en une suite (crfc)fceN- Pour
chaque A; e N, on définit le polynôme Qk € R[X] de degré < n par la
relation :

Qk(x) = e-(TkxReSs=a^s-lZ(P^)esx).

Soit A = A(P) le nombre donné par le théorème 3. Notons m = m(P)
le plus grand entier k tel que

1
^k > o"o - -j- •

Alors on a :
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THÉORÈME 4. — Soit P e R[Xi,... ,Xn] vérifiant HoS. Alors, avec
les notations ci-dessus, pour tout e > 0 assez petit,

m

A^p(t) := (t{^ € N*71 | P(m) < t} = ̂ t^Q^Int) + O^0-1/^).
fc==0

Remarque. — Les énoncés des théorèmes sont les mêmes que ceux de
Ben Lichtin [8] sous l'hypothèse plus restrictive que P est hypoelliptique.
Dans le cas où P est en plus non dégénéré par rapport à son polynôme de
Newton à l'infini, Patrick Sargos [15], [14] donne les mêmes énoncés avec
les précisions suivantes :

(1) Si P(x) = ̂ ciaX0' et S = {a e N71 | da ^ 0} est son support, on
note

£°°(P)=cony{S-R^)

son polyèdre de Newton à l'infini et A4" la demi-droite M+( l , . . . , 1).
Soit (to? • • • î to) le point d'intersection de A"^ avec le bord de foo(P). Alors
l'abscisse de convergence <7o(P) est égale à 1/to, c'est-à-dire à l'inverse de
l'éloignement à l'infini du polyèdre de Newton.

(2) Dans le théorème 4, on peut prendre A égal au degré total de P.

Dans le paragraphe 5, nous énoncerons et établirons un résultat
intermédiaire (théorème 5) qui présente un intérêt propre. Ce résultat
concerne le prolongement méromorphe et les majorations dans les bandes
verticales d'intégrales oscillantes dépendant de paramètres.

Il va découler de ce théorème 5 comme cas particulier que, si P dans
R[Xi,.. . . Xn} est un polynôme qui vérifie l'hypothèse HoS, et si l'on pose :

y(P;s) := f P~s(x)dx,
./[l^ool71

alors on a des énoncés analogues aux théorèmes 1, 2 et 3, à savoir que :

(1) II existe un demi-plan de convergence et d'holomorphie de

s^Y(P^s).

(2) La fonction s ^ Y(P'^s) possède un prolongement méromorphe
à C avec des pôles d'ordres au plus n et contenus dans une suite de la
forme OQ - k/m (avec k e N) où o-o = ^o(P) est l'abscisse de convergence
s ̂  Y(P; s) et où m = m(P) ç N* ne dépend que de P.
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(3) II existe une constante B = B(P) > 0 telle que le prolongement
méromorphe Y{P\ s) de Y(P; s) vérifie : pour tout e > 0 et pour tout 6 > 0,
Y(P; s) <^N,6,e 1 + |T|B((7o-<T)+^ uniformément pour a = Res > o-o - N et
T = Im5 vérifiant |r| > 6.

Ceci étant, si l'on classe les pôles de s'^ÇP'^s) en une suite
décroissante (a^ç^ et si, pour tout k G N, on définit le polynôme
Qk(X) e R[X] de degré ^ n par la relation

Qk{x) = e-^XRes^(s-lY(P^)esx)

et, si l'on pose

m' = m'{P) = le plus grand entier tel que a^ > ŒQ — —?B

alors on a l'analogue suivant du théorème 4 : pour tout e > 0, on a

Vp(t) = [ dx
./{POE^Qn^+oot71

= Volume{rr e]l, +oo[n | P(x) < t}

= Y^t^Qk(ïnt) + O^ro--^).
k=0

Nous obtenons donc :

COROLLAIRE 1. — Soit P e M[Xi, . . . ,Xn] qui vérifie HoS. Alors,
il existe p i ,Ai ,^ > 0 et Ai(X),£?i(X) ç R[X] noji identiquement nuls
tels que :

Np(t) =tp lAl(lnt)(l+0(t-0)) et

yp^^Bian^l+O^)).

Ceci étant, il est naturel de vouloir comparer Np(t) et Vp(t), car
yp(t) n'est que la forme continue de Np(t). Ceci a conduit L. Ehrenpreis à
conjecturer le résultat suivant :

THÉORÈME (conjecture de L. Ehrenpreis démontrée par B.Lichtin).
Si P € M[Xi, . . . , Xn] est un polynôme hypoelliptique sur ]1, +00 [n , alors
Pi = AI et Ai(n) = B\(u).
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En fait, la conjecture de Ehrenpreis est un peu plus générale que la
version que nous avons donnée. Pour plus de renseignements, voir «Volumes
and lattice points proof of a conjecture of L. Ehrenpreis » de Ben Lichtin,
[9], p. 215. Dans le cadre de notre hypothèse HoS, nous montrerons par des
exemples que la conclusion de ce résultat, tel qu'il est formulé, est fausse.
Cependant, on peut Retendre sous la forme suivante :

COROLLAIRE 2. — Soit P e R[Xi,... ,Xn] un polynôme qui
vérifie HoS. Alors p\ = Ai = A, c^est-à-dire il existe X > 0,0 > 0 et
Ai(X), B\ (X) G R[X] lion identiquement nuls tels que :

Np(t) = txA^ïnt)(l + 0(t~0)} et

Vp(t)=txB^ïnt){l-}-0(t-e)).

Ce corollaire montre qu'une partie de la conjecture d'Ehrenpreis peut
se généraliser à la classe des polynômes vérifiant HoS. Par contre, nous
montrerons par un exemple que la condition A^{u) = B^(u) n'est plus
valable en général pour cette classe de polynômes.

3. QUELQUES LEMMES ET DÉMONSTRATION
DU THÉORÈME 1

3.1. Énoncés des lemmes.

LEMME 1. — Soit P e R[Xi,. . . , Xn} vérifiant : il existe B ç ]0,1[ tel
que P(x) tend vers l'infini quand \x\\ tend vers Pinfini et x G [B, ̂ -oo^.

Alors, il existe c > 0, a > 0 et ro > 0 tels que pour tout x ç. [B, +oo[n

vérifiant \\x\\ > ro, on a P(x) > c(rz:i. . . Xn)0'-

LEMME 2. — Soit P ç M[Xi, . . . , Xn] vérifiant : il existe B e ]0,1[ et
il existe CQ > 0 tels que :

(i) P{x) —> +00 quand ||.r|| —^ +00 et x ç [B.+oo^ et

(ii) ^xe [5,+oo[71 e tVî /eB(0,£o) C M71, P(x + iy) ^0.

Alors il existe B' ç ]0,1[, £1 e]0, £o\, a, c et K > 0 tels que

^=^(N1)

uniformément en x ç. [B', +oo[n et y ç £?(0, £-1).
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En particulier, pour tout x e [B^ -l-ool71 et tout y e B(0, £1), on a :

(a) Re P(x + îî/) >_ c(x]_ ' • • XnY et

(b) |ArgP(.r + iy)\ < K\\y\\, où Arg désigne la détermination de
P argument comprise entre —TT et TT. Les constantes B'^e\^a^c et K ne
dépendent que de P, JE?, CQ et n.

LEMME 3. — Soit P € R [Xi,... ,Xyi] ; on suppose qu'il existe
BQ e ]0,1[ tei que P(x) tend vers Pinfini quand \\x\\ tend vers Finfini,
x ç. [Boî+oot71 et, pour tout x ç. [BQ^OO^^ P(x) ^ 0. Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe B ç ]0,1[ tel que d(Z(P), [B, +oo[n) > 0,

(2) ii existe B e ]0,1[ te2 que pour tout a G N71, ia fonction
x i-̂  c^P^)/?^) est bornée sur [B, +oo[n (en fait, il n'y a qu^un nombre
fini de conditions, car Q^P = 0 si |a| > degré total de P).

3.2. Démonstrations des lemmes.

3.2.1. Démonstration du lemme 1.
Dans la démonstration de ce lemme, nous suivrons de près les idées

de Hôrmander dans [7], appendice.

Pour tout r > 0, on pose :

p.p(r) = min{P(a;) | x ç [B,+oo[71 et r = x\ ' " X n } '

Alors, la condition imposée à P implique de façon évidente que ^p(r) tend
vers l'infini quand r tend vers l'infini . On pose aussi :

A = {(x, r, p,) ç R71 x R x M = Sr+2 | P(x) - p. = 0,
r = x\... Xn-, r > 0 et Xj > B pour j = 1,..., n}.

Alors, A est un semi-algébrique de M71"1"2.

Soit (a;,r,/^) \—> {r,p) la projection canonique TT : R714'2 —^ R2. Alors,
d'après le principe de Tarski-Seidenberg [5], L == 7r(A) est un sous-ensemble
semi-algébrique de R2. Donc L s'écrit

L=\JL,
i=l

où, pour i = 1,..., fc, il existe des polynômes {fij)i<j<,pi et (9ij)i<,j<,qi de
M[Xi,X2] tels que :
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Li = {(r,/^) G R2 | fij(r^) > 0 pour j = 1,... ,p,
et ^-(r, /^) = 0 pour j = 1,..., q,}.

On pose :

1 ={ie {! , . . . , k} | 3 r > 0 avec (r,/^(r)) ç L,}.
Alors pour tout î e J, il existe j, e {!, . . . , çj tel que ^ est non
identiquement nulle. En effet, dans le cas contraire, il existerait io e 1 tel que
LÎQ est ouvert; mais comme io appartient à J, il existe ro > 0 tel que
(^/^(^o)) soit dans L^. Et, comme L^ est ouvert, il existe ^i < /^p(ro)
tel que (ro,/^.) e 1̂  c 7r(A); donc il existe x° e [B,+oo[n tel que
ro == x^... x°, et /^i = PQr0), donc

/^i ^ min{P(;z:) | x e [B,+oo[71 et ro = a;i • • -Xn} = ̂ p(ro).
Absurde. Donc, pour tout i ç J, il existe jz ç {1 , . . . , çj tel que ̂  ^ 0.

Soit F ç R[Xi, ̂ 2] le polynôme qui a les mêmes facteurs irréductibles
que (]~[ ̂ ), mais sans répétition. On a F ^ 0 et, pour tout r > 0,

^(^pM)=0

et ceci implique en particulier que m = deg^F >_ 1. Mais d'après le
théorème de Lurôth, voir par exemple B.L. Van der Wœrden [19] ou Walker
[20], il existe ri > 0 tel que

771

Vr>n, F(r,/2)=^(r)fJ(/,-r,(r))
j=i

où pour j = 1,... ,m, la fonction r \->- Tj(r) est continue, semi-algébrique
et possède un développement en série de Puiseux à l'infini et où Cm(r) -^ 0
pour tout r > ri. Et comme F est sans facteurs carrés, les Tj sont deux à
deux distinctes.

Ceci étant, pour tout r > 1, il existe j = jÇr) ç {1, . . . ,m} tel que
/^p(r) = Tj(r) ; mais r i-> /^,(r) est continue. Il existe alors jo ç {1 , . . . , m}
tel que, pour tout r > ri, fip(r) = T^(r) ; en particulier /^(r) possède un
développement en série de Puiseux en +00. Alors, il existe A -^ 0 et a e Q
tel que

^pM-Ar" (l+o(l))
quand r tend vers l'infini. Mais, comme p,p(r) tend vers l'infini quand r
tend vers l'infini, on a A > 0 et a > 0, d'où l'existence de ro > ri tel que
l^p(r) > JAr0 pour tout r > ro, et par suite, pour tout x ç [B,+oo[71

vérifiant x^...Xn > ro, on a P(x) > ^A(x^'"Xn)a et ceci termine la
démonstration du lemme 1. Q
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3.2.2. Démonstration du lemme 2.
Soient B' et e\ tels que B < B' < 1 et 0 < e\ < CQ. On pose

JLA = min^' - B, £Q - e\) > 0.

Alors il est facile de voir que :

rv$=a;+^^/e[B /,+oo[n+^5(o,^)cCn

\ et Vz € Z(P), on a ||z - $|| ^ /^.

Maintenant, soit ^ = x -{-iy ç. [B', +oo[n + îB(0,5i). On pose :

^:=(a;i,...,^-i) çM71-1,

^^(^l,...,^-!)^^71"1.

On considère le polynôme

G(Zn) :=P(.ri+îî/l,...,a:n-l+îî/n-l,^n) =P(.T+^,^),

^ et ^ étant fixés. Le polynôme G se factorise de la façon suivante :
m

G(zn)=H^y)]]^{zn-t^y)).
j=i

On a alors :

P{x^riy,Xn^-iyn) ^ TT Xn + ̂ n - t j (x , y) ^ yr / ^n \

P(^+^^n) li X n - t j ( x , y ) - A i v X n - t j ( x , y ) ) '

Mais, (.r + iy,tj(x,y)) est dans Z(P) pour j = 1,... ,m et (.r + iyn^n)
appartient à [ B ' , ̂ -ool71 + îB(0, £1). Donc, d'après (*), pour j = 1,..., m,
on a :

\Xn-tj(x,y)\ = \\(x-\-iy,tj(x,y))-(x-^-iy,Xn)\\ ̂ ^

De plus on sait que \iyn\ = \Vn\ < 112/11? d'où

P(x-^-iy,Xn+iyn) . . ^ /„ , .x
--P^^^^'^0-710^

et une récurrence descendante permet de voir facilement que :

^^-i+^tM).

Ceci démontre la première partie de notre lemme. Le reste en découle
de façon évidente. D
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3.2.3. Démonstration du lemme 3.
Partie (2) ==>(!). — D'après le développement de Taylor de P, on a

P( /̂) ^ Q-PW (iyr
p^ &. p(x) a} 5

a^O

ce qui permet de conclure de façon évidente.

Partie (1) => (2). — Si P vérifie (1), d'après le lemme 2, il existe
B e ]0,1[ et £1 e ]0,1[ tels que P(x-}-iy)/P(x) = 1 +0(||î/||) uniformément
en x 6 [B, +oo[n et y ç B(0, £1). En particulier, il est facile de voir que :

fpour tout y e B(0, £1), la fonction x ̂  P(x + i y ) / P { x )
[est bornée sur [B.+ool^.

Maintenant, si nous utilisons la formule de Taylor, nous obtenons

P(a;+^)= ̂  ̂ p(^)ll^
|a|<^

où [i est le degré total de P.

Si l'on ordonne l'ensemble {a e N"' | |a| <, p} par ordre lexicogra-
phique en une suite croissante (û;j)j=i,...,Nî on a alors

Y^ i\^\
P(x^iy)=^9^P(x)^-^ya^

j=l 3 '

et donc

P(x+iy) ̂ ^9^P(x) ̂ 1 ^.
^) "^ ^) ^ y 3 '

En choisissant î / i , . . . ,î/^v e B(0,Ê:i) sans condition pour le moment,
on a le système suivant :

P(x+iy,)^y9^P(x)z^
P(x) ^ P{x) a,\yi ' ^l1.---^^-
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Maintenant, si, pour x € [B.+ool71, nous considérons les vecteurs
colonnes suivants de C1^ :

/ PQr+zî/i) \( Q^ P(x) z'^l ^
P(x) ~a^

Q^PÇx) î^
\ P{x) "a/vl /

P(x)
X(x) := et Y(x) :=

P{x + iyN)
\ P(x) 1

et si l'on considère la matrice

M:=(y^)i<^<NeMNW,

le système précédent s'écrit :

pour tout x C [B, +oo[n, Y{x) = MX(x).

Mais il est facile de voir que l'on peut choisir y\,..., VN ê 5(0, £1) de
façon à ce que M soit inversible. On peut donc supposer les yn fixés avec M
inversible. On a alors, pour tout x ç [B, +00 [n ,

X(x) = M-'YÇx)

et donc

llx^ll^llM-^lxliy^

Mais (**) implique que x ̂  Y(x) est bornée sur [B, +oo[n et donc la
fonction x i—^ X{x) est bornée sur [B.+ool71. Par conséquent, en vertu de
la définition de X{x), on obtient :

9^P(x)
pour j = 1,..., N^ la fonction x i

Et comme on a
P(x)

est bornée sur [B, +00 [n.

{oij ; 1 ̂  J < A^} = {a <E N71 ; |a| ^ /^},

où /<A = est le degré total de P, on obtient que (2) est vraie.

3.3. Démonstration du théorème 1.

Elle découle de façon triviale du lemme 1.

D

D
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4. FORMULE SOMMATOIRE

D'après le théorème 1, la fonction s ^ Z(P; s) existe et est
holomorphe dans le demi-plan a = Res > o-o. Le but de cette partie
est d'établir une formule sommatoire qui permet de représenter Z(P;s)
par des intégrales, ce qui nous permettra dans la suite d'établir l'existence
du prolongement méromorphe de Z(P;s) via l'étude des prolongements
méromorphes de ces intégrales.

Dans toute la suite, nous désignerons par logz (où z ç. C) la
détermination principale du logarithme définie sur C \ M-. Si H est un
élément de C[Xi,..., Xn} et r G Gn est une permutation de {1,. . . ,n}, on
définit le polynôme

Hr(z^,...,Zn) = ̂ (^(i),...,2^)).

On utilisera la même notation même si H n'est pas un polynôme,
mais n'importe quelle fonction de n variables réelles ou complexes.

Dans toute la suite, on suppose que P ç R[Xi,... ,Xyj est un
polynôme pour lequel il existe B ç. ]0,1[ et CQ > 0 tels que :

(i) P(x) —^ +00 quand \\x\\ —> +00, x ç [B.+oof;

(ii) P(x + iy) ̂  0 pour x e [B, +oo[n et \\y\\ < eo.
Nous avons vu alors, d'après le lemme 2.2, que ceci implique qu'il

existe des constantes B' ç ]0,1[, e^ ç [0,eo\, a > Q, c > 0 et K > 0 telles
que :

(a) pour tout x ç [ B ' , +oo[n et tout y e B(0,£i),

ReP{x^iy)>.c(x^...,Xn)oi,

(b) pour tout x e [B7, +oo[n et tout y e J3(0, £1),

\ATgP(x+iy)\<^K\\y^
où JE?', £1, a, c et K ne dépendent que de P, B, e\ et n.

La condition (a) implique en particulier que pour tout x G [B', +00 [n

et pour tout î/ ç B(0,Ê:i), on a ReP(a; + iy) > 0, et donc
s i—»- (P(x + î^/)) s := exp ( - s log P{x + î^))

est une fonction entière.

On pose EÏ := E\j^fn. Soit aussi B" e ]B', 1[. Pour chaque e e ]0, ̂ [ ?
on pose :

J^ := {zçC i R e ^ ^ B ^ e t |Im^| < e} = [B",+oo[+î] -£,£[.
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Alors il est facile de voir que, pour tout e € ]0, e^[, on a :

(L^T C [B^+oor+^O.v^) C [B'.+oor+^O,^).

Soit e ç. ]0, £i[. D'après ce qui précède, pour tout z = x + iy ç. {Lç)71,
la fonction s i—^ P^)"8 est entière. Posons/.(„, ,^—

H (e(^) - 1)
fc=l

où 2^ == (^i , . . . , ̂ ) et e(z) = e2^ pour z ç C. Alors, pour ^2 , . . . , Zn fixés
dansL^\N*,

/51 :^i i—> f s ( z i , " - , Z n )

est une fonction méromorphe au voisinage de Lg avec comme pôles les
entiers strictement positifs et ces pôles sont tous simples. En plus, pour
tout mi e N*,

p .i _ (P(mi,2;2,...^n))~5

-^"^^îni./s — n

2z7T n {e(zk) - 1)
k=2

De plus, on sait que, pour tout z € [B', +oo[n + îB(0, £1) (qui est un
voisinage de (I/e)71) on a, d'après (a) et (b) et si a = Res > 0 :

lp^\-5l ̂  lç-5logP(^)l ̂  lç-((T4-îr)(log|P(^|+zArgP(^))l

^ [P^l^e^'^^^l ^c-a(^l•••a:n)-(TaelTIK£^n.

Et ceci permet de voir, via le théorème des résidus que, si a > a~1 > 0, on
a, pour ^2 , . . . , Zn fixés dans Le \ N* :

f^P-s(m„z^...,Zn)= t ^^'""^^r
"1=1 7ALe n(e(^)-l)

fc=i
En répétant ce procédé n fois, on obtient, pour tout s € C avec
Res > loT1 > 0 et tout e ç. ]0,£2[,

Z(P; s) = ^ P-^m) = f p„8(zl""'z") d î • • • d-̂ n
^N." •/(^)n n(e(^)-l)

fc=i
où 9 Le est la frontière de Lg orientée dans le sens direct. On peut écrire :

9Le = -Lf - Ke + L-,
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OU

L^={x-^i£\xç[Bf/^oo[},
L~; = [x - ie | x e [B", +oo[},

^={B' /+^| î /e[-U]L
ces trois chemins étant orientés comme dans la figure ci-contre.

Lî
ZE

K.

B"
— ze

L~

Soit Qn le groupe des permutations de {1 , . . . , n}. Si x == (a;i , . . . , Xn)
et o- e 07i, on pose :

°x := (^(i),..., ̂ (r(n))-

Un domaine D de M" ou de C71 sera dit symétrique si, pour tout
x G D et toute permutation a G C?^, on a ^x € D. Si / est une fonction de n
variables définie sur un domaine symétrique, notons, pour x ç. D et a ç. Gn ''

Ux) := /(^).

Maintenant, soit ni, ns? ̂ 3 ^ N tels que ni + Ti2 + '̂3 == ^- On pose :

Ç711'712'713^'^!,... ,xn) := P{B11 + i e x ^ . . . , B" + ̂ ,̂
^ni+l + î£, . . . , ̂ ni+n2 + ̂ »

a;m+n2+l — î^î • • • ? ̂ n — ̂ )

^ni,^,^,^"^^^ ^j ̂  (_^)ni(_i)n2

m -i^n 1
^e(B / /+^^•)-l

712 -.xnL1 ^ni+j + îe) - 1

"3 ,

xTT_____î_____.
i^1 e{x^+n^+j - ie) - 1
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Avec ces notations, pour a = Res > a~1 et e G ]0,£2[î on a alors,
avec x = (a;i , . . . , a^) et Ar = dx^ • • • cLcn,

Z(P;5) = ̂  /* '̂̂ ^ '̂̂ (̂ "'̂ ^ '̂̂ (̂̂ d ,̂
[-l,!]71! xtB^+oo^-^i

la sommation se faisant sur n^ -}- n^ -}-ns = n et r ç: Gn-

II est évident qu'il suffit d'expliciter le terme correspondant à r = Id.
Ce terme est

^n^n^B"^ ̂  ̂  ̂ n^n^B"^ ^

(-^(-l)712

F] ( e2^B// e-27T£^ _ l )

J=l 1x ——————————————
pj (e-2iree2i7ria;ni+, _ ]^^

_________ 1

^-^——————————————————
J^ ( ç2ve çivtx^+^+j _ 1)

3=1

(-t£)"1

pj ( e2wB" Q-2vex, _ ̂

j=l

x (^ e-2wlmleexp(2^7^^m^„,+,))
TO€N"2 J=l

x ( E e-2T£lhlexp(-2^7^^/^+„^•))
^ç^*n3 ^=1

(-^r1

^(ea^B^e^Tre^ _ i)

X y^ e-27T£(|/i|+|m|)

m€Nl(•n2
/leN•)•rl3

7l2 7Ï-3

X exp ^2î7T^ ̂  mjXn^j - ̂  hjXn^n^j }) •

J=l J=l

En conclusion, on obtient la proposition suivante :
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PROPOSITION 1 (formule sommatoire). — Soit P ç R[Xi,..., Xn] un
polynôme pour lequel il existe BQ G ]0,1[ et £Q > 0 tels que :

(i) P(x) —^ 4-00 quand ||a:|| —^ +00, x e [Bo, -Kof,

(ii) P(x + iy) ̂  0 pour tout x 6 [B, +oo[n et tout ^/ tel que \\y\\ < CQ.

Alors il existe OQ > 0 te2 que la fonction

s——Z(P;5):= ^ P-^m)
meN*"

existe et est holomorphe dans le demi-plan EQ = {s \ Re5 > o"o}. En outre,
il existe des constantes B\ e ]Bo,l[ et e\ € ]0,£o] telles que, pour tout
e e ]0,6o]î pour tout B ç. ]Bo, 1[ et tout s e C avec Re s > o-o, on a :

Z(P; s) = ̂  P-^m) = ̂  e-2^!^' /t Ti x Ts d î • . • dxn
meN^ r6Çn [-l,!]11! x [B^oo^

nl+n2=T^

/lêZ^

avec

ïl = P-^B 4- ^a;r(l), . . . , B + î£^(n,),

^r(ni+l) - ̂ 1(^1)5 • • • 5^r(n) - ̂ 712(^2))

T2=(^)nlexp(27^^{§^.r,(^)}) / fÏ^ - e27^-2——)
j=i j=i

et où, pourj e {1,... ,712} et ft e Z"2,

-^ f e si h. > 0,i»i=i>,i.. ̂ -{^ ^^^
5. PROLONGEMENTS MÉROMORPHES DES

INTÉGRALES : THÉORÈME 5

5.1. Introduction, notations et énoncé du théorème 5.

Dans toute la suite, n\ et 712 seront deux entiers naturels avec n\ 4-712 =
n et £o sera un réel strictement compris entre 0 et ^. On note (y, x) le point
courant de R71 w R711 x M712.

On se donne une famille de polynômes (Qe)ee[o,eo] avec, pour tout
e e [0,£o], Qe(y,x) € C[Xi,...,Xyi] et tels que les coefficients de Qe
sont C°° en e.
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On se donne une fonction

0: (î/,£)l——>(f)e(y) :=^Q/^)

de classe C00 sur ] - 2,2[nl x ] - 2^o, 2^o[.

On suppose que :

(i) Qo(y, x) = R(x) ne dépend pas de y e R711 (î.e. Jî e R[Xi,..., X^])
et qu'il existe a > 0 et c > 0 tels que, pour tout x = (a;i,... ,Xn^)
appartenant à [l.+ool712,

^(^^c^r..^)";

'l•'&^=l+o<t)
uniformément en e ç [0,^o] et (y,x) ç [-1, l]711 x [l.+ool712.

On posera alors, sous ces conditions, pour tout m ç. Z712 et s ç. C :

Y^^Q^^s) = / Qr{y^)My)e({m^x})dydx.
^[-l,l]nlx[l,+0o[r^2

Le but de ce paragraphe est d'étudier le prolongement méromorphe
de s ̂  Y^lîn2{Qe, (^e, 5), ce qui nous permettra via la formule sommatoire
démontrée dans le chapitre 2 d'étudier le prolongement méromorphe de la
série de Dirichlet s ̂  Z(P; s).

Plus précisément, on établira le résultat suivant :

THÉORÈME 5. — Sous les hypothèses ci-dessus et pour tout e ç. [0, £o],
là fonction s ̂  Y^^ÇQ^^e^s) existe et est holomorphe dans le demi-
plan {s \ Res > a~1}.

De plus, cette fonction possède un prolongement méromorphe à C
avec des pôles d'ordres au plus n et contenus dans un ensemble de la forme
S == {(TO - k / M | A; e N} où cro = ao(R) e Q^ et M = M(R) e N* ne
dépendent que du polynôme R.

En outre, il existe A = A(R) > 0 tel que le prolongement mérmorphe
de Y^^2 (Q^, (^, s) vérifie : pour tout e' > 0, pour tout 6 > 0 et tout entier
N > 0, il existe une constante D{N,e/,6,eo,R) > 0, ne dépendant que de
N.e^eQ.ë et R (donc indépendante de m € V'2 et e ç. [0,£o])î telle que,
pour tout s = a + ir ç C tel que a >, OQ - N et d(s^ S) ^ <$, 022 ait :

Y^^^s) < D(N,e\6^^R)
x (1 + iTl^^-^/^e1^! + \m\A((TO~a^£l).
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5.2. Le cas où le diviseur est à croisements normaux.

Dans la démonstration du théorème 5, nous allons réduire le cas
général à un cadre plus simple via le théorème de désingularisation de
Hironaka, qui nous permettra de nous ramener au cas d'un diviseur à
croisements normaux, lequel est traité dans la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — Soient :

. a = (ai,. . . ,an) € N*71, b = (61,... ,bn) e Z" ;

• (/?!,..., /?p) e N*P U (-N*)P avecp <.n-,

• B e {0} U [1, +oo[ et e > 0.

Soit -0 : {y,u) ̂  ^(y^u) une fonction C00 à support compact sur
}-l,l[n x S71-1, où S71-1 est la sphère unité de ST. Soit g : y ^ g(y)
une fonction analytique inversible dans ] — 1, l^ avec |Arg(^(î/)) | < e pour
tout y e]0, l^. On pose, pour s ç C et u e S71"1 :

F(s', u) = ( ^als+bl • • • ̂ an5+bn e(B(x^ ... ̂ ))
J]l,+oo[71

(V—,.. . ,—^ ^ /_ . . . , _^d ; r r . - da:n
V \a;i ^n// \X\ Xn ^

avec e(t) = e2171"*. AJors, s t-^ F(s;u) existe et est holomorphe dans le
demi-plan {s \ Res > o-o}, où

^•+1(TQ := max ———•
Kj<n dj

Elle possède un prolongement méromorphe à C avec des pôles d'ordres au
plus n, contenus dans une suite de la forme S = {o'o — k / M | k € N},

n
où M = M (a) := RI cij ç. N*. En outre, ce prolongement méromorphe

j=i
vérifie que, pour tout e' > 0, pour tout 6 > 0 et tout N > 0, il existe
C = C(N, e ' , 6, a, b) > 0 telle que, pour tout s = o-\-ir € C avec a >, (TO—N
et d(s,S) > 6, on a :

F(s', u) < (7(1 + B^0-^^)^ + |/r|H(^o-<T)+^ ^|r|^

Démonstration de la proposition 2. — Le cas où B = 0 est facile.
En effet, c'est le cas d'un diviseur à croisements normaux du théorème
d'Atiyah [1] concernant le prolongement méromorphe de s ^ F8. On
suppose donc désormais B > 1.



452 DRISS ESSOUABRI

Pour simplifier les notations, nous adoptons les notations suivantes :

. x-^ := n x^38^3 ;.7=1
• Cj sera le '̂-ième vecteur de la base canonique de Z71, de sorte que

n

(^,...,^)=^e,;
j'=i

• pour x = (;z;i,...,a^) eR*^ on pose x~1 := (a;i"1,... ,.r^1);

• /3=( /? i , . . . , /3p ,0 , . . . ,0 ) çZ71 et d;z:= drci . . . da:n.
Avec ces notations, on aura :

F(5;u)= / ^-as+6e(B^)(^(^-l))^(a;-l;^)d^.
^l^ool71

On a alors deux cas à distinguer.

Premier cas : (/3i,... ,/3p) appartient à (-N*)^, c'est-à-dire ftj < 0
pour tout j ç. {1, . . . ,p}.

On pose 7 = —/î, de sorte que

F(s',u)= f x-^eÇBx-^ÇgÇx-^Y^x-^.^dx.
J^^oo^

Comme pour tout x e]l, +00 [n

x-^eÇBx-^ÇgÇx-1))8^-1^) <^ x-^ (a=Res),

on a que 5 i-̂  F(s'^ u) existe et est holomorphe dans le demi-plan

{s \ Res > ao}, ao = max (bj + l)/aj.
i^j^71

Soit maintenant s = o- + îï G C avec a > a-o. Adoptons la notation

9j='^'
On a alors, par intégration par parties :

(5;zi)= { x-^eÇBx-^gÇx-^Y^x-^^^dxF^u) = ( .^-as+be(^-^)(^-l))5^-l;^)da
^]l,+oo["

f / a;-as-^-6+el v= ̂ .00^ ̂ (r^-^rr)^-7)^-1))^-1;")^
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= -^-B— ( x—^eÇBx-^gÇx-1))8^-1;^ dx
aïs - 61 - 1 J]i,+oo[" /

+———s-,——T 1 x-a8+l>-ele(Bx-^(g(x-l)Y~l

ais-6i-lj]i,+oo[" - '
Q\g(x )i{j{x ;u)dx

+ . .\ 1 / x-^-^eÇBx-^x-1))8
ais-b^ - 1 J]i,+oo["

Q^(x \u)àx.

Si l'on répète cette opération ai7V fois pour la variable a;i, puis ajN fois
pour chaque variable Xj (1 ^ j <, n), on obtient, pour a = Res > o-o,
que F(5; u) est une somme finie de termes du type

B'H(S) f ^-as^-Na-a

fi ̂ (0,8 - b, - 1 + h) ̂ '+oo[n eÇBx-^x-1))3-
j=l /l=o (gÇx-^Q^x-1', u) dx

où g[x~1) est de la forme

n(^ff(^-1))^
j

avec r, £ e Nn[0, |a|7V], ̂  e R[s] est de degré < [a\N, a e N71, ̂  ç N71 vérifie
|/^| ^ |a|7v, et, pour tout j,/^- e N71 et ̂  e N vérifient |̂ -| et \ij\ ̂  |a|JV.

Maintenant, il suffit de remarquer que, pour tout x e ]1, +oo[n,

l^-0^-^-^^-^)^^-1))5-'^^-1))^^^-1;^!
«N^^^-^K^-1))5!
<^,g,^ ^-a<T+b-NaelTI£

car, par hypothèse, | Aigg(y)\ < e pour tout y ç. ]0, ! [ ' " ' . D'où la fonction

s ̂  ( ^-a+6-Na-ae(Ba;-7)(^(^-l))s~r(^(a:-l))9^(^-l;^)d^
^]l,+oo[71

existe et est holomorphe sur {s | Re s > ŒQ — N} et vérifie dans ce demi-plan
la majoration <^N,a e^6'

On rappelle que 0-0 = max^j<n(bj + l)/aj,
n ,

M = M(a) = JJ aj 6 N* et S = {(TO - — | À; e N}.
.?=!
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Soit s = a + îT € C avec cr > o-o — 7V et d(s, <5) ^ ^. On a alors, pour
tout j e {1 , . . . , B} et tout h G N,

^•+_1 h|aj5 — 6j — 1 + h\ = \aj\ x s —

^ + 1 /i-)|.
a,/l

= |a^-| x 5 — o-o + (oo — +

Or on a o-o - (bj + l)/0y + h/dj == ^/M pour un entier £ ç N ; donc

/ ^ \ |
|a^5 - bj - 1 + /i| = |aj| x s - ( o-o - — )

^ \aj\d(s,S) ^ |a^|^^ ^

d'où , pour s = a + ÎT e C avec a > o-o - N et d(5,5) ^ 6, on a

BP^S)
«N,0,^^1^(1+1^^)

n a-jNn n(^-^- i+^)j=i /i=o

«^^(l+Bl^^+Irll^).

Donc, en conclusion, pour tout 7V > 0, la fonction 5 i—^ F{s\ u) possède
un prolongement méromorphe au demi-plan {s \ Re s > (TQ — N} avec des
pôles contenus dans S = {ao — k / M \ k ç. N \ où M = ai • • • dn et d'ordres
au plus n. En outre, si 5 appartient à ce demi-plan et d(s, «S) >_ 6, on a :

(*) F^u)^a^6 (l+B'^^+Irll^).

Par conséquent, 5 i—^ F(s-,u) possède un prolongement méromorphe à C
avec des pôles d'ordres au plus n contenus dans <S. Ceci démontre la
première partie du lemme.

La deuxième partie découle de (*) en prenant N = (TQ — a + e ' . Ceci
termine la démonstration du lemme dans le cas où f3j < 0 pour tout j.

Deuxième cas : /?i , . . . , f3p sont > 0.

On conserve la notation (3 = (/?i,. . . , (3p, 0 , . . . , 0). On a alors

F(s'^u) = / x-^eÇBx^gÇx-^Y^x-^^dx.
J]l,+oo[71



SÉRIES DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉES 455

Comme dans le premier cas, il est facile de voir que, si l'on pose
o-o = maxi<j<n(6j + l)/ûj, alors s i—> F(s'^u) existe et est holomorphe
sur le demi-plan {s \ Res > 0-0}.

Soit maintenant s = a + ir avec a > (TQ. En intégrant par parties par
rapport à a?i, on obtient

F(5;n)= f ^-as+^)e(B^)(^-l))s^-l;^da;
./]l,+oo[71

= / ^-ûs+b-/3+el(^^l))^(^-l;^9l|^d^
7]l,+oo[- 2î7T^i5

=als~^l~l [ ^as+b-/3(^-l))s
2î7r.Dpl J]l,+oo["

^(ar^t^.Ba^da;

+^—— /' a;-0^6-^-61^-1))'"1
1 2mô/3i 7]i,+o,[n vyl //

9i3(a;-1) ̂ '(a;-1; u) e(Bxl3) dx

+———Q-1 ^-os+i)-/3-el(^-l))<i
^%7r-Dpi jji^oot71

9l^(a;-l;-a)e(B.r^)da;.

En répétant cette opération N(a^ + • • • + ûp) fois, on obtient que, pour
a = Re s > (TO? ^'(5; ̂ ) est une somme finie de terme du type

Q____ /• ^-a,^-N(a^...+a,)^»^^-l)).-^^-l))

(2^7^Jypl)<• jji^+ool71 - „J ' l ^^-l;^)e(B^)da;

où r et ^ sont des entiers compris entre 0 et 7V(ai + • • • + Op), [i C N71 avec
H ^ AT(ai+- • -+ap), a e N71 et p(.z;-1) est de la forme n (Q^gÇx-1))^ où,

i
pour tout j € {! , . . . , n},^- eP^et^- ç Navec |^-|, |^| < (ai+-•-+ap)A^,
Q e R[s} étant un polynôme de degré au plus 7V(ai + • • • + dp) dont les
coefficients ne dépendent que de a et b.

Maintenant, si l'on pose

b := b - 7V(ai + • • • + ap)f3 - a,

pour chaque intégrale, on a, par intégration par parties par rapport à Xp^-j :



456 DRISS ESSOUABRI

r ^—^-^l+•••^p)^(p(^-l))s-r^^-l))
./ll^oo;"

^(rc-^e^a^da;

= / ^-ûs+6(^-l))s~r(^-l))9^(^-l;^)e(B^)^
Jjl^ool71

/* / /y.—as+fr+Cp+i \
=l r M ,, JO^-1))^-1))-J]i,+oo[" ^-ap+js+bp+j+l/

ô^(a;-1 ;u) 6(5^) da;

= ——r————— 1 x-^-^ (gÇx-1))--1

ap+jS-bp+j-1 7]i,+oo["
9p+,g(x-1) g(x-1) 9^(x-1; u) e(Bx^) dx

- ————\———, 1 x-^-^ (ff^-1))8-"
ap+js - Op+j - 1 J]l,+oo("

8p+jg(x-1) Q^x-1; u) e(Bx13) dx

- -,————\———-, 1 x-^-^ (gÇx-^gix-1)
dp+jS - bp+j - 1 J]l,+oo[" , , „

Q^p^^x-1; u) e(Bxf3) dx.

Et si l'on répète cette opération Nap^.j fois pour chaque variable Xp+j, on
obtient alors que, pour s ç. C tel que a = Res > (TQ, F(s;u) est somme
finie de termes de la forme

__________W__________
n-p a-p+jN

(2mBY H H (ûp+,5 - bp^ - 1 + h)
j=i ^1=0

x / ^-as+b-Na-a^(^-l))s-r

^]l,+œ["
g(x~1) 9^(x~1', u) e(Bx^) dx

où

• <, r sont des entiers compris entre 0 et [a\N ;

• a ç N71, p, e N71 avec |/^| ^ |a|7V;

• p(a;-1) est de la forme n (Q^gÇx-1))^ avec ̂  e N71, |̂ | ^ |a|̂
j

et^- çNavec |̂ | < |a|7V;

• ff(s) G ?[5] un polynôme de degré < |a[7v.

On a les mêmes expressions que celles obtenues dans le premier
cas, avec (ïi^B)^ à la place de B^. Il est clair que, si l'on majore le
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facteur ̂ mB^ par 1 (on rappelle que dans le premier cas on a majoré B^
par B^l^), la conclusion est la même et ceci termine ce cas ; par conséquent,
la proposition 2 est démontrée. D

5.3. Démonstration du théorème 5.

La démonstration du théorème 5 se fait en deux étapes. La première
est l'utilisation du théorème de désingularisation de Hironaka, ce qui permet
de supposer Phypersurface {Q(î/, x) = 0} à croisements normaux dans un
ouvert de R71, donc essentiellement de se ramener au cas où Q est un
monôme. C'est la deuxième étape dont le paragraphe 5.2 fait l'objet. Mais
auparavant, nous allons énoncer la version du théorème de désingularisation
que nous utiliserons, ainsi que le lemme dans lequel nous préciserons cette
version.

THÉORÈME de désingularisation de Hironaka {cf. [18], [6]). — Soient
/i,..., fp des fonctions analytiques dans un voisinage V de F origine
dans R71. Alors, il existe un ouvert X de W1 contenant l'origine, une
variété analytique réelle X de dimension n et une application analytique
propre TT : X —>• X telles que :

(i) TT induit un isomorphisme entre

x\^~l( U fp'W) et X \ ( IJ /^(O)),
1<J<P 1<J<P

(ii) pour tout x e X, il existe un voisinage B(x) de x, cartographie par
un système de coordonnées locales w = (wi , . . . , Wn) centré en x et tel que,
pour tout j ç. {1, . . . , & } et tout w € B(x),

fj o 7r(w) = Uj(w)wctj

où Oj € N71 et Uj est analytique inversible (à valeurs non nulles) dans B{x).

Ceci étant, on va énoncer un résultat qui nous permettra de préciser
ce théorème en vue de notre application.

PROPOSITION 3 (lemme de classification des monômes). — Soient
/ i i , . . . , / ip des fonctions analytiques inversibles dans } — l,!^ à valeurs
complexes et soient / ^ i , . . . , iip des constantes > 0 vérifiant \ Arg hi{x}\ < ̂
pour i = 1,... ,p et tout x € ] - 1, If. Soient a1 , . . . , o^ ç Z71. Pour tout
i ç {1, . . . ,p} et tout x 6 jl.+ool71, on pose :

gi{x) :=hi(x^l,...,x^l)xai.
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Alors, il existe des ouverts V^ , . . . , Vq de ] 1, +oo [n deux à deux disjoints
et un sous-ensemble analytique fermé N inclus strictement dans ]1, +oo[n

(en particulier de mesure de Lebesgue nulle) tels que :

(i) II.+OO^TVU u y,;
l<i<q

(ii) pour tout j € {!,. . . ,g}, il existe un îsomorphisme analytique
TTj : ^^ool71 —1» Vj dont le jacobien est un monôme (i.e. est de la
forme Jy(^j) = Cjy^1 • • • y^ pour une constante cj -^ 0),

(iii) pour tout i ç {1 , . . . ,p} et tout j e { 1 , . . . , g}, il existe une fonction
analytique inversible i^ sur }-l,l[n, un multi-indice (3^ ç N71 et un signe
£ij e {—1,1} tels que :

• pour tout î/ ejl.-hoot71, on a gi(7Tj{y)) = ̂ •Q/i"1,... ̂ n1)^'^ ;

• pour tout u e ] - 1, II71, on a |Arg^(n)| ^ ̂ .

Démonstration de la proposition 3.

Dans un premier temps, on suppose p = 1. Notons

h=h-i, g = ^i, a=a1 , /^ = ^i

pour simplifier. Alors, /i est une fonction analytique sur ] — l,!^ à
valeurs dans {z ç. C* | |Arg^| < fi} et, pour tout x ç. jl.-hool71,
^(a*) = ft(aÇ1 , . . . , ̂ n1)-1'0' où a = (ai, . . . , ayi) ç Z71. Quitte à permuter les
coordonées, on peut supposer que :

ai > 0 , . . . , Or > 0, a^+i < 0, . . . . 0^4-5 < 0, a^+i = ... = an = 0.

On pose t = r + s le nombre de a^ non nuls et on procède par
récurrence sur t. Pour t = 0 ou 1, le résultat est évident. Supposons le
résultat vrai pour t = n— k > 1 et démontrons-le pour t = n — k + 1.

Si r = 0 ou s = 0, le résultat est vrai. Supposons donc r,5 > 1. On
pose :

v,={xe}l^oo[n^x^<x[a^}^

y^^ell.+ool71; ̂ >4^1'},

N={xe}l^œ[n^ ^r=4^+ll}.

On a V^UV2 = V i H T V = ̂  H 7v = 0 et Vi U ̂  U 7V = jl.+ool71.
En outre, 7V est un ensemble analytique fermé strictement inclus dans
]1, +oo [n , donc de mesure de Lebesgue nulle.



SÉRIES DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉES 459

On définit TTI : ̂ ^-oo^ —^ V\ par 71-1 (î / i , . . . ,i/n) = (^i , . . . ,^n), où

Xj=yj si j ^ r , r + l , a^^^11, ^r+i = ̂ ^r+i.

Il est évident que 71-1 est un isomorphisme analytique de jl.+ool7'1

sur Vi et que, pour tout y e ]1, -hoo^, on a

^(7^l)=K+l|î/ar+l^ll-l

avec Or + |û^+i| - 1 e N, évidemment.

De même, si Pon définit ^ '' jl^ool71 —^ V^ par (2/1,... ,2/n) i-̂
(rci , . . . ,a;n), où

X j = y j si j ̂  r, r 4-1, Xr^i = 2/?4:i, -rr = ̂ T11^,

alors 7T2 est un isomorphisme analytique de ll.+oot" sur V^ et, pour
î /e l l .+oof .ona

H' ( r r r \ \^ 1 /» ,0;T'+ 1 oir+1 | — 1
J2/(7T2) = l^rlî/r+l

En outre, pour tout y e ]1, +oo[n, on a :

1 1 i r '̂
^(7riQ/)) = h(—? • - • ? ———r5 ~d———? " • ? —) TT V^

v v / / ^1 ^ar+11 ^^r+l 2/n / l= lJ

j¥r

^(^(2/))=/^(1-•--|,2^-'—-•--) n^
^1 2/r+l 4/r î/r+l î/n J=l

J^+l

donc, pour j = 1,2, g^Çy)) = h^(y^~1,... ,^1)^ avec h^ analytique
sur ] -1, If à valeurs dans {z e C* ; | Arg z\ < ̂ } et le nombre d'indices i
pour lesquels (S[ = 0 est A;. L'hypothèse de récurrence permet alors de
conclure.

Ceci démontre le lemme pour p = 1.

Pour p > 1, il suffit de remarquer que les TTJ que l'on introduit pour
réduire un des gi ne changent pas la nature des autres gi déjà réduits et,
par conséquent, il suffit de refaire la même chose pour g^ et ainsi de suite
jusqu'à g?.

Ceci termine la démonstration de la proposition 3. D
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Remarques concernant la proposition 3.

1) Dans la démonstration du lemme de classification des monômes
(proposition 3), nous nous sommes limités au strict minimum nécessaire à
notre démonstration. Mais il est évident que ce résultat permet de supposer
dans l'énoncé du théorème de Hironaka que l'ensemble {aj \ 1 < j < p}
est totalement ordonné par l'ordre lexicographique sur N71, à condition de
changer le point (i) en

(i') il existe un sous-ensemble analytique fermé N c X de mesure de
Lebesgue nulle tel que TT induit un isomorphisme analytique de X \ 7^~1(N)
sur X \ N.

2) La proposition 3 est d'une importance capitale dans la
compréhension de la singularité d'une fonction méromorphe h = f / g au
voisinage de l'origine dans R71 ; en effet, par l'intermédiaire du théorème
de désingularisation de Hironaka, on se ramène localement et en dehors de
r^u^wà

/ o 7r(w) = a(w)wa, g o 7r(w) = b{w)w^
où TT est la composée d'un nombre fini d'éclatements locaux par rapport à
des sous-ensembles analytiques lisses, a et b sont deux fonctions analytiques
inversibles et a = (ai , . . . , o;n), /? = (/?i, • • • , /?n) ê N71, d'où localement
on a :

h o 7r(w) = c(w)w7

où TT est une modification propre et 7 = (71,..., 7^) = a — f3 e Z71.

Les 7^ ne sont pas forcément de même signe et c'est là qu'intervient
la proposition 3 qui nous dit qu'on peut les supposer tous de même signe
au sens large, c'est-à-dire 7 e W1 ou 7 e (-N)71, ce qui ramène localement
l'étude d'une fonction méromorphe h = f / g à deux situations : h = f ou
h = l//, où / est analytique.

Fin de la démonstration du théorème 5.
On se donne :

• ni et n2 ê N tels que n\ + 713 = ri, £Q ç ] 0, - [ ;

• une famille (Qe{y, x))^^ de polynômes de C[Xi,. . . , Xn} ;

• JîeM[Xi,...,x^];
• c > 0, a > 0 et

• 0 : (^/, e) ^-> (f){y^ e) qui vérifie les hypothèses du théorème 5.
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Soit e € [0, eo]. Le but de ce qui va suivre est d'étudier le prolongement
méromorphe de

s^Y^^^s) = f Q^(y,x)^(y)e({m,x))dydx.
^]-1,1["1 X]1,+00["2

D'après le point (ii) des hypothèses, il existe K > 0 tel que, pour tout
(^aOel-l.ir 'xll.+oo^,

\9^lxl_^<Ke
\ R(x)

et ceci implique que, si l'on pose

H,(y,x)=Q,(y,x)-R(x),

on a fie €C[Xi, . . . ,Xn] et

^^ | < Ke,
\ R(x) \ - '

ce qui permet de voir que

ReQ,(y,x)^(l-Ke)R(x) et \ïmQ,(y,x)\ < KeRÇx),

d'où:

|Arg<3e(2/,^)| ̂ Arctg^-^) <e.

Quitte à diminuer eo, on peut supposer que, pour tout e € [0,£o] et tout
(y,x)ç}-l,l[nlx}l,+œ[n2,OIla

\Qe(y,x)\^ReQe(y,x) ̂  (l-E)R(x) et |Arg(^(y,a-)| < 2e,

d'où, pour tout e e [0,£o], pour tout (y, a;) e] - 1, l["lx]l,4-oo["2 et tout
s = a + ir ç. C avec o" > 0,

^(^-^(^((m^))! «, (l-^-e2^!
«(l-^-ac-<T(^...^)-(7ae2£ITI

(d'après le point (i) des hypothèses) et ceci permet de voir que, pour tout
e e [0,£oL ^a fonction s \—> Y^^ÇQe^e^s) existe et est holomorphe dans
le demi-plan

{sçC |Re5>cr1}.

On fixe maintenant e € [0, £o]
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Si on écrit (à permutation des coordonnées près) :

} - l ^ [ n l =\J ] - l ^ [ k x [^ l [ £

M

et si on procède aux changements de variable suivants :

]-1,0^ x[o , i [^ -.]o, ir1,
(a;i, . . . ,a;ni) ̂  (-a; i , . . . , -a;fe,a;fe+i5 '--^ni) ,

on voit qu'il suffit d'étudier

s^Y^n2(Q„^s)= [ ^(^(^^((m^dî/drr
./ItU^ixll.+oot7^

qui est définie et holomorphe dans le demi-plan II = {s \ Hes > a""1}.

On fixe 5 = a + ir ç. II. Par un changement de variable évident, on a

Y^ÇQ^^s) = ( Ç^^^-^^^e^m,^-1))
J]o,i[-

x(-l)n2(x^...,Xn,)-2dydx

avec la notation x~1 = { x ^ 1 ^ . . . , x^) si a; = (a-i , . . . , a;^) ç R712.

On pose B = ||m|| et

m
\——eSn2-l sim^O,n= ^ IHI
[ 6^2 = (0 , . . . , 0,1) si m = 0.

Pour chaque v ç. Sn2~l, on note Ly le polynôme

7l2

L^(XI, . . . ,Xn^) = Y ^3^3'

J=l

II existe un entier NQ € N tel que :

ci) ^->= Rw
(a;l•••a;nJJV°

pour un R e R[A"i,..., Xny\ ;

(2) W1) = ——Ma;)

(a;i • • • x^)"0
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où en plus, Ly(x) est analytique en v (en fait, il est à coefficients poly-
nomiaux) et

He(y,x)
(3) H^x-^^

(xi'-'Xn^0

où les coefficients de île sont C00 en e (ceci vient du fait que le degré en x
de He est majoré par une constante indépendante de £, ce qui permet de
choisir NQ indépendant de e), d'où, si l'on utilise la version déjà citée du
théorème de désingularisation avec n + 3 fonctions :

fj{y, x) = Xj pour 1 < j < n^
fn^j(y,x) = yj pour 1 < j <: ni,

fn+i(y,x) =R(x),
fn^{y,x) = îîe(y,x),
fn^(y,x) =Ln{y,x)

et à l'aide d'une partition de l'unité, on obtient que, pour a = Res > a""1,
Y^1'712^^ ^£5 s) est une somme finie d'intégrales du type

/ ^(w) w^^edimll/^w; ̂ w"^) ̂ (w; u) dw
JE^

où:

• E^n2 = {w ^ ] - U^ I a;i(w),. . . ,^2(w),
2/ l (w) , . . . ,2 /m(w) > 0};

• a, b, f3 e Z" ;

• w »—> ^e(w) et w i—> /i(w; n) sont des fonctions analytiques inversibles
sur ] — 1,1l71 et dépendent analytiquement de u ;

• w >-^ '0e (w; zt) est une fonction C00 à support compact dans ] — 1,1 [n,
dépendant analytiquement de u et de façon C°° de e ;

• Qe{y(w\x(w) 1) = [gs(w)} lw-

• Lu{x(w)~1) =Lu{x(w)}l{x^{w)'''Xn^(w)Y° =h(w,u)w~(3No

• pour j = 1,... ,n2? on a Xj(w) = ^-(w) w^ où ^ est analytique
inversible dans ] - 1, If et a3 G N71 ;

• pour j = l , . . . ,n i , on a ^-(w) = kj^w^w^3 où Â;j est analytique
inversible dans ] - 1,1[71 et {33 ç N71.
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En outre, d'après le point (ii) des hypothèses, nous savons que :

Qe(y(w)^(w)-l)=R{x(w)-l)(l-}-()(£)) = [^(W)]-1^-0,

R(x(w)~1) —> +00 quand |[w|| —^ 0,

d'où a = a(R) ne dépend que de R et vérifie a e N*71.

De plus :

|Arg^(w)| = lArgQ^w),^)-1)) < 2e.

Comme pour tout j, xj(w) et %(w) sont des monômes à des facteurs
inversibles près, alors l'ensemble En^ est réunion finie d'ensembles de la
forme (à des permutations des coordonnées près)

} - l ^ [ k x [ 0 ^ [ e ( A ; + ^ = n ) ,

d'où, en utilisant les changement de variables :

l-i^xio.i^-.M71,
( W i , . . . , W n ) ̂  ( -Wi , . . . , -Wfc ,Wfc+i , . . . ,W^) ,

on se ramène au cas où, pour Res > a~1, Y^1'712^, ç^, s) est une somme
finie d'intégrales du type

I(s) = { g^Ww^e^h^^w-^ ^(w;n)dw.
^O,!!"

Pour terminer la démonstration du théorème 5 on va montrer par récurrence
sur |/3| = |/3i| + • • • +1/3^[ que I(s) vérifie les conclusions de la proposition 2.

• Si \{3\ = 0, alors /? = 0. On effectue le changement de variables

w = (wi , . . . ,Wn) ̂ x= (;ri,...,a^) = w~1 = (wi~1 , . . . ,Wn~1)

suivie d'intégrations par parties analogues à ceux de la première partie
de la démonstration de la proposition 2 (le cas /? = (/3i, . . . , /3p, 0 , . . . , 0)
appartenant à (-N*)^ x {O}71"^ ) en faisant jouer a h(x^~1,... ,Xn~1) le
rôlede^il^l.-.^l^l)-1

On voit alors facilement que I(s) vérifie les conclusions de cette
proposition.
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• Si |/?[ > 1, alors (3 ^ 0 et quitte à permuter les coordonnées,
on peut supposer que (3n ^ 0. De plus, il est clair (quitte à diminuer
l'ouvert sur lequel on prend les coordonnées locales) qu'on peut supposer
w ^-> h{w',u) analytique au voisinage de [-l.+l]71 et ne s'annulant pas
sur [-l.+l]71 et en particulier elle garde un signe constant qu'on peut
supposer positif (quitte à prendre le conjugué de l'intégrale). Donc par
compacité de [-1, -hl? x S712'1 :

A = inf h(w; u) > 0.
we[-i,+i]71

ues^-1

On note aussi

r.- A 9h/9Wn(w:u) 1 - . .K=A+ sup — ' n v ' 7 e [A,+oo[
^ç[-i^i]n 1 h(w\u)
uçs^-1

et on pose finalement

,=^€]0,1|.

Ceci étant, on écrit alors I(s) = Ii(s) + I^Çs) où :

W = / ^-SM^as+&e(||m||/l(w;^)w-/3)^(w;^)dw,
^]0,l[n- lx]0,»7[

W = { g^W was+be(||m||/l(w; u)w~0) ̂ (w; u) dw.
J^lï^x^M

s ) = I g^W w^^e^mWw', u)w~p) ̂ (w; u) dw.
/]o,i[—ixh,i[

Étude de lïÇs).

On effectue le changement de variable Wn '-> (Wn - r ] ) / ( l - rj). Alors,
avec les notations w = (w', Wn) où w/ = (wi , . . . , w^-i), on obtient :

W = ! ^(w)wa//s+6//e(||m[|/l2(w;^)w-^)^2(w;^)dwW= / g^Ww^^e^m^w'^^w-^ }^{w\u)
/]0,1[-J}Q^\n

où a11 = (ai, . . . ,a^_i,0), b" = ( & i , . . . ,^-i,0), ̂  = (/?i,... ,/^-i,0) et

^e,2(w) = ^(W', (1 - 77)W^ + 77) ((1 - rf)Wn + T?)"071,

/i2(w; n) = /i((w', (1 - rj)wn + 77); n) ((1 - r])wn + ̂ ^,

^,2(W; H) = (1 - T])^ ((W', (1 - Tî)Wn + T/); ̂ ) ((1 - r])Wn + T?)671.
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Comme ge,2^2 et ^2 vérifient respectivement les mêmes propriétés
que Qe^h et ^e et puisque \fî"\ = |/3| — \/3n\ < |/3|, alors l'hypothèse de
récurrence permet de conclure.

Etude de Ji (s).

On fixe w' = (wi , . . . , Wn-i) € ]0, if1"1 et on considère l'application :

g-w^u '' Wn 1——> [h((wf,Wn)•,u)]~l/ n Wn .

Comme pour tout Wn € ]0,77 [, on a

/ / ^ rî,/^ ' ^ M-V^Fi Qh/Qwn{(w',Wn)\u) -i
^/,J^n) = ^((^ . ̂ n); U)\ 1 - ^ v , — — — ^ ^ w ^

L 13nh^(W',Wn)\U) J

> [^(w^w,);^]"1^71!!-^/^

^j^w^jî^'^^o;
alors, Wn ^-^ gw',u(wn) est C00 et strictement croissante sur }0^rj[ qu'elle
transforme en ]0,^u/^(?7)[. On obtient ainsi un changement de variable
admissible qui transforme Ii(s) en :

r / r9w',uW ^
W= \ ( / ^î(w)was+be(||m||w-/3)^,l(w;^)dw,)dw/

J]o,i["-^Jo ' ^

où ^^i(resp. '0£,i) vérifie les mêmes propriétés que ^(resp. ̂ ). De plus il
est clair, vu nos conventions sur /i, que pour tout w' ç. ]0, l^" , on a :

g^^^W^u)}-1^^

> r] inf h(w, uY11^ = 2no > 0."~ we[-i,+i]71 v / '
ne^s-1

Avec ces notations, on peut alors écrire Ii(s) =. I^(s) + !Ï(s) où

Iî(s)= I g^Ww^e^Mw-^^w^^àw^
^O^t—^jO^ot

r / r9w',uW \
^(5) := / ( / ^î(^) w^+^dimllw-^) ̂ ,i(w; n) dw,) dw'.

J]0^-^Jrîo ' /

Si dans I^(s) on effectue le changement de variable

Wn -rjo
Wn ̂  ——————\————5

gw',u(r]) -rfo
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on se ramène comme dans le cas de l2(s) à une intégrale de la forme :

IÏW = / 9e'î 2W w^^edimll/^w; u}w-^) ̂ ,i,2(w; u) dw
7]0,1[71 ' '

où

• ^£,1,2? ^2 et ^£,1,2 vérifient les mêmes propriétés que ̂ , h et ̂  ;

. ^^(ai,...^,-!^),^^^,...,^.!^),/?^^!,...,^-!^).

En particulier, on a l/î"! = |/3| - |/?n| < |/?| et l'hypothèse de récurrence
permet de conclure.

Il ne reste donc à étudier que le terme I^(s). Mais vu son expression,
et si on effectue le changement de variable Wn '—>• Wn/rjo qui transforme
]0,770 [ on ]0,1[, on obtient :

A'OO = 1 ^~îlMwas+6e(A;||m||w-^^,l,l(w;u)dw
JlO,!?

où (7e,1,1 (resp. '0£,i,i) vérifie les mêmes propriétés que Qe (resp. '0g) et où
k = rJo~^n est une constante strictement positive. Si on effectue ensuite le
changement de variables

W= (w i , . . . ,Wn) ̂ X= (Xi,...,Xn) = W~1 = (wf1, . . . , W^1),

on obtient :

A1^) = / gr^^-'e^m^^x-1^^
J}W

où ̂ , ^e, a et b vérifient les hypothèses de la proposition 2 et (3 ç Z71.

Donc, pour être dans la situation étudiée dans la proposition 2, il ne
manque plus que l'hypothèse f3 e N71 U (-N)71. Mais la proposition 3 nous
permet de supposer que c'est effectivement le cas. On se ramène donc
exactement à la situation étudiée dans la proposition 2, ce qui permet de
conclure.

En conclusion, la fonction s \-> Y^^ÇQs^e.s) possède un prolon-
gement méromorphe à C avec des pôles d'ordres au plus n, contenu dans
une suite de la forme S = {o-o - k/M | k ç. N} où OQ = ao(R) G Ql et
M = M(R) e N* et il existe A = A{R) > 0 tel que, pour tout N ç N*,
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pour tout e' > 0, pour 6 > 0 et tout s = a + ir e C vérifiant a > OQ - N
etd(s,S) ̂ 6 :

^^{Q^^s^^D^N^'^^e)
(1 + 17-1^0-^+^(1 4. |^|A(ao-<T)+6^ ^|r|^

En effet, on a vu que a G N*71 ne dépend que de -R et que les différents
paramètres ao, M et A dans la proposition 2 ne dépendent que de a.

De plus, comme e e [0,€:o] et u ç. S'712"1, alors un argument de
continuité et de compacité permet de supposer que

D/(N^f,6^e)=D(N^f^)

est indépendante de u et e.

Ceci termine la démonstration du théorème 5. D

6. DÉMONSTRATIONS DES THÉORÈMES 2 ET 3

6.1. Introduction.

Au chapitre 5, nous avons établi un théorème (théorème 5) dont l'objet
était précisément l'étude du prolongement méromorphe d'un certain type
d'intégrales oscillantes. L'objet de ce paragraphe est donc de justifier que
les intégrales données par la formule sommatoire (proposition 1) rentrent
dans le cadre du théorème 5. Ensuite, on montrera que la somme (infinie)
des prolongements de ces intégrales existe et vérifie les propriétés requises
pour être un prolongement méromorphe de Z{P\ s).

6.2. Démonstrations des théorèmes 2 et 3.

On suppose que P e R[Xi,. . . . Xn} vérifie HoS, avec BQ ç ]0,1[ et
£o e ]0, ^ [. On sait (théorème 1 et proposition 1) que :

(i) il existe <JQ > 0 tel que s \—^ Z(P\ s) existe et est holomorphe dans le
demi-plan {s € C | Re5 > <7o} et

(ii) il existe £?i e ]Bo,l[ et e^ e ]0,£o[ tels que, pour tout e e ]0,£i[,
pour tout B e ]Bi, 1[ et tout s e C avec a = Re s > o-o, on a :

Z(P;5)= ^ P-^m)
meN*"

=E E E^'/
i-crî n, -l-nr>—n hf-^n'i J -TeÇnnl+n2=n/leZ7l2 ^[-1,1]^ x[B ̂ 00^2
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P-^B + î£^(i), . . . , B + ̂ (^),

^r(ni+l) -^l(^l)^--^r(n) -^712(^2))

(^)^exp(27rî{E^^r(n+,)})
.7=1 , -x ———^—————————————— drri • . • cLrn

]-[(!_ e27TîBe-27r£^)

.7=1

où, pour tout j G {! , . . . , n^} et tout fa e Z712,

, , , Y12^,, , / , ^ f £ si fa-, > 0,
I^El^l et ^^)={_, ,î o:

J=l v •/

Maintenant, pour e e ]0,£i[, B ç ]5,1[, Res > o-o et ni, 712 € N avec
ni + ri2 = n et r e Gn-» on pose :

Z,(P,^,B,m,n2;5):= ^ e-2^' />
^^2 ^[-l^l-ixiB^oot^

P'^B + ^.Tr(i), . . . , B + î^(n,),

^r(ni+l) -^l(ftl),. . .^r(n) -^2(^2))
n2

(î^)711 exp (2m[Y, faj^r(n+j)})

X ————ni————————^-^——————————— d^i • • • àXn.
Y [ ( l - e2^13 e-2^^)
j=i

On a alors, sous ces conditions :

Z(P;5)=^ ^ Z^(P,£,B,m,n2;5)
T€Çn ni+n2=^

et, comme l'action de r e QN induit juste une permutation des coordonnées
dans les intégrales, il suffit de vérifier les théorèmes 2 et 3 pour r = Id.

On fixe dans toute la suite n\ et n^ ç. N avec n\ +7^2 = net B € \B\, 1 [
et on pose, pour tout e ç. ]0, e\ [ et tout 5 ç C avec a = Re 5 > o-o :

Z(P,^):=^id(P,£,ni,n2,5)= ^ e-27^! /
/içZ^ ^[-l^j-ixiB^oot^

P'^B + 2^1,..., B + ̂ n,,
a;^+i -^i(fai) , . . . ,a;n -^^(fanJ)

(^£)nlexp(27^^{iîfa^n+J})
x ——^——————Jr—————— da:i • • • d.rn.

]-[(l_e27TîBe-27r£^)

J=l
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Maintenant, pour tout 1 C {! , . . . , 712} et tout j € {! , . . . , 7^2 L on
pose :

j ^ ( e si j e J,
^ l - e si ̂ J,

M(7) = {/i e Z712 1 hj > 0 si j e J et ^ < 0 si j ^ J}.

On pose enfin :

Zj(P^) := (ze)711 ̂  e-^HyKP^^)
/ieM(J)

où, pour tout h e Z712,

Yj(P,5,/l;5):= (
./[-U^lX^+Ool^

P"5^ + î^i,..., B + iexn^
Xn^-ie{,...,Xn-ie^)
n'i

exp (27Tî{Ç /l^n+j})

x ^————Jr—————— da;i • • • d.rn
]-[(!_ ç2niB e-27T£^)

J=l

et on voit bien que, pour démontrer les théorèmes 2 et 3, il suffit de les
vérifier pour les fonctions

s^ZI(P^^)=(ie)nl ̂  e-^lyKP,^^).
hçM{I)

Pour étudier les Yi(P^e^h\s)^ on va utiliser le théorème 5. Vérifions
que nous sommes dans les conditions d'application de ce théorème. On
fixe 1 C {1 , . . . , n^} et on pose :

J?(Xi,... ,X^) := P(B,... ,B,BXi,... ,BX^)

où la variable B est répétée n\ fois. On a R e M[Xi, . . . , X^J.

Soit e'Q € ]0, ^£1 [. On définit la fonction

^^^[^xl-^o^oI—.C

par

^Q/^) ''= -rT,————————————————•
]-[(!_ e2^Be-27r£yj)

J=l
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II est clair que, pour B e ]iE?i, 1[ et quitte à prendre e ç ] 0 - ^ i [ assez
petit, on peut supposer que (p est de classe C°° sur ] - 2,2[nl x ] - le^ 2^o[.

Enfin, on définit, pour tout e ç ]0,5o], le polynôme Qe(X^,... ,Xn)
appartenant à C[Xi,.. . , Xn] par

Ç. (Xi, . . . , Xn) = P(B + ieX,,..., B + ̂ X,,,
BX^+i - ̂ { , . . . ,BXn - <J.

On obtient ainsi une famille de polynômes (Qe)eç}o e ' } '

Comme B e ]£?i, l[c ]Bo, 1[, alors P(x) tend vers l'infini quand ||a;||
tend vers l'infini, x ç [B.+ool71, P{x) > c(x-^ - ' •Xn)0', d'où, quel que soit
x e [l.+ool712 :

R(x^... ,^J = P(B,... ,B, 5^i,... ,B^J > cB^^i.. •xn^.

On pose alors

Qo(y,x) = R(x).
On obtient ainsi une famille de polynômes (Qe)£ç[o,e'} à coefficients C°° en
e et ce qui précède montre que le point (i) des hypothèses du théorème 5
est vérifié. Quant au point (ii), il découle immédiatement du lemme 2.2.

Maintenant, nous sommes en mesure de conclure. Nous remarquerons
d'abord que, pour tout e ç. [0,£oL P01111 tout h ç. Z712 et tout s e C avec
a = Res > (TO,

yj(?,£,/i;5)= / p-s(B+^l,...,B+^,
./[-U^lX^+Oot7^ . r r

Xn^i -ze{,...,Xn-ze^)
n-z

eXp(27Tî{^ hjXn-^-j})

x -^————^—————— dx-i ' ' ' dxn
]-[(!_ ^TriB ç-27T£x^

J-l

=Bn2 ( P-s(B+iey^..^B+ieyn^
^[-l,l]nlX[B,+Oo[7l2 . j- . j

Bxi -z£i,...,5^2 -^2)
712

x y?(^; 5) exp (27r^ y^ ̂ •^ ^ ) dy dx
j=i

= B"2 ( Q^s(y^x)^e)e27^i^ dydx
^[-l,l]7llX[B,+Oo[7l2

^^n2y^,n2(ç^^^)
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avec les notations du chapitre 5. D'après le théorème 5, il existe donc
a^ = o-o (R) > 0 tel que la fonction s ^ Yi(P,e,h\s} existe et est
holomorphe sur le demi-plan {s e C | Res > cr^}. En outre, il existe
M1 = M{R) e N* tel que, si l'on pose S1 := {a^ - k/M1 | k e N}, alors
s ^—> YI^PI €', h\ s) possède un prolongement méromorphe à C avec des pôles
d'ordres au plus n et contenus dans S1.

En outre, il existe A1 = A^R) > 0 tel que le prolongement
méromorphe Vj de Yi vérifie, pour tout e' > 0, pour tout 6 > 0 et
tout réel N > 0 :

Vj(P, e, /i; s) <N,̂ ,̂  (1 + \r\AI^O-a^£f) (1 + l/^^0-^7) e^l

uniformément en s e C tel que a = Res > a^ - N et d(s,S1) >: 6 et
où T = Im 5.

Maintenant, comme les parties 1 C {1, . . . ,722} sont en nombre fini
et R ne dépend que du polynôme P, de 1 et de ni et 7225 si l'on pose :

A := sup{AJ(P) > 0 | J C {1 , . . . , 72,2}, ^i + ni = n} ;

(TO := sup{a^ e Q"^ | 1 C {1 , . . . , 7i2}, ni + n^ = n} ;

M := le plus petit multiple commun des M1 et des dénominateurs
des a^ quand (721,^2) ^ N2 avec ni + 722 = n et J décrit
l'ensemble des parties de {1 , . . . , 712} ;

<S := {ao - fe/M | k e N} ;

alors A, (TO, M et <? ne dépendent plus que du polynôme P.

On a alors, pour tout J C {1 , . . . , 77,2} pour tout couple (TZi, 712) € N2

avec 77,1 + 72,2 = n, pour tout e C ]0, ^o[ et tout h e Z"2 :

(1) s !—)• yj(P,£,/i;s) existe et est holomorphe sur le demi-plan
{s e C | Re5 > 0-0} ;

(2) 5 i—^ yj(P, £, /i; 5) possède un prolongement méromorphe à C avec
des pôles d'ordres au plus n et contenus dans S ;

(3) le prolongement méromorphe Vj vérifie que, pour tout e' > 0,
pour tout 6 > 0 et tout N > 0

y,(P, ̂ , /l; 5) «N,^,P (1 + IT^O-)^) (1 + |/,|A(ao-a)+^ ̂ |r|

uniformément en s e C tel que a = Re5 > OQ - N et d(s,S) > 6 et où
T = Im s.
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Maintenant pour J c {1, . . . ,n^} et e ç ]0,^o[, nous définissons la
série

Z^e^):=(ier1 ̂  e-2^'?^?^^;^.
hçMÇI)

Mois il est clair, d'après les conditions (1), (2) et (3) que
s i—^ ^j(P, e"; 5) est une fonction méromorphe sur C avec des pôles d'ordres
au plus n et contenus dans S et qu'elle vérifie, pour tout e' > 0, pour tout
6 > 0 et tout N > 0,

Zj(P^;5) «p,.̂  (1 + \r\A^-a^£f) e^l

x ^ (1 + \h\A^-^£l) e-27^'
/i€Z"2

et ceci uniformément en s e C tel que a = Re s > OQ - N et d(s, <?) > 6 et
où r = Im5.

Mais comme nous savons que, pour Re s > (TQ et 0 < e < CQ :

Zz(P,^)=(^ ̂  e-^^Y^e^^)
hçM(I)

=(ie)nl ̂  ^^Y^e^s)
/ieM(J)

=Zj(P,£;5),

on voit que s »-> Zj(P, £; 5) constitue le prolongement méromorphe cherché.

On conclut donc que :

(i) 5 i-̂  Z(P; s) existe et est holomorphe sur {s e C | Res > 0-0} ;

(ii) s i-̂  Z(P;5) possède un prolongement méromorphe à C avec des
pôles contenus dans S et dont les ordres sont au plus n ;

(iii) le prolongement méromorphe Z(P; s) de Z(P; s) vérifie pour tout
£' > 0, pour tout e e ]0, e'^ pour tout 6 > 0 et tout N > 0 :

(*) Z(P; 5) <p,^,^ (1 + IT^-^) e^l
x ^ (1 + l/^o-^^ e-2^1

hçZ^

uniformément en s € C tel que a = Res > (TQ - N et d(s,S) > 6 et où
T = Im 5.
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Ici OQ = o"o(P) est l'abscisse de convergence de la série de
Dirichlet Z(P;5), (TQ > 0, M = M(P) e N*, A = A(P) e Q^_ et
<5 = {^o — A;/M | fc e N} ne dépendent que du polynôme P.

Pour terminer la démonstration du théorème 2, il suffit de démontrer
que l'abscisse de convergence de Z(P\ s) est effectivement un pôle.

Démonstration du fait que o-o(P) est un pôle de Z(P\ s).

Nous notons Z(P; s) le prolongement méromorphe de Z(P; s) à C.
Nous allons procéder par l'absurde.

Supposons que l'abscisse de convergence OQ n'est pas un point singulier
de Z{P\ s). Alors il existe r > 0 tel que s \—^ Z(P; s) est holomorphe dans
le disque ouvert D(o-o^ 2r). Soit o-i e ](TO, o-o + r[. On a alors

D(ai,r)c^(ao,2r),

d'où s i—^ Z(P; 5) est analytique dans le disque ouvert DÇa-t, r) et par suite
développable en série entière autour de a\ dans ce disque, c'est-à-dire pour
tout s e jD(ai,r), on a

+00 -,

Z(P^)=^^Z(P^)\^{s-a,)\k\k=0

Or, dans le demi-plan {s e C | Res > o-o}, on a

Z(P;.)=Z(P;.)=Sp(^
im£-'f^#n V /mCN

avec convergence uniforme sur tout compact de ce demi-plan, d'où, quel
que soit k ç. N, on a, pour a = Re s > (TQ :

d^
ds^

dk.
dskÂ.Z(P; . ) -Z(P; . )= ^

meN*"

(-logP^))"
(P(m)Y
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avec convergence uniforme sur tout compact. En particulier on a, quel que
soit k e N :

-^ZfP^i - dk Z(P'^ - V (-log^)^
d^z(J [ îs )15=<71-d^z(J l?s) ls=a l- ̂  (P(m)^ '

meN-71 v v / /

On en déduit donc, pour \s — a\ \ < r, la convergence de la série

^.^E^-^E^^
fc=0 mçN^ \ ^ \ " i ) î

=f-y- l^-^(±l^gp(m))fe.2^ 2^ fci^i ^ fprm))^
A^OmeN*71 \^\ïnî)

Mais on a 0-0 < 0-1 < (TO + r, ce qui implique o-i - r < o-o, et, par suite,
il existe 0-2 € M tel que :

o\ — r < o"2 < (TO < cri.

En particulier, 0-2 appartient à J9(ai,r), d'où, d'après ce qui précède, la
série suivante converge :

^-i^^-^^^
fc=Om€N*" ^ V " ' ) )

Mais, quels que soient k ç. N et m ç. N*",
l / .feÇ+log^m)^ ^
^(al~a2) (P(m))^ >0'

montre que cette série multiple est à termes positifs et, par conséquent,
l'interversion des sommations ne change en rien la convergence. Donc la
série

V f- l / _ ^(flogp^£^1 2) w-))-
= E (p^ÈÀ^1-^10^^))'

meN-" v v / / fc=0

= V" 1 Ffai-a^logPfm)

.̂. (W)-
= r 1

.̂ (wr
=Z(P;(72)

converge, d'où 0-2 ^ <7o qui est l'abscisse de convergence de Z(P; s), ce qui
est absurde. Ceci termine la démonstration du théorème 2. D
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Fin de la démonstration du théorème 3.

Pour terminer la démonstration du théorème 3, nous aurons besoin
du lemme technique suivant :

LEMME 4. — On dénniû, pour e > 0 assez petit, x > 0 et £ € N :

g^x):=^(l^\h\x)e-2^.
hçy

Alors la somme précédente existe et on a la majoration

ge^x) «^-^^

La démonstration du lemme 4 est facile ; nous la laisserons au lecteur.

Revenant à la démonstration du théorème 3 :

On a établi dans ce qui précède que, pour tout e' > 0, pour tout
e e ]0, £o[? pour tout 6 > 0 et tout N > 0 :

Z(P'.s) «P,.^,N (1 + \r\A^O-a^£/) e^l
X ^ (1 + |/,|A(ao-a)+^ ç-2^|

/iGZ^

uniformément en s € C tel que a = Re s > (TQ — N et d(s, C) > 6, d'où, sous
ces conditions-là, on a :

Z(P;5) «P,̂ ,N <^M(ao - a) +^)(1 + IT^O-^) ̂ M.

Maintenant, pour cr € [cro — 7V, oo -I- f^A], on a

a- = A(oo -o-')-\-e1 > ^e' > 0.

Donc on est dans les conditions d'application du lemme 4 et par conséquent
on a, pour tout e e ]0,6"o[ e^ uniformément en a ç. [(TQ — AT, 0-0 + e / / 2 A ] :

Z(P',S) <p,^,^ ^-{^o-oO+^+l}^ ̂  ^[A(ao-<r)+^ ç£|r|^

Maintenant, comme l'inégalité précédente est valable quel que soit
e ç. ]0,e:o[, nous allons l'optimiser en prenant e = (2/é:o + M)"1 ^ ]0,é:o[-
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On obtient alors, quels que soient e' > 0, 6 > 0 et N > 0 et uniformément
pour a e [o-o - N, ao + 6:'/2A] et d(s, < ? ) > < ? :

Z{P'^) <P,,,^,N 1 + iTl^"-^^71.

Maintenant, si a >, ao + e172A, alors

Z(P;.)=Z(P;.)= ^ ——.
^eN*" "m-1

et par conséquent :

Z(P;S)« ^ p(^« E P(^).o+e'/2A
meN*» - ' meN*" v /

«P,<,e',̂ N 1 <P,6,e',̂ ,N 1 + |T|A(<T°-<^)+£'+».

En conclusion, pour e1 > 0 et N > 0, et uniformément en a > (TQ — 7V,
et d(5, <?) > <î, on a :

(*) Z{P\ s) <P,̂ /,N 1 + \r\A^-^£^n.

On pose B = Ao-o + 1 + n. On a alors B > 0 et ne dépend que du
polynôme P. Le résultat précédent peut se reformuler comme suit : quels
que soient 6 > 0, (TI, 02 e M avec ai < 02 et uniformément en s = a + ir
tel que o- € [o-i, as], et d(«, < ? ) > < $ , on a :

^(Pî^p^^l+lTl-^5.

Maintenant, pour conclure, on va utiliser une conséquence immédiate
du théorème classique de Phragmén-Lindelôf (voir E.C. Titchmarsh [17])
qui est le lemme suivant :

LEMME (P. Sargos [14]). — Soit F une fonction holomorphe au
voisinage de H = {s = a + ir ç. C | a G M et r > 1}. Soie o-a € M.
On suppose qu^il existe deux constantes A et B > 0 telles que :

(i) pour chaque (T\ et a^ G M vérifiant a\ < 0-2, on a :

F(s) < 1 + r-^5

uniformément en s = cr + ir € [ai, 0-2] + î[l, +oo[ ;

(ii) pour chaque e > 0, on a F(s) <^ 1 uniformément en a > o-a + e
et r > 1.

AJors, quels que soient e > 0, ai et (73 G M vérifiant a\ < 02, on a :

^(SXI+T^-^

uniformément en s = cr 4- îï € [cri, 0-2] + î[l, +oo[.

Ce qui termine la démonstration du théorème 3. D
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7. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4 ET DES
COROLLAIRES 1 ET 2

Avant de se lancer dans la démonstration du théorème 4 et des
corollaires 1 et 2, on va rappeler quelques propriétés de la transformée de
Mellin et son inverse. Les propriétés que nous allons utiliser sont contenues
dans le résultat standard suivant et de son complément qu'on pourra
trouver, par exemple, dans P. Sargos [15].

THÉORÈME (théorème taubérien). — Soit (f> une fonction définie
sur R+, localement à variation bornée^ croissante et nulle au voisinage de 0.
On suppose qu'il existe a > 0 tel que :

(1) pour tout e > 0, on a (f)(t) = Oe^t^6) quand t tend vers l'infini.

Pour s = a + ir ç. C, on pose :
/•+00

(2) F(s):=s \ ^t-^dt.
Jo

Alors la fonction F est définie et holomorphe sur le demi-plan {s € C | a ==
Re5 > a}. De plus, quel que soit c > a, on a la formule d'inversion

(3) ^ [<f>(t + 0) + cf>(t - 0)] = — F100 F(s) t3^ (t> 0)
Z ZÎ7( Jc—ioo s

l'intégrale ci-dessus étant convergente en valeur principale.

On suppose que F possède un prolongement méromorphe à C, que
ses pôles sont d'ordres ^ n et contenus dans un ensemble de la forme
{o-o - k/M | k e N}, où o-o > 0 et M ç N*.

On désigne par ((Tk)k>o la suite des pôles de s —> s^FÇs) rangés par
ordre décroissant.

Pour chaque k € N, on définit le polynôme Qjç C R[X] par la relation

(4) Qk(x) = e-akxRes^(8-lF(s)esx).

On a alors :

degQfe = (ordre de Ok en tant que pôle de s~lF(s)) — 1.

On suppose en outre qu'il existe A > 0 tel que, pour tout a € R et
tout e > 0 :

(5) F(s) < 1 + IT^-^^

uniformément en s = a + ir ç. C vérifiant a < a < OQ + 1 et |r| > 1.
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On a alors, sous ces conditions, le résultat standard suivant :

LEMME (complément du théorème taubérien). — Quel que soit e > 0,
on a :

m

(6) W = ̂ t^ Çfc(lnt) + O^0-^"1^)
k=0

où m est le plus grand entier tel que (TA; > o-o — A~1.

Avec les notations du théorème 4 et de son corollaire 1, on vérifie
facilement que :

/•+00

(1) si (f)(t) = Np(t), alors F(s) = s \ (f)(t) t-8-1 dt = Z(P; s),
Jo

(2) si 4>(t) = Vp(t}, alors F(s) = Y(P',s).

De plus, les théorèmes 1, 2, 3 et 5 montrent que dans les deux cas,
nous sommes dans les conditions d'application du théorème taubérien et
de son complément. Ce qui entraîne, de façon évidente, le théorème 4 et le
corollaire 1. D

Démonstration du corollaire 2. — D'après le corollaire 1, il existe
pi ,Ai ,0 > 0 et Ai(X),Bi(X) e R[X} non identiquement nuls tels que,
quand t tend vers l'infini, on a :

Np{t) = ̂ AïOn^l + 0(t-°)Y Vp(t) = t^B^nt)^ + 0{t-°)).

Mais nous savons en plus que :

• pi = le plus grand pôle de s^ZÇP-, s), donc de Z(P; s) ;

• Ai = le plus grand pôle de s^YÇP-, s), donc de y(P; s).

Nous savons aussi que :
• p^ == ao(P) = l'abscisse de convergence de Z(P\ s) (théorème 2).

De façon identique on démontre aussi sans difficulté que

• Ai = CTQ^P) = l'abscisse de convergence de Y{P\ s).

Donc pour terminer la démonstration du corollaire 2, il suffit de
démontrer que s i—^ Z ( P ' ^ s ) et s ^ Y(P'^s) ont la même abscisse de



480 DRISS ESSOUABRI

convergence, c'est-à-dire que oo(P) = Oo(P), ce qui est vrai. En effet,
comme P vérifie HoS avec un B G ]0,1[, alors d'après le lemme 3, il existe
c > 1 tel que pour tout x ç. [B, -j-ool71, on a :

Y- I^Wl^Y" \u^cl\<c2-^i P(^\ -c
• P(x)H<f v '

où p, est le degré total de P, d'où par Taylor, pour tout m 6 N*" et pour
tout 0e [0,1["

P(m +0) ^ 9°P(m) 0°' ( \0°^m+v) _ ̂  cr^m) y" / |y"| \
0 < P(m) - ̂  ~P(mr oT ^ c ^ ~aY ^ 'Jl"l$f

et
P(m) ^ P(m + 6> - 0) ^ ^Q•P(m + ô) (-0)a

< P(m+0) P(m+0) ~ ̂  P(m+0) ~aT~

^ ^^+0)'^

-ià. p(m+0) '
On en déduit que pour tout m € N*71 et tout 6 G [0, l^, on a :

c-^m) < P(m + (9) < cP(m).

Donc, pour tout (T > 0, pour tout m ç. N*71 et tout Q ç. [0, 1171, on a :

c-^P-^m) ^ P-^m + (9) < caP-(7(m) ;

par intégration, nous en déduisons que dans [0, +oo] = R-(-, Va > 0, on a :

c-^Pîa) ^ y(P;a) < ^^(Pîa).

Donc 5 i-̂  Z(P;s) et 5 i-̂  Y(P;5) ont même abscisse de convergence,
c'est-à-dire on a oo(P) = ^o^)-

Et ceci termine la démonstration du corollaire 2. D

Un contre-exemple.

Comme nous l'avons déjà signalé, la conjecture de L. Ehrenpreis ne
s'étend que partiellement au cas des polynômes qui vérifient HoS. Pour s'en
convaincre, il suffit de se placer en dimension deux (n = 2) et de prendre

P^i.j^x^eRIXi,^],
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où a, b ç. N* vérifient a < b. Le polynôme P vérifie évidemment HoS et un
calcul facile montre qu'avec les notations du corollaire 2, on a

A=l, Ai(X)=c(6), B,(X)=———=——
a \a/ b a — 1 o — a

^\ R/m-_L_ a

a' ——^-^a^ ^^-fr/a^

où Ç est la fonction de Riemann.

Mais comme z i—^ (z — l)C(^) est une fonction entière non constante,
il existe deux entiers a et b avec 0 < a < b tels que

(! -')<(!) '".
c'est-à-dire que, pour ce choix de a et &, Ai(X) 7^ I?i(X) et par conséquent,
le polynôme P(X-^^X^) = X^X^ ne vérifie pas la seconde partie de la
conjecture de L. Ehrenpreis, bien qu'il soit à coefficients positifs, donc
vérifiant HoS.

-Remarques.

1) Comme l'avait indiqué Ben Lichtin dans [9], le but final de cette
application arithmétique est d'arriver à étudier le comportement quand t
tend vers +00 de

Np{t^,S)= V ^{m) et Vp(t^,S)= [ ^(x)dx
mç^ns J{x\\p{x}\<t}ns
|P(m)|^

et de voir dans quelle mesure il existe 0 > 0 tel que :

^(^,5)-yp(^,5)=o(v^5))

quand t tend vers l'infini, où P € R[Xi,... , Xn] est un polynôme qui vérifie
les hypothèses minimales, ip une fonction qui vérifie aussi les hypothèses
minimales et S un sous-ensemble semi-algébrique de R71.

Ce problème général paraît très difficile et rien n'a été fait jusqu'à
maintenant dans le cas où S est un ensemble semi-algébrique quelconque.
Cependant, dans le cas où S est de la forme [JE?, ^-ool71, quelques succès ont
été emportés et notre travail se situe dans cette lignée.

2) Bien que tous les résultats que nous ayons énoncés dans ce travail
supposent que (p = 1, il est facile de se convaincre, en examinant de plus
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près les démonstrations, que ces résultats restent valables dans le cas où ip
est, par exemple, le quotient de deux polynômes vérifiant l'hypothèse HoS ;
en effet, si l'on pose :

Np(^t)= ^ ^(m),
meir71

P{m)<t

alors il est facile de voir de la même façon que

1 1 /^-i-100

, [Np{^ t + 0) + Np(^ t - 0)] = —— / Zp(^; s) t-8
^ -j /•C+ÎOO i

^pO^+C^+^p^-O)^—— / Zp(^s)t-8—
^TT Jc-ioo S- z^7^ Jc-ioo

pour c ^> 0, où

(^(m)—'-s^meN-" v /

et, si y? est le rapport de deux polynômes qui vérifient HoS, alors il est facile
de voir que cette série vérifie aussi les conclusions des théorèmes 1, 2 et 3,
ce qui permettra de voir que Np((p; t) vérifie, de la même façon que Np(t),
la conclusion du théorème 4.

Je remercie vivement P. Sargos, G. Tenenbaum et Y. Varouchas pour
l'intérêt qu'ils ont porté à ce travail et pour les nombreuses remarques
judicieuses dont ils m'ont fait part.
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