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1. INTRODUCTION

Dans un article paru en Décembre 1992 ([19]), T. Terasoma a étudié
le déterminant d'une matrice de périodes associée à une famille d'hyper-
surfaces en fonction de leurs paramètres donnés. Cette matrice exprime
une dualité entre la cohomologie du complexe de De Rham d'un ouvert U
d'une variété algébrique sur C tordu par un produit de puissances com-
plexes Si, i === ! , • • • ,? de fonctions fi^i = l , . . . ,p régulières non nulles
sur U et l'homologie de U à coefficients dans le système local ayant pour
monodromie l'inverse de celle de la fonction multiforme f^ ... /^p.

Pour ce faire, T. Terasoma utilise le fait que ce déterminant est
solution d'une connexion de rang 1 (appelée ici hypergéométrique et
obtenue comme déterminant d'une connexion de Gauss-Manin à résidus
variables). Il considère alors l'invariant rattaché à cette connexion, appelé
le caractère. Un de ses principaux résultats est un théorème - le théorème
de linéarité - qui précise la forme de cet invariant; il montre que c'est une
forme affine des résidus s^, les coefficients dominants étant des différentielles
logarithmiques de fonctions des paramètres et indépendantes des résidus Si.
Une formule récurrente est ensuite donnée pour ces coefficients, qui permet
de les expliciter lorsque les fi définissent un arrangement d'hyperplans. Le
procédé reste néanmoins compliqué dans le cas général.

On se propose de mener à bien ces calculs dans le cas de p morphismes
fi : T x A^ —> Aç, i = !,...,?, T jouant le rôle de l'espace des
paramètres.

Pour étudier le caractère de la connexion hypergéométrique nous
énonçons un théorème de linéarité analogue à celui de Terasoma; il donne
les mêmes coefficients dominants et correspond à l'étude en des résidus Si
génériques. La preuve que nous en donnons est très simple et reste valable
dans la situation de Terasoma. En fait ce théorème est non seulement vérifié
pour les connexions hypergéométriques, qui sont par ailleurs à singularités
régulières, mais plus généralement pour toute connexion mixte c'est-à-dire
celles munies d'opérateurs de translations compatibles aux dérivations. Il
s'appliquerait donc aussi à la connexion irrégulière obtenue en tordant le
complexe de De Rham usuel sur U par f^ ... f^ exp /o-

La preuve de ce théorème montre aussi que pour les connexions
mixtes, les coefficients dominants s'obtiennent en fonction des opérateurs
de translation. Ce point est fondamental pour notre calcul dans le cas des
connexions hypergéométriques. En effet, en spécialisant les paramètres des
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fi à une valeur générique, la restriction de la connexion hypergéométrique
s'identifie, grâce à un théorème de changement de base, au déterminant du
complexe d'Aomoto des fi dont les matrices des opérateurs de translation
ont été étudiées par F. Loeser et C. Sabbah dans [14]. Le calcul fait
alors intervenir les caractéristiques évanescentes de certains complexes de
faisceaux à cohomologie constructible le long des discriminants des fi.

Remerciements. — Ce travail a été fait sous la direction de Claude
Sabbah. Je tiens à le remercier vivement pour tout son apport. Je n'oublie-
rai pas aussi Antoine Douai, François Loeser et les membres du laboratoire
de géométrie de l'Université de Rennes 1 pour les discussions très fruc-
tueuses que nous avons pu avoir sur le sujet.

2. LE THEOREME DE LINEARITE

2.1. Le déterminant d'une connexion et son caractère.

2.1.1. Le déterminant d'une connexion.

Soit T un schéma lisse de type fini sur un corps k de caractéristique
nulle, 0 := OT étant le faisceau structural de T. Une connexion (£, V) de
rang r est la donnée d'un faisceau cohérent C localement libre de rang r
muni d'un morphisme

V:£—^£(g)^ 1 où Sî1:^ '̂To
vérifiant l'identité de Leibniz i.e. : pour tout ouvert U de T on a

V/ e 0(U), W e C(U), V(/^) = df • ^ + / • W,
df étant la différentielle usuelle de /. Si A est un anneau et M est un A-
module de rang r fini, on a de la même façon que pour les espaces vectoriels
de dimension finie, la notion de "déterminant de M". C'est la puissance
extérieure maximale d e M : M A - " A M , r fois et noté det A M, ou par
abus det M.

Soit (£, V) une connexion de rang r sur T et soit U un ouvert de T
trivialisant C. On peut alors former detC(U). Comme l'opération det(-)
commute aux morphismes de restriction, la famille (det C(U))u définit un
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faisceau localement libre de rang 1 sur T, noté deto £. On le munit d'un
morphisme, noté aussi V,

V : deto C —> deto C 0 Q1

o
r

V(mi A • • • A rrir) := Y^ mi A • • • A Vm^ A • • • A mr.
1=1

V vérifie alors l'identité de Leibniz et (deto £, V) est ainsi une connexion
de rang 1, appelée déterminant de (£,V).

2.1.2. Caractère d'une connexion de rang 1.

Donnons brièvement sa définition : on se donne une connexion (£, V)
de rang 1 sur T. Soit (Ui)i un recouvrement ouvert de T trivialisant C et
Ci une base de C(Uz). Sur Ui on a :

Vei = ci 0^, uji e ̂ (Ui).

Si e\ est une autre base de C(Ui), il existe ^i ç. 0(Ui)* tel que e\ = ^iCi. '
En écrivant aussi Ve^ = e[ 0 ̂ , l'identité de Leibniz donne

d^i
^-^=-^^

Ainsi uj[ = Uï dans Î21(î7^)/dlog 0{UiY. En procédant de manière analogue
sur les intersections (Uij := Ui H Uj)ij^ la famille (0^)1 se recolle et définit
un élément de ff°(r,îî^/dlog0^) appelé le caractère de (£,V) et noté
Ch(£,V).

2.2. Les connexions mixtes et le théorème de linéarité.

Dans ce paragraphe, on posera K := k(s) = fc(s i , . . . , Sp) où 5i , . . . , Sp
sont des indéterminées. Soit T un schéma lisse de type fini sur k de
dimension q et posons

TK:=SpecKxspeckT.

2.2.1. Définition d^une connexion mixte.

Une connexion mixte (^rjcî^7^7'^) es^ une connexion (£7^5^) de
rang 1 munie d'une famille d'opérateurs de translation r^, i = 1,... ,p : pour
tout î = 1,..., p et pour tout ouvert UK de TK de la forme Spec K x spec fe U
avec [/ ouvert de T on a les axiomes :
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• Ti est un automorphisme Aî-linéaire de C(UK)'

• V/ e Wx), Vi/ e £(î7j<r) on a : n(f^ = nf • nv où
ïj(5l, . . . , Sp, t) = /(Si, . . . , 5,+i, . . . , Sp, t) e O(UK).

• Compatibilité avec V: Vî = 1,... ,p, Vr^ = r^V.

2.2.2. Le théorème de linéarité.

PROPOSITION 1. — Soie U un ouvert de T. On a :

i) HO{UK^1T^=K^HO(U^)

ii) dlog[0(W]=dlog[0(E/)*].

Preuve.

i) Evident par platitude de K sur k.

ii) II s'agit de montrer que tout élément A e 0(î7jc)* s'écrit d(s) (g) c
où d(s) ç. K et c ç. 0(î7)*; on aura ainsi dIogA = diogc et le résultat de
la proposition en découlera.

Soit B e O(TK) = K 0fc O(^) l'inverse de A. On a AB = 1. Il
existe h(s) ç k[s} et g(s) ç. k[s] tels que h(s)A et g(s)B appartiennent à
k[s\^)0(U) et l'égalité h{s)Ag(s)B = h(s)g(s) peut être vue maintenant
comme identité dans k[s] (g)Frac0(î7) = (Frac0(E7))[s] où FracO(E/)
désigne le corps des fractions de OÇU) qui existe car U est connexe. D'après
le théorème d'existence et d'unicité de la décomposition des polynômes à
coefficients dans un corps algébriquement clos et de caractéristique nulle,
h(s)A s'écrit a(s) (g) c où a(s) est un facteur de h{s)g(s) et c e FracO(E7).

On a donc A = d(5) 0 ——)- e K.h(s)
Montrons pour finir que c e 0(£/)*. Grâce à la platitude de K sur k

on a un monomorphisme de groupes abéliens

Frac0(î7)/0(î/) ^ K ^ Frac 0([/)/0(E7) = K 0 Frac 0(U)/K (g) 0((7).
fc fc

Comme A, 5 e 0(î7)*, on a aussi 1 (g) c, 1 (g) c~1 e 0(î7)*. On en déduit
que 6(c) = 6((F1) = 0. Donc c, c-1 e 0(U) et par suite c e 0(E7)*. D

On se donne à présent un élément uj € H°(T,fl,îp/d\ogO^) obtenu à
l'aide d'un recouvrement (Ui)i de T et de formes ̂  e H°(Ui, îî^) vérifiant
les relations de cocycles

^\u,,-^\u,^d\og[0(U^Y}.
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Grâce à la proposition 1 ces relations de cocycles s'écrivent aussi

(10^),^ - (10^)^ ed\og[0(U^r]

où l^uji e H0^^) et U^ := SpecJ^ Xspecfc Ui' On associe alors à uj
l'élément de H°(TK ,^ /'d\og 0^), et noté A(cx;), obtenu à l'aide du re-
couvrement (U^i de TK et des formes (10^),. Si a ç ff°(r,dlogC^), on
définit Siâ € ^(r^Q^/cHogO^). C'est l'image de a par la composée
des morphismes suivants :

^°(r,dlogC4) ̂  ̂ °([/xXj ̂ -̂  H°(TK^/d\ogO^).

On peut à présent énoncer le théorème de linéarité :

THÉORÈME 1. — Soient T un schéma lisse de dimension q sur k et
(£, V, {ïi)i) une connexion mixte sur TK' II existe alors OQ = A(ao) où OQ 6
H°(T,^/dlogO^) et des uniques a,, i = 1,... ,p, 0.1 e H°(T,d\ogO^)
tels que

P
Ch(£, V, (r,),) = ̂  OiSi + ao.

z=l

Cette dernière expression signifie que si (Ui)i est un recouvrement
de T par des ouverts affines trivialisants C et si Q; est la matrice 1-

/ p \
formes de CKxkûi alors la famille (0^ — ^ OiSi ) définit un élément de

^°(r,diog0^).
Preuve. — Nous allons d'abord montrer que £ se trivialise sur un

recouvrement défini sur k.

LEMME 1. — II existe un recouvrement ouvert (T^ de T tel que le
recouvrement ouvert (K Xjç Ti)i de TK trivialise C.

Preuve. — Ce résultat est de nature locale. On peut donc supposer
que T est un schéma affine. Comme C est cohérent et localement libre (de
rang 1), le module des sections globales M := C(TK) est un 0(T^)-module
projectif de type fini (de rang 1). Le lemme consiste alors à montrer qu'il
existe un 0(r)-module projectif de type fini (de rang 1), noté N\ tel que
M c^ K 0fe N. Pour cela, soient mi , . . . ,mr des générateurs de M sur
O(TK) = K (g)fc 0(T) et soit N ' le (9(T)-module de type fini engendré par
ces éléments. On a de façon évidente M r^. K Ç ^ N ' . Par hypothèse sur M,
on a M ̂  det M c^ J^(8)fcdet N ' où det N/ est défini à l'aide d'une résolution
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projective finie de 7V7 : 0 -^ P ' -^ N ' -^ 0 et detA^ := (^(detP')^-1)1

î

(pour l'indépendance vis-à-vis de la résolution choisie nous renvoyons à [19]
et à ses références). Alors N := detN/ répond au problème. D

Remarque. — Ce lemme remplace l'argument de suites spectrales
utilisé par Terasoma dans sa preuve du théorème de linéarité.

Grâce au lemme précédent et à une vérification facile au niveau des
recollements on peut supposer que L est triviale sur TK' Ainsi C(TK) est
un 0(rj<)-module libre muni d'une famille d'opérateurs de translation (r^
et d'une connexion V. Soit e une base de C(TK)' Dans cette base, on a

( n(e) = Aie A, ç K (^ 0(T), i = 1,... ,p

] V(e)=e(g)o; ujç^ÇT^^K^^ÇT).
\ k

Comme les ri sont inversibles de matrices T^A^"1, les Ai le sont aussi dans
K<^0(T). D'après la proposition 1, les Ai s'écrivent donc di(s) (g) c^, où

k
di G K et Ci e 0(T)*. Comme pour tout i on a TiV(e) = Vïi(e) on en
déduit les identités

TiU} — uj = d\ogCi Vî = 1 , . . . ,p
où les (ïi)i sont ici les translations naturelles sur ^(r^) = K 0 ̂ (r)
agissant sur les coefficients dans K := k(s). Un calcul facile donne alors :

P
^ = ̂  Sid\og Ci + 0:0

i=l

0:0 e ̂ (T) identifié à 1 (g) 0:0 e ^(TR:)

et le théorème est démontré. D

Remarque. — Soit T un ouvert affine de A^. Comme corollaire du
théorème de linéarité et la proposition donnant la structure du groupe
hypergéométrique (voir [14], prop. 1.4.1), nous obtenons la classification
complète des connexions mixtes sur TK '- le groupe des classes d'isomor-
phismes, muni du produit tensoriel, est isomorphe à

HQ{p}' x (^(r.dIogC^)^ x ^°(r,0^/dlogC^)
où "HGÇpY est le sous-groupe des éléments de HG(p) ayant pour coefficients
Ci les réels 1 ou —1. En effet, un faisceau cohérent et localement libre de rang
1 sur TK est nécessairement libre. La structure de fibre vectoriel de C est
alors triviale et les actions de la connexion et des opérateurs de translation
déterminent complètement la connexion mixte.
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3. CONNEXION MIXTE ASSOCIÉE
À UNE FAMILLE DE POLYNÔMES

Soit k un corps algébriquement clos et de caractéristique nulle. On se
donne p polynômes paramétrés par un schéma T lisse de type fini sur k et
de dimension q :

fi-.fxA^—.A], z= l , . . . , p .

On se propose de leur associer une connexion mixte appelée connexion
hypergéométrique dont on calculera les coefficients dominants du caractère
lorsque k est égal au corps des nombres complexes.

Pour le formalisme et les principaux résultats concernant les V-
modules nous renvoyons aux références de base [4], [5], [16], [17] et [18].

3.1. Construction de la connexion hypergéométrique.

3.1.1. Holonomie de p+Myf8'

On pose U := (T x A^) \ Ù /^(O); s := (5i, . . . ,5p); K := Â^);
1=0

T>u(s) := K(S)VU^ où Vu est le faisceau des opérateurs différentiels
algébriques sur U. Il sera pratique d'assimiler T>u(s) au faisceau des
opérateurs sur le schéma V := K Xfç U et un Vu(s)-modn\e à un Vy-
module. On désignera par la même lettre les morphismes sur k et leurs
analogues sur K.

Soit p : V —> TK la projection sur le premier facteur et soit
O v f ^ ' - ' f ^ (noté aussi Oyf8) la connexion sur V engendrée par
A 5 1 - - - /^ - Si M est un P^-module, ATyf8 désigne le Py-module
A/y <S> Oyf8 où Afv est le Py-module associé à A/', c'est-à-dire K<S)Af

Ov k
vu comme Py-module.

Remarque. — Le module J^vf8 peut être vu comme A/y muni de la
connexion tordue

V+f>fA.
i=l h

Comme A/y/5 est le produit tensoriel d'un module holonome par une
connexion, on a :
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PROPOSITION 2. — Le Vv -module M'vf8 est holonome.

Grâce à la conservation de Pholonomie par image directe on a :

COROLLAIRE 1. — Le complexe image directe p^^fyfs est à
cohomologie holonome.

3.1.2. L'ouvert de lissité de p^Afyf8-

Remarque. — Dans une situation affine, on ne fera pas de distinction
entre les faisceaux quasi-cohérents et les modules de leurs sections globales.

Comme p est un morphisme affine lisse, p+A/y/5 est représenté par
le complexe de De Rham relatif DRreiÇAfvf8) ''

Si A'fc71 est le complexe des puissances extérieures de fc71, DRre\(M'vf8) est
le complexe de faisceaux p^ (A'k71 ̂ Afyf8) [n] où p^ désigne l'image directe
topologique et la différentielle dp est définie comme suit :

Soit T un ouvert affine de T. Si

UJ= ^ CLi^...^dx^^...^dxi^Kpkn

l<,ii<...<ip<n

et

mçrÇp-^fK^Mvf8)

on a
P Q

dp^ (g) m) := ̂  dxi A a; (g) —— m.
• ^ fi'V •9xi
i=l

Soit Sing^+Ay/5) le lieu singulier de p^Afvf8' C'est un sous-schéma
fermé de T.

PROPOSITION 3. — II existe un sous-schéma fermé F d e f tel que

Sing(p+A/v.n=^XfcF.

Preuve. — Les p automorphismes de translation r^ : K —^ K définis
par h{s) \-> h(s + li) induisent des automorphismes TI du schéma TK et
ont la propriété élémentaire donnée par le lemme qui suit :

LEMME 2. — Un sous-schéma fermé de TK qui est fixé par tous les TI
et leurs inverses est nécessairement de la forme K Xk F, où F est un fermé
de T.
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Preuve. — Pour la clarté de la preuve on traitera seulement le cas
p = 1. On se ramène à montrer le résultat pour un fermé de Spec A;[s]ioc x^T
où A;[5]ioc est un localisé convenable de fc[s], stable par les translations
entières. On le construit de la façon suivante : le sous-schéma fermé du
lemme, que l'on notera par Fg, est donné par un idéal de K^O(T),
engendré donc par un nombre fini d'éléments que l'on peut choisir dans
k[s\^0(T). En exprimant la matrice de translation dans ce système de
générateurs, le localisé que l'on cherche consiste à inverser dans k[s\ tous
les polynômes qui apparaissent dans les dénominateurs des coefficients de
la matrice de translation. En spécialisant en un point fermé général de
T on obtient un fermé de Specfc[s]ioc stable par toutes les translations
entières. Comme un polynôme non nul à une seule variable a un nombre
fini de racines et qu'un fermé de SpecA;[s]ioc est défini par un polynôme,
on voit que notre fermé est soit vide, soit égal à Specfc[5]ioc. Le fermé de
Specfc[5]ioc x/c T s'écrit donc Specfc[s]ioc Xfe F ' Par construction même, on
9 . F , = K X k [ s ] ^ F s = K x k F . D

Le module Afvf8 est lui-même naturellement muni de p automor-
phismes de translation, notés aussi r^, définis par h(s) ̂ nf8 ̂  h(s+ li) 0
fin/8 où n est une section de AT et s'étendent aux termes du complexe
p^Afvf8- Comme ils commutent à sa différentielle, ils induisent une ac-
tion de p automorphismes, notés aussi T^, sur ses faisceaux de cohomologie.
L'ouvert maximal sur lequel tous ces faisceaux sont lisses est alors invariant
par les TÎ et leurs inverses. Il en est de même pour le fermé complémentaire
qui n'est autre que Sing^+.A/y/5). On conclut grâce au lemme 2. D

3.1.3. La connexion hyper géométrique.

Soit TK := K xj, T l'ouvert de lissité de p+A/y/8. Sur TK les
restrictions des h^p^Afyf8 ^o^t ainsi des connexions de rang rj. Comme
TK est un ouvert de TK défini sur A;, les translations r^ sur h^p^-Afyf8

définies plus haut agissent sur les restrictions de ces faisceaux à cet ouvert.
En fait, on va s'intéresser dans toute la suite au produit alterné des

déterminants de ces connexions, c'est-à-dire à
detp+A/y/5 := <8)(det ̂ p+A/y/5)0^1^

3

où le produit tensoriel est pris sur Oy^ avec la convention suivante : si C
est une connexion sur TK et j un entier, on pose .C^"1^ := C si j est pair
et hom (£, OT^) sinon.

Grâce aux opérations sur les connexions ([7], ch. 1), delp+A/y/8 en
est alors une (de rang 1). En procédant comme dans [14], on peut la munir
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d'une structure de translation et il est immédiat qu'elle est compatible à
celle de la connexion. Ainsi, detp+A/y/5 est une connexion mixte. Comme
corollaire du théorème 1 on obtient :

PROPOSITION 4 ([19]). — On a
P

Ch(detp+A/y/5, V, (r,),) = ̂  0,5, + ao
z=l

où a, çH°(T,d\ogO^),i =!,...,?.

3.2. Calcul des coefficients dominants.

On se propose de calculer les a, pour J\f = Ou et k = C. La méthode
consiste à restreindre les paramètres aux points fermés et à utiliser un
théorème de changement de base du déterminant pour se ramener à une
situation étudiée par F. Loeser et C. Sabbah.

3.2.1. La restriction du déterminant.

Le calcul des a, étant local, on peut supposer que T est un schéma
affine tel que TK trivialise C (lemme 1).

On sait (voir preuve du théorème de linéarité) que dans une base
arbitraire e de detp+A/y/8 := nr^detp+Ay/5) on a pour tout i =
!,...,?

Ti(e) = di(s)cie, di(s) ç K et a, = diogc,.

Si on fait un changement de base e\ = h(s)e où h(s) ç. K, on obtient

^(ei) = ̂ '^^^(^ei W ==! , . . . , p.

Rappelons la définition de l'ensemble L défini dans [14]. C'est un ensemble
P

de formes affines l{s) = ̂  n,s, à coefficients dans Z premiers entre eux tel
i=l

que pour toute forme l(s) de ce type on ait l(s) ç L ou —l(s) ç. L.

Grâce à la proposition 1.4.1 de [14], on a alors

PROPOSITION 5. — II existe une base e de detp^Mvf8 telle que pour
tout i on ait

7î(ei) = di(s)cie^ où di(s) a tous ses facteurs premiers dans L.
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Nous nous placerons dorénavant dans une telle base (nous verrons
plus loin l'utilité de cette hypothèse).

Soit t un point fermé général de T. Il lui correspond un idéal maximal
It de 0(T). Comme C est algébriquement clos, on a 0(T)/It = C ([12],
prop. 6.4.2, p. 147). Soit i l'inclusion Kxc{t} ̂  TK. On définit le foncteur
de restriction î* : si N est un 0(r^)-module, on pose

i^N := N / I t N ,

i*N a une structure évidente de -RT-espace vectoriel. Si N est muni d'opéra-
teurs de translation, leurs actions commutent à celle de It et s'induisent
donc sur i * N .

Si N = rCT^.detp+Oy/8), N est un 0(T^)-module libre de rang 1.
Par suite i*N est un J^-espace vectoriel de dimension 1 muni d'opérateurs
de translation. Dans la base e^ := î*e de i*N on a r^Cf) = Ci(t)di(s)et,
Vî = l , . . . ,p où Ci(t) est l'image de Ci par la projection canonique
0(T) -^ 0(T)/It = C.

3.2.2. Théorème de changement de base du déterminant.

Considérons le diagramme cartésien :
Ui ^ U

^ Î P

W ^ T

Ut := {x ç A | fi(t, x) + 0 Vî = 1,.. . ,p}

où (7 est l'inclusion et 77 est le morphisme constant. On se propose de
démontrer un théorème de changement de base du déterminant. Comme le
caractère de la connexion hypergéométrique ne dépend pas du représentant
du foncteur image directe j?+ nous utiliserons celui donné par le De Rham
relatif.

THÉORÈME 2. — On a un isomorphisme de K-espaces vectoriels de
rang 1 munis d'opérateurs de translation

î* detp^Oyf8 ^ det^OvJ?
et Pisomorphisme est compatible aux translations.

Preuve. — Le théorème découle des trois lemmes qui suivent. Il est
immédiat que tous les isomorphismes donnés seront compatibles à l'action
des translations.
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Définissons d'abord le foncteur î"1" :

Si N est un 0(T^)-module, i^~N est le complexe (A'<g)7V,(5) défini
c

de la manière suivante :
A171 = 0 si m > 0 et A771 = A-^C9 si m < 0.

Si Cji A ... A ej^ ç. A171 et n ç. N on pose
ç

(?(e^ A ... A e^ (g) n) := ̂ (-l)1-1^ A ... A e^ A ... A e^ 0 ̂ n
î=l

où ^ i , . . . , tq sont des coordonnées sur T (qui existent quitte à choisir T
plus petit).

L'action de i^~ s'étend naturellement aux complexes de O(TK-)-
modules.

LEMME 3. — Les groupes de cohomologie du complexe i^p^Oyf8

sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies et munis naturellement
d'opérateurs de translation. On a de plus un isomorphisme :

î* detp^Ovf8 ̂  detK ^[p+Oy/5]

où detK^P+Ovf8 := ^(detK^î+p+Oy/5)0^-1)'.
3

Preuve. — i^p^Ovf8 := A- (g) (A-C^A/5)^] où A := T(V,Oy).c c
Pour calculer la cohomologie de ce complexe (bigradué) on va utiliser la
suite spectrale associée à la première filtration (voir [10], Chap. 4]).

Avec les notations de loc. cit. on a E'{3 = A' ̂ h3p^0vf8- Comme
c

Wp^Oyf8 est libre sur O(TK) on a E^3 := hP(E^) = 0 si p ^ 0.

Puisque i^p-^Ovf8 est un complexe fini la première filtration est
régulière. On applique alors le théorème 4.4.1 de [10] et on obtient les
isomorphismes

W^p^Oyf8) ̂  W(E^ = i^(0vf8).
On a ainsi

(detK /^(î+p+Oy/T^1^ ^ r ̂ p^Ovf8)^-^.
j

D

LEMME 4. — En déGnîssant rj^. et a~^ comme p+ et i^ on a un
isomorphisme de complexes de K-espaces vectoriels

^+p^0vf8^r]^0vf8.
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Preuve. — Grâce à la commutation de 6 et dp on a un isomorphisme

i^p^Ovf8 ^ A-C^A- ̂ Af^n}.c c
Or A" 0 (A'C71 (g) Af8) [n] n'est autre que ̂ a^Ovf8' Q

c c

LEMME 5. — On a un isomorphisme de K-espaces vectoriels

detx rî^Ovf8 ^ detx rj+OvJt8'

Preuve. — II suffit de remarquer que a^Oyf8 est quasi-isomorphe
au complexe (cr^~0y)f8 dont la cohomologie est concentrée en degré 0 avec
/i°((a+0y)/n = Oy,f8. n

3.3. Le théorème.

Le complexe r]^.0v^f8 n'est autre que le complexe d'Aomoto dont le
déterminant a été étudié par F. Loeser et C. Sabbah ([14]). Nous allons
rappeler brièvement un de leurs résultats et l'appliquer au calcul des
coefficients dominants.

Soit X un schéma lisse de type fini sur C et F ' un complexe borné
de faisceaux sur X à cohomologie C-constructible. On pose

x(^^):=Y^(-l)idïmchi(^^.
içZ

Le lieu singulier de .F', noté Sing.77', est l'adhérence de l'ensemble des
x ç. X tels que \(^F' ^ x) — x(^' ^ x f ) ¥" 0 pour x ' -^ x et x ' générique.

Ce nombre est appelé caractéristique évanescente de T' en x.

Remarque. — Si X = Aç* et F ' constructible, Sing^' est un
ensemble fini.

Revenons au complexe rj-^Ovtf8- On rappelle que dans la base e^ de
detj< rj-^-Ovtf8 construite plus haut on a : r^Cf) = Ci(t)di{s}et^ Vî = 1,... ,p
où di(s) a tous ses facteurs premiers dans L.

Le théorème de changement de base du déterminant montre que
Ci(t)di(s) est exactement la matrice de l'opérateur r^ agissant sur
à^K^+Ovtf8' L'hypothèse sur di(s) et le théorème 2.3.1 de [14] donnent
alors

vz= i , . . . ^ a(t)= Jj y1^6)
bec*
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où ni{t,b) est la caractéristique évanescente de Rfi,t*^Ut en ^

Définitions

• On dira qu'un fermé de T x Aç est vertical si F adhérence de son
image par la projection sur T est un fermé strict de T.

• Soit F un fermé irréductible non vertical de T x Aç et de codimen-
sion 1. Le morphisme injectif d^anneaux intègres 0 —^ 0(T) PT^ 0(F) pro-
venant de la projection pr\ : F —>• T se prolonge en une inclusion des corps
de fractions K(T) ̂  K{T) et si T1 est un ouvert de T on a K(T) = K ( T ' )
et K(F) = KÇpr^1^)). Par hypothèse sur F, pr\ est génériquement finie.
Il existe donc un ouvert T ' de T tel que l'extension K ( T ' ) ̂  ^(prf^T'))
soie définie par un polynôme unitaire P à coefficients dans K(T1). On peut
alors parler de la norme de cette extension c'est-à-dire le produit des ra-
cines de ce polynôme et qui est égal à son terme constant multiplié par
(_l)degp on la notera par N{K{F') : K(T')) = N(K(F) : K(T)).

Soit, à présent, le complexe de faisceaux à cohomologie constructible
R9i*Cp-i(T) °ù 9i es^ ^e morphismep'^r) —> rxAç*; (t, x) i—^ (t, /(t, x))
(pour la constructibilité on renvoie à [21]).

THÉORÈME 3. — Soie i un entier entre 1 et p et soient A ^ , . . . , A^..
les composantes irréductibles non verticales et de codimension 1 de
SmgRg^Cp-i^y II esiste alors des entiers riij ç. Z tels que :

Vî = 1,... ,p a, =^m,d\og[N(K(^) : K(T))]
j=i

riij étant la valeur générique de ^(-R^A^^+^O-KT))? ^oûc^oû caracté-
ristique des cycles évanescents de Rgi^Cp-iw le long de A1.

Remarque. — Les d\og[N(K(^) : K(T)}} peuvent a priori avoir des
ri

pôles sur T mais la somme ^ riijd\og[N(K(/^) : K(T))} n'en a pas sur
j=i

cet ouvert (puisqu'elle est égale à û^).

Preuve. — Pour alléger les notations, on posera / = /i, g = g\ et
c(t) = c\(t). Le calcul des Ci étant le même pour tout i = 1,... ,p, on le
fera uniquement pour i = 1.

La preuve de la proposition qui suit est standard ([15]).

PROPOSITION 6. — II existe un ouvert T ' de T tel que pour tout
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(t, b) E T ' x Ac* 012 ait, en posant U ' = p-^TQ,
n(t, b) = x(R9^C.u^ (t, b)) - x(Rg^C^, (t, &')), b' générique.

Si toutes les composantes de Sing Rg^Cy, sont verticales le résultat
est évident. Supposons à présent que SingJ^C^/ contient des composantes
A^. de codimension 1 non verticales. On écrit alors A = A1 U A2 où
A1 = A^ U • • ' U A^ et A2 est la réunion du reste des composantes; en
particulier pri(A2) est un fermé strict de T.

Soit 61 e A1 l'ouvert de A1 fini sur T et sur lequel la restriction
de tous les groupes de cohomologie de Rg^Ç^j' sont des systèmes locaux.
F := pri((A1 - 61) U A2) est alors un fermé strict de T f ' . En particulier,
pour tout t e T ' \ F on aura c(t) = ]"[ b^^, Et étant l'ensemble des

bçEt
b e Aç* tels que (t, b) e SmgRg^C^. On peut aussi écrire c(t) = ]"[ ]"[ b

3 bCE3,
où E{ est l'ensemble des b ç Aç* tels que (t, b) ç A^. := A} ne1. Comme A<
est connexe et grâce à l'hypothèse sur 61, la fonction n(t, •) est constante sur
A^. de valeur nij. Ceci donne c{t) = [] ( H bY1'3. Mais Y[ b est égal

3 bçE} / bçE}
à N(K(^] : K(T1)) = N(K(A] : K(T)). Finalement c(t) = Î[[N(K(A] :

KÇT))]^ et par suite dlogc(t) = ̂ n^d\og[N(K(Aj) : K{T))}. D
3

3.3.1. Exemple.

On pose fc = A^ et f(t, x) = to + ... + tq-^-1 + x^. p^Oyf8 est
le complexe de faisceaux dont les sections globales sont données par

o - coo^r1]/5 ̂  w^xj-^dx -. o
où C(5)[^a;,/~l]/s est placé en degré -1. Il est clair que h'^p^Oyf8 :=
kerdR =0.

Soit A := A(^) le discriminant de /(t, x) vu comme polynôme en a;,
C(5)[^A~1] l'anneau des fractions de C(s)[t] à dénominateurs puissances
de A et T l'ouvert SpecC[^A~1] de T. Dans toute la suite on se placera
sur T.

PROPOSITION 7. — Le faisceau h°p^0vf8 est un faisceau de OT^-
modules localement libre (et même libre) de rang q — 1 et on a

ai = -dlogA(^).

Preuve. — Le premier point résulte de la proposition qui suit et du
fait qu'un P-module 0-cohérent est 0-localement libre.
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PROPOSITION 8. — Le C(s)[t, A-^-module h°p+0vf8 := cokerdp
est de type fini, engendré par les classes des formes
fsdx,xfsdx,...,x(l-2fsdx.

Preuve. — C'est simplement la généralisation de la proposition 1.2.4
de [17] où 5 = -1/2. Sa preuve reste valable dans notre situation. D

Le faisceau detp^Oyf8 est en particulier égal à deth°p^0vf8 et
Ch{detp^0vf8) = ai5 + ao.

LEMME 6. — Le nombre —n(t, b) est égal à la somme des ordres des
racines de Péquatîon ft(x) — 6 = 0 .

Preuve. — Comme g est propre on peut écrire

^ b) = ̂ (-l)1 dimc H\g-\t, &), C) - ̂ (-l)1 dimc H^g-1^ &'), C).
i i

Pour tout (t, b) e T x Aç on a ̂ "^^ 6) = ^ x /^(b) qui est un ensemble
fini et non vide puisque A(t) -^ 0. On en déduit

r ̂ ((r'M^c) =o si i^o
{dïmcH^g-1^)^) = card/,-1^).

Par suite n(t,b) = card/^"1^) -card/^^ft') et puisque &' est générique on
a n(t, b) = card /^^fc) - q. D

LEMME 7. — Pour tout t dans T on a

c(t) = -^(A(t))-1.

Preuve. — On a c(t) e r(r,0r)*. Comme A(t) est irréductible, on
a c(t) = cA771 où c € C* et m e Z. Pour calculer c et m, on spécialise
t en (to,0) tel que A(to,0) -^ 0. La formule du résultant ([22]) donne
dans ce cas A(to,0) = -ç9^"1. D'autre part, le lemme précédent donne

]~[ b^^ = tg"1. Par identification on obtient c = -g9 et m = -1. D
bec*

En prenant les dérivées logarithmiques des deux membres de l'égalité
du lemme 7 on obtient le résultat voulu. D D
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