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GENERATEURS INDEPENDANTS POUR
LES SYSTEMES D’ISOMETRIES DE DIMENSION UN

par Damien GABORIAU

Introduction.

Sur une réunion finie D d’intervalles compacts de R, on se donne une
famille finie o1, 2, ..., @, d’isométries entre sous-intervalles fermés de D.
Ces systemes d’isométries sont des systémes dynamiques tres riches malgré
la grande simplicité de leur définition.

De tels systéemes apparaissent comme générateurs de 1’holonomie
pour les feuilletages mesurés singuliers de codimension 1 sur les variétés
compactes : on se donne une famille de courbes transverses et on considére
les applications premier retour [Hael|, [Hae2], [Sal]. Lorsque la variété
feuilletée est une surface, les systémes qui apparaissent sont des échanges
d’intervalles; ils ont été largement étudiés (voir [Kea), [Vee], [Mas], [DN])
et donnent une idée de la fertilité de ces objets.

C’est essentiellement par des techniques introduites par E. Rips qu’ils
ont fait leur entrée dans un autre domaine : celui des actions de groupes
par isométries sur des arbres réels (cf. [Rip], [GLP1]).

Comme pour tout systeme dynamique, une notion essentielle est celle
d’orbite. Deux points z et y de D sont dans la méme orbite si et seulement
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s'il existe un mot m &s(!) go;fﬂ, tel que ’isométrie associée soit définie en x
et envoie z sur y.

On dispose d’une décomposition canonique du systéme (voir [AL,
app.], [GLP1, th. 3.1}, [MS1]) en un nombre fini de sous-systémes inva-
riants : ses composantes. Sur chacun d’eux, soit toute orbite est finie, soit
toute orbite est dense (la composante est alors dite minimale). Les compo-
santes minimales se répartissent en 3 types [GLP1] :

— homogeénes, les orbites sont les mémes que celles d’un groupe d’isométries
(Définition 3.2),

— échanges d’intervalles,

— exotiques, dont I’existence a été mise en évidence par G. Levitt [Lev3].

Chaque orbite peut étre vue comme un graphe de Cayley : les sommets
sont les points de ’orbite et il y a une aréte d’appellation ¢; entre x et @;(x).
Si on remplace le systéme X par un systeme X’ ayant les mémes orbites,
les graphes de Cayley restent quasi-isométriques [GLP2, Prop. 5.6]. Cela
légitime 1’étude des notions asymptotiques telles que nombre de bouts ou
type de croissance des orbites.

Cela suscite aussi la recherche de systemes «plus simples» ayant les
mémes orbites. Un systéme X' est dit 4 générateurs indépendants si 1’'on
ne peut pas composer non trivialement des isométries de X’ de maniere
a obtenir une isométrie qui aurait au moins 2 points fixes. En particulier,
tous les graphes de Cayley de X’ (sauf peut-étre un nombre fini) sont des
arbres. C’est un systéme «le plus économique» dans le sens ou, & orbites
fixées, il minimise la somme des mesures des domaines des générateurs.

Cette notion de générateurs indépendants est fort utile pour obtenir
une réponse générique, au sens de Baire, au probléme des bouts des orbites.
On montre ainsi dans [Gab] que pour un systéme exotique, I’ensemble
des orbites & un bout est un Gs dense mais qu’il existe un ensemble non
dénombrable d’orbites & deux bouts et seulement un nombre fini d’orbites
a plus de deux bouts.

L’objet de ce travail est la preuve (voir Théoréme 7.1) du :

THEOREME. — Si X = (D, {p1,...,9r}) est un systéme sans compo-
sante minimale homogeéne, alors on peut obtenir un systéme X' = (D, ®') &
générateurs indépendants, ayant les mémes orbites, en remplacant chaque
générateur p; par sa restriction a un sous-intervalle fermé de son domaine.

En revanche,



GENERATEURS INDEPENDANTS 103

ProposiTiON 3.4. — Si X posséde une composante minimale ho-

mogeéne, il est alors impossible de trouver un systéme X' a4 générateurs
indépendants ayant les mémes orbites.

Cette construction améliore sensiblement des résultats de G. Levitt
[Lev2] ou de F. Rimlinger [Rim| qui avaient l'inconvénient d’obliger &
changer d’espace (resp. de faire augmenter sans contrdle le nombre de
générateurs).

Un arbre réel est un espace métrique ou deux points quelconques
sont toujours joints par un unique arc, lequel est de plus isométrique & un
segment de R (on peut voir [Sha] pour des motivations, des remarques et
des références). Par exemple le revétement universel d’un graphe métrique
(qui est un arbre, au sens usuel) est un arbre réel. Si F est un feuilletage
défini par une 1-forme fermée sur une variété compacte M, alors ’espace
des feuilles rendu séparé du feuilletage F relevé au revétement universel
de M est un arbre réel [GS]. Le groupe fondamental de la base agit par
isométries sur ces arbres.

Considérons un groupe G de type fini qui agit par isométries sur
un arbre réel T et soit {g1,...,9n} un systéme générateur de G. Pour
un choix d’un sous-arbre fini K de T, chaque g; fournit une isométrie
partielle v; : K Ng; 'K — ¢;(K) N K. Par une manipulation trés simple,
on transforme ce systéme (K, {7y1,...,7n}) en un systéme sur un multi-
intervalle. C’est I’étude de ces systémes qui a permis & E. Rips de démontrer
la conjecture de Morgan-Shalen : Les groupes de type fini qui agissent par
isométries et librement sur un arbre réel sont des produits libres de groupes
abéliens libres et de groupes de surfaces (voir [Rip], [GLP1]).

Afin de distinguer les systémes de type échange d’intervalles des
systeémes exotiques, on est amené & rendre les générateurs indépendants;
cela a été la clé de la preuve du théoréme de Rips [GLP1].

Inversement, partant d’un systéme X = (D, {¢;}), on peut construire
des actions de groupes sur des arbres réels (cf. [GL], [GLP2] et [LP]).

Si le systéme X a des générateurs indépendants, alors ’action obtenue
est automatiquement 4 stabilisateurs de segment triviaux. C’est une raison
de plus pour vouloir rendre les générateurs indépendants.

Stratégie de la preuve.

La plupart des techniques utilisées ici sont des généralisations de celles
de [Lev3] (ou les systémes préservent I’orientation) ou bien reprennent celles
de [GLP1] ou [Gus].
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Dans les trois premieres parties, on donne des définitions, quelques
premiéres propriétés et on traite le cas des systémes avec composante
minimale homogene.

Ensuite, on considére X = (D, ®) sans composante minimale ho-
mogene.

Dans la partie 4, on construit un 1-complexe A(®) qui code la non
indépendance des générateurs en particulier grace a I'un de ses invariants
topologiques, disons ¢(®).

On procede en quatre étapes : X — X; — X_; — X3 — X.

Une propriété essentielle est l’instabilité des systémes minimaux
sans composante homogene : le systeme X_; obtenu en rétrécissant uni-
formément de t les domaines de tous les générateurs n’a que des orbites
finies [Levl], [GLP1]. On fait transiter le passage de X & X_; par un
systéeme X; qui a les mémes orbites que X de sorte que ’on n’ait que ¢(®)
rétrécissements a effectuer de X; & X. Ce sont les deux premieres étapes :
X — X3 — X_4.

La borne inférieure des mesures des ouverts qui rencontrent chaque
orbite est appelée mesure de I’espace des orbites et notée e(®) (partie 6).
Elle permet de donner un critére numérique d’indépendance des générateurs
(Théoréme 6.3) : il faut et il suffit que la somme des mesures des domaines
des générateurs et de la mesure de ’espace des orbites soit égale & la mesure
de D [GLP1, Prop. 6.1], [Lev4].

On connait par ailleurs la valeur de e(®_:), c’est e(®) + ¢(®)t
(Proposition 6.2).

La partie 5 vise essentiellement & démontrer le théoreme des généra-
teurs indépendants pour X_; (Théoréme 5.1). C’est la troisiéme étape :
X — X3 = (D,®3) ou X3 a les mémes orbites que X_; et des
générateurs indépendants.

On obtient alors le systeme final X par Popération inverse de celle
de X; & X_4, en particulier en effectuant ¢(®) augmentations de ¢ ce qui
permet de calculer la somme des mesures des domaines des générateurs de
®. On vérifie que X et X ont les mémes orbites et du coup, e(®) = e(®).
On peut alors appliquer le théoréme 6.3 pour s’assurer de 1'indépendance
des générateurs de X.

Ce travail est issu d’une thése [Gab0] soutenue en Juin 93, préparée
au Laboratoire de Topologie et Géométrie de Toulouse (URA CNRS 1408)
sous la direction de G. Levitt, que je remercie sincérement. Je remercie
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également F. Laudenbach et F. Paulin pour leurs conseils et leurs lectures
attentives.

1. Systémes d’isométries, généralités.

Un multi-intervalle D est la réunion d’un nombre fini d’intervalles
compacts disjoints inclus dans R ; il est orienté. On notera |D| la mesure
de Lebesgue d’un multi-intervalle D. Un multi-intervalle est dit trivial si
sa mesure est nulle. Dans cet article, on supposera D non trivial.

DEriNiTION 1.1 (Systémes d’isométries). — Un systéme d’isométries

= (D,®) est la donnée d’un multi-intervalle D et d’une famille ®

constituée de k bijections isométriques p; : A; — B;, i = 1,...,k oll

A; et B; sont des sous-intervalles fermés (éventuellement triviaux) inclus
dans D.

Les isométries ; sont nommées générateurs, les intervalles A; et B;
sont appelés bases. Un générateur ¢; est un singleton si A; est réduit a
un point. Si aucun générateur n’est un singleton, le systeme est dit non
dégénéré.

Le systéme n’est pas supposé symétrique : gai_l n’est peut-étre pas un
générateur.

Un ®-mot est un mot m = 5! ... wf: &s(® lettres ¢; et 7 *. Il fournit
une isométrie notée aussi m, dont le domaine (éventuellement vide) est
Pintervalle fermé maximal défini de fagon évidente.

On convient que le mot trivial 1 fournit l'isométrie identité qui est définie
sur D tout entier. Si m est un mot non réduit, son domaine dom(m) peut
étre plus petit que le domaine du mot réduit associé (considérer par exemple
_ -1
m=pi1p7").
Si le systéme est non dégénéré, on appelle signe de ¢;, noté sgn(y;)
le nombre +1 ou —1 selon que ; préserve l’orientation ou non. Le signe

d’un ®-mot m = cpfll .. cp P est par définition sgn(m) = H sgn(p;; ).

Si I'isométrie m a un domaine non vide et si le signe de m est +1 (resp.
—1), alors 'isométrie est positive, c’est la restriction d’une translation de

(2) Voir la note (1) en bas de page dans l'introduction.
pag
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R (resp. négative, c’est la restriction d’une symétrie de R). Si § € R, si
z € dom(m) et  + 6 € dom(m) alors m(z + §) = m(z) + sgn(m)é.

On note A; = [a;,d}], avec a; < a}, et B; = [b;, b}], avec b; = p;(a;) et
b, = p;(a;). En particulier, si sgn(p;) = —1, alors b; > b].

DEFINITION 1.2 (Orbites). — Les orbites de ® sont les classes de la
relation d’équivalence sur D engendrée par = ~ ;(x) sitét que = € A;. Le
point y de D est dans la X -orbite de z (notée X (z)) s’il existe une isométrie
m= @il ... cpf: contenant x dans son domaine telle que m(z) = y.

Un point singulier du systéme est un point du bord de D ou du bord
d’une base.

Une orbite est dite singuliére si elle contient un point singulier et
réguliére sinon.

Notons que chaque orbite est dénombrable.

DEériNiTION 1.3 (Graphes de Cayley). — Chaque orbite X(z) du
systétme X = (D, ®) peut étre vue comme un graphe de Cayley noté
®(z) : les sommets sont les éléments de 'orbite et il y a une aréte entre
yety siy € A; et v = @;(y). Elle est orientée de y vers y' et porte
Pappellation ;. Lorsqu’on voudra considérer cette aréte d’appellation ;,
mais orientée dans le sens inverse, on lui donnera I’appellation ¢; L

Une aréte de ®(z) entre y et ¢;(y) est dite singuliére si y € JA; et
réguliére sinon. Les arétes singuliéres relient deux points singuliers, elles
sont au nombre de 2k.

On donne sur chacun de ces graphes une métrique de Cayley; c’est
une distance pour laquelle les arétes sont isométriques au segment [0, 1] et
les distances entre sommets sont maximales pour cette condition. Elle est
bien définie sur ’ensemble des sommets.

Remarque 1.4. — Un point x étant fixé, il existe une correspondance
bijective naturelle entre les ®-mots réduits m dont le domaine contient z,
d’une part, et les chemins dans ®(z) reliant & un sommet, sans aller-
retour, modulo reparamétrage, d’autre part.

Si v est un chemin sans aller-retour de = & y qui parcourt suc-
cessivement des arétes d’appellations wf:,gof:,...,gof: (avec e = +£1),
on note w[y] le mot cpf: - 9525, Inversement, si m = cpf: N i
et £ € dom(m), alors (en remarquant que, de chaque sommet, il part
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au plus une aréte d’appellation (pfj’) ce mot définit un unique chemin
(modulo paramétrage) issu de x qui parcourt successivement les arétes
O P2, ., <pf: Ce chemin noté chem(m) aboutit au sommet m(z).

On remarque que les lacets sans aller-retour correspondent aux
isométries qui fixent z.

Une isométrie qui fixe deux points est nécessairement positive et fixe
alors tout son domaine.

DEFINITION 1.5 (Générateurs indépendants). — Les générateurs du
systéme ® sont dits indépendants si tout mot réduit m = <pfll e <pf: a un
ensemble trivial de points fixes (i.e. vide ou réduit & un point).

On appelle relation un ®-mot réduit m dont ’isométrie associée fixe
au moins 2 points.

Exemple. — Si Ag41 est un sous-intervalle fermé non trivial de A; et
@k+1 la restriction de 1 & Ag41, alors le systéme &’ obtenu en ajoutant
pr+1 au systéeme ® n’est pas a générateurs indépendants.

2. Restrictions.

On est amené & considérer des restrictions X = (D,®), avec ® =
{$1,-..,Pk} ou chaque @; est la restriction & un sous-intervalle (ouvert
ou ferme) de A;. Un exemple crucial est celui de la restriction ouverte
X = (D, <I>), o ® = {G1,.--, Pk} et @i A; —> B; est la restriction de Vi
a lintérieur (relativement & R) de A;.

Pour s’autoriser 'utilisation des mémes lettres ¢;, pour toutes les
restrictions du systéme @, on introduit la notation suivante.

NotaTiOoN 2.1. — Si @ {<p1, ., Pk} est une restriction de P,
avec <p1 A; — B, on note cpl(q)) pour @;, A; (®) pour A; et B;(®)
pour B;. De plus, on note a;(®) et a/(®) (avec a;i(®) < '(<I>)) les
extrem1tes de l'intervalle A;. Et enfin, on note b;(®) := ¢;(®)(a;(®)) et
b(®) i= i(B)(a}(B)).

£

Lorsqu’une restriction ® de ® est fixée, un ®-mot m = gofll i

fournit une isométrie m(®) = ¢;, (<i>)£1 °...0, (®)7 dont le domaine
(éventuellement vide) est ’intervalle maximal défini de fagon évidente. Ce
domaine est noté dom(m(®)), c’est un sous-intervalle du domaine dom(m)
de m(®). 1l est fermé si tous les A; sont fermés, ouvert si tous les A; sont
ouverts.
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On a, en particulier, ¢;(®) = @;, <p,~(<i>) = §; et le domaine de m(ci)
est égal & I'intérieur du domaine de m(®).

Chaque fois qu'il n’y aura pas d’ambiguité, on se dispensera de cette
notation.

Pour une restriction X de X, on dispose bien siir des notions d’orbite
et de graphe de Cayley définies comme ci-dessus.

La ®-orbite d’un point du bord de D est réduite a 1 point.

De maniére générale, Porbite X (z) est un sous-ensemble de l'orbite
X(z) et le graphe ®(z) est un sous-graphe de ®(x), ou le plongement
respecte ’orientation et I’appellation des arétes.

En ce qui concerne la restriction ouverte, si X(z) est une orbite
réguliére alors X(z) = X (z) et, le graphe de Cayley ®(z) ne contenant
pas d’aréte singuliére, on a ®(z) = <I>(:c) Si X (z) est une orbite singuliére,
alors chaque composante connexe du graphe de Cayley ®(z) pnve des arétes
singuliéres devient le graphe de Cayley <I’(y) d’une orbite X (y) de 3.

PropPosITION 2.2. — Le systéme ® est a générateurs indépendants si
et seulement si tous les graphes de Cayley ®(z) (pour la restriction ouverte)
sont des arbres.

Preuve. — En effet, si v est un lacet sans aller-retour issu de « dans
<I°>(x), lisométrie w['y2](<f>) associée au lacet 72 fixe z et, puisqu’elle est
positive, elle fixe tout son domaine (ouvert non vide). Ainsi, w[y?](®) fixe
au moins deux points. Réciproquement, si m est un mot dont I’isométrie
associée m(®) fixe deux points, alors le milieu z de ces deux points est fixé
par m((I>) et le chemin chem(m) issu de z dans <I>(z) est un lacet non trivial.

[m]

3. Restrictions uniformes,
composantes minimales homogénes.

On définit une famille de restrictions du systéme non dégénéré & qui
joueront dans la suite un grand role.

DeriniTION 3.1. — Pour 0 < t < %mf{|A l,i =1,...,k}, on appelle

X_; le systéme (D,®_;), ot chaque ¢;(P_;) est la restriction de p; au
sous-intervalle de A; fermé centré de longueur |A;| — 2t, autrement dit
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Ai(®_¢) := [a; + t,a] — t], ou encore a;(P_;) = a; + ¢, al(P_;) = a] — t,
bi(®_t) = b; + sgn(p;i)t et bj(®_;) = b — sgn(p;)t.

DEFINITION 3.2. — On dit que le systeme X posséde une composante
minimale homogéne s’il existe un intervalle ouvert non trivial I de D et
un sous-groupe P de Isom (R), & orbites denses, qui vérifient Vz,y € I :
z et y sont dans la méme ®-orbite si et seulement s’ils sont dans la méme
P-orbite.

On sait [Levl], [GLP1] que cette définition est équivalente & la ca-
ractérisation suivante (qui a l'inconvénient de faire référence explicitement
a un systeme de générateurs et pas seulement & la partition de D en orbites
- donnée plus faible qui ne donne pas de structure aux orbites -).

THEOREME 3.3 [Levl, Lemme 3.5]. — Le systéme X n’a pas de com-
posante minimale homogéne si et seulement si Vt, 0 < t < 3 inf{|A;|,% =

1,...,k}, le systéme X_; n’a que des orbites finies.

ProprosiTION 3.4.— Si le systéme ® posséde une composante minimale
homogeéne, alors ses générateurs ne sont pas indépendants.

Preuve de la proposition 3.4. — Soit t tel que X_; ait une orbite
infinie : X_;(a). Appelons orbite positive et notons X*,(a) ’ensemble des
u € D pour lesquels il existe un mot m de signe +1 tel que m(®_;)(a) = u;
on peut supposer que X, (a) est infinie.

On peut alors trouver quatre points z1,x2,23,Z4 € Xft(oa), deux a
deux distants de moins de é < t et deux mots g et h tels que g(®_;)(z1) =
T et h(<I°>_t)(:z;3) = x4, OU g et h sont les restrictions de deux translations
rationnellement indépendantes (on utilise le fait que le groupe d’isométries
de R sous-jacent est non cyclique et de type fini - penser au contre-exemple
du groupe engendré par les translations de distances 27¢, i € N).

Les isométries g(®), h(®), g~ 1(®) et h~1(®) sont définies au moins
sur les boules de rayon t, de centres respectifs z;, z3, T2 et z4. Elles
sont donc définies au moins sur les boules de rayon t — §, de centres
respectifs z1, g(®)(z1) = 2, hg(®)(z1) = T2+ (x4 —23) et g~ hg(®)(z1) =
z1 + (z4 — x3). L’isométrie h~1g71hg(®) est alors définie sur la boule
B(zi1,t — 6) et vaut l'identité sur son domaine (qui est non trivial). Si
le mot h~1g~lhg était trivial dans le groupe libre engendré par les lettres
s, alors g et h seraient puissances d’'un méme élément, en contradiction
avec 'indépendance rationnelle. o
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4. Complexe des connexions de singularités.

MortivaTioN. — Considérons une relation m et soit I = [u,v] son
domaine (I # @). Dans le graphe de Cayley ®(u) de u, le lacet chem(m)
emprunte au moins une aréte singuliére. Supposons pour simplifier qu’il
ne rencontre qu’une seule aréte singuliére et que c’est la premiére aréte
parcourue. Disons qu’elle porte I'appellation i et qu’elle joint a1(®) = u
4 b1 (®). Le mot m s’écrit alors m = m'yp,. L’isométrie m’ (&)) (de domaine
ouvert) est définie en by (®) (le chemin chem(m’) issu de by (®) ne parcourt
que des arétes réguliéres du graphe de Cayley ®(u)), elle envoie by (®) sur
a1(®) et est de méme signe que ;. Les 2 points a; et by sont«connectés».

Le complexe qu’on va introduire prend en compte ces connexions et
mesure d’une certaine fagon le défaut d’indépendance des générateurs (voir
Proposition 4.2).

Soit S un ensemble & 4k éléments, en correspondance bijective avec
lensemble S’ = {a;,a},b;,b;, ¢ = 1,...,k}. Par abus de notation, on
confondra S et S’. On appelle A le 1-complexe & 2k composantes connexes
dont les 4k sommets sont les points de ’ensemble S et dont deux arétes
orientées d’appellation ¢; vont, I'une de a; vers b; et l'autre de a] vers
b;. Chaque aréte-singuliere d’'un graphe de Cayley ®(z) est associée
canoniquement & une aréte de A et inversement, & toute aréte de A
correspond canoniquement un graphe de Cayley et une aréte singuliére
de ce graphe.

DerINITION 3.1.— Si le systéme ® est non dégénéré, on appelle A(®)
le 1-complexe obtenu en identifiant entre eux les sommets de A qui sont
dans la méme classe d’équivalence de la relation R(®) définie ci-dessous.

Les points s; et s2 de S sont R(®)-équivalents si et seulement s’il
existe un ®-mot m ¢&s <pf1 tel que :

(1) m((f)(sl(@)) = 52(®) (isométrie m(tiJ) est supposée définie en
51(®))

(2) sgn(m) = e(s1)e(s2)

ou g(a;) = —1l,e(a)) = +1,e(b;)) = —sgn(p;) et (b)) = sgn(yp;). La
deuxiéme condition prend en compte les renversements d’orientation et
e(s) représente la position (& droite ou & gauche) de s par rapport a la base
qui lui est associée. Une petite difficulté provient du fait que s;(®) = s2(P)
n’entraine pas que s; et sy sont dans la méme classe (le bord droit a} (®P)
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d’une base peut coincider dans D avec le bord gauche ax(®) d’une autre
sans qu’il existe un mot de signe —1 qui fixe ce point).

La projection IT de A sur A(®) est une bijection sur ’ensemble des
arétes. Par début et fin d’une aréte orientée de A(®), on désigne les points
de S qui sont le début et la fin de sa préimage par A.

NotaTioNs. — Pour chaque couple (s1, s2) de sommets qui sont dans
la méme R(®)-classe, on choisit une fois pour toutes un ®-mot de longueur
minimale qui vérifie les conditions de la définition; on le note m[sz, s1]. On
impose m[s1, sa] = m[sq, s1]7! et m[s,s] = 1.

La proposition suivante prouve l’intérét de 'introduction de ce com-
plexe A(®) :

ProPoOSITION 4.2. — Les générateurs du systéme ® sont indépendants
si et seulement si toutes les composantes connexes de A(®) sont des arbres.

ProprosITION 4.3. — Le complexe A(®) est stable par petites restric-
tions uniformes, i.e. il existe to > 0 tel que pour tout t € [0, o] les relations
d’équivalence R(®_;) et R(®) sur S sont les mémes, donc A(®_;) = A(D).

Preuve de la proposition 4.3. — Soit ty > 0 tel que pour tout couple
(81, s2) de points R(®)-équivalents, le domaine de m|sz, s1](®) contienne la
boule fermée B(s1(®), 3to) et tel qu'on ait 3ty < inf{|A;(®)|, i =1,...,k}.
Le domaine de m[sz, s1](®—_;) pour ¢t < to contient alors la boule fermée
B(s1(®),2tp). Or le point s1(®_;) est & une distance t < to de s1(®)
donc appartient & U'intérieur du domaine de m|sq, $1](®_;). Par définition
de e(s1), e(s2) et sgn(m[sz,s1]), m[sz, s1](®_:) envoie bien s;(P_;) sur
82(®_;). La condition sur les signes est naturellement encore vraie. D’ol
I’implication (s1R(®)s2) => (s1R(P_¢)s2).

L’implication réciproque se traite pareillement. o

Preuve d’une implication de la proposition 4.2. — (L’autre implica-
tion est démontrée apres la proposition 4.5) Si les générateurs ne sont pas
indépendants, considérons une relation m et I = [u,u + 6] § > 0, son do-
maine. Quitte & conjuguer m et & réduire le mot obtenu, on peut supposer
que le lacet chem(m) issu de u dans le graphe de Cayley ®(u) se décompose
en sous-chemins sous la forme : chem(m) = 01710272 . . . 0pYp ol chaque v;
est un sous-chemin (éventuellement réduit & un point) ne parcourant que
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des arétes réguliéres et o; est un chemin qui parcourt une aréte unique,
singuliére, d’appellation (pfj’

Appelons ¢ I'aréte de A canoniquement associée & o; et (s?, sf ) le
début et la fin de 0 (on a u = s¢(®)). Schématiquement, on écrit :

€5

€1
¢ o om gy Yioop om oy
U=8 —— 8] — 8y ... —— 8 —— Sy ...
(singul.) (régul.) (singul.) (régul.)
e 5
tp P
SR SN )
(singul.) * (régul)
Figure 1

Le mot w(vy;) lu en suivant ; & partir de s;f (®) permet de montrer

que pour j € Z/pZ, les points st- et s‘} 41 sont dans la méme R(®)-classe

d’équivalence. Il suffit de vérifier la condition (2) sur les signes et pour
cela de remarquer que m(®) ayant pour domaine l'intervalle non trivial
[u, u+ 6], chaque isométrie w(v;) doit étre définie au moins sur un intervalle
Jj = [35, sf - s(sf)é], & > 0, quelle envoie sur J} = [s¢,,,s%,; —e(s%,,)8].
Il est alors clair que le chemin I1(07)II(03) . . . II(0,,) est un lacet non trivial
dans A(®). a

DEFINITION 4.4. — Une restriction fermée & de ® est caractérisée
par a;(®) = a;(®) + t,,, a(®) = ai(®) — ta;, avec tq;,te; > 0. Soit
{s1,82,...,8p} un sous-ensemble de {a;,a;, i =1,...,k} qui contient tous
les s avec ts > 0, soit o; I'aréte de A dont s; est le début. On dit que ®
est obtenu en raccourcissant ® de t;, du coté de o1, de ts, du coté de oz,
..., dets, du coté de oyp. 1l arrive aussi qu’on énonce la derniére phrase en
remplacant o; par son image II(o;) dans A(®).

Par exemple la restriction uniforme ®_; est obtenue en raccourcissant
® de t du coté de chaque aréte de A.

Choisissons une forét maximale 7 dans A(®) et soit 7’ sa préimage
par II dans A. Voyons qu’on peut impunément raccourcir ® du coté des
arétes de A\ 7.

ProposiTiON 4.5. — II existe ty (le méme que celui de la proposition
4.3) tel que pour tout t € [0,tg], le systéme ® obtenu en raccourcissant ®
de t du coté de A\ T’ a les mémes orbites que ®.
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Remarque. — Cette proposition reste vraie si on remplace A \ 7’
par une famille quelconque d’arétes contenue dans A \ 7’ et méme si on
ne choisit pas le méme ¢ € [0,to] pour chaque aréte. Cependant, on ne
I'utilisera que sous sa version faible.

PROPRIETE 4.6. — Soit o une aréte de la forét maximale T, d’appel-
lation ¢, de début s, de fin sf et soit s un point R(®)-équivalent & sf.
L’isométrie w(®), avec w = mls, s']p est définie au moins sur I'intervalle
I = [s4(®), s4(®) — 2¢(s%)to] (avec le méme ty > 0 que ci-dessus) qu’elle
transforme en J = [s(®), s(®) — 2¢(s)to)-

Preuve de la propriété 4.6. — Puisque o € 7T, lisométrie ¢(®) est
définie au moins sur I qu’elle transforme en K = [sf(®), s (®) — 2¢(s)t].
Puisque m/[s, s/](®) est définie au moins sur la boule fermée B(sf(®), 3to),
alors mls, s](®) est définie au moins sur la boule fermée B(sf(®),2ty).

Elle transforme donc K en [s(®), s(®) — 2. (s )sgn(m][s, s7]) to). u]
=e(s)
Preuve de la proposition 4.5. — Soit ¢ une aréte de A(®) prise en

dehors de T, d’appellation ¢, de début s?, de fin sf. Soit 0203...0, le
chemin d’arétes (sans aller-retour) dans 7 qui meéne de II(s®) & II(sf), soit
<pr’ l’appellation de o; et (.s?,s;r ) € S x S son début et sa fin. On pose
€ncore Sp41 := sf et on obtient schématiquement :

G i
m[sg,sd] ‘Pi; m[sg,sg] Pi; m[s?+1 asfl
d s g , of d : of d
s > So > 85 ?83 ... 8 i Sj41 -
~ o2 ~ gj ~

€
iy m[sg1,57]

sd s sg
%, P ~ pt+1-
P

Figure 2

Le mot w = m[sg, 1, 85]¢;” . ..m|[s4, s3]p52m[s, 5%, obtenu en écri-
vant de gauche & droite les mots relevés de droite & gauche au-dessus des
flaches de la figure 2, fournit une isométrie w(®) dont le domaine contient
I = [s%(®), s4(®) — 2¢(5%)to] et sur lequel elle agit comme (®). Il suffit de
voir que m/[sg, s4](®) transforme I en [s3(®), s$(®) — 2¢(s%)to] puis d’ap-
pliquer successivement la propriété 4.6 aux groupements m[sgl 1 s;-‘ %, (4
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croissant) pour constater que w(®) transforme I en J = [s/(®), s/ (®) —
2¢(s%)to). En particulier, sgn(w) = £(s%)e(s¥) = sgn(p). Donc Vz € I, on
a w(®)(x) = p(®)(x). Les points = et ¢(®)(z) sont dans la méme orbite
pour ® comme pour ®. u]

Fin de la preuve de la proposition. 4.2. — Le mot ¢~ !w fournit une
relation de ®. Si une composante connexe de A(®) n’est pas un arbre, les
générateurs ne sont pas indépendants. m]

Le nombre défini ci-dessous mesure le défaut d’indépendance des gé-
nérateurs.

DErNITION 4.7 (L’invariant ¢(®)). — On appelle ¢(®) le nombre
d’arétes d’une forét maximale de A(®). C’est aussi le nombre de sommets
moins le nombre de composantes connexes de A(®) ou encore 2k — by, ol

by est la somme des premiers nombres de Betti des composantes connexes
de A(®).

Remarque 4.8. — Pour t € [0,%o] (avec le méme ¢y que celui de la
proposition 4.3), le nombre ¢(®_;) est constant.

GENERALISATION 4.9. — Pour un systéme dégénéré ¥ = ¥’ U {¢p41,
Opt2y- -1 Ppti}, o0 ¥ = {p1,02,...,pp} est un systéme non dégénéré
et Pp+1,Pp+2,--->Pp4+1 Sont des singletons, on définit un complexe des
connexions singuliéres en définissant la relation R(¥) comme R(¥’) sur
{ai,al,b;,b;, i« = 1,...,p} et Vs € {aj,a,b;,b,, i = p+1,...,p+
1}, la R(¥)-orbite de s est réduite & s. Le complexe des connexions
singuliéres A(¥) est, en conséquence, la réunion disjointe de 2l segments
avec le complexe des connexions singuliéres de ¥'. En particulier, une aréte
d’appellation ¢, appartient & toute forét maximale de A(¥).

5. Sytémes a orbites finies.

On traite le cas d’un systéme & orbites finies.

Soit X = (D,®) un systeme non dégénéré, a orbites finies et
supposons donnée une forét maximale 7 dans A(®), de relevé T’ dans
A. (On doit penser au systéme X comme & un systéme X!, obtenu par
restriction uniforme d’un systéme X' sans composante minimale homogéne
(Théoréme 3.3) et qui a le méme complexe de connexions de singularités
(Proposition 4.3).)
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On montre que le théoréme de générateurs indépendants est vrai pour
X, précisément :

THEOREME 5.1. — Sous les hypothéses ci-dessus, il existe 01,03, ... ,0p
des arétes de A\ T' et des nombres ty,t2,...,t, > 0 tels que le systéme
® obtenu en raccourcissant ® de t; du coté de oj, pour j =1,...,p, ales
mémes orbites que ® et des générateurs indépendants.

Pour un systéme & orbites finies ¥, on appelle E'(¥) la réunion des
U-orbites singuliéres de ¥. Toute isométrie m définie en un point z € D\ E’
est définie sur toute la composante connexe de z dans D\ E’ et siz € D\ E’
est le centre d’une réflexion (i.e. V6 > 0 petit, z — 6 et = + § sont dans la
méme W-orbite) alors z est le milieu de sa composante connexe. L’ensemble
E(¥), réunion des orbites des centres de réflexion et de E’(¥), est donc
fini.

LEMME 5.2. — Soit ¥ un systéme & orbites finies, soit T' la borne
inférieure des distances entre deux points de E(¥), soit ©' le relevé a A
d’une forét maximale © de A(¥) et o une aréte de A\ ©’.

Il existe t > T tel que le systéme U obtenu en raccourcissant ¥ de t
du c6té de o a les mémes orbites que V. De plus,

(1) E(¥) C E(),
(2) il existe une forét de A(¥) dont le relevé © dans A contient ©'.

Preuve du théoréme 5.1. — Si A(\if) n’est pas une forét, on peut
réappliquer le lemme & W.

Si on est parti de @, on constate, vu (1), que la longueur dont on
raccourcit le systéme & chaque étape est uniformément minorée. Le pro-
cessus s’arréte donc aprés un nombre fini d’étapes (le systéme alors obtenu
a un complexe de connexions de singularités dont toutes les composantes
connexes sont des arbres). Vu (2), on constate qu’on peut appliquer ce
processus en raccourcissant seulement du coté d’arétes en dehors de 7/. O

Preuve du lemme 5.2. — Disons que o est d’appellation ¢, de début
s%, de fin sf. Soit I la composante connexe de D \ E(¥) qui contient
s4(W) — g(s)6, pour § > 0 petit. On prend ¢ égal & sa longueur : [ =
]s4(¥), s4(¥) — g(s%)t[. Les seules orbites éventuellement modifiées sont
celles qui passent par l'intervalle K = [s4(¥), s4(¥) — &(s)t[ qu’on 6te du
domaine de p(¥).
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On reprend les notations de la preuve de la proposition 4.5. Soit
0203....0p le chemin d’arétes dans © qui méne de I1(s*) & I1(s/), soit ¢;’

d
3

sp+1 := s/ et on appelle w le mot w = m|sg, ;, sg]cpf: ...m[s4, sg]cpf:m[sg,
s%). L’isométrie w(¥) est définie au moins sur un intervalle [s%(¥), s4(¥) —
2¢(s%)to], to > 0 (voir la preuve de la proposition 4.5).

l’appellation de o; et (s ,sf ) € S x S son début et sa fin. On pose encore

L’intervalle I ne contenant pas de point d’une orbite singuliere,
lisométrie w(¥) est donc définie sur K tout entier. Il est facile de voir
que, puisque I N E(¥) est vide, la ¥-orbite de z, Vz € K, ne rencontre K
qu’en z.

Alors le chemin chem(w) issu de z dans le graphe de Cayley ¥(x)
meéne de = & p(¥)(z) sans emprunter d’aréte d’origine y € K et d’appella-
tion ¢ : Sinon, il existe g € K tel qu’on peut décomposer 1’écriture réduite
de w en w = w”pw’ de sorte que w'(¥)(zo) = yo € K, donc yo = z¢. Puis-
que w' (V) est définie sur K et que w'(¥)(K) C dom(p)(¥), on en déduit
que w'(¥)(K) C K et donc que 1'égalité w'(¥)(x) = z est vraie pour tout
z € K, en particulier pour s¢(¥). Cela montre que le chemin 0203...0,
dans © emprunte ’aréte o, ce qui est absurde.

L’isométrie w(¥) est donc définie sur K tout entier et, Vz € K le sous-
graphe ¥(z) de ¥(z) (obtenu en effacant ’aréte d’origine = et d’appellation
®) a les mémes sommets que ¥(z).

On n’a pas ajouté d’orbites singuliéres puisque par définition de t, le
point s{(¥) — &(s)t est dans une orbite singuliére de ¥ d’ou (1).

Si deux points de s1,s2 € S\ {s%, 57} sont 7?:(\11)-é~quivalents, alors ils
sont aussi R(¥)-équivalents (en effet, s;(¥) = s;(¥) et ¥ est une restriction
de ¥) d’ou (2). o

Remarque 5.3. — Si le systéme ¥ est non dégénéré, qu’on lui applique
le lemme 5.2 et que le générateur ¢(¥) se trouve étre un singleton, alors
on peut supprimer ce générateur sans modifier les orbites.

Preuve de la remarque 5.3. — Si ¢(¥) est un singleton, son domaine
est égal & {s(¥)}. Le domaine de w(¥) contient Iintervalle non trivial
K et contient le point s(¥). Le mot w ne contient donc pas la lettre
@ et supprimer D’aréte d’appellation ¢ du graphe de Cayley de s(¥) ne
disconnecte pas ce graphe. o



GENERATEURS INDEPENDANTS 117

6. Mesure de 1’espace des orbites.

DEFINITION 6.2. — On appelle mesure de I’espace des orbites du
systéme ® et on note e(®) la borne inférieure des mesures des ouverts
rencontrant toutes les orbites.

PROPOSITION 6.2. — La fonction t — e(®_;) est continue, linéaire
par morceaux, de dérivée & droite ¢(®) en 0.

Cette proposition généralise de fagon naturelle un résultat de G.
Levitt aux systémes d’isométries ne préservant pas nécessairement 1’orien-
tation (voir [Lev3, lemme 2.1]).

On la prouve dans le cas a orbites finies et le résultat s’étend,
par continuité et grace au théoréme 3.3, aux systémes sans composante
minimale homogeéne. Bien que vraie dans le cas général, elle ne sera
démontrée (et utilisée) que dans ce cas.

Preuve de la proposition 6.2. — Lorsqu’on passe de ® & ®_;, on
modifie au plus les orbites qui passent dans 4k intervalles de longueur ¢. La
continuité s’en déduit. Soit ® & orbites finies. Soit ¢ > 0 tel que la distance
minimale entre deux points de E(®) soit supérieure & 4¢, alors la distance
minimale entre deux points de E(®_;) est supérieure & 2¢t. En particulier,
t est assez petit pour que R(®) = R(P_;).

Pour s € S, on appelle I, =|s(®) — e(s)t,s(®)[ et V, (resp. VY)
lensemble des z € D dont la ®-orbite (resp. ®_;-orbite) rencontre I.
L’intervalle I, ne rencontre pas d’orbite singuliére (ni pour ® ni pour ®_;)
donc, si m(®) (resp. m(P_;)) est définie en = € I, elle est aussi définie
pour tout y € I,. En conséquence,

(1) les Vj (resp. les V}) sont deux & deux disjoints ou égaux,

(2) chaque orbite pour ® (resp. pour ®_;) qui rencontre V; (resp. V)
rencontre alors exactement une fois chaque composante connexe de Vj
(resp. de V),

(3) (Vs = Vy) < (II(s) et II(s’) sont dans la méme composante connexe
de A(®)),

4) (V& =V)) & (sR(2_y)s).

Ces assertions se démontrent assez simplement. Par exemple pour la
premiére implication de (3) : si V; = V4 alors il existe un mot m et y € I,
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tels que m(®)(y) € Iy. Vu le choix de t, on a I’égalité m(®)(I;) = I,
l'isométrie m(®) envoie s(®) sur s’(®) et donc sgn(m) = &(s)e(s’). On
conclut, & la fagon de la preuve de la proposition 4.2 en considérant le
chemin chem(m) dans le graphe de Cayley ®(s(®)).

Seules les orbites qui passent dans I; sont modifiées lorsqu’on change
® en ®_;. De plus, l'orbite X (z) de = € I, se partitionne en autant d’orbites
pour X_; qu’il y a de sommets dans la composante connexe de II(s) dans
A(®). On obtient donc 1’égalité e(®_;) = e(®) + ¢(P)t dont la proposition
découle. D

Le théoréme suivant se trouve dans [Lev3] dans un cadre un petit
peu restreint, il est essentiellement démontré dans [GLP1, prop. 6.1.] sous
les mémes hypotheses que celle de la preuve de la proposition 6.2 ci-dessus
et est, en fait, un cas particulier d’un résultat général [Lev4]. Cependant,
on donnera une preuve restreinte & ce qu’on utilisera par la suite (cas des
systémes sans composante minimale homogene).

THEOREME 6.3 [Lev3], [GLP1, prop. 6.1]. — En appelant [(®) =

k
> (al{®) — a;(®)) la somme des mesures des domaines des générateurs de
i=

®, les générateurs sont indépendants si et seulement si e(®) + I(®) = |D|.

Preuve. — La preuve est claire pour les systémes & orbites finies. Vu
la stabilité par petites restrictions uniformes de la propriété de générateurs
indépendants (Propositions 4.2 et 4.3), vu le théoréme 3.3 et grace a la
continuité, elle s’étend au cas des systémes sans composante minimale
homogene. o

7. Cas général.

THEOREME 7.1. — Soit ® sans composante minimale homogéne, il
existe un sous-intervalle fermé A; de chaque base A; de ® tel que le systéme
® obtenu en prenant la restriction de ¢; & A; soit & générateurs indépen-
dants et ait les mémes orbites que ®. De plus, si ® est non dégénéré, alors
on peut supprimer les singletons de ® sans changer les orbites.

Preuve du théoréme 7.1. — On a déja traité le cas d’un systéme &
orbites finies (Théoréme 5.1), la condition de non dégénérescence pouvant
étre obtenue grace a la remarque 5.3.
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Si le systéeme X = (D, ®) posséde des composantes minimales non
homogenes, quitte & supprimer ses singletons, on le suppose non dégénéré.

On choisit un arbre maximal 7 dans A(®). Sa préimage 7’ dans A a
pour cardinal ¢(®). On choisit ¢ > 0 assez petit pour que A(®) = A(D_;)
(Proposition 4.3). La preuve s’articule alors en 4 étapes X — X; —
X_; — X3 — X, comme annoncé dans I'introduction :

(1) On définit ®; en raccourcissant ® de t du coté des arétes de A\ 7.
On pourra ainsi obtenir un systéme & orbites finies en ne raccourcissant
®; de t que du coté des arétes de 7’ (étape (2)). Le systéme ®; vérifie les
deux propriétés suivantes :

(i) ®; a les mémes orbites que ® (Proposition 4.5), donc
(ii) e(®1) = e(®).

(2) Pour la deuxiéme étape, on passe & ®_;, qui est ainsi obtenu en
ne raccourcissant ®; de t que du coté des arétes de 77 et qui vérifie les
propriétés :

(i) ®—; n’a que des orbites finies (Théoréme 3.3),

(ii) A(®_;) = A(®) (Proposition 6.2 et choix de t) donc 7 est une
forét maximale de A(®_;),

(iil) e(®—¢) = e(®) + ¢(®)t (Proposition 4.3 et Remarque 4.8).
(3) On prend ensuite pour ®3 le systéme produit par le théoréme 5.1 &

partir de ®_, avec la forét 7. On rappelle qu’on ne raccourcit que du coté
d’arétes hors de 7. On a :

(i) @3 et ®_; ont les mémes orbites, donc e(®3) = e(P—;)
(ii) e(®3) + I(P3) = | D| car les générateurs de ®3 sont indépendants
(Théoreéme 6.3).

(4) Pour finir, on construit ® par 'opération inverse du passage de ®; &
®_,, c’est-a-dire que P est obtenu en rallongeant ®3 de ¢t du c6té des arétes

- k - -
de 7'. Puisque 7" est de cardinal ¢(®), on a I(®) = Y (a}(®) — a;(®)) =

i=1

[(®3) + c(®)t. Il ne reste qu’a vérifier deux choses :
(1) ® a les mémes orbites que @,
(ii) les générateurs du systéme & sont indépendants.

Pour prouver (i), on considére un point z € D et on s’intéresse aux
aventures du graphe ®(z) (son graphe de Cayley) au cours des quatre
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étapes : il se transforme en plusieurs 1-complexes gl,g_t,gs,é qui sont
tous des sous-complexes (éventuellement non connexes) de ®(z), mais dont
chaque composante connexe est le graphe de Cayley d’une certaine orbite
pour le systéme correspondant (®1, ®_;, ®3 ou ).

(1) On efface certaines arétes de ®(z) et on obtient le complexe G;. 11
est connexe puisque ® et ®; ont les mémes orbites.

(2) On efface de nouvelles arétes, le systéme ®_; est & orbites finies
et le complexe G_; est la réunion disjointe d’une famille g_it, 1 € H de
sous-graphes finis (chacun représentant une orbite de ®_;).

(3) Au cours de la troisieme étape, ol ’on rend les générateurs indépen-
dants pour le systéme & orbites finies, chaque G*, perd un certain nombre
de ses arétes, mais reste connexe (par 3.i) : on obtient une famille G}, i € H
oti chaque G} a les mémes sommets que G*,.

(4) Pour finir, on replace toutes les arétes effacées & ’étape (2); donc
on reconnecte entre eux tous les Gi, i € H et on obtient un complexe G
qui est connexe. Ce qui montre que ® et ¢ ont mémes orbites.

On déduit de ce premier résultat que e(®) = e(®). Alors, on peut
montrer (ii) :

e(®) + (D) = e(®) + [[(®3) + (D)1
= [e(®3) — c(®)t] + [I(D3) + c(D)¢]
=e(®3) +1(®3) = |D|.

Donc les générateurs de  sont indépendants (Théoreme 6.3).

L’éventuelle apparition d’un singleton ne peut survenir que lors du
passage de ®_; & ®3 et c’est donc, & nouveau, la remarque 5.3 qui nous
permet de conclure. O
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