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TOPOLOGIE D^UN POLYNOME DE
DEUX VARIABLES COMPLEXES AU

VOISINAGE DE PINFINI

par Laurence FOURRIER (*)

0. Introduction.

Ce travail s'inscrit dans la recherche de systèmes complets d'invariants
topologiques, algébriquement calculables, associés à un polynôme / de
deux variables complexes. Les invariants que nous obtenons permettent de
décrire complètement la topologie de / au voisinage de l'infini, c'est-à-dire
en dehors d'un compact arbitrairement grand de C2.

Nous distinguons deux types de relation d'équivalence :

1) La conjugaison usuelle : deux polynômes / et g de C2 dans C sont
dits topologiquement conjugués à l'infini s'il existe deux compacts K, K '
de C2 et deux homéomorphismes H : C2 \ K -^ C2 \ K ' et h : C -> C tels
que h o f = g o H.

2) La conjugaison des feuilletages : il existe un homéomorphisme
0 0

H : C2 \ K —> C2 \ K ' transformant toute composante connexe d'une
fibre de la restriction /(c2^ en une composante connexe d'une fibre de
la restriction g ^ ^ K ' ' Nous dirons alors que f et g sont topologiquement
J^-conjugués à l'infini.

La classification topologique des germes de fonctions holomorphes est
bien connue : un arbre pondéré est associé à tout germe /. Il se construit à
partir de la donnée de la résolution de / ou bien à partir de l'entrelacs défini

(*) Une partie de ce travail a été effectuée à l'Université Complutense de Madrid et à
l'Université de Valladodid. Ce séjour était financé par la DGICYT.
Mots-clés : Singularités - Résolution des singularités - Courbes algébriques planes -
Nœuds et entrelacs.
Classification math. : 14B05 - 14E15 - 14Q05 - 57M25.
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par la trace de f~l(0) sur une petite sphère. Cet arbre est un invariant
topologique complet (voir [8], [2l], [36]). En considérant C2 comme une
carte de P2^ un voisinage de l'infini devient un voisinage d'une droite P^
et la fonction holomorphe /, au voisinage de l'infini, devient une fonction
méromorphe / à pôles P^. Comme pour les germes de fonctions, il sera
possible de se ramener par une succession d'éclatements à une situation
localement simple mais des difficultés nouvelles apparaissent :

(a) on doit étudier une fonction holomorphe au voisinage d'un diviseur D
qui n'est plus exceptionnel ;

(b) on ne peut localiser la situation au but car au voisinage de jD,
la fonction prend toutes ses valeurs et certaines composantes de D sont
transverses aux fibres de la fonction.

Plus précisément, on peut séparer les pôles des zéros de / par une
succession d'éclatements. Nous effectuons alors une série d'éclatements
supplémentaires afin d'obtenir une situation «à croisements normaux» :
on a une fonction F d'une surface compacte à valeurs dans P^ dont
nous explicitons les modèles locaux et que nous étudions au voisinage d'un
diviseur à croisements normaux. En restriction à certaines composantes
du diviseur, appelées classiquement dicritiques, F prend toutes ses valeurs.
Ces composantes ne se coupent pas. Sur les autres F prend des valeurs
constantes Ci dont oo.

Nous prouvons ici que ces valeurs Ci différentes de oo, auxquelles on
ajoute les valeurs correspondant aux fibres multiples sont exactement
celles où / n'est pas une fibration topologique «à l'infini» (dites
valeurs irrégulières à l'infini). Des critères topologiques d'irrégularité
(voir [14], [30]) ou analytiques (voir [12]) sont bien connus; notre cons-
truction donne un algorithme algébrique permettant de calculer ces valeurs
irrégulières. Pour ce faire, nous décrivons la topologie à l'infini des fibres
régulières voisines des fibres y"1^). En particulier, on compare leur
caractéristique d'Euler à celle de f^Çci). On obtient un résultat qui
complète (et redémontre) celui de Hà et Le [14] et permet de déterminer,
à partir de la résolution, même si /^(c^) est multiple, s'il y a ou non
saut de caractéristique d'Euler. Lorsqu'on classifie par la conjugaison des
feuilletages, on distingue les différentes branches à l'infini d'une même fibre
de /. On a ainsi une notion de branche (feuille) irrégulière à l'infini et des
résultats similaires.

Il est alors naturel de considérer comme invariant topologique
possible :
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(1) la donnée des paires de Puiseux à l'infini (voir [13]) des branches à
l'infini de la courbe Z constituée de toutes les fibres irrégulières à l'infini
et d'une fibre régulière quelconque et la donnée de leurs exposants de
coïncidence (voir [13], [21]);

(2) l'entrelacs L formé de la trace de Z sur une grande sphère de C2.
Pour la classification par conjugaison des feuilletages, Z sera constituée
uniquement des branches irrégulières à l'infini et d'une branche régulière.

D'après Neumann et Rudolph [24], [26], [27], l'extérieur de L est une
variété graphée. On est ainsi amené à comparer l'arbre de satellisation de L
avec l'arbre A (pondéré et fléché) «dual» de la résolution à l'infini de /.
Cet arbre n'est pas canonique; il dépend de la compactification choisie
de C2. Considérons sa classe d'équivalence (deux arbres sont équivalents si
l'on peut passer de l'un à l'autre par une suite finie «d'éclatements et de
contractions»). On obtient :

THÉORÈME 1. — Soient f et g deux polynômes de C2 dans C. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) f et g sont topologiquement T'-conjugués à l'infinie

(2) f et g ont mêmes paires de Puiseux à F in fini et mêmes exposants de
coïncidence ;

(3) les entrelacs associés à f et g sont conjugués'^

(4) les arbres duaux des résolutions à l'infini de f et g sont équivalents.

Remarquons que l'implication (2) =^ (3) s'interprète comme un théo-
rème de type « Zariski-Lejeune » à l'infini.

Par contre, ce système d'invariants n'est pas complet pour la
classification topologique des fonctions : il est nécessaire d'enrichir
l'entrelacs L ainsi que l'arbre A par un «coloriage» rendant compte des
valeurs des fibres. D'autre part, la monodromie du revêtement non ramifié
de l'espace des bouts des fibres régulières de / sur P^ induit par /
est visiblement un invariant topologique. Nous l'appelons 0-monodromie
à l'infini de /. Il rend compte de la restriction de F aux composantes
dicritiques.

THÉORÈME 2. — Deux polynômes primitifs (i.e. dont la fibre générique
est connexe) f et g de C2 dans C sont topologiquement conjugués à l'infini
si et seulement si leurs arbres colorés respectifs sont équivalents et leurs
0-monodromies à l'infini sont conjuguées.
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La classification globale des polynômes semble nécessiter des invari-
ants plus riches. En effet, par les mêmes méthodes, nous obtenons dans [9]
la description topologique de / sur un ouvert constitué d'un voisinage
de l'infini et de voisinages de chaque fibre irrégulière (y compris dans
le fini). L'obtention d'un système complet d'invariants se ramène donc à
la compréhension de la monodromie géométrique de la fibration constituée
de toutes les fibres régulières à partir des monodromies locales autour de
chaque valeur irrégulière.

Remerciements. — Je tiens à remercier le Professeur M. Boileau
qui m'a intéressée à ce sujet et les Professeurs J.-F. Mattei, F. Michel,
L. Rudolph et C. Weber pour d'enrichissantes discussions. Leurs remarques
et leurs critiques m'ont toujours été profitables.

1. Résolution à l'infini d'un polynôme.

Soit / un polynôme de deux variables complexes de degré d,

f{x,y) = ̂  aijX'y3.
i+3<:d

Considérons le plongement ouvert p de C2 dans P^ donné en
coordonnées homogènes \x^ y , t~\ par :

p : C2 c—> P2^
(x,y)i—> \x,y,l\.

Il décompose P^ en C2 U P^ où P^ est la droite «à l'infini» d'équa-
tion t = 0.

Le polynôme / induit une application méromorphe sur P^ dont le
lieu des pôles est P^. Notons :

f:P2C\EO —> P ,̂
l'application holomorphe induite, S° C P^ désignant l'ensemble (fini) des
points d'indétermination de / (l'intersection des pôles et des zéros de /).
On voit que :

S° = {\x,,/, 01 e P^ ; fd{x, y) = 0} avec fd{x, y) = ̂  a^V.
i+j==d

Rappelons, pour préciser les notations, quelques résultats bien connus
sur la réduction des fonctions méromorphes.

DÉFINITION 1. — Soit G un germe de fonction méromorphe en un
point m d'une variété V de dimension 2 et E C V un germe de courbe en m
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à croisement normal. Nous disons que le couple ((5, E) est réduit en m s'il
existe en ce point des coordonnées analytiques (n, v), et des entiers p, q € N,
a = 0 ou 1 tels que :

(1) G - G(m) = upvq ou bien 1 = z^9 ;
Cr

(2) E=(uva=0).

PROPOSITION 1. — Soit G une fonction méromorphe au voisinage d'un
diviseur compact E à croisements normaux d'une variété V de dimension 2.
Il existe une application H d'une variété holomorphe V dans V, obtenue par
composition d'éclatements de points^ telle que le couple (G o II,'^.~1(E))
soit réduit en chaque point m de ^"-1(-E').

Idée de la démonstration. — Elle peut se faire en deux étapes.

• Etape 1 : on va construire une application TT' : V —>• V par
composition d'éclatements telle qu'en chaque point de Tr'""1^), G o TT'
ou (G o Tr')"1 soit holomorphe. Pour cela, on considère la suite d'éclate-
ments (7Ti), 7Ti : Vi —> Vi-i, définie de la manière suivante : VQ = Y, TT^
est l'application d'éclatement (simultané) de l'ensemble fini S2'"1 C Vz-\
constitué des points où ni G o 71-1 o • • • o 7^-1 ni (G o 71-1 o • • • o T^-i)"1 ne sont
holomorphes. Ce procédé s'arrête car la multiplicité d'intersection du lieu
des pôles et des zéros de G diminue strictement après chaque éclatement.
Notons TT' le composé des TT^.

• Étape 2 : en chaque point m de Ti-'"1^), on considère le germe de
courbe Fyyi formé de Tr'"1^) et de la courbe d'équation GOTT' —Go^'^m) = 0
ou 1/G o TT' = 0. On fait alors en chaque point m où le couple ((3, Ti-'"1^))
n'est pas réduit la succession d'éclatements minimale nécessaire à la
réduction de Frn (voir [3]). D

En appliquant cette proposition, on «résout» le couple (/, P^ ). Ce
procédé de réduction est unique et bien défini.

DÉFINITION 2. — Nous appelons élimination des indéterminations de
f associée à la compactification p de C2 la donnée du couple (TT', F = /OTT')
où TT' : X' —>• S^C est exactement obtenu par la construction de la première
étape de la démonstration ci-dessus.

Nous appelons résolution à l'infini de f associée à la compactification p
de C2 la donnée du couple (II, F = f o II) où II : X —^ ^C est le composé
des éclatements utilisés dans les deux étapes de la proposition 1.
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Nous allons donner maintenant une autre construction de TT' par
«création de chaînes», inspirée de [6], qui nous sera utile par la suite. Cette
construction se fait par récurrence.

PasO :

(i)o on éclate simultanément tous les points de E° : TT§ : X^ —> ̂ C ;

(ii)o on effectue la suite d'éclatements de points Tif : X? —> X?_i
pour 1 <, i <, ro, définie par : TT^ est le morphisme d'éclatement de
centre S^_i en prenant pour S^_i c X?_i l'ensemble des points singuliers
du diviseur (7r§ o • . . o Tif.i)-^?^) qui sont des points d'indétermination
de /07T§ 0 • • • 07lf_i.

Ainsi tous les points d'indétermination de / o TT§ o • . • o TT^ = / o 11°
sont des points réguliers de (11° ̂ (P^).

Pas À; :

(i)^ on éclate simultanément tous les points d'indétermination de
f o n° o ... o n^-1 sur (n° o ... o II^-1)-^) où, pour j = 1,..., k - 1,
IP désigne le composé des morphismes d'éclatement de points du pas j. Ce
sont nécessairement des points réguliers de (11° o • • • o II^"1)"^?^) ;

(ii)^ cette étape est identique à l'étape (ii)o du pas 0 : on effectue la
suite d'éclatements des points singuliers des diviseurs qui sont aussi points
d'indétermination.

Remarque 1. — À chaque pas k, le diviseur exceptionnel de 11̂  est
une union de chaînes : chaque composante irréductible intersecte au plus en
deux points les autres composantes du diviseur exceptionnel de 11° o • • • oll^.

Remarque 2. — En tout point m du diviseur D = n'^P^) c X, la
fonction Fm = F-F (m) ou 1/F si F (m) = oo s'écrit, dans des coordonnées
appropriées (n, v) centrées en m, sous l'une des cinq formes de la figure 1.

Considérons maintenant la fonction holomorphe F en restriction à
une composante irréductible Ei de D. Deux cas de figure se présentent :

(i) soit F(Ei) = P^ et on dit alors que Ei est une composante dicritique
de D (modèles 1 et 2),

(ii) soit F\E, prend une valeur constante finie ou infinie (modèles 3, 4, 5).

Ainsi le diviseur D se décompose naturellement en :

(a) D^F-^oo),
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1) D a pour équation u = 0
et Fm(u,v) =-y9, q C N*,

2) D a pour équation it'u = 0
et Fm(^,'u) =-u9 , ç e N * ,

3) D a pour équation u = 0
et Fm(u, v) = -u^9, p, g e ]

4) Z) a pour équation iti? = 0
et Fm{u, v) = uPyf, p, g ç F
^

u= 0

5) -D a pour équation u = 0
et Fm(u,v)=uP,pçN\

Figure 1 : les cinq formes de la fonction Fm de la remarque 2.

(b) Aiic? l'union (disjointe) des composantes dicritiques de F,

(c) -Dcrit? l'union des composantes de D sur lesquelles la fonction F
prend des valeurs finies c i , . . . , Cr.

DÉFINITION 3. — Nous appelons valeur irrégulière à Pinfîni du
polynôme f les «valeurs critiques finies}) ( c i , . . . ,Cp) de la restriction
de F à D : D —^ P^, c'est-à-dire (d'après la remarque 2) :

(i) les éléments c i , . . . , Cr de F(Dcrït) ;

(ii) les valeurs critiques de la restriction de F a D^c \ Doo.

Une valeur qui n 'est pas irrégulière à l'infini est dite régulière à l'infini.
Les fibres /^(ci),..., /^(c?) sont dites fibres irrégulîères à l'infini.

Les autres fibres sont appelées fibres régulières à l'infini.
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Nous noterons dans la suite Aî0 l'ensemble (fini) des valeurs irré-
gulières à l'infini de /.

DÉFINITION 4. — Nous appelons transformées strictes à F infini
associée à une fibre /"^(A) de / toute composante irréductible du germe de
courbe le long de D défini par .F"1 (A) \ D. Nous dirons qu'une composante
irréductible E du diviseur D porte une transformée stricte s'il existe \ ç. C
tel que F-1(\)\D H E + 0.

LEMME1.

(i) les composantes E de Dent ne portant pas de transformée stricte à
l'infini d'une fibre de f ont toutes des autointersections { E ^ E ) inférieures
ou égales à —2,

(ii) les composantes de Doo ont toutes des autointersections inférieures
ou égales à —2 sauf peut-être P^ qui peut avoir une autointersection égale
à 0 ou à —1.

Démonstration. — Si une composante E de D autre que P^ a
une autointersection —1, alors lors de sa «création» (dans le processus
de réduction que l'on s'est fixé), en chacun de ses points, le couple
fonction méromorphe-diviseur est réduit. En effet, l'autointersection d'une
composante du diviseur baisse de 1 chaque fois qu'on éclate l'un de ses
points. Ainsi si la composante E n'est pas dicritique elle correspond à
un éclatement de la deuxième étape. Par minimalité de la réduction des
courbes, elle porte une transformée stricte. D

La forme particulière de la fonction méromorphe /de P^ dans P^
due au fait qu'elle est définie à partir d'un polynôme de C2 va induire des
restrictions sur la forme du diviseur D.

LEMME 2.

(a) ^ooHDcrit=0;

(b) toute composante de -Ddic intersecte Doo et toute composante
connexe de Dent intersecte Z^dic 5

(c) Doo est connexe.

Démonstration. — Les affirmations (a) et (b) sont immédiates.
Démontrons le point (c).

Soit N(D) le voisinage tubulaire du diviseur D construit par plombage
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(voir [23]) des fibres normaux en disques au-dessus de chaque composante
du diviseur. Notons Woo le plombage des fibres en disques induit au-dessus
des composantes de Doo. Le bord de N(D) s'identifie à une sphère SR C C2

de centre 0 et de rayon R suffisamment grand. De même Woo s'identifie à
F^ÇDÇoo.e)) où D(oo,e) est un disque centré en oo ç ̂ C et de rayon e
assez petit. La variété S = 9N(D) H 9Woo a pour bords des tores et <9Woo
s'obtient à partir de S en recollant des tores solides le long de 9S. Ainsi la
connexité de QWoo (et donc de Doo) équivaut à celle de S. D'autre part,
S est connexe d'après l'affirmation suivante de L. Rudolph citée dans la
démonstration du théorème 4 de [24] :

AFFIRMATION. — La variété SR \ F'^I^oo^)) est une réunion de
tores solides dans N(D).

COROLLAIRE 1. — S'oit D' le diviseur obtenu lors de Pélimination des
indéterminations de f et D^ l'union des composantes de D' sur lesquelles
F (= /o TT') est constante et différente de F in fini. Alors les composantes
connexes de D^ sont des chaînes. De plus F autointersection { E ^ E ) de
chaque composante irréductible E de D^ est inférieure ou égale à —2.

Démonstration. — La connexité de Doo implique que chaque compo-
santes de D^, lors de sa «création», porte exactement un point d'indé-
termination situé en son point d'intersection avec une composante de Doo • D

DÉFINITION 5. — Soit F une composante connexe de la partie lisse
de l'union de D et des transformées strictes des fibres irrégulières à Finfini
de f et soit c un point de T. On appelle multiplicité de Y en c et on note
mc(r) e Z l'ordre de la série de Laurent de la restriction à une petite courbe
lisse transverse àT en c de F si F C Doo, de F - F(c) si F f. (D^c U Doo)
etmc(r) =0s i r C D^c'

II est clair que mc(r) est constante le long de F, nous la noterons my
ou encore mi si F désigne une composante Ei de D.

Nous allons montrer que les autointersections e^ des composantes Ei
du diviseur D et les multiplicités mi peuvent se déduire les unes des autres
à partir des données de la résolution à l'infini de /.

Considérons la matrice d'intersection A = ((o^-)) indexée par les
composantes irréductibles E\... En de D :

{ ci si i = j,
dij = 1 si Ei intersecte Ej ,

0 dans tous les autres cas.
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Remarque 3. — On voit facilement par récurrence sur le nombre
d'éclatements de la résolution que detA = ±1. La raison topologique de
cette égalité est que le bord du plombage de fibres en disques associé à D
est une sphère (cf. [16]).

Pour i = 1,..., n, associons à chaque composante Ei de D l'entier ^
défini par :

(i) £i = 0 si Ei c DOO ;

(ii) (,i est égal à la somme des multiplicités des transformées strictes des
fibres irrégulières à l'infini de / portées par Ei si Ei C Périt ;

(iii) si Ei C D^c, ii est égal à (1 - p)ri + vi où p est le nombre de valeurs
irrégulières à l'infini de /, Vi la somme des multiplicités des transformées
strictes des fibres irrégulières à l'infini de / portées par Ei et Ti le degré de
la restriction Fi : Ei —^ ̂ C de F à Ei.

PROPOSITION 2. — Notons :

(a) Jn le vecteur colonne ((ynz))î=i...n,

(b) i le vecteur colonne ((^))î=i...n-

On a Anî 4- ~t = 7.

Démonstration. — Remarquons que le diviseur D se construit à partir
de P^ et n'admet donc pas d'équation globale. On ne peut donc reprendre
l'argument du corollaire 9.2, p. 78, de [16] qui est en défaut dans notre
cas : l'autointersection (F*(À),P), pour À générique appartenant à C, est
la somme des degrés des restrictions de F aux composantes dicritiques et
est donc non nul. Par contre jDoo; ainsi que chaque composante connexe C
de Dent admet une équation globale dans un voisinage de C (la restriction
de F!) et donc (F*(À),Doo) = 0 et (F*(À),C) = 0.

(i) Considérons tout d'abord -Doo comme le diviseur :

-F*(oo)= ̂ miEi.
EiCDoo

Soit A e P^ une valeur régulière finie suffisamment proche du point oo
deŒ^C; alors :

Vfc=l, . . .n, <-F*(oo),^)=(F*(À),^)
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où (., .) représente la multiplicité d'intersection. On obtient :
F 0 si Ek (f- Aiic,

> , 0'ik^i = \ . _, _ „
E^ ^ Sl^CDdic.

(ii) Considérons une valeur Cj irrégulière à l'infini pour /. Notons Ij
l'union des composantes irréductibles de D incluses dans F'^Cj). Formel-
lement on a :

^(c^E^+E^ +E^'
EiClj EiClj E^CDdic

où T3 (resp. V^) représente la somme formelle des transformées strictes à
l'infini de /-1(CJ) comptées avec leurs multiplicités qui sont portées par la
composante Ei (resp. E^).

Soit JLA € P1C une valeur régulière finie suffisamment proche de Cj. Du
système d'équations :

V f c = l , . . . n , <F*(c,),^)=<F*(^),^)
nous tirons :

^ dikrni =0 si Ek <t- Ij U Ddic,
EiClj

^ aikmi + 4 = 0 si Ek C 7^
îCJ,

^ a^mz + (^ - n0 = 0 si EA; C Auc,
^cij

où ^J est la somme des multiplicités des transformées strictes à l'infini
de f~^{cj) portées par Ek. On a ̂  v{ = Vk.

Les équations de ce type pour toutes les valeurs irrégulières à l'infini
de / ajoutées aux équations du (i) nous donnent la formule désirée. D

2. Fibres régulières à l'infini d'un polynôme.

Nous avons vu que le diviseur Doo + Dcrït de la résolution à l'infini
d'un polynôme / se décompose de manière naturelle en «blocs » : Doo et les
différentes composantes connexes Di , . . . , Ds de Dent' Pour î= l , . . . , s , oo ,
considérons le voisinage formé de la composante connexe Wz de

F-l(Bi)nTl-l(¥2C\BR)
qui contient A , où Bi C P^ est un disque centré en F(Di) de rayon EI assez
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petit et Bu la boule fermée de rayon R de C2. Pour R suffisamment grand, le
rayon EI de Bi peut être choisi assez petit de sorte que les fibres de F soient
transverses à II-1^^). La restriction de F à W,* = W, \ F^ÇFÇDi))
à valeurs dans B^ = Bi\ F(Di) est propre et transverse à 9Wi^ ainsi
qu'à Wi D D^[c- On en déduit classiquement que la restriction de F à W^
est une fibration C°° localement triviale et qu'il existe au voisinage de tout
ZQ € B^ une trivialisation C°° de F qui préserve 9Wi ainsi que Wi D Délie-
En effet, on peut construire deux champs de vecteurs C°° Xi et X^ tangents
à 9Wi et à Wi^D^ic au voisinage du compact F~l(zQ)^\Wi qui se projettent
par TF sur deux champs de vecteurs C°° réguliers Z\ et Z^ linéairement
indépendants au voisinage de ZQ (on le fait localement, puis on recolle par
partition de l'unité). La composée du flot de Xi et du flot de X^ avec
conditions initiales sur F~l(zQ) est reliée par F à la composée du flot de Z\
et du flot de Z^ avec conditions initiales ZQ, ce qui donne l'application de
trivialisation.

DÉFINITION 6. — Pour i = 1,..., 5, oo, notons Fi la fibre type de cette
fibration épointée de son intersection avec -Ddic?

Fi = (F-\\o) \ Ddic) n Wi, Ào e B:,

nous appelons -Fi,..., Fs, Foo composantes génériques à l'infini de f.

Si Ek est une composante irréductible du diviseur D, nous noterons 6k
la valence de Ek, c'est-à-dire le nombre de points d'intersection de Ek avec
D \ Ek et avec les transformées strictes de f^^F^E^)).

PROPOSITION 3. — Désignons encore par rrik la multiplicité de la
composante Ek du diviseur D. Pour î= l . . . ,5 ,oo,ona:

(i) XW = E rrik(2-6k)^
EkCDi

(11) les composantes connexes de Fi sont deux à deux homéomorphes et
leur nombre est égal au pgcd des multiplicités des composantes de Di et
des transformées strictes à Pinfini de f~l(F(Di)) qui se branchent sur Di.

Démonstration.

(i) Notons N(Di) un voisinage tubulaire de Di construit par plombage.
On est ramené à calculer la caractéristique d'Euler de l'intersection de Fi
avec chaque composante élémentaire U du plombage de N(Di). Lorsque U
est un fibre en disques de base une sphère privée de ëk disques, Fi D U est
un revêtement à rrik feuillets. Sa caractéristique d'Euler est m^(2 — 6 k ) .
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Dans les autres cas où U est un polycylindre de « coin » non dicritique ou
un tore de recollement, Fi H U est un revêtement au-dessus d'un anneau
ou d'un cercle et donc \{Fi H U) = 0. Si U est un polycylindre de «coin»
dicritique, Fi H U est un disque épointé et de nouveau \{Fi H U) = 0. Par
additivité, on obtient la formule désirée.

(ii) Si E est une composante de Di de multiplicité m^;, en étudiant
Pholonomie du feuilletage défini par le polynôme /, on voit que le nombre
de composantes connexes de Fi en restriction à un voisinage tubulaire de E
est égal au pgcd de rriE et des multiplicités de toutes les composantes de Di
adjacentes à E et des transformées strictes à l'infini de /^(F^)) qui se
branchent sur E. De plus, à partir des modèles 3 et 4 de la remarque 1, si E
et E ' sont deux composantes adjacentes de Di et V et V des voisinages
tubulaires de E et E' en restriction auxquels Fi a respectivement p et q
composantes connexes, on montre que le nombre de composantes connexes
de Fi H (V U V) est égal à pgcd(p, g). On achève alors la preuve de (ii) en
raisonnant de proche en proche. D

LEMME 3. — Pour i = 1,... , s, on a ^(F^) < 0 sauf si Di vérifie la
condition suivante :

Î Di est une chaîne et ne porte qu'une transformée stricte à l'infini
(*) de f~l(F(Di)) qui se branche à l'extrémité de Di. En d'autres

termes, toutes les composantes de Di sont de valence 2.

Démonstration. — Notons encore TT' le composé des morphismes
d'éclatement de l'élimination des indéterminations de /, TT" le composé
des morphismes d'éclatement de la seconde étape de la résolution de /
{cf. proposition 1), F = fo TT' et D' = TT'"^?^) = ^'(D).

Distinguons les deux cas :

(1) 7r"(Dî) se réduit à un point m appartenant à une composante
dicritique E de D' ;

(2) ^"(Di) contient au moins une composante du diviseur D ' ' .

Dans le cas 1, m est sur une composante dicritique de D' Çi.e. F
n'est pas constant sur cette composante). Il suffit de montrer que
la caractéristique d'Euler d'une composante connexe X de TT"^) est
strictement négative. Remarquons que X est une surface ouverte et que
X H E est l'ensemble des points qui lui manquent pour devenir compacte.
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Puisque X se rétracte sur une surface ouverte, on a :

x(x)=i -&i(x) -#{xnE}
où &i désigne le premier nombre de Betti.

Mais (271, D ' ) n'est pas réduit en m et, par suite, la transformée stricte
à l'infini Zi = F^ÇFÇm)) \ D' n'intersecte pas D' normalement en m :
ainsi le degré de la restriction de F à E est strictement supérieur à 1
et #{X H D} > 2, d'où la conclusion.

Nous allons maintenant nous intéresser au cas 2. Considérons la
composante connexe C = ^"(Z^) de D^. C'est une chaîne d'après le
corollaire 1.

Considérons la suite d'éclatements pi : Yi —>' Y^-i définie de la manière
suivante : YQ est un voisinage de (7, pi est l'éclatement de centre 5^_i.
Pour définir les ensembles 5^_i, notons C^~^ = (pi o • • • op^_l)~ l(C f),
Smg(C^~^) le lieu singulier de C^"^ et S'i-i l'ensemble des points où le
couple (F opi o • • • op^_i, C^) n'est pas réduit. Alors m appartient à S[_^
si et seulement si

(i) meSing^-1))^-!;

(ii) ou m est sur une composante E de C^"^ qui vérifie

#{E H Sing^-^)} = 1 et (£ H ̂ -i) \ (^ H Sing^-^)) = {m}.

Clairement, ce processus s'arrête, disons pour i = h et (7^ est une
chaîne. Notons £'1,... ̂ En ses composantes ordonnées, la composante £'1
étant celle qui intersecte une composante dicritique. Par construction,
l'autointersection en de En n'est égale à —1 que si 6n > 3. En effet, la
condition 6n = 1 impliquerait que En était déjà une composante irréductible
de C et d'après le corollaire 1, en < —2. D'autre part, puisque Di ne vérifie
pas la condition (*), on ne peut pas avoir 6n = 2 (sinon le processus ci-dessus
ne serait pas terminé). Déplus, pourj = 1,... , n—l , les autointersections ej
des composantes Ej sont inférieures ou égales à —2 sauf si 6j > 3 (sinon en
contractant Ej on retrouverait un point à croisement normal).

La matrice d'intersection Aç(h) associée à C^ est de la forme :
/d 1 0 ... 0 \

1 62 1 ... 0

A^w == : ''. ' • . " • • :
0 ... 1 en-i 1

\ 0 ... 0 1 e n )
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Par la même méthode qu'à la proposition 2, on obtient le système :

(S) ACW

k = 1,... ,n, rrik est la multiplicité
ime des multiplicités d'intersection de

/ mi \
rn-2

rrin-i
\ rrin j

= -

/ t l \
t2

:

tn-1

\ tn )

( t, \

t2

—e\Tn\ — m^
—e^m^ — TU\ — 777,3

•n-1

\ tn )

-en-imn-i - rrin-2 - rrin
\ -enrrin - mn-i

Si la composante En porte une transformée stricte Z^, comme 6n > 3,
on a trivialement x(Fi) < 0. Sinon, remarquons qu'il existe m < n
telle que la composante Em porte une transformée stricte Zi. Supposons
alors que pour j = 0 , . . . , A; — 1, k > 1, aucune transformée stricte Zi
n'intersecte la composante En-j et qu'une transformée stricte Zi intersecte
la composante En-k en un point régulier, alors, par un calcul récurrent à
partir de la formule (5), on a : rrin-k ~ ^n-fc+i ^ ^n- D'où :

XW) < ̂ n(2 - 6n) 4- m^_/,(2 - 6n-k) < -rrin-k+i < 0.

Si DI vérifie la condition (*), on voit que Fi est homéomorphe à
une union de disques épointés. L'invariant topologique que nous utiliserons
alors est l'holonomie du feuilletage défini par / relative à un lacet simple 7^
tracé sur la transformée stricte Zi et d'indice 1 au point de branchement.

LEMME 4. — Pour z = l,...,s, si Di vérifie la condition (*),
1f application d^holonomie relative à 7% est différente de l'identité.

Démonstration. — Numérotons de 1 à p les composantes irréductibles
de Di^ la composante 1 étant celle qui intersecte une composante dicritique.
Le modèle 3 de la remarque 2 donne un facteur transverse muni d'une
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coordonnée z dans laquelle l'application d'holonomie (pi relative à 7^ est
de la forme (pi(z) = \iz avec \z = ç-^^/h où m? est la multiplicité de
la composante p et tp la multiplicité de la transformée stricte. Nous allons
montrer que 0 < rrip/tp < 1. D'après le système ÇS) :

• si p = 1, alors e\ < —2 et i\ >_ 2mi, d'où m\/t\ < ̂ .

• si p > 1, pour j = 2 . . .p, on a mj — m^-\ > m\ et —epirip =
mp-i + ^p avec e? < —2. Cela implique m? —tp< —m\ < 0. D

Ces lemmes vont permettre de démontrer un théorème qui justifie la
terminologie «valeur irrégulière à l'infini» que nous avons adoptée : ce sont
les seules valeurs pour lesquelles /, au voisinage de l'infini, n'est pas une
fibration C°.

THÉORÈME. — Une valeur À G C est régulière à Pinfîni si et seulement
si pour tout R assez grand, il existe e > 0 et un homéomorphisme (p de
B^e)x(f-\\)n(C2\BH))surU^£,R)=f-\B(\E))n(C2\BR)qui
trivîalîse la restriction de f à U(\ e, R), Le. f o(p est la seconde projection^
B(A, e) désignant le disque de centre X et de rayon e.

On peut remplacer homéomorphisme par difféomorphisme C°° dans
l'énoncé de ce théorème.

Démonstration. — Si A est régulière à l'infini, une trivialisation se
construit facilement à partir du modèle 1 de la remarque 2. Si À est

0

irrégulière à l'infini, l'intersection de /^(A) avec C2 \BH est une union
de disques épointés, pour R assez grand. En particulier sa caractéristique
d'Euler est nulle. D'autre part soit /^(c) une fibre régulière à l'infini

0

suffisamment proche de À. La fibre ./'''^(c) H (C2 \Bp) se décompose disons
en A; composantes génériques à l'infini et £ disques épointés. Si k > 0, le
lemme 3 ou 4 permet de conclure. Sinon /^(A) a une composante connexe
multiple à l'infini et on ne peut avoir fibration puisque se produit un saut
de composantes connexes. D

Remarque 4. — Lorsque le polynôme est sans fibre à composante
multiple, en complétant par la même technique cette étude dans Bp^
on retrouve un résultat de Hà-Lê [14] et Suzuki [30] sur le saut de
caractéristique d'Euler. Dans le cas général, ce théorème et le lemme 3
déterminent exactement, en fonction de la résolution à l'infini, les
fibres irrégulières (éventuellement multiples) où se produit un saut de
caractéristique d'Euler.
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On retrouve d'autre part :

COROLLAIRE 2. — L'ensemble Ay = { c i , . . . , C g } formé des valeurs
critiques et des valeurs irrégulières à rinfini d'un polynôme f de C2 dans C
est l'ensemble minimal pour lequel :

/^/-'(A^-CU^

est une fibration topologique localement triviale. De plus, la fibre type de
cette fibration est Foo.

3. Classification topologique à Pinflni des feuilletages.

3.1. Description de l'arbre réduit de résolution à l'infini
associé au feuilletage.

Soient / un polynôme de C2 dans C et p : C2 c-^ P^ le plongement
( x ^ y ) ^ ['.r,^,l"|. Si K est un compact de C2, considérons le feuilletage

0 0

singulier J^K de C2 \ K défini par la restriction de la 1-forme d/ à C2 \ K.

Si V est une feuille de FK et K1 un compact de C2 contenant K, nous
0

noterons WK'(V) l'ensemble des voisinages ouverts de Y H (C^ K ' ) dans
0

C2 \ K ' saturés par le feuilletage FK' •

DÉFINITION 7. — Nous dirons qu'une feuille V de J^K est régulière
à l'infini si pour tout compact K' D K, il existe un compact K" de C2,
un ouvert W G V^K^ÇV) et un homéomorphisme h de W sur le produit

(V H (C2 \ K")) x D2 de V H (C2 \ K " ) par le disque unité de C, qui
conjugue la restriction TK\W du feuilletage TK aW au feuilletage trivial

de (V H (C2 \ K'1)) x D2 et transforme (V H (C2 \ K")) x D2 en la feuille
0

(V H (C2 \ K")) x 0. Dans le cas contraire^ nous dirons que la feuille V est
irrégulière à l'infini.

Considérons le morphisme de réduction II, relatif au plongement p,
construit au paragraphe 1. L'adhérence de II'^C2 \ B^) est un voisi-
nage Np(D) du diviseur D de la résolution et II* (^B^), que nous identi-
fierons à FBR-, est un feuilletage de Nn(D) \ D.

PROPOSITION 4. — Une feuille V de FK est régulière à l'infini si et
seulement si V H -Ddic ¥• 0-
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Démonstration. — Si Y H D^c 7^ 0, le modèle local 1 permet
trivialement de construire W et h. Réciproquement, si V coupe Dent
en un point disons m, alors le germe (Y, m) est une transformée stricte à
l'infini. Le saut de caractéristique d'Euler calculé au lemme 3 ou le lemme 4
interdit l'existence d'un homéomorphisme h trivialisant le feuilletage au
voisinage de Y. D

Ainsi le feuilletage FK admet un nombre fini de feuilles irrégulières à
l'infini que nous noterons V i , . . . , V^.

Une conséquence immédiate de la proposition précédente est qu'on a
une définition équivalente de feuille régulière à l'infini en se restreignant,
dans la définition 7, à la famille de compacts de C2 constituée par les boules
fermées B^ de rayon R. Dans la suite, on remplacera WBpiY) par WpÇV).

Soit V une feuille irrégulière à l'infini de TK-, R > 0 assez grand et C
la composante connexe de -Dcrit qui contient la composante irréductible du
diviseur sur laquelle se branche V. On voit facilement que :

vue = pi îi~\w).
W^p{V)

Le même calcul que pour la proposition 3 du paragraphe 2 montre que les
feuilles voisines de V intersectent un facteur transverse à Y en un nombre
constant de points y(V) que l'on appelle multiplicité de V et permet de le
calculer.

Soient m i , . . . , m f e les multiplicités des composantes irréductibles
de C. Pour toute feuille Vj-, avec j = 0 , . . . ,r, irrégulière à l'infini de FK
telle que Vj H C -^ 0 et VQ = Y, notons tj la multiplicité de / le long de Vj.
Comme pour la proposition 3,

Je =pgcd{(m,,^-); i = 1 , . . . ,A ; , j =0,...,r}

est le nombre de composantes connexes de l'intersection d'une fibre
générique de / avec un voisinage de (7. On a alors :

.(V)=^
7c

Trivialement v(V) est un invariant topologique de /.

Considérons maintenant le système projectif :

XR = 1 J {Y feuille régulière à l'infini de ^Bj,},
Bp

les morphismes étant définis par l'inclusion.



TOPOLOGIE D'UN POLYNÔME DE DEUX VARIABLES COMPLEXES 663

DÉFINITION 8. — Nous appellerons ensemble des bouts réguliers et
noterons X P ensemble :

X=\miXR.
^~R~

L'existence des trivialisations du feuilletage sur les voisinages
W € V\^R(V) définit une topologie naturelle sur X.

Remarque 5. — L'ensemble X est homéomorphe à Ddic \ (-Doo UDcrit)-
En particulier le nombre de composantes connexes de D^c est un invariant
topologique de /.

Soient E une composante dicritique de D et V une feuille régulière à
l'infini de F Bu. n'intersectant pas BR. Désignons par baiY) = #(E n V)
le nombre de bouts de cette feuille appartenant à la composante connexe
de X qui correspond à E. On a :

LEMME 5. — Soient mi, . . . ,?r^ les multiplicités des composantes
irréductibles de Dyo. Pour toute composante dicritique E et toute feuille
régulière à P infini Y, on a :

_ deg(F\E:E^^C)
O E { V ) pgcd{m<;î-l,...,^}'

Démonstration. — Elle découle directement de la proposition 3 du
paragraphe 2. D

Ainsi bE(V) ne dépend pas de V et ce nombre, noté ba, est un
invariant topologique de /.

Nous sommes maintenant en mesure d'introduire la notion d'arbre
réduit de résolution à l'infini qui sera un système complet d'invariants
topologiques à l'infini pour la relation d'équivalence des feuilletages :

DÉFINITION 9. — Nous appelons arbre de résolution réduit à Pinfini
associé au feuilletage TK et notons Aoo^j^p) l'arbre formé de la manière
suivante :

• chaque sommet représente une composante irréductible de D et est
pondéré par P autointersection de cette composante'^

• une arête joint deux sommets si les composantes correspondantes
se coupent ;
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• pour chaque feuille irrégulière à Vinfini Vi, avec i = 1 , . . . , cr, qui
se branche sur une composante E du diviseur^ une flèche est attachée au
sommet correspondant à E ; chacune de ces flèches est pondérée par î^(Vi) ;

• on attache une flèche double aux sommets s correspondant aux
composantes dicritiques Es que Von pondère par &j^.

Exemple. — Soit / : C2 —> C donné par f(x, y) = x^y3 — x^y et p
la compactification usuelle de C2. L'arbre réduit de résolution à l'infini
Aoo^K^p) est : ^

^w<-2 -3 -2 -2

-1 (1) (2)
. . - , / /

- 3 - 3 1 - 2 - 3

(1)

DÉFINITION 10. — Nous appelons multiplicité réduite d^une com-
posante irréductible E du diviseur Rentier mE défini par :

(1) si E est une composante dicritique, mE = 0 ;

(2) si E est une composante de Doo, mE Gst le quotient

__ _ _____mE_____
mE ~ pgcd{m^/^/ C Poo}

de la multiplicité de E par le pgcd des multiplicités des composantes de Doo ;

(3) si E appartient à une composante connexe C de -Dcrit? m,E Gst le
quotient

_ rriE
mE = ——

7c

de la multiplicité de E par Pînvariant ^c défini au début de ce paragraphe.

LEMME 6. — Les données de l'arbre AooÇ^Kyp) permettent de
calculer les multiplicités réduites de toutes les composantes irréductibles du
diviseur D.

Démonstration.

• Premier cas : E est une composante de Dcra-

Le bord QN{Ç) d'un voisinage tubulaire N(C) obtenu par plombage
de la composante connexe C de Dcrit qui contient E est un espace
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lenticulaire différent de S1 x S2. En effet, si TT" désigne l'application
composée des éclatements de la seconde étape de la résolution (décrite dans
la démonstration de la proposition 1), 9N{C) est homéomorphe à la variété
graphée définie par la composante connexe C' = ^'(Ç) de ^'(Dcrït)-
Si Cf est un point 9N(C) ^ ^(QNÇC)) est une sphère, sinon C ' est
une chaîne (cf. corollaire 1). Par conséquent, la matrice d'intersection Ac
correspondante est de déterminant non nul (voir [16]).

Ainsi le système suivant (analogue au système (S) du paragraphe 2)

A.c

/ mi \
m2

rrin-i
\ rrin )

( vl \
^2

^n-l

\ ^n /

avec

Yr = E ^/(y^
Vj feuille irrégulière

VjHEi^

i == 1, . . . ,n,

admet une solution unique.

• Deuxième cas ; E est une composante de Doo.

Remarquons que si E intersecte une composante dicritique E ' ' , le poids
de la flèche double attachée au sommet de Aoo(î~K,p) correspondant à E '
est égal à la multiplicité réduite m^ de E. En effet, la restriction de F à E '
étant un polynôme, son degré est égal à la multiplicité de (F|^)-l(oo).

Reprenons la construction de l'élimination des indéterminations de /
par « création de chaînes » décrite au paragraphe 1 et ne considérons dans
cette construction que les composantes contenues dans Doo. Si E est créée
à la fin de la dernière étape de la récurrence, elle se branche sur -Délie? et
d'après la remarque ci-dessus m^ est donnée par AooG^j^p)- En raisonnant
par récurrence descendante, il suffit de prouver que, pour chaque chaîne C

p e_i eo ei

-p m_i mo mi mn

créée dans une étape quelconque du processus, la donnée de la multiplicité
réduite mo d'une composante EQ de cette chaîne permet de calculer la
multiplicité réduite de toutes les autres composantes.
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Comme d'habitude ei désigne P autointersection, pour —p<i<n^de
la composante irréductible Ei. D'après le lemme 1, ei <_ —2. La compo-
sante En est de valence 1 et E-p s'attache à une composante E ' créée à
l'étape précédente du processus. Soit m' sa multiplicité réduite.

Donnés mo et les e^, nous avons à résoudre le système (obtenu à partir
du système (5') du paragraphe 2) :

— CnThn = ̂ n-l 5

— Cn-\mn-\ = rnn + rrïn-2,

[ — 62^2 = ̂ 3 + mi 5

^ - e\m\ = m2 + mo ,
-eomo = mi +m-i ,

- e_(p_i)m_(p_i) = m-p + m-(p_2),
t - e-pm-p = m_(p_i) + m ' .

Il suffit de résoudre le système extrait formé des n premières équations,
les solutions dans les autres équations s'en déduisant trivialement.

On voit que pour tout k = 1,..., n — 1, on a

[e^ , . . . , ei] nik = -rïïk+i + Cfc

ou

[eA; , . . . , e i ] = -ej, -
-ek-i

-ei

les Cfc ne dépendant que de mo et de e i , . . . , e^-\. En particulier, on a :

[Cn-l, . . . , 61] mn-1 = -mn + C'n-1.

La première équation nous donne alors :

[e^, . . . ,e i ]mn = -Cn-i.

Or [en , . . . , ei] est non nul dès que chaque ci est inférieure ou égale à —2.

La dernière équation du système donne m7, ce qui permet de continuer
la récurrence. D
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3.2. Équivalence d'arbres réduits.

Les arbres réduits de résolution à l'infini sont des arbres pondérés et
fléchés. On a une notion d'isomorphisme de tels arbres.

DÉFINITION 11. — Deux arbres Fi et Y^ sont dits isomorphes s'il
existe un isomorphisme d'arbres (abstraits) envoyant Fi sur F^ qui respecte
les poids et les flèches.

Les arbres de résolution réduits à l'infini ne sont pas canoniques :
un automorphisme algébrique de C2 modifie la résolution à l'infini d'un
polynôme. Pour retrouver une situation canonique on considère la relation
d'équivalence suivante :

DÉFINITION 12. — Soient f et g deux polynômes de C2 dans C et
p : C2 c—^ ̂ C le plongement (rc, y) i—^ \x, y^ 1'}. Nous dirons que AooÇJ^K^p)
et AQQ^QK^P) sont équivalents si ces deux arbres sont isomorphes après
une suite finie de transformations de type « éclatements et contractions »,
c'est-à-dire les transformations :

a)

b)

(a) correspond à 1'éclatement d'un point régulier sur une composante
irréductible du diviseur ne portant pas de transformée stricte à l'infini et

(b) correspond à l'éclatement d'un point singulier du diviseur.

Remarque 6. — Ainsi, à chaque arbre A' équivalent à Aoo(.?j<,p)
est associée une variété VA'^ un diviseur DA' C VA' et une fonction
FA' : VA' —^ ^C telle que { F A ' . D A ' ) soit réduit en tout point de D A ' . On
a encore une décomposition de DA' en composantes infinies, critiques et
dicritiques et on définit de la même manière les invariants m^ et ba des
composantes de D A ' . Ils satisfont les mêmes propriétés que pour D. En
particulier, la donnée de A' permet de calculer les TUE.
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3.3. Classification topologique des feuilletages.

Rappelons que les feuilletages FK et QK' définis par deux polynômes
de C2 dans le complémentaire de compacts K et K ' sont topologiquement

0 0

conjugués s'il existe un homéomorphisme H : C2\K —> C2\Kf qui envoie
feuille sur feuille. On dira alors que / et g sont topologiquement F- conjugués.

THÉORÈME I. — Les polynômes f et g sont topologiquement y-conju-
gués si et seulement si leurs arbres réduits de résolution AooÇ^K^p) et
Ace {GK' ? p) sont équivalents.

La suite de ce paragraphe est consacrée à la démonstration de ce
théorème.

3.3.1 Preuve de la suffisance. — Quitte à effectuer des éclatements
supplémentaires, on se ramène facilement à deux arbres isomorphes que
nous notons Aoo^K) et AQO^QK')- Nous désignerons par D et D' les
diviseurs correspondants. D'après la remarque 6, les composantes de D
et D' ont mêmes multiplicités réduites.

Nous allons maintenant construire l'homéomorphisme H de conju-
gaison. On construit aisément un homéomorphisme h\ : (D \ D^c) —^
{D' \ ̂ dic)' ïespectant les points d'intersection avec les composantes dicri-
tiques et l'isomorphisme des arbres. Ainsi deux composantes irréductibles
conjuguées par h\ sont de même multiplicité réduite. La construction de H
va se faire en trois étapes :

(i) On étendra h\ à des voisinages de Doo et D^. Cette construction se
fera de proche en proche en suivant la filtration de Doo :

Xo={Eo}, Xi={EcDoo', 3 E ' çXi.^ En E' ^ 0} pour i > 1,

EQ désignant une composante de Doo arbitrairement choisie.

(ii) On prolongera l'extension à des voisinages de chaque composante
dicritique. Pour cela, on calculera l'obstruction à cette extension et on
montrera qu'elle est nulle.

(iii) On achèvera la preuve en étendant l'homéomorphisme obtenu à un
voisinage de -Dent-

Etape (i).

Pour chaque composante Ei de Doo', où i = 0 , . . . , n , fixons un
voisinage tubulaire holomorphe ps^ : N(Si) —^ Si du fermé Si obtenu en
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ôtant à Ei des petits disques centrés aux points d'intersection de Ei avec
les autres composantes de Doo. Les composantes E[ = h\{Ei} de D^
sont munies de voisinages tubulaires ps^ : N(S^ —^ S^ de base les images
S^ = h-iÇSi). On exigera de plus que lorsque Ei intersecte une composante
dicritique, celle-ci soit au voisinage de Ei une fibre de ps^ (et de même
pourD^).

Fixons un point SQ sur EQ et posons SQ = h^(so).

LEMME 7. — Quitte à restreindre les voisinages tabulaires, Vhoméo-
morphisme h\ s'étend en une conjugaison hso '. N(So) —^ N(So) telle que
P S ' ohSo = h l o P S o '

Démonstration. — D'après la proposition 3, les feuilles du feuilletage
TK au voisinage de Doo sont les fibres de la fonction F' = F1/^00,
où 700 = Pgcd(mo,... ,^-n) est le nombre de composantes connexes de
Foc- En restriction au disque fibre P^^o), elle s'écrit F^p^çso) = zrno

dans une coordonnée holomorphe appropriée z : P's^so) —> C. De même,
le feuilletage Q K ' est donné, au voisinage de D^ par une fonction G'
qui en restriction à p'g^s'o) s'écrit ^/rno dans une bonne coordonnée
z ' : p^Çs'o) —)> ^- En effet, EQ et EQ ont mêmes multiplicités réduites.

Calculons le morphisme d'holonomie : p : TT^So^o) —^ Diff^^O)
obtenu en relevant les chemins de SQ dans les feuilles par la fibration
transverse pso- Notons Pi , . . . ,P<ç les points singuliers de FK sur EQ et
n i , . . . ,n<ç les multiplicités réduites des composantes passant par Pi,. . . , P<ç
respectivement. Choisissons des points Si e SQ sur le bord de disques Di de
centres Pi. Relions-les à SQ par des chemins simples o^, avec ai D aj = {so}
si i -^ j. Les lacets 0.1 V QDi V o^1 engendrent 7Ti(6'o, so). En la coordonnée
holomorphe ^, le difféomorphisme ipi == p(û^ V 9Di V a^"1) est de la
forme ^{z) = \,z avec À, = e-^PëcdÇmo^)/mo^ gn effet^_au_ voisinage
de Pi, dans des coordonnées appropriées (i^,^), F' s'écrit u^v^ avec £'o
donné par Ui = 0. Ainsi, l'holonomie p est linéaire dans la coordonnée z
et entièrement déterminée par les multiplicités réduites. Il en est de
même pour l'holonomie du lacet ^1(0^ V 9Di V Q^~1) qui s'écrit \iZ'
dans ia coordonnée z ' ' . Ainsi l'application z ' o z~^ : p"1^) —> P'"1^)
et \4L : 7Ti(5o,so) -^ ^(^o^o) conjuguent les représentations p et p'.
Une construction classique d'extension par relèvement de chemins dans
les feuilles suivant les fibrations (cf. [20]) étend h\ en une conjugaison
hso : N(So) —^ N(So) satisfaisant le lemme 7. D
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LEMME 8. — La conjugaison hso du lemme 7 se prolonge à tout un
voisinage de la composante EQ en une conjugaison /i^ qui respecte les
fibrations induites par les diviseurs adjacents.

Démonstration. — Plaçons-nous dans un voisinage W d'un point
d'intersection P de EQ et d'une composante Ei de multiplicité réduite mi.
Supposons que :

W =={(u,v) eC 2 ; H <a, H <(3}

et que

W H N(So) = {(u,v) e C2 ; H < 77, /? - e ̂  H < (3} avec rj < a,

où (iA, z;) sont des coordonnées appropriées dans lesquelles EQ est donné par
u = 0, £'1 par î; = 0 et ̂  est donné par la fonction F'\^ = u^v^, i.e.
les traces sur W des feuilles de FK sont données par F/\^,=Cte. De même,
dans un voisinage W de P ' = ^i(P), C^ est donné par G'\w' = z^0^1,
£'o par n' = 0 et ̂  par v ' = 0.

Quitte à modifier de manière C°° les fibrations pso et ̂ , au voisinage
de 9So et <9S'o respectivement, on peut supposer que dans W H 7V(5o)
(resp. W nN(So)), on a psa(u,v) = v (resp. p^^,^) = v ' ) . Toute
application /ip : W -^ W de la forme hp(u,v) = °(u,À'y) == (^,-y') avec
Aml = 1 conjugue F'\^ à C?'|w. On choisit À de sorte que Pautomorphisme
^o = hp o hso laisse invariante chaque composante connexe des fibres de
la restriction P'i^nN^o)- Notons maintenant T le tore plein défini par :

T={MeC2 ; H<^, H=/3}.

SOUS-LEMME. — II existe une isotopie (p : T x 1 —. T, (z,t) ̂  ^(z}
telle que ^o = ^o? <^i = Id et que pour tout t appartenant à I , (pt laisse
invariante chaque composante connexe des fibres de F ' ^ .

L'isotopie <p permet alors de construire une extension de ^o en un
automorphisme ^o de tout un voisinage de EQ dans W qui vaut l'identité au
voisinage de P, v^o sur T et qui, de plus, laisse invariante chaque composante
connexe des fibres de la restriction de F ' à ce voisinage. Clairement, quitte
à restreindre les voisinages tubulaires, hp o <Fo et hso se recollent sur T. D
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m '
Preuve du sous-lemme. — Pour i = 0,1, notons Hz = -——^—.(mo,mi)

Considérons sur le tore 9T le nœud de type (/^i,/^o) et la fibration de
Seifert de T associée. Cette fibration est induite sur T par les fibres de la
fonction u^v^ que l'on notera -F". L'homéomorphisme y?o est donné par :

^o:T=D2 x S 1 —>T=D2 xS\
(^e^0)^(To(^e^0),ao(e^0)).

Puisque y?o laisse invariante chaque composante connexe des fibres de la
restriction F'imw^o)' on a ^" ° ̂ o = F " .

L'application (TQ préservant l'orientation, il existe une isotopie ai de ao
à l'identité sur S'1. Nous allons construire une isotopie

kt : D2 x S1 —>D2 x S1

(^e^)^(Tt(^,e^),^^,e^))

telle que :

(**) Fffokt=F^ ko=^.

Pour cela, posons

rt(z^e)=Ut(eie)^ete).

Ainsi, la relation (**) donne :

(w'wM^r. t?«(e"')=l•
Comme l'application de 6'1 dans S1, e16 i—» (<To/(7t) est de degré nul, Uf est
définie sans ambiguïté en posant

TT (^e}\ml/mo , , / , ^ ,
ut=[^>]) ' [70(1)=1•

Considérons maintenant l'application fci : T —>• T. On a, par (**) :

n(^, e^) = e2"^07^ avec io e Z.

D'après l'identité de Bézout il existe t\ = {.o (mod 1^,0) tel que t\ est
un multiple de ̂ \. Définissons l'isotopie

j • . D 2 x S l xj—>D2 xS\
(^ çi^s) ̂ js(z, e^) = (ze^8^^0, e^e21^1/"1).
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On obtient Pisotopie (<^) cherchée en posant :

f ^ =T2t pour^e [0,j],

I ^ = J ^ - I O T I pour^ç [j,l]. Q

En conservant les notations de la démonstration du lemme précédent,
on obtient :

LEMME 9. — L'homéomorphisme HE^ s'étend dans N(S^) en un
homéomorphîsme hs^ qm respecte la fibration ps^ du voisinage tubulaire
de 5i et conjugue FK à Q K ' .

Démonstration. — Conservons les notations de la démonstration
précédente. Considérons les disques transverses à £'1 et E[ définis par :

U = { ( ^ î ; ) ç C 2 ; u=a, H <f3-e},

[^{(n'.^eC2; î /=a , \v'\<l3-e}.

Sur ces disques, dans les coordonnées holomorphes suivantes :

z = a^^v : U -^ C et z ' = a^^v' : U ' -^ C

les traces des feuilles de TK (resp. Q K ' ) sur U (resp. U ' ) sont les
ensembles z7711 = C^ (resp. z1^1 = C^). Donc les représentations
d'holonomie sont linéaires dans ces mêmes coordonnées. Ainsi la restriction
de hEo à ces disques transverses, qui est aussi linéaire, commute
aux représentations d'holonomie. Comme précédemment, la construction
classique par relèvement de chemins suivant ps^ permet de prolonger /^
(de manière unique) en un homéomorphisme de conjugaison hs^ qui, de
plus, respecte la fibration ps^. Q

Nous sommes maintenant en mesure de construire Phoméomorphisme
de Retape (i). Considérons la filtration suivante :

Xo={Eo}, X i = { E c D ^ ' , ^eX.-i, E ^ E ' ^^} pour i^l.

Le dernier ensemble de cette filtration est Xn = D^. La construction de
rhoméomorphisme de conjugaison h^ se fait d'abord au voisinage de XQ
(lemmes 7 et 8) puis de proche en proche au voisinage de Xi pour
z = 1,..., n, en utilisant successivement les arguments du lemme 9 puis du
lemme 8.
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Étape (H).

Soit E une composante dicritique de D. Notons Eoo la seule
composante de Doo qui intersecte £, {P} = E D £'00 et désignons par
Ef la composante dicritique de D' telle que E' H h^(Eoo) = h'z(P) ; £" est
l'image de E par Pisomorphisme d'arbres. Notons rrïoo la multiplicité
réduite de £00 — ainsi que de h^(Eoo). Étendons la restriction de h^ à E
en un homéomorphisme global d'un voisinage de E dans un voisinage de E '
respectant les intersections avec Dcrit et D^.

Au voisinage de P (resp. /^(P))? dans des coordonnées locales
appropriées (u^v) (resp. {u' == u o h^1^1 = v o ^Ç1)), centrées, la compo-
sante E (resp. £") est d'équation u = 0 (resp. u' = 0) et les traces des feuilles
de TK (resp. Q K ' } sur le voisinage U = {{u^v) € C2 ; \u\ <: a, \v\ < e}
(resp. U/ = {('u','?/) e C2 ; |î/| ^ a, |'î/| < £•}) sont exactement les fibres
de la fonction F'(u^v} = v77100 (resp. G'{u^v) = i/77100). Les nombres a
et £ sont choisis assez petits pour que h^ soit défini sur U. On peut aussi
supposer que le voisinage tubulaire ps^, : N(Soo) —> Soo est donné par
Ps^ = u.

En restriction à un voisinage W du disque V complémentaire dans E
du disque centré en P de rayon £, le feuilletage FK\W es^ une fibration
triviale de fibre type le disque standard D2. Il en est de même pour
le feuilletage QK'\W sur un voisinage W de h^(V) = V. Dans des
coordonnées trivialisant ces fibres, la restriction de h^ à 0V x D2 s'écrit

h2 : F = 9V x D2 —^ QV' x D2 = T'

(^m)^(^(m))

et définit un lacet

QV =S1 —.Homeo^(J92)

0——h°,

où Homeo^(-D2) est le groupe des homéomorphismes du disque qui
préservent l'orientation et laissent fixe l'origine.

Visiblement, pour étendre h^ en un homéomorphisme de fibrations
V x D2 —> V x D2, il suffit de prouver que la classe d'homotopie [h^\
dans 7Ti(Homeo^(P2)) ^ Z est nulle. L'interprétation géométrique de
cette obstruction est donnée par le lemme suivant (dont on trouve une
démonstration dans [7]) :
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LEMME 10. — L'application 7ri(Homeo^(D2)) —^ Z qui à la classe [he\
d'une famille continue {he}e^s1 f^t correspondre le degré de l'application
6 \—> he(l) de S1 dans 9D2 est un isomorphisme de groupes.

La trivialisation V x D2 induit une base en homologie de QT donnée
par le méridien M = {1} x 9D2 et la longitude L = 9V x {1}.

De même, les coordonnées (n, v) induisent la base en homologie :

Moo = {v = 1, \u\ = 1} = M et Loo = [u == 1, \v\ = 1}.

On a les bases analogues de Phomologie de QT' :

M' = {1} x 9D2, L1 == QV' x {1},
M^ = [v1 = 1, H = 1} = M', L^ = [u' = 1, H = 1}.

L'image par h^ de la longitude L est une courbe homotope à la courbe
deg(0 !—)• /^(1))M' + qL'. Mais h^ transforme les coordonnées (u^v) en
{u ' , v ' ) . Donc, en homotopie, on a les égalités [/^(Afoo)] = [A^J et
[^2(^00)] = [^œ]- Comme les fibres normaux ont mêmes classes de Chern
(les arbres étant isomorphes), on en déduit que deg(0 \-> ^(1)) = 0.

Étape (iii).

Celle-ci est semblable à la première étape en filtrant chaque
composante connexe de Dent à partir de l'unique composante irréductible
qui intersecte D^c'

3.3.2 Preuve de la réciproque. — Pour démontrer que l'arbre de
résolution réduit à l'infini est un invariant topologique de J^K-) nous allons
déterminer d'autres invariants à partir desquels nous retrouverons l'arbre.
Ce seront :

(1) la paire (SR,L{FK)) où Sp est une sphère de C2 de rayon R
suffisamment grand, L(^) est l'intersection (transverse) de Sp avec la
courbe Z^TK) dont les composantes sont les feuilles irrégulières à l'infini et
une feuille régulière arbitrairement fixée de FK ;

(2) les paires de Puiseux à l'infini de chaque composante irréductible de
Z(FK) (voir [13]) et les coefficients d'enlacement des composantes connexes
deL(^);

(3) l'arbre caractéristique à l'infini de Puiseux construit à partir des
paires de Puiseux à l'infini des composantes de ZÇ^) et des exposants de
coïncidence entre ces composantes (voir [13], [21]),
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(4) l'arbre de satellisation de L{TK) construit à partir de la
décomposition de Waldhausen-Johannson-Jaco-Shalen de l'extérieur de
l'entrelacs L{FK} (voir [8]).

Avant de montrer que (1)-(4) sont des invariants topologiques,
rappelons la notion d'entrelacs à l'infini d'une courbe algébrique plane,
introduite par L. Rudolph [27] et développée par Neumann-Rudolph
dans [26] et par Neumann dans [24].

Soit V une courbe algébrique plane donnée par une équation
polynomiale (/ = 0). Comme précédemment, nous notons F = f o n
de X dans P^ la fonction holomorphe obtenue en résolvant / à l'infini,
D = n'^P^) et N{D) un voisinage tubulaire de D.

DÉFINITION 13. — On appelle entrelacs à rinfini de V la paire
(9N(D),Loo(V)) où Loo(V) est Pintersection transverse :

L^{V)=9N(D)nV.

Remarque 7. — L'entrelacs Loo(V) est un entrelacs torique itéré.

Remarque 8. — On peut identifier 9N(D) au bord Sj^ d'une grande
boule de centre 0 et de rayon R suffisamment grand dans C2 et la paire
(cW(D), Loo(V)) est homéomorphe à la paire (<S^, Sj^ H Y). Le plongement
de Sj^ n V dans Sj^ ne dépend pas de R suffisamment grand.

0

Pour étendre cette notion au feuilletage TK de C2 \ K associé à
un polynôme / de C2 dans C, considérons ses feuilles irrégulières à
l'infini y i , . . . ,Va et une feuille régulière à l'infini Vo- Notons Z(TK} =
VQ U V\ U ... U Va. À cette courbe est associé l'arbre caractéristique de
Puiseux à l'infini (voir [13], [21]) construit à partir des :

(i) paires caractéristiques de Puiseux à l'infini de chaque composante
deZ(^);

(ii) exposants de coïncidence entre les différentes composantes.

DÉFINITION 14. — Nous appelons entrelacs complet à rinfini associé
au feuilletage FK 1^ donnée de Pentrelacs L{TK) = Z^K) n Sj^ où Sj^ est
une sphère de C2 de rayon R suffisamment grand (tel que toutes les sphères
de rayon supérieur soient transverses a ZÇJ^K))-

À un tel entrelacs, on peut associer l'arbre de satellisation lié à
la décomposition de Waldhausen-Johannson-Jaco-Shalen de l'extérieur de
l'entrelacs décrit dans [8].
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THÉORÈME I. — Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) deux polynômes f et g de C2 dans C sont topologiquement ^-conju-
gués à l'infinie

(2) les paires de Puiseux à rinfîni des feuilles de Z(TK) et Z(QK')
sont les mêmes et les coefficients d'enlacement des composantes de L(FK)
et L(GK') sont les mêmes ;

(3) les arbres caractéristiques de Puiseux à l'infini de L(J^K) et ^QK'}
sont isomorphes ;

(4) les arbres de satellisation de L{FK) et L(QK') sont isomorphes',

(5) les arbres de résolution Aoo(^,p) et A^(QK',P) sont équivalents.

Démonstration.

(a) Partie (1) =^ (2) : considérons une sphère 5^ C C2 de centre 0 et de
0

rayon R telle que K C Bp où S^ = 9Bn. D'après la démonstration de la
proposition 4, Phoméomorphisme de conjugaison H entre FK et GK' envoie
toute composante de Z{FK) sur une composante de Z^QK')- Choisissons
une composante connexe L de L(FK} correspondant à une composante V
de Z{FK} et soit L1 la composante de L(QK') correspondant à la composante
V = H(V) de Z{QK'Y Notons N(L) (resp. A^(L')) un voisinage tubulaire
de L (resp. Z/) dans 5 .̂

LEMME 11. — Avec ces notations^ on a :

^(S^N^^Tr^S^N^)).

Démonstration. — Choisissons quatre boules fermées -Ê^, i = 1,.. . , 4,
dans C2 de rayons respectifs Ri, i = 1,... ,4, de sorte que les conditions
suivantes soient vérifiées :

(i) R i < R ^ K c B ^ ' ,

(ii) Rs<R^ K ' cBs;

(iii) H{QB^) C Bs \ K ' et H(QB^} cB^ \B3 ;

(iv) pour r > inf(i?i, %), les sphères de rayon r sont transverses à Y et
à Y'.

La condition (iv) implique classiquement qu'il existe un homéomor-
phisme du complémentaire de Bi (resp. B^) qui laisse invariante chaque
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o o
sphère de rayon plus grand et transforme VF\(C \^i) (resp. V^nÇC \B^))
en (V H <9Bi) x [0,oo] (resp. (V H 9B^} x [0,oo]). Ainsi les inclusions
naturelles :

1 : ((C^ ^2) \ (C^ ^2) H Y) -^ ((C^ 5i) \ (C^ B,) H Y)

j : ((c^ ^4) \ (C^ ^4) n y') -^ ((C^ ^3) \ (C^ Bs) n y')
induisent des isomorphismes 1^ et J* sur les groupes fondamentaux.

Considérons les inclusions :

((c^ ^4) \ (C^ ^4) n V) —^ ((c2 \ JfA)) \ (c2 \ H(B^) n y'),
^((c^i^Vc^^ny'),
^ ((c2 \ H(B,)) \ (c2 \ u(Bi)) n y').

Visiblement, au niveau des groupes fondamentaux, on a :

j oi = J et k o j = H o I o H~1.

Ainsi j^ o i^ et k^ o j^ sont des isomorphismes, ce qui montre que j^ est un
isomorphisme. D

Comme pour les nœuds toriques itérés, le groupe fondamental de
l'extérieur du nœud détermine le type topologique de la branche (cf. [35]),
on déduit de la remarque 7 que (5^, L) et (5^, I/) sont homéomorphes. En
particulier, V et V ont mêmes paires de Puiseux à l'infini (c/. [13]).

LEMME 12. — Les coefficients d'enlacement de deux composantes
de L(FK) et de deux composantes de L{GK') sont égaux si ces
paires correspondent à des paires de branches de Z{TK} et de Z ( Q K ' )
topologiquement conjuguées.

Démonstration. — Ce lemme découle directement de la définition
du coefficient d'enlacement de deux nœuds dans le bord d'une boule de
dimension 4 de C2 comme intersection algébrique de deux surfaces en
position transverse dans la boule et que bordent ces nœuds. D

(b) Partie (2) => (3) : de manière analogue à la démonstration de
Michel-Weber [2l], qui reste valable pour les entrelacs toriques itérés que
nous considérons, on peut montrer que les coefficients d'enlacement des
composantes de l'entrelacs L(FK) permettent de calculer les exposants de
coïncidence entre les composantes de Z{FK) (et réciproquement).
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(c) Partie (3) => (4) : cette implication est donnée par la proposition
suivante due à Hà [13] :

PROPOSITION 5. — L'arbre caractéristique de Puiseux à Pinfini
de l'entrelacs d'une courbe algébrique est isomorphe à son arbre de
satellisation.

Remarquons que l'implication (2) =^ (3) jointe à la proposition 5
permet d'obtenir la proposition suivante du type « Zariski-Lejeune » :

PROPOSITION 6. — L'entrelacs complet à l'infini associé au feuilletage
TK est déterminé par le type topologique à l'infini de ses branches et leurs
coefficients d'enlacement.

(d) Partie (4) =^ (5) : cette implication repose sur la théorie des variétés
graphées (cf. [33], [23]). En effet :

PROPOSITION 7. — Le plongement de L(TK) dans Sj^ détermine la
classe d'équivalence de Aco^.^).

Démonstration. — À partir de l'arbre de satellisation de l'entrelacs
L{^FK\ on construit (c/. [8]) un arbre de plombage qui décrit l'extérieur
de L(TK} en tant que variété graphée. Comme l'arbre Aoo(^j<,p) donne
aussi une description de L(TK) comme variété graphée, d'après Neu-
mann [23], l'arbre de plombage obtenu et l'arbre Aoo(^,p) sont dans la
même classe d'équivalence au sens des variétés graphées. D'après le lemme 1,
tous les sommets sans flèche de Aoo(J^,p) ont des poids strictement
inférieurs à —1 sauf éventuellement le sommet correspondant à la droite à
l'infini P^. Si cette éventualité ne se produit pas, l'arbre Aoo(^,p) est
sous forme normale (telle que l'a définie Neumann dans [23]). Sinon, on peut
effectuer sur Aoo(^,p) les mouvements de la définition 12 correspondant à
la contraction d'une composante d'autointersection —1. Remarquons que si
durant ce procédé apparaît un sommet de poids 0, par les mêmes arguments
que dans la démonstration de la proposition 2, tous les sommets voisins
portent des flèches doubles et l'algorithme s'arrête (ainsi il n'apparaît pas
de sommet de poids +1). Ce procédé nous permet donc d'arriver soit à
un arbre sous forme normale, soit à l'arbre dual d'un diviseur D dont la
partie Doo se réduit à une unique composante d'autointersection 0. Cela
implique que deux arbres de résolution réduits à l'infini équivalents au sens
des variétés graphées le sont au sens de la définition 12. D

(e) La partie (5) => (1) a été démontrée au paragraphe 3.3.1. CQFD.
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COROLLAIRE 3. — Deux polynômes f et g de C2 dans C sont topolo-
giquement ^-conjugués à rinfini si et seulement si les entrelacs L^FK) et
L(GK') sont conjugués.

4. Classification topologique des polynômes primitifs.

Le but de ce paragraphe est de classifier topologiquement au voisinage
de l'infini les polynômes primitifs (i.e. dont la fibre régulière est connexe)
pour la relation de conjugaison. Pour cela, nous allons associer à tout
polynôme de C2 dans C un arbre «plus complet » que l'arbre de résolution
réduit à l'infini associé au feuilletage.

Remarque 9 (voir [30]). — Si / n'est pas un polynôme primitif alors
il existe un polynôme P ç C[X] et un polynôme primitif /' de C2 dans C
tels que / = P(f).

4.1. Arbre de résolution à l'infini d'un polynôme associé à une
compactification de C2.

Soient / un polynôme de C2 dans C et (II, F) sa résolution à l'infini,
décrite au paragraphe 1, associée à la compactification p de C2 (p est le
plongement de C2 dans P^ donné en coordonnées par (x,y) ̂  \x,y, 1"|).
La relation de conjugaison des feuilletages «oublie» les composantes
communes à l'infini d'une même fibre de /. Nous allons enrichir l'arbre
Aoo^K^p) de données supplémentaires relatives à l'application elle-même.
Ainsi les éléments c i , . . . , Cp de l'ensemble A^° des valeurs irrégulières à
l'infini serviront à colorier les flèches associées aux transformées strictes à
l'infini. Nous prendrons aussi en compte leurs multiplicités.

DÉFINITION 15. — Nous appelons arbre de résolution à l'infini de
(/,p) et notons Aoo(.Ap) V arbre formé de la manière suivante :

• chaque sommet représente une composante irréductible de D, est
pondéré par F autointersection de cette composante et une arête joint deux
sommets si les composantes correspondantes se coupent ;

• pour chaque transformée stricte associée à f~1 (c^) pour i = 1,.. . , p,
qui intersecte une composante E du diviseur, une flèche est attachée au
sommet correspondant à E ; cette flèche est coloriée par la valeur irrégu-
lière Ci et pondérée par la multiplicité de cette transformée stricte ;
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• on attache une flèche double aux sommets s correspondant aux
composantes dicrîtiques', on la pondère par le degré d(s) de la restriction
de F à cette composante.

Exemple. — Soient f : C2 —^ C donné par f(x, y) = x^y3 - x^y et p la
compactification usuelle de C2. L'arbre de résolution à l'infini de / associé
à p est : ^-i ̂ -^(i) m(i)

^ >(i)<'-2 -3 -2 -2
(1) (2)

\ . -, / /
- 3 - 3 I - 2 - 3

(1)

Les flèches non doubles sont toutes de couleur 0. Cet exemple simple montre
que les arbres Aoo(fK^p) et Aoo(/,p) sont différents.

4.2. 0-monodromie à l'infini.

Désignons par A(Ddic) l'ensemble des composantes dicritiques du
diviseur D, notons Â^° = A^° U {00} et fixons un point * e P^ \ Â^.

DÉFINITION 16. — Nous appelons donnée dicrîtique de f la restriction
Fdic de F à D^.

L'application F^c est composée d'une famille d'applications

( F E ' . E - ^ ^ C ) ^ EeA(D^)

formée des restrictions de F' à chaque composante irréductible de Ddic.
L'application Fdic est un revêtement ramifié de P^.

DÉFINITION 17. — Nous appelons 0-monodromie de f à F infini la
représentation

w Aw.n^i^cu^)
—Aut^dic"^*)) = IJ Aut^-^*)).

EçAÇDdic)

DÉFINITION 18. — Nous appelons classe de 0-monodromie à Pin fini
et noterons [Moo(f)} lo- classe de (R) par Faction des automorphismes
intérieurs de Aut^"^*)) qui préservent la décomposition ci-dessus.
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En pratique, on identifie F^1^) à {1 , . . . , de} (de étant le degré du
revêtement Fa) et on choisit une base ci de 71-1 (P^ \ Â^°). Alors, «S^
désignant le groupe symétrique, (R) s'identifie à :

W *zZe,— F[ 5 .̂
^eA(Ddic)

La classe de 0-monodromie à l'infini [A^oo(/)] est alors la classe
de (-R') par «l'action naturelle» du groupe des tresses pures sur ^Ze^ et
par l'action des automorphismes intérieurs de <S^, E ç. AÇD^c).

4.3. Équivalence des arbres de résolution à l'infini.

Comme précédemment, les arbres de résolution à l'infini de polynômes
ne sont pas canoniques. Pour pallier cela, nous allons définir une relation
d'équivalence analogue à celle de la définition 12 mais qui tient compte du
coloriage de ces arbres.

DÉFINITION 19. — Soient f et g deux polynômes de C2 dans C et
p : C2 ̂  ^C 2e plongement (x,y) \-> \x,y, 1]. Nous dirons que Aoo(/,p)
et Aoo(ôSp) sont équivalents s'il existe :

(i) une bijection r de l'ensemble des couleurs de Aoo (/, p) sur l'ensemble
des couleurs de Aoo(ôsp) ;

(ii) des suites imies {(d'éclatements et de contractions}} pour Aoo(/,p)
et Aoo(g,p) (i-e. de mouvements (a) et (b) de la définition 12) aboutissant à
des arbres fléchés et pondérés isomorphes^ par un isomorphisme compatible
avec le coloriage via T.

4.4. Théorème de classification topologique.

THÉORÈME 2. — Soient / et g deux polynômes primitifs de C2 dans
C et p : C2 ̂  P^ ie plongement (x, y) \-> \x, y , l]. Les polynômes / et g
sont topologiquement conjugués à l'infini si et seulement si ils ont même
classe de 0-monodromie à l'infini et si leurs arbres de résolution à l'infini
sont équivalents.

Rappelons que deux polynômes / et g sont topologiquement conjugués
à l'infini lorsqu'il existe deux compacts K et K ' de C2 et deux

0 0

homéomorphismes H : C^ K—> C^ K1 et h : C —^ C qui rendent
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commutatif le diagramme suivant :

O H o
C2\K ———> C2\K/

'[ ['^ h "

Démonstration. — Soient H et h des homéomorphismes faisant com-
muter le diagramme ci-dessus. Visiblement H induit un homéomorphisme
H ' : Xf —> Xg entre les espaces des bouts réguliers de / et de g munis de la
topologie naturelle induite par les feuilletages. On a vu que Xf (resp. Xg)
est homéomorphe à D^ \ (D^ U T^rit) (resp. D^ \ (D^ U -D^it))- ̂
restriction à ces espaces de F (resp. G) est un revêtement de monodromie
M-oo(f) (resp. M.oo(g)) et (H^h) est un morphisme de revêtement. D'où
[AW/)] = [^oc(^)].

La démonstration de la nécessité des conditions (i) et (ii) de la défini-
tion 19 se fait de manière identique à la démonstration du paragraphe 3.3.2,
après avoir changé la définition d'entrelacs complet à l'infini associé au
feuilletage par la définition d'entrelacs complet à l'infini d'un polynôme
ci-dessous. Nous en laissons les détails au lecteur.

DÉFINITION 20. — Soit / un polynôme de C2 dans C. Nous appelons
entrelacs complet à PinGni de f la donnée de Pentrelacs coloré marqué
Lf = /-^(A^) H 5^ avec A^° = A^° U {Ao}, Ao désignant une valeur
régulière arbitraire fixée; la coloration se fait par l'application d'évaluation
£f : TTo(Lf) —^ Ay°° et le marquage consiste a distinguer la couleur Ao.

Précisons que dans cette preuve, on remplace la courbe Z(^FK) par la
courbe Z(f) = f-1^00).

Avant de commencer la preuve de la réciproque, remarquons que l'on
obtient, à la place du corollaire 3, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4. — Si deux polynômes primitifs f et g sont topo-
logiquement conjugués à Pinfini alors leurs entrelacs colorés marqués Lf
et Lg sont conjugués : il existe une bijection K : A'?° —^ A'°° respectant
le marquage et un homéomorphisme y? de Sj^ tel que (p(Lf) = Lg et
£g 0 ̂  = KO Cf.

Il nous reste à démontrer la réciproque. Notons Aoo(/) et Aoo(^) les
arbres de résolution à l'infini de / et de g , que nous supposerons isomorphes
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^ '' AX)(/) ^ Aoo(g). Décomposons les diviseurs de résolution à l'infini
de / et de g en

D = D^ U Ddic U Dcrit et D' = D^ U Z îc U D'^.

LEMME 13. — II existe un homéomorphisme H^ : D —> D' compatible
avec les couleurs qui transforme les points d'attache des transformées
strictes de F sur D en ceux de G sur D'.

Démonstration. — Puisque / et g ont même classe de 0-monodromie,
d'après le théorème de classification d'Hurwitz (cf. [1]), il existe deux
homéomorphismes HQ : D^c —)> D^ et h : ^C —^ ^C tels que le
diagramme suivant soit commutatif :

Ho
^dic ————— ^dic-i ^ 1°
P^ ————> ^C.

L'hornéoniorphisme Ho se prolonge aisément en un homéomorphisme H\
vérifiant les conditions du lemme. D

Trivialement H\ s'étend en un homéomorphisme H^ au voisinage
de D^c- L'extension de H^ en un homéomorphisme H^ au voisinage de
Dcrit se construit de manière identique à celle décrite à l'étape (iii) du
paragraphe 3.3.1 en utilisant les lemmes 8 et 9 et en remarquant que,
d'après la proposition 2, deux composantes de D et D' associées à des
sommets qui se correspondent par l'isomorphisme d'arbres ^ ont des
multiplicités égales.

D'un autre côté, on construit un homéomorphisme H^ qui conjugue
F a G dans un voisinage de J9oo, par la méthode décrite à l'étape (i) du
paragraphe 3.3.1.

Il nous reste à recoller les homéomorphismes de conjugaison H^ et H4.
Pour ce faire, nous allons faire appel à la théorie des multi-ent relacs fibres
(cf. [8]) et à la théorie de Waldhausen sur les variétés de dimension 3.

Soit N(D) un voisinage tubulaire du diviseur D et N(Doo) un
voisinage tubulaire de Doo. Nous avons vu lors de la démonstration du
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lemme 2 que la variété M = 9N(D) \ QN(Doo) est une union de tores
solides :

M=\jDÏxSl
î=l

où n est le nombre de composantes dicritiques de D. Comme 9N(Doo)
est homéomorphe à /^(^(oo,^)), où P(oo,e) est un disque centré
en oo 6 P^, considérons la surface F définie comme «l'intersection»
/-l(^) H (9N(D)\ M) pour un z fixé appartenant à 9D(oo,e). Soit Lo(f)
l'entrelacs dans 9N(D) dont les composantes sont les âmes des tores Df x S^
pour i = 1,... , n. Rappelons

THÉORÈME (Neumann [24]). — Uentrelacs Lo(f) est un multî-
entrelacs fibre de fibre F.

Rappelons aussi (voir [8]) qu'un multi-entrelacs C dans <S'3 consiste en
un entrelacs orienté C = (53, L) où chaque composante Ki de L est pondérée
par un entier ai appelé multiplicité. Un tel multi-entrelacs détermine une

0

application (unique à homotopie près) TT de son extérieur E(L) = S3 \N(L)
à valeurs dans 51, N{L) désignant un voisinage tubulaire de L, dont le
degré sur toute courbe fermée est le coefficient d'enlacement de la courbe
avec L en prenant en compte les multiplicités û^. Inversement, toute classe
d'homotopie d'applications TT : E(L) —> S1 détermine une structure de
multi-entrelacs sur C. Si cette classe contient une fibration, C muni de cette
fibration est dit multi-entrelacs fibre. De plus, une telle fibration est unique
à isotopie près (voir [8], [29]). C'est un fait général pour les variétés de
dimension trois compactes (voir [34]) et un cas particulier d'un résultat de
Blank-Laudenbach [2].

Remarquons enfin que, puisque les arbres de résolution à l'infini
de / et g sont isomorphes, la paire (Â3,!^/)) est conjuguée à la paire
(53, Lo(g)). Nous noterons Ef = E(Lo(f)) = QN(D) \ M.

Considérons le cocycle <Ï> = H^1 o H^ : QEf —> QEf.

LEMME 14. — Le cocycle <Ï> s7 étend en un âutomorphisme ^>fl de Ef
vérifiant ^"(F) = F et ^"\QEf = ^.

Démonstration. — Montrons tout d'abord que <I> est isotope à
l'identité. Considérons pour cela une composante de bord Ti de Ef et
désignons par (/^,Az) une base en homologie de T^, le méridien u,i est
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défini comme le bord d'une fibre du fibre normal de la composante de Doo
correspondant à la composante de bord Tz. Par construction, nous avons
^(^) = [t. et ^(ôr n r,) = QY n r,.

Posons ^(\i) == t et QY H F, = p/^ + q\i. On a ç 7^ 0 car Lo(/) est
fibre et

<s>(9r n r,) = p^ + ̂  = p/^ + çA,.

Ainsi £ = \i.

L'application <Ï> étant l'identité en homologie, il existe une isotopie
de <î> à l'identité. Choisissons alors un collier 9Ef x 1 pour effectuer cette
isotopie et prolongeons <î> sur Ef \ 9Ef x 1 par l'identité. Nous avons alors
un automorphisme <Ï>' sur Ef (mais <Ï>'(r) est une surface F' qui peut être
différente de F). Il est clair que les fibrations de Ef données respectivement
par <I>' et / sont homotopes, donc isotopes et en particulier les surfaces F' et
F sont isotopes. La variété Ef étant irréductible et les surfaces F' et F étant
incompressibles, nous pouvons appliquer un résultat de Waldhausen [34],
corollaire 5.5, qui nous dit que F' est isotope à F par une déformation qui
est constante sur 9Ef. Il existe donc un homéomorphisme p de Ef tel que
p(F') = F. L'automorphisme cherché est ^>" = p o <!>'. D

Pour achever la démonstration de la condition suffisante du théo-
rème 2, il suffit d'étendre radialement l'automorphisme <Ï>" à l'intérieur du
voisinage du diviseur de bord Ef privé du diviseur. D

Nota Bene. — Le théorème 2 de cet article précise et corrige l'énoncé
du théorème 1 de [9] dans lequel la condition de conjugaison des « 0-mono-
dromies à l'infini » ne figurait pas. Cette condition retranscrite en termes
d'entrelacs doit aussi être rajoutée au critère de conjugaison des entrelacs
complets à l'infini de deux polynômes énoncé dans le théorème 2 de [9].
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