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CLASSIFICATION DES FORMES DE SEIFERT
RATIONNELLES DES GERMES DE COURBE PLANE

par
P. DU BOIS et 0. HUNAULT

0. Introduction.

0.1. — Soit / : (C^.O) -^ (C,0) un germe de fonction holomorphe
ayant une singularité isolée en l'origine. Si e et 77 sont des réels positifs,
on note B^ le disque ouvert de rayon rj et de centre 0 dans C, et ^S'̂ 77^1

(resp. ^n+2) la sphère (resp. la boule) de rayon e, centrée en l'origine
deC71-^1. On pose:

Y=S^l\(f-l(B^nS^l).

D'après J. Milnor, l'application (j) = f/\f\, de Y sur S1, est une fibration
localement triviale, qui ne dépend pas de e et T] quand 77 <€ e <^ 1. Soit F
une fibre de ( / ) ' , on dit que F est la fibre de Milnor de f. Le bord de F est
isotope à l'entrelacs

K(f)=s2^1nf-l(o).

Le type topologique de f est la classe d'homéomorphismes conservant
l'orientation de la paire (.B^2,/-1^) H ^n+2). Milnor a montré que
l'entrelacs de / détermine le type topologique de /. De plus, F a
le type d'homotopie d'un bouquet de n-sphères et est difféomorphe à
/- l(77)n^n+2, voir [Mil].

Soit v le champ de vecteurs normal orienté à F dans S271^ et
4 : F —^ 52n+i ^ F l'application définie par î+(P) = P + o^(P) pour un

Mots-clés : Germes de courbe plane - Forme de Seifert - Nœuds algébriques cobordants.
Classification math. : 32S55.



3f72 P. DU BOIS ET 0. HUNAULT

petit réel positif a et P dans F. La forme de Seifert A(f) de K(f) est la
forme bilinéaire sur ^n(F,Z) définie, pour tout u et î; dans Hn(F,Z) par

A(/)(^î;)=Lk(n,4^))
où Lk est le nombre d'enlacement dans S271^.

Les propriétés classiques de la forme de Seifert sont :
• A(/) est unimodulaire ;

• la forme d'intersection S(f) sur Hn(F,Z) est donnée par

S{f)=A(f)^(-lrAT(f);

• l'endomorphisme h^ induit par la monodromie de la fibration est
donné par

^ = {-^n+lA(f)-lAT(f) ;

• le polynôme caractéristique de la monodromie est

A(/)(^) = ±det(L4(/) + {-l)nAT{f)}.

En posant tu = h^(u) pour tout cycle u, on munit Hn(F,Z) d'une
structure de Z[^-^-module. Les relations ci-dessus entre A = A(/),
s = S(f) et h^ entraînent que pour u et v dans Hn(F, Z), nous avons :

S(u, v) = A(u, (1 - t)v) = A{u, v) + (-l)nA(v, u).

Rappelons que deux formes bilinéaires Ai et Aa définies sur des Z-
modules libres Mi et M^ de rang respectif ni et 712 sont Witt- équivalentes
si Ai C (-As) est identiquement nulle sur un sous-module 7V de Mi C M^
de rang j (ni + 722) ; on appelle métaboliseur un tel sous-module.

D'après A. Durfee [Du], théorème 3.1, des résultats de M. Kervaire
et J. Levine entraînent que pour n > 3, la clause d'isomorphisme (sur Z)
de A(/) détermine le type topologique de /. De plus, Kervaire [Ke], th. 2
et Levine [Le], «thé main theorem» ont également montré que si K(f) est
sphérique (c'est-à-dire que K(f) est homéomorphe à une sphère, ce qui a
lieu si et seulement si A(/)(l) = ±1), alors la classe de Witt-équivalence
de A(/) détermine le nœud K(f) à cobordisme près.

0.2. — Dans [DM2] F. Michel et le premier auteur donnent une
condition suffisante pour que les formes de Seifert rationnelles associées
à deux germes de courbe plane /i et f^ soient Witt-équivalentes, et
dans [DM3] ils donnent une condition suffisante pour que les formes de
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Seifert entières A(/i) et A(/2) soient isomorphes, sous certaines hypothèses
relatives à la monodromie. Dans les deux cas, une liste de données calculées
à partir de l'arbre de désingularisation du germe permet de déterminer la
forme de Seifert à isomorphisme près [DM3], th. 4.6 ou prop. 4.8 ou à Witt-
équivalence près [DM2], th. 5.1. On rappelle que le type topologique d'un
germe de courbe plane est caractérisé par son arbre de désingularisation.

Nous complétons ici ces études en donnant une condition nécessaire
et suffisante pour que les formes de Seifert rationnelles associées à des
germes de courbe plane soient isomorphes (resp. Witt-équivalentes), en
termes d'un ensemble complet d'invariants déterminés à partir du type
topologique du germe. Le problème de la classification des formes de Seifert
entières en termes d'un ensemble complet d'invariants semble pour l'instant
hors d'atteinte, dans la mesure où l'on ne connaît pas d'ensemble complet
d'invariants pour les formes bilinéaires entières.

La liste des invariants comporte d'une part les invariants que l'on
peut calculer avec l'homologie réelle,

(i) le nombre de blocs de Jordan de taille 1 et 2 associés à chaque valeur
propre ;

(ii) les signatures équivariantes associées aux valeurs propres, déjà
étudiées par W. Neumann [Ne], voir aussi Schrauwen-Steenbrink-Stevens
[SSS] ; et, d'autre part, de nouveaux invariants, que nous définirons en 2.12 ;

(iii) pour chaque polynôme cyclotomique <^m(^) (avec m > 2) divisant
le polynôme caractéristique A(/) et donnant lieu à un ou plusieurs blocs
de Jordan de taille 1 (resp. 2), un invariant d^ (resp. d2^) élément de
Q[^]/<^m(^)î bien défini à multiplication par u(t)u(t~1) près, où u(t) ç Q[t] ;

(iv) la classe d'isomorphisme de la forme quadratique définie positive 5j
induite par la forme d'intersection S sur le quotient

ker(^(t);^(F,Q))/ker(^(t);^i(F,Q))

et enfin,

(v) la classe d'isomorphisme de la forme quadratique définie négative
associée à la restriction de la forme de Seifert au sous-espace ker(t — 1) de
H\ (-F, Q) fixe par la monodromie.

En application, nous donnons de nouveaux exemples de nœuds
algébriques (de dimensions supérieures) cobordants et non isotopes.
Contrairement aux exemples donnés dans [DM2], la monodromie associée
à ces nœuds algébriques est d'ordre fini.
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Nous noterons dorénavant A ou A(/) (resp. S ou S(f)) la forme de
Seifert (resp. la forme d'intersection) rationnelle (sur ^(^Q)), et Az(/)
la forme de Seifert entière.

0.3. — Le plan de ce travail est le suivant.

Dans la section 1, nous utilisons la filtration monodromique (ou
filtration par le poids) sur Phomologie de la fibre de Milnor pour réduire
la question à un problème de classification sur chaque gradué de cette
filtration et sur le sous-espace ker(t — 1) laissé fixe par la monodromie, voir
les théorèmes 1.7 et 1.12.

Dans la section 2, nous traduisons le problème en problème de
classification des formes hermitiennes sur les extensions cyclotomiques
de Q en utilisant le dictionnaire établi par Milnor dans [Mi2], voir les
théorèmes 2.13 et 2.16.

La section 3 est consacrée au calcul effectif des invariants ; on utilise
Y interprétation géométrique de la filtration par le poids et la description de
la fibre de Milnor qui sont à la base des articles [DM2] et [DM3].

La section 4 donne un exemple de nœuds algébriques distingués
par leurs formes de Seifert entières mais pas par leurs formes de Seifert
rationnelles. On en déduit au théorème 4.2 des exemples de nœuds
algébriques cobordants et non isotopes dont la monodromie est d'ordre
fini.

0.4. DÉFINITION. — Dans ce travail la signature d'une forme
quadratique sur Q ou R, ou hermitienne sur C, supposée non dégénérée^
est la différence entre le nombre de termes positifs et le nombre de termes
négatifs sur la diagonale, dans une base pour laquelle la matrice de cette
forme est diagonale.

1. Utilisation de la filtration monodromique.

1.1. — Soit : / : (C^^O) —> (C,0) un germe de fonction holo-
morphe à singularité isolée ; le théorème de la monodromie (Grothendieck-
Brieskorn) assure que les valeurs propres de la monodromie sont des racines
de l'unité. De plus, la taille maximale des blocs de Jordan est n x n pour
la valeur propre 1 et (n + 1) x (n 4-1) pour les autres valeurs propres, voir
van Doorn-Steenbrink [DS] pour un résultat supplémentaire.
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On appelle exposant de la monodromie un entier e tel que

(^-I)^+I^(^Q)=O.

1.2. — Considérons le cas des germes de courbe plane (n = 1). On
définit la filtration monodromique (ou filtration par le poids) sur Phomologie
de la fibre de Milnor par les formules suivantes (ces formules ne dépendent
pas de l'exposant e choisi) :

lVo^iWQ)=^i(^Q),
W^H^q)=keT(te-l),
W^Hi(F,Q) = im(^ - 1) C ker(t - 1).

Les gradués de la filtration W sont définis pour p = 0 ou —1 par la formule :

gr^i(F.Q) = ^i(F,Q)/Hp-i^i(F,Q).

L'égalité h^ = A~1AT montre que la filtration W et les gradués associés
sont définis en termes de la forme de Seifert.

1.3. — La forme de Seifert A n'est pas symétrique, mais l'orthogonal
de ker(t — 1) pour A est bien défini car, pour tout x de ker(t — 1) et pour
tout y de ATi(F, Q), on a :

A(y,x) = A{y,tx) = A(x,y).

L'orthogonal à gauche de ker(t - 1) est donc égal à son orthogonal à droite.

PROPOSITION. — Le ^[t.t^-module Ifi(F,Q) se décompose en la
somme directe orthogonale pour A :

Hi(F,Q) = ker(t-l)eim(^-l) .

Démonstration. — Soit A(t) le polynôme minimal de la monodromie.
Si 1 n'est pas racine de A(t), on a :

Iïi(F,Q) = (^-l)^i(F,Q) et ker(^-l) = {0}.

Si 1 est racine de A(t), c'est une racine simple, donc (t — 1) et A(t)/(t — 1)
sont premiers entre eux. L'identité de Bezout entre ces polynômes donne
alors la décomposition indiquée.

1.4. DÉFINITION. — Soit K un corps, une structure isométrique
symétrique (resp. antisymétrique) sur un K-espace vectoriel V est un
triple! (Y, 6', t), oùt est un automorphisme de V et S une forme bilinéaire
symétrique {resp. antisymétrique) t-équivariante sur V.
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1.5. — La multiplication par (t — 1) est un isomorphisme sur
(t — l)Jî"i(F,Q). Par suite, la restriction de la forme de Seifert A et la
restriction de la structure isométrique (S,t) à ce Q-espace vectoriel sont
des données équivalentes.

La définition de la filtration W entraîne que la forme d'inter-
section S induit une forme bilinéaire antisymétrique t-équivariante S1

surgr^I^F.Q).

Soit e un exposant de la monodromie. La formule

S2(û,v)=S((te-l)u,v),

où u (resp. v) est la classe dans gr^ ffi(F',Q) d'un cycle u (resp. v) dans
.Hi(.F,Q), définit une forme bilinéaire symétrique ^-équivariante S'2 sur
gr^7ïi(F,Q). On a en effet, pour tout v, l'égalité ^(t6 - l)v = (Ie - l)v,
et par suite

S^t6 - l)u,v) = -SÇÇt-6 - l)v,u) = S^ - l)v,u).

Ona:

SÇÇt^ - l)u,v) = kSÇÇt6 - l)u,v).

La forme bilinéaire S2 dépend donc du choix de l'exposant e. Dans la
définition de S2, on conviendra de choisir le plus petit exposant e.

1.6. — Nous noterons A° la restriction de A à ker(t — 1).
D'après [DM3], §3.1 (voir aussi §3.2), A° est la forme bilinéaire associée à
une forme quadratique définie négative.

1.7. THÉORÈME. — Avec les notations ci-dessus, la forme de Seifert
A sur H^ (F, Q) est déterminée à isomorphisme près, par la forme bilinéaire
symétrique A° et les structures isométriques (gr^ H\ (F, Q), S1, t) et
(gr^i(F,Q),52,^).

Démonstration. — On notera :

• (f>m(t) le m-ième polynôme cyclotomique,

• (p{m) = deg (f>rn la fonction indicatrice d'Euler,

• Vm le noyau de l'action de 0^(^) sur (t — 1)H\{F, Q) et

• S m la- forme bilinéaire induite par S sur Vm-
L'action de la monodromie sur Vm sera encore notée comme la

multiplication par t.
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Si n ̂  m, alors Vm et Vn sont orthogonaux pour S. En effet, <^(t) est
un isomorphisme sur Vm ; pour tout x e Vyn, il existe donc un î/ e V^ tel
que (j^d^y = x, et pour tout z e V^,

5(^) = 5(^(^,z) = 5(2/,<^-1)^) = S^t-^^(t)z) = 0.

La structure isométrique (S,t) sur (t - l)Jfi(F,Q) admet la
décomposition en somme directe orthogonale suivante :

(1.7.1) ((^-l)^i(F,Q),5,t) = Q){Vm^m,t).
m>l

Du fait que les valeurs propres de la monodromie sont ici d'ordre au plus 2,
le théorème 3.2 de Milnor [Mi2] donne le résultat suivant : chaque Vm admet
une décomposition en somme directe orthogonale Vm = Vm © Vm^ où Vm
est un module libre sur Q[<]/0^(^) pour i == 1,2, et cette décomposition est
unique à isomorphisme près. Comme (Ie — l)/(f)m(t) est un automorphisme
de Vm, la filtration induite par la filtration W sur Vm, que nous noterons
encore TV, vérifie les égalités suivantes :

W^(Vm) = ker^); Vm) = V^ C ̂ mW'Vm,

W^(Vm) = ̂ m(t}'Vm = <U^^

et on a donc les isomorphismes :

g^{Vm)^Vm/^m(tYVm} et gr^(^)-^.

On notera 6^ la forme bilinéaire antisymétrique, restriction de Sm à
Vm et Sm la forme bilinéaire symétrique sur Vm/{(l>m(t) ' Vm) définie par les
égalités :

,2.- -^ f Sm^mWt-^v) Si 171 + 2,

^^[^((t-r1)^) si m =2,

où d = ^m et u (resp. v) est la classe dans Vm/^mW ' Vm) d'un cycle u
(resp. v) de V^.

D'après [Mi2], th. 3.3 et 3.4, la structure isométrique (Vm.Sm.t) est
définie à isomorphisme près par la donnée des classes d'isomorphisme des
structures isométriques (V^S^t) et (Vm/^m{t) ' V^),^,t).

La forme bilinéaire S2 induit sur Vm/^mÇt) ' Vm) la forme S2^ définie
par :

S2m^v)=Sm((te-l)u^).
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Le polynôme Qm(t)i m ̂ 2 (resp. Q^t)), défini par l'égalité

1e - 1 = Qm{t)(f>m(t) (resp. te-l=Q2(t)(t-t-l)),

est premier avec (j)m(t) (resp. ( t — t ~ 1 ) ) ' , par suite, déterminer S2^ à
isomorphisme près équivaut à déterminer S'^ à isomorphisme près. Compte-
tenu de 1.3 et 1.5, ceci donne le théorème.

Nous avons de plus les décompositions en somme directe orthogonale
suivantes :

(1.7.2) (gr^i(F,Q),51,^)

= ^(ker(^(^);grHl^l(F,Q)),^,^,
m>l

(1.7.3) (gr^JWQ),^)
= ^(ker(^(t);gr^ffi(F,Q)),^,t).

m>l

1.8. — Nous allons maintenant classifier les formes de Seifert
des germes de courbe plane à Witt-équi valence près. Soient /i et /2 deux
germes de courbe plane, A(/i) et A(f^) les formes de Seifert associées;
on notera :

M,=^i(F(.A),Q), n,=dimQ^i(F(.A),Q), z = l , 2 ;

A = A(/i) C (-A(/2)), t = ti C t2.

LEMME. — Si A(/i) et A(/2) sont Wftt-équivaJentes et si N est un
métaboliseur pour A(/i) © (—A(/2))? aJors A^ est invariant par Faction de t.

Démonstration. — Soit x un élément fixé dans N ' , on a donc pour
tout y dans N^ A(x^y) = A(y,x) = 0 et donc A{y^tx) = 0. Si tx n'est pas
dans N, on peut compléter une base de N en une base de M\ 9 M^ dont
tcc est élément ; dans cette base, la matrice de A contient un bloc de zéros
de taille (l + j (ni + n'z)) x j (ni + n2) : on aurait alors det(A) = 0, ce qui
est absurde car det(A) = d=l, d'où le résultat.

1.9. — Avec les mêmes hypothèses, supposons que le polynôme
minimal A{t) de la monodromie sur M = M\ Q M^ soit le produit de deux
polynômes A'(t) et A"(t) premiers entre eux. Alors M est la somme directe
de M' = ker(A'(t)) et M" = ker(A"(^)); ces sous-modules sont invariants
par la monodromie et orthogonaux pour A à gauche et à droite. De plus,
la restriction A' (resp. A") de A à M' (resp. M") est Witt-équivalente à 0
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et le métaboliseur N est la somme directe de TV' = N H M', qui est un
métaboliseur pour A1 et de N " = N Ç\ M".

En particulier, A°(/i) et A°(/2) d'une part et les restrictions de A(/i)
à (t - l)Mi = (t - l)^i(F(/i),Q) et de A(/2) à (t - \)M^ d'autre part,
sont Witt-équivalentes.

1.10. DÉFINITION. — Deux structures isométriques (5i,t) et (62^)
définies sur des Q-espaces vectoriels Mi et M^ et de rang respectif
ni = dimQMi et 77,2 = diniQM2 sont Witt-équivalentes si S^ © (-S^)
est identiquement nulle sur un sous-espace vectoriel N de Mi 9 M^ stable
par Faction de t et de dimension - (n\ + n^).

1.11. PROPOSITION. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La restriction de A(/i) à (t - l)^i(F(/i),(Q)) et la restriction de
A(/2) à (t - l)^i(F(/2),Q) sont Witt-équivalentes.

(ii) Les structures isométriques associées sont Witt-équivalentes.

(iiï) Les structures isométriques (Ym(fi),Sm,t) et (Vm(/2), 5m, t) sont
Witt-équivalentes pour tout m > 1.

Démonstration.

(i) =^> (ii). Soit 7V un métaboliseur pour A = A(/i) C (-A(/2)) ; posons
S = 5(/i) C (-5(/2)). La relation fi^) = A(;r,î/) - A(y,x) implique
que S est identiquement nulle sur N. De plus, d'après le lemme 1.8, le
sous-espace N est stable par l'action de t ; par suite, N est un métaboliseur
pour (5,1).

(i) ^= (ii) Soit N un métaboliseur de S sur (t - l)^i(F(/i),Q) e
(t - 1)7^1 (F(/2),Q). Nous avons vu que (t - 1) ne divise pas le polynôme
minimal A^(t) de la monodromie sur (t - l)I:fi(F(/,),Q) pour i = 1,2.
Soit A(t) le ppcm de Ai(t) et Â2(t). Il existe alors des polynômes a(t) et
(3(t) de Q[t] tels que a(t)(l - t) + f3{t)A(t) = 1. Par suite, pour tout a; et y
de 7V, on a A(x,y) = S(x, (1 -1)-1^/) = 5'(a-, a(t)î/) = 0, car N est stable
par l'action de t, et 7V est un métaboliseur pour A.

(ii) <^> (iii) Ceci est un analogue de 1.9.

1.12. THÉORÈME. — La forme de Seifert d'un germe de courbe plane
est déterminée à Witt-équivalence près par la donnée de la forme bilinéaire
symétrique A° à isomorphisme près et de la structure isométrique (fi^t)
sur gr^ H^{F, Q) à Witt-équivaJence près.
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Démonstration. — Nous avons vu en 1.9 que la forme de Seifert A
est déterminée à Witt-équivalence près par les classes de Witt-équivalence
de A° et de la restriction de A à (t - l)Jfi(F,Q). La forme quadratique
associée à A° étant définie négative {cf. 1.6), donner A° à Witt-équivalence
près équivaut à donner A° à isomorphisme près (c/. [MiH], th. 1.7, p. 58).

Par ailleurs, d'après 1.11, la classe de Witt-équivalence de la restriction
de A à (t - l)Ifi(F,Q) est déterminée par les classes de Witt-équivalence
des structures isométriques (Vm.Sm.t) pour m > 1. Pour chaque m, la
restriction de Sm à (f>m{t)'Vm = (f>m{t)'Vm est identiquement nulle; de plus
dïm^Vm = 2dïmQ((f)mW'Vm) et (f)m(t)'Vm est stable par l'action de t.
Il s'ensuit que (V^Sm\v^t) est Witt-équivalente à 0. Donc (Vm,Sm,t)
est Witt-équivalente à (V^S^t); par suite,(1.7.2) et 1.11 permettent de
conclure.

2. Passage des structures isométriques aux formes hermitiennes ou
antihermitiennes.

2.1. — Nous devons maintenant classifier les structures isométriques
sur Q telles que le polynôme minimal de t est le produit de polynômes
cyclotomiques tous distincts, afin de caractériser à isomorphisme près les
structures isométriques rencontrées en 1.7. Cette classification se déduit de
la classification des cas élémentaires (V, R, t) suivants :

(V est un Q-espace vectoriel de dimension finie muni d'un auto-
(2.1.1) ^ morphisme t de polynôme minimal <^, et d'une forme bilinéaire

[symétrique ou antisymétrique t-équivariante non dégénérée R.

On notera Km le corps Q[^]/^yn(^), Un le sous-corps de Km fixe par
la conjugaison et \m la classe de x dans Km. L'automorphisme t munit V
d'une structure de K^-espace vectoriel définie par \mV = tv.

On notera r la dimension de V vu comme K^-espace vectoriel.

Nous traiterons d'abord le cas des structures isométriques symétriques.

Pour m ^ 2, nous traduisons le problème de classification en un
problème de classification de formes hermitiennes sur Km en utilisant la
méthode indiquée par Milnor [Mi2]. La classification de ces formes, due
à Landherr [La], permet alors d'obtenir une classification en termes d'un
ensemble complet d'invariants. Les invariants de cette liste liés aux places
à l'infini de Lm ont été calculés par Neumann [Ne] en utilisant l'homologie
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à coefficients réels Jfi(JP,R). Nous adopterons une présentation qui permet
de faire le lien entre les points de vue de Milnor et Neumann.

Si m = 2, l'automorphisme t est alors l'opposé de l'identité, le
problème de classification est donc ramené à la classification des formes
quadratiques sur le Q-espace vectoriel V.

En conclusion de cette section, le théorème 2.13 (resp. 2.16) détermine
à isomorphisme (resp. à Witt-équivalence) près la structure isométrique
(^)sur(^-l)^i(F,Q).

2.2. — Considérons le K-m-espace vectoriel V^QK^. L'automor-
phisme t de V s'étend en un automorphisme IKyn-linéaire, qu'on notera
encore t, de V <S>q Km et la forme bilinéaire symétrique R s'étend en une
forme Kyyi-hermitienne ^-équivariante J^.

Considérons

D / \ 0m (5) -ry r i

^^(W-^)6^
On a donc

^ P^fc(s)=l.
0<k<m

pgcd(A;,7n)=l

Pour v dans V 0Q Km et pgcd(fc,m) = 1, on a tPm,k(t)v = X^Pm.kWv
et l'égalité, où l'on somme sur k tel que 0 < k < m et pgcd(fc, m) = 1,

v=^Pm,k(t)v,
k

nous donne la décomposition de v en somme de vecteurs propres pour t.

On notera Wjç le sous-espace propre de V 0Q Km associé à la valeur
propre À^.

L'application v \—> Pm,k(f)v est un isomorphisme de V sur Wk vu
comme Q-espace vectoriel. Cet isomorphisme est compatible à l'action
de t\ par suite l'isomorphisme de V sur W\ est aussi un isomorphisme
de Ky^-espaces vectoriels si l'on munit V de la structure de Kyn-espace
vectoriel définie en 2.1 par \mV = ^î^

Le point clé de la construction est l'égalité suivante. Pour v et w
dans Y, on a

R(^w) = ^ ^(P^(^,P^(t)w),
0<k<m

pgcd(fc,m)=l
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car ^(Pm^Wv.Pm^Ww) est nul pour k ^ h. Si ^ est l'élément de
Gal(IK^/Q) qui envoie \m sur À^ , on a :

^K(Pm,fc(t)^Pm,fc(^)w)=^(^K(P^l(^P^l(^)w)).

Par suite, P(î;,w) = Tr^/Q(^(P^,i(^,P^,i(t)w)). La formule

iî-(^w) = RK(Pm^t)v,P^(t)w),

où î; et w sont dans Y, définit un produit hermitien R9 sur V, vu comme
K^-espace vectoriel, car (t - \m)Pm,i(t)v == 0. L'identité donnée plus haut
donne le résultat suivant.

2.3. PROPOSITION. — La forme bîlinéâire R sur V vérifie Pidentité :

R(v^)=Tr^/^R9(v,w)).

2.4. — Dans [Mi2], Milnor démontre qu'il existe une unique forme
hermitienne R9 vérifiant cette identité. Notre démonstration permet de
décrire explicitement R9. Par suite, déterminer à isomorphisme près une
structure isométrique (V.R.t) vérifiant (2.1.1) équivaut à déterminer à
isomorphisme près la forme hermitienne R* associée sur Y, vu comme
SC^-espace vectoriel. Pour établir cette classification, nous avons besoin de
définir quelques invariants.

2.5. Notation. — On notera e(k/m) le nombre exp(2i7rk/m). Dans
cette expression k et m représenteront toujours des nombres entiers,
premiers entre eux, tels que 0 < k < m.

2.6. DÉFINITION. — Considérons le plongement ujk '' ^m —> C défini
par ujk(^m) = e(k/m). Après extension des scalaires, la forme Km-hermi-
tienne R9 sur V donne une forme C-hermitienne Rt sur V 0K C où Y estK "•"•m

muni de la structure de Km -espace vectoriel, et Pautomorphisme t s^étend
en la multiplication par ^k(\m)' La signature e(k/m)-équivariante, au sens
de Milnor, de la structure isométrique (R, t) est la signature de la forme
C-hermitienne R], sur V (g)^ C. On notera o-^k/m) W cette signature.

En notant R^^ l'extension hermitienne de R à V 0Q C, pour v et w
dans Y, et uJk(Pm,i)(s) l'image de Pm,i(s) dans C[s] par cj^, on a donc :

R^V^W) =Rc^k(Pm^)(t)v,UJk(Pm,l)(t)w).



FORME DE SEIFERT DES GERMES DE COURBE PLANE 383

Dans [Ne], Neumann considère la décomposition de V<S>qC en somme
des sous-espaces Wk ^Km C propres par l'action de t (on utilise ici
c<;i : Km —^ C et on remarque que l'action de t sur Wk ^Km C est l8-
multiplication par 0:1 (À^) = uJk(>m) = e(k/m)). La signature ^(Am)-
équivariante, au sens de Neumann, de (R, t) est la signature de la restriction
à Wk ^Km C de la forme C-hermitienne qui étend R à V (g)Q C, puisque
Pendomorphisme cc;fe(Pm,i)(^) est la projection de V 0Q C sur Wk <S>K^ C.
On voit donc que les définitions de Milnor et Neumann coïncident.

2.7. PROPOSITION. — Les signatures eq invariantes

^e{k/m}W Gt Oe((m-fc)/m)CR)

sont égales.

Démonstration. — Quand on diagonalise la forme hermitienne J?^, on
trouve une matrice à coefficients dans ^(Lyn), d'où le résultat car uj^ et
ujrn-k coïncident sur Ly^.

2.8. DÉFINITION. — Soit R9 une forme Km -hermitienne sur V,
on appelle déterminant de R* et on note det(R9) la classe dans
Lm/^V]K^/Lm(^m) ^u déterminant de la matrice de R9 dans une base
du Km -espace vectoriel V.

2.9. Le cas des formes antisymétriques. — Les objets élémentaires
sont ici les (V,5,t) suivants : V est un Q-espace vectoriel de dimension
finie muni d'un automorphisme t de polynôme minimal c^mi et d'une forme
bilinéaire antisymétrique t-équivariante non dégénérée S.

On notera r la dimension de V vu comme SCy^-espace vectoriel.

Pour m = 2, le problème de classification se ramène à la classification
des formes antisymétriques non dégénérées sur V. On sait que le rang de V
est un invariant complet.

Pour m ̂  2, on peut se ramener au cas symétrique de deux façons :

(i) On définit une forme bilinéaire symétrique R en posant

R(v,w) = SÇÇt-t-^v.w).

En définissant 5" à partir de S comme on a défini R9 en 2.2 à partir de R,
on a alors :

^•=(Am-A^)5-.
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La signature e(k/m)-équivariante, au sens de Milnor, de (S,t) est

^(fc/m) (^) = (Te{k/m) W

et on a
—Mil / o\ _ —Mil / rr\
^Çk/m^0) - ̂ ((m-fcVm)^)-

(ii) On définit une forme C-hermitienne ^c à partir de la forme anti-
hermitienne 3e qui étend S à V (g)Q C en posant, pour v et w dans Y (g)Q C,

R^-Çv.w) ^iS'^Çv.w).

La signature e(k/m)-équivariante de (S^) au sens de Neumann, qu'on
notera (T^/m) (5'), est la signature de la forme C-hermitienne R^, restriction
de ̂ c au sous-espace propre pour la valeur propre e(fc/m), et on a :

Neu / ç\ _ /,-Neu / o^
^(fe/m)^ - --^((m-^/m)^^

Pour 0 < k < jm, -^(Ayn - A^1) est un nombre réel positif, on a
donc dans ce cas

Mil / ç»\ _ —Neu / r^
°e(fc/m)l0) - ̂ (fc/m)^)'

Nous utiliserons les signatures au sens de Neumann, car elles
simplifient le calcul effectif, cf. 3.7. Nous noterons (r^k/m)(S) la signature
e(fc/m)-équivariante cr^.(S).

Le déterminant de la matrice Ms qui représente S* dans une base de
V est un élément de (\m - A^)L^ (resp. L^) si r est impair (resp. pair).
Le déterminant de la forme antihermitienne S9 est la classe de det(M^)
dansl^/A^/i^TO.

2.10. THÉORÈME (Landherr). — Soit m > 2 un nombre entier, soit Vm
un Q-espace vectoriel muni d'un âutomorphîsme t de polynôme minimal (f)m
et d'une forme bilinéaire t-équivariante symétrique (resp. antisymétrique)
non dégénérée S. La structure isométrique (S, t) sur Vm est déterminée à
isomorphisme près par les données suivantes :

(i) la dimension Tm de Vm vu comme Km -espace vectoriel,

(ii) le déterminant dm de la forme Km-hermitienne (resp. Km-anti-
hermitienne) S* construite à partir de S,

(iii) les signatures équivariantes aa(S) pour a racine de (f)m (t).
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Démonstration. — Nous omettrons l'indice m dans Vm^ Km? ^"mi
^m? 0m? fm et d^. D'après 2.4, il suffit de démontrer que la forme K-
hermitienne H = S* sur V est déterminée à isomorphisme près par les
invariants r, d, Oa(S'), où les a sont les racines de (f)(t).

Ce résultat est une reformulation d'un résultat de Landherr [La].
Nous donnons ici une autre démonstration, qui s'appuie sur le théorème de
Jacobson [J] : deux formes hermitiennes H^ et H^ sur un ÏC-espace vectoriel
V sont isomorphes si et seulement si les formes quadratiques associées Ci
et Çs sur V vu comme L-espace vectoriel sont isomorphes. D'après Hasse,
une forme quadratique non dégénérée Q sur un L-espace vectoriel est définie
à isomorphisme près par les invariants suivants :

(i) la dimension diniL V ;

(ii) le déterminant det(Ç) € L*/L*2 ;

(iii) les signatures Oe^/yn) (Ç) de l'extension de Q à V (g)L R, associées
aux plongements uj^ de L dans M, où 0 < k < jm et pgcd(A;, m) = 1 ;

(iv) les invariants de Hasse H^{Q) associés aux places discrètes p de L.

On rappelle que si la forme quadratique Q est représentée par
une matrice diagonale Diag(ai,... ,an), en notant (-!L—L} le symboleV fp /
de Hilbert en p, on a :

^(^IK^)-
i<3 °

Soit 0 un élément de L tel que K = L(\/^) ; par exemple, on peut
prendre 0 = A2 + A2 — 2, où A est la classe de x dans K = (Q[x]/(f)(x). Si la
forme hermitienne H admet la matrice diagonale Diag(^i, . . . , br) dans une
K-base {ej}i<j<y. de Y, la matrice de la forme quadratique Q associée est
Diag(&i, — ^ & i , . . . , br, —Obr) dans la L-base associée.

Pour démontrer le théorème, il suffit de voir que la liste des
invariants de la forme hermitienne H détermine la liste des invariants
de la forme quadratique Ç. Il est clair que la dimension dimKV et les
signatures cre(k/m){S) déterminent la dimension diniLV et les signatures
^e(fc/m)(Ç); en effet, dmiLV - 2 diniKV et a^k/m)(Q) = 2 o-e(fc/m)(S'),
car ujk(6) = 2 cos(47r/c/m) - 2 est négatif. Le déterminant de la forme
quadratique ne dépend que de la dimension :

det(Ç) = {-ey ç L*/L*2.
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D'autre part, la donnée du déterminant d = &i • • • br de la forme
hermitienne H détermine les invariants de Hasse associés aux places
discrètes p de L. On a en effet :

^(o,,^)^ n (^w^1)^^).
p Ki<r' p / v P / v P /

2.11. — Nous allons tirer du théorème 2.10 les corollaires relatifs
à la classification des structures isométriques (^.t) et (S2^) rencontrées
en 1.7. Le calcul effectif des invariants est donné dans le chapitre suivant.

2.12. PROPOSITION. — Avec les notations 1.7 et ci-dessus,

a) la structure isométrique (gr^ i:fi(F,Q),51^) est caractérisée à
isomorphisme près par les données suivantes :

(i) le polynôme caractéristique A-1 de la monodromie sur gr^ H^ (F, Q),

(ii) pour chaque m > 2 tel que (f)m divise A-i, le déterminant d^ de
la forme Km-anti-hermitienne S^ construite à partir de la restriction S^
deS1 àker((^);gr^i(F,Q)),

(iii) pour chaque racine a = e(k/m) de A-i telle que a ^ -1, la
signature a-équivariante a^ÇS1) := o-a(5^) ;

b) la structure isométrique (gry^i(F,Q),S'2^) est caractérisée à
isomorphisme près par les données suivantes :

(iv) le polynôme caractéristique Ao de la monodromie sur gr^ H^ (F, Q),

(v) si çî>2 divise Ao, la classe d'équivalence de la forme quadratique
associée à la forme symétrique S^ restriction de S2 à

ker(^(t);gr^^i(F,Q))=ker(^(t);^(F,Q))/ker(^(t);^i(F,Q)),

(vi) pour chaque m > 2 tel que (f)m divise Ao, 2e déterminant d^ de la
forme Km-hermitienne S^ construite à partir de la restriction S^ de S2 à
ker(^(t);gr^(F,Q)),

(vit) pour chaque racine a = e(k/m) de Ao teJJe que a -^ -1, la signature
a-équivariante (Ta(S2) := crc,(S^).

Remarque. — Nous verrons en 3.11 que S2 est définie positive, le
polynôme Ao(t) détermine donc les signatures équivariantes de 52.
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Démonstration. — Nous avons vu en (1.7.2) que la structure iso-
métrique (S^t) sur grî^^F.Q) est la somme directe orthogonale des
structures isométriques antisymétriques (5^,^) sur

ker(çU^); gr^i H^F, Q)) pour les m > 2.

La classe d'isomorphisme de la structure isométrique (6^, t) est déterminée
par la classe d'isomorphisme de la forme antisymétrique S^ sur le Q-espace
vectoriel ker^M; gr^i H^(F, Q)), c'est-à-dire par le rang de S^ qui est égal
à la multiplicité de —1 comme racine du polynôme A_i(t). Pour les m > 2,
on applique le théorème 2.10 en remarquant que le polynôme A_i donne
les dimensions Tm pour m >_ 2. Ceci donne le point a).

On procède de même pour le point b) en partant de (1.7.3).
La structure isométrique (Sj^t) est déterminée par la forme bilinéaire
symétrique 5j ou par la forme quadratique associée, sur le Q-espace
vectoriel ker(^); g^ ^i(F, Q)).

2.13. THÉORÈME. — La classe d'isomorphisme de la forme bilinéaîre
symétrique A° et les données (i)-(vi) de la proposition 2.12 déterminent la
forme de Seifert A sur îi\ (F, Q) à isomorphisme près.

Démonstration. — Compte tenu de la remarque, ceci est un corollaire
de la proposition 2.12 et du théorème 1.7.

En particulier, on retrouve ainsi le théorème suivant.

2.14. THÉORÈME (voir [SSS], §3). — Le nombre b de branches irré-
ductibles du germe f et les données (i), (iii) et (iv) de la proposition 2.12
déterminent la forme de Seîfert réelle AR sur H^ (F, M) à isomorphisme près.

2.15. PROPOSITION. — Soit m > 2 un nombre entier, soit Vm un
Q-espace vectoriel muni d'un automorphisme t de polynôme minimal (/)m et
d'une forme bilinéaire t-équivariante antisymétrique non dégénérée S. La
structure isométrique (5, t) sur Vm est déterminée à Wîtt-équivalence près
par les données suivantes :

(i) le déterminant dm de la forme Km-ântihermitienne S* construite à
partir de S,

(ii) les signatures équivariantes (Ta(S) pour a racine de (f)m(t).

Démonstration. — Nous dirons que deux formes K^-antihermitiennes
R\ et R^ définies sur des K^-espaces vectoriels V\ et V^ de dimensions
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respectives r\ et ra, sont Witt-équivalentes s'il existe un sous-espace
vectoriel de V\ (D V^ de dimension ^(r\ + ra) sur lequel ^ ® (—^)
est identiquement nulle (on vérifie que cette relation est une relation
d'équivalence en adaptant au cas antihermitien la démonstration relative
au cas bilinéaire).

Un métaboliseur N pour une structure isométrique antisymétrique
(V^R^t) est un Q-espace vectoriel stable par l'action de t (cf. 1.10). On
peut donc considérer N comme un Kyn-espace vectoriel. Par définition,
la forme antihermitienne R9 définie en fonction de R comme indiqué
en 2.9 est identiquement nulle sur 7V, par suite N est également un
métaboliseur pour R9. Réciproquement, soit N un métaboliseur pour une
forme Kyn-antihermitienne R*, définie sur un SCy^-espace vectoriel V. On
peut considérer 7V et V comme des Q-espaces vectoriels. Soit R la forme
antisymétrique définie sur V, par

R(u^)=Tr^^(R9(u,v))

pour u et v dans V. Alors pour x et y dans 7V, on a R(x^ y ) = 0. Par suite,
N est un métaboliseur pour la structure isométrique (V, R^ t).

Il suffit donc de montrer que le déterminant et les signatures
équivariantes forment un système complet d'invariants pour la classification
à Witt-équivalence près d'une forme antihermitienne sur un IKy^-espace
vectoriel.

Soit R une forme antihermitienne non dégénérée sur un Km-
espace vectoriel V. Montrons que R se décompose en une somme
directe orthogonale de deux formes antihermitiennes Rx ® -Ry, définies
respectivement sur X et Y, telles que Rx soit anisotrope (i.e. si x € X,
R(x, x) n'est nul que si x = 0) et -Ry soit Witt-équivalente à 0. Si R est
anisotrope sur Y, on prend X = V et Y est réduit à {0}. Sinon, soit x\ ç. Y,
avec x\ ̂  0, tel que R(x-^^ a-i) = 0 ; jR étant non dégénérée, il existe y\ ç. V
tel que R(x\^y\} = 1. Notons Y\ le sous-espace de V engendré par x\ et y\.
La matrice de la restriction de R à Y\ dans la base {^1,2/1} est (° 1 ) avec
ci = R{y\i yi). De plus, R étant non dégénérée sur Yi, l'orthogonal pour R
de YI est un supplémentaire de Yi :

V==y^ey^- .

Une récurrence décroissante nous donne

y = YI C-1 Î2 e-L • • • ©± Yk
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avec (_°^ ^) pour matrice de la restriction de R à Y, dans la base {^,2/J
pour l < ^ < k e t X = Y - L anisotrope ou réduit à {0}. De plus, le sous-
espace engendré par {.z-i,.., Xk} est un métaboliseur pour la restriction de R
à Y, cette restriction est donc Witt-équivalente à 0.

Soient R\ et R^ deux formes antihermitiennes non dégénérées sur les
K^-espaces vectoriels Vi et V^ et Xi C-1- Vi et X^ C1- Y^ des décompositions
comme ci-dessus, i.e. la restriction de Ri à JQ est anisotrope et la restriction
de Ri à Yi est Witt-équivalente à 0. Les restrictions aux Yi étant Witt-
équivalentes à 0, les formes R\ et R^ sont Witt-équivalentes si et seulement
si -RI|XI @ (-^21x2) est Witt-équivalente à 0, c'est-à-dire si et seulement si
il existe un métaboliseur pour -RI|XI ® (-^21x2)' Supposons qu'il existe un
tel métaboliseur, et notons [x\ ® ^i}i<fc^n une base de ce métaboliseur
(ici x{ e Xi et dimK^(Xi C X^) = 2n).

La forme bilinéaire ^i|Xi (resp. ^21X2) étant anisotrope, la famille
{x^}-t<^k<n (resp. {x]ç}i<k<n) est libre. En effet, soient a^ pour 1 <_ k <, n
des éléments de Kyyi tels que

Y, akxî=0.
Kk^n

Alors {x^x^}i<k<n étant une base d'un métaboliseur de -RI|XI ®(—^21X2)5
on a :

îl̂ i ( ̂  û^L^ o^4) =-R2|X2( ̂  ûfc^,^ a l̂)
Kk<n l<k<n Kk<n Kk<n

=-R2|x2(o,o)=o.
De plus, -RI|XI étant anisotrope on a

^ akx\ = 0
Kk<n

et par suite,

^ afc(^ea;l)=0.
l<fe<n

II s'ensuit que a^ = 0 pour tout A; entre 1 et n et la famille {^j|}i<A;<n est
donc libre. Par suite, dirn^ Xi = dirn^ ^2 = n et {r4}i<fe<n est une
base pour Xi pour i = 1,2. De plus,

.Ri(;4,a^) = J?2(^i^J) pour 1 <_ k,i <_ n.

Nous avons donc montré que si -RI|XI ® (-^21X2) est Witt-équivalente à 0
alors RI\XI est isomorphe à -R2|X2-
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Revenons maintenant à la première partie de cette démonstration, en
notant À = \rn L'égalité matricielle suivante, vérifiée pour tout c ç Km tel
que c = —c,

/ A - À + j c - 1 \ / 0 I w A - À + j c À - À - j c \
I A - Â - J C 1 A-l cA -1 1 )

^-2(A-À) 0 ^
V 0 2 (A -À) /

montre que les formes antihermitiennes R et Rx ont même déterminant
dans K^/NK^/L^ I^m e^ mêmes signatures équi variantes. Par suite, si R\
et R^ deux formes antihermitiennes non dégénérées sur les Ky^-espaces
vectoriels V\ et V^ sont Witt-équivalentes, elles ont mêmes signatures
équi variantes, même déterminant et même rang modulo 2.

On notera que le rang d'une forme antihermitienne est égal aux
signatures équi variantes modulo 2.

Réciproquement, soient R\ et R'z deux formes antihermitiennes
non dégénérées, sur des Ky^-espaces vectoriels V\ et V^^ ayant mêmes
signatures équivariantes et même déterminant. Soient r\ et r^ les dimensions
respectives de V\ et 1/2 ; les signatures étant égales, les dimensions r\ et 7*2
ont donc même parité ; on peut supposer sans perte de généralité qu'il existe
un entier positif r tel que r\ + 2r = r^. Soit M la forme Ky^-antihermitienne
(métabolique) sur (SC^)271 dont la matrice dans la base canonique est la
matrice diagonale

Diag(A-À, . . . , À - À , A - À , . . . , Â - A ) .
r termes r ternies

Les formes R^ (D M et R^ ont même déterminant, mêmes signatures
équivariantes et même rang; elles sont donc isomorphes d'après le
théorème 2.10. Par suite, M étant Witt-équivalente à 0, les formes R^
et J?2 sont Witt-équivalentes.

2.16. THÉORÈME. — La classe d'isomorphisme de la bilinéaire
symétrique A° et les données (ii) et (iii) de la proposition 2.12 déterminent
la forme de Seifert A sur H\ (F, Q) à Witt-équivalence près.

Démonstration. — La classe de Witt-équivalence de ( S ^ t ) sur
(t — l)ffi(F,Q) est déterminée par l'ensemble, pour m >_ 2, des
classes de Witt-équivalence des structures isométriques (5^,^) sur
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ker^^gr^i^F.Q)) (cf. 1.11). La classe de Witt-équivalence de la
structure isométrique (S^t) sur ker^^gi'^i ffi(jF,Q)) est donnée par
la classe de Witt-équivalence de la forme antisymétrique S^ sur le Q-espace
vectoriel ker^Wîgr^i ATi(F,Q)), cette dernière étant Witt-équivalente
à 0, il est suffisant de prendre m > 2.

La proposition 2.15 permet alors de conclure.

3. Calcul explicite des invariants.

3.1. — Soient /i, . . . , / & les composantes irréductibles de /. On note
(pj un développement de Puiseux de la j-ième branche /^(O), c'est-à-dire
une série formelle de C[[a;1/^]] telle que fjÇt^^jÇt)) = 0. On pose :

^^l/nJ)=Ea^/nJ•
k>l

On suppose que l'entier nj est minimal, c'est-à-dire qu'il existe k premier
avec rij tel que aj^ soit non nul ; nj est la multiplicité en l'origine de /-1 (0).
On suppose également que l'axe des y n'est pas tangent à la courbe /^(O),
autrement dit, aj^jç = 0 pour k < n^ ce qui est toujours possible, quitte à
faire un changement de variables.

En 1.7, nous avons montré que la forme de Seifert rationnelle associée
à un germe de courbe plane / est déterminée, à isomorphisme près, par la
donnée de la forme bilinéaire symétrique A° sur ker((^ — 1); ̂ i(F, Q)) et de
la structure isométrique ((t — l)Jfi(F,Q),5',^); pour cette dernière, nous
avons donné, en 2.12, un ensemble complet d'invariants.

Dans cette section, nous allons montrer comment déterminer ex-
plicitement ces différents invariants en fonction du type topologique du
germe /. On rappelle que le type topologique d'un germe de courbe plane
/ est caractérisé par les données de Puiseux, c'est-à-dire :

(i) pour chaque composante irréductible fj de / les exposants
caractéristiques de Puiseux, i.e. les k/rij tels que a^k soit non nul et il
n'existe pas d'entier H vérifiant £ < k, aj^ 7^ 0 et pgcd(^, nj) = pgcd(A;, rij) ;

(ii) pour tout couple (j, k) avec 1 < j < k <: &, l'exposant de coïncidence
Cj^jç entre ^pj et </?fc, i.e. en notant Oj (resp. ak) un générateur du groupe de
Galois de (pj (resp. ^?fc), Cj^ est le maximum de l'ensemble des valuations
des séries crj((^j) — cr^(^fe) pour 1 <, r <: nj et 1 < s < njc'
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A chaque composante irréductible /j de / est associée une composante
de l'entrelacs de / donné par

W=]^{S^nf^W)
j=i

avec e assez petit. Il lui correspond donc une composante de bord de la
fibre de Milnor F.

3.2. Détermination de A° à isomorphisme près.
3.2.1. Soient ci , . . . , c& les classes des composantes de bord de F dans

Jfi(F,Z), munies de l'orientation induite par l'orientation de F. Ces b
classes forment un système générateur pour ker((^ — l^-firi^Z)), avec
pour seule relation c\ + • • • -h 05 =0 . Si j 7^ k^ A°(cj,Cfc) est égal au
nombre d'enlacement entre Cj et c^, ou encore au nombre d'intersection
entre les composantes /^(O) et /^(O) du germe /"^(O), qui est égal à
la valuation de la série fk^3 ̂ jW) (voir par exemple [C], §9.3, p. 183).
En tenant compte de la relation ci-dessus, ceci donne la restriction de A à
ker((^ - l);^i(F,Q)) ou de Az à ker((t - 1); ̂ i(F,Z)).

On peut facilement voir que la forme quadratique associée à A° est
définie négative. En effet, la relation c\ + • • • + c& = 0 donne l'égalité
suivante :

b b
A°Ç^XkCk,Y^XkCk) =- ̂  A°(a,Cj)(xi-Xj)2.

k=0 k=0 0<i<j<b

3.2.2. La classification des formes quadratiques non dégénérées sur Q,
déjà utilisée en 2.10, donne ici le résultat suivant ( voir par exemple J.-P.
Serre [Se]) :

THÉORÈME. — La forme quadratique définie négative associée à A°
est déterminée à isomorphisme ou à Witt-équivalence près par :

(i) le nombre b de branches irréductibles du germe /,

(ii) Je déterminant de A° dans Q*/Q*2, et

(iii) les invariants de Hasse 7ïp(A°) pour p premier^ p ^ 2.

En pratique, il est plus commode de déterminer les invariants de
Hasse de (—A°). Si (—A°) est représentée par une matrice diagonale
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Diag(ai,..., a^-i), on calcule

^(-A°)= n (^
Kj<k<b-l y

en utilisant la bimultiplicativité du symbole de Hilbert et les égalités
suivantes, où £, V et p sont des nombres premiers distincts, différents de 2 :

(̂ H-̂  (-D—, (f )»(j)= (-„<'•-.>/.,
(¥')'©. ('tW^tW'1-

3.2.3. Bien que la classification des formes quadratiques définies
positives sur Z soit impraticable, on peut déterminer la forme bilinéaire A^,
restriction de Az à ker((t - l);Jfi(F,Z)), à isomorphisme près. On a en
effet le résultat suivant dû à R. Kaenders.

THÉORÈME (voir [Ka], th. 1.3). — Soient { a i , . . . , a&} et { /? i , . . . , {3^}
deux systèmes générateurs de ker((t — 1); H^(F^ Z)) tels que :

(i) A(c^,afc) > 0 et A(/^-,/3fc) > 0 pour 1 < j < k <, b,

(ii) ai + • • • + Ob = 0 et /3i + ... 4- /?& = 0,

(iii) les familles {a i , . . . . a^_i, û^+i , . . . . ab}, { /? i , . . . , ̂ -1,^+1,..., /%}
sont des bases de ker((t - 1); Iïi(F, Z)) pour tout j e { 1 , . . . , 6}.

Il existe alors une permutation a de { ! , . . . ,&} et e ç. {—1,1} tels que
pour tout j e { 1 , . . . , 6} on ait Oj = £/3a(j)-

On voit donc que les A(cj,Cfe), pour 1 < j < k < b, sont déterminés
par la donnée de A^ à isomorphisme près. Ce résultat nous sera utile en 4.2.

3.3. Arbre de désingularisation.
3.3.1. Soit II la résolution minimale de / obtenue par éclatements

successifs de points. Soient :

• E := II'^O) son diviseur exceptionnel,

• EQ := ^-1(/-1(0)\0) la transformée stricte de /"^(O), et

• Ei les composantes irréductibles du diviseur exceptionnel.

Le diviseur à croisements normaux n'''^/"1^)) est égal à

Eo+^eiE,,

où Ci est la multiplicité de Ei.
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3.3.2. L'arbre dual de désingularisation T(f) d'un germe de courbe
plane / est construit de la façon suivante.

Chaque composante Ei du diviseur exceptionnel est représentée par
un sommet i pondéré de la multiplicité ei. Deux sommets sont reliés par
une arête si et seulement si les composantes du diviseur exceptionnel qu'ils
représentent s'intersectent. On ajoute en chaque sommet i autant de flèches
qu'il existe de points d'intersection entre EQ et Ei. On considère l'extrémité
de chaque flèche comme un sommet supplémentaire de l'arbre, pondéré de
la multiplicité 1.

3.3.3. Le type topologique d'un germe de courbe plane / est caractérisé
par l'arbre de désingularisation T(f) pondéré par les multiplicités ci.

3.3.4. On dit que deux sommets i et j de T(f) sont voisins si ils sont
reliés par une arête ou une flèche, et on note V(i) l'ensemble des voisins
de i. Le cardinal de V(i) est appelé la valence de i et est noté z^. Si i et j
sont voisins, on note rrizj le pgcd de ci et ej, et TI le pgcd des m^j pour
j G V{i)- On dit que i est un sommet de rupture si Vi > 3, et on note
7^ l'ensemble des indices des sommets de rupture. Pour tout sommet 2, et
pour j dans V(i)^ on note £j la classe de (—fij) module ei ; on appelle halo
de î, et on note 0^, l'élément (e^, (^j)jev(i)) de N x (Z/CiZ)^.

3.4. Décomposition de la fibre de Milnor.

3.4.1. On construit dans [DM1], en fonction de l'arbre T(/), une
décomposition F = \jFi de la fibre de Milnor F = jF(/), i décrivant

i
l'ensemble des sommets de T(/), et une monodromie géométrique h qui
laisse stables les Fi. D'après [DM3], §§1.4 à 1.6, les propriétés de cette
décomposition sont les suivantes : Fi est une surface à bord dont le bord est
la réunion des Fi D Fj pour j € V{Ï) ; de plus, Fi D Fj est la réunion de m^
cercles disjoints. Notons Fi la surface obtenue en privant Fi d'un petit col
pour chaque cercle de bord, la restriction hi de la monodromie h h Fi est
d'ordre fini et admet la description précise suivante.

Chaque composante Ei du diviseur exceptionnel est une droite
projective. On pose

Èi=Ei\\J B^
jëV(i)

où Bij est un petit disque ouvert de centre Ei D £j, on note 6ij le
bord de B^ muni de l'orientation induite par celle de Èi et [Sij] la
classe de 6ij dans H\{Èi). On construit dans loc. cit une application
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pi : Fi —> Ei qui est un revêtement cyclique régulier d'ordre ei associé à
Phomomorphisme pz : Tîi^.Z) -^ Z/e^Z défini par pi([6ij]) = ej. De plus,
hi est un générateur du groupe de Galois de pi. On voit que le halo Qi
décrit complètement (F^,/^). La description de h le long des cylindres qui
joignent Fi à Fj sera donnée en 3.9.

3.4.2. Soit Di la surface obtenue en recollant, pour tout j e V{Ï)^ rriij
disques sur les composantes de bord de Fi au-dessus de 61 j. Le revêtement
pi s'étend en un revêtement cyclique ramifié Di —> Ei d'ordre e^, ramifié
au-dessus des points Ei H Ej pour j ç. V{Ï). Cette description fait de Di
une courbe algébrique projective lisse. On peut donner une construction
purement géométrique de Di, voir Steenbrink [St], §2.1. Nous noterons
encore hi l'extension de hi à Di, t l'endomorphisme induit par hi et Si la
forme d'intersection sur H^(Di, Q).

3.4.3. D'après [DM2], §2.14, la structure isométrique

(gr^i(F,Q),51,^

est isomorphe à la somme directe orthogonale des structures isométriques
(H^Di,(Q),Si,t). De plus, si vi < 3, on a ^(D^Q) = 0; on a donc
l'isomorphisme suivant :

(3.4.3) (gr^^i(F,Q),51,^ - ̂  (^(A,Q),5,,^).
z(E7Z

3.5. Calcul de A_i (cf. 2.12, (i)). — La description de Di comme
revêtement ramifié de CP1 donne tout de suite le polynôme caractéristique
de la monodromie sur ^(Z^.Q) (voir aussi [DM3], §2.8) :

_ (^ - i)^-2(r- -1)2
Aw-—n (^--i) '

j^VÇi)

D'après (3.4.3), le polynôme caractéristique A_i de la monodromie
surgr^Jî^F^est:

A_i(t) ^n^)'
içn

3.6. Calcul des d^ pour m > 2 (cf. 2.12, ( H ) ) . — La description des Di
comme revêtements ramifiés permet de calculer les structures isométriques
{H\{Di^ Z), Si, t) et d'en déduire les invariants d^.
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3.6.1. On trouve dans [DM3], §1.17 la description d'une famille de
(vi - 2) générateurs ̂ , où 1 < k < Vi - 2, du Q^'^-module ffi(^,Q).
Pour les m > 2 tels que (f)m (t) divise A^(t), on a donc une famille de
générateurs du IKy^-espace vectoriel ker(<^(^); H^ÇDi^ Q)) :

k _ A^) k 1 < À. <7;. -9
gm-i~ <M^5 l<k<^ 2-

La description des g^ (voir 3.6.2) nous permettra en 3.6.3 de calculer les
séries de Laurent :

s^^E^^'^)'
a€Z

pour 1 < k,£ <: Vi — 2. On vérifie immédiatement l'égalité suivante :

Q.(^k £ \ defV^/^.r^ .a & ^ _ Aj(u)Aj(u~1) ^ fc P.
^{9m,i^9m,i) — / ^u ^^m,^^ Qm.i) ~ i ( \ i / _i\ u>^ i 9 i ) '

^ (î)mW(J)m(U i)

On a alors, d'après 2.2, et avec les mêmes notations,

E^-^A'^) = ̂ S^Pm^g^P^Wg^)
a€Z a€Z

^ _______A.(n)Az(n-1)_______ g/ . ,.
^(Âm)^(A.nl)(^ - \m)(u-^ - À^) ^ ? y î / 5

et par suite S^^g^^g^^) est égal au terme constant de cette série de
Laurent. On notera

^ = ̂ (^^(A^)^^,^),

le terme constant de la série de Laurent

Aj{u)Aj(u-1) , ,
/ \ \ / 1 \ -1 \ -^î i ^ i ) '
(U- \m)(u-1 - \m )

La forme bilinéaire Si est non dégénérée, il en est de même de la forme Sm,i
et de la forme antihermitienne S^ ^ Par suite, si I est un sous-ensemble de
{1 , . . . , Vi — 2}, le déterminant

d^(I) = det ((^)(fc,,)ej2)

est non nul si et seulement si la famille {^ i}kçi est libre. On trouve donc
que la famille {^ i}kçio est une base de ker(<^(^); H\{Di^ Q)) si Jo est de
cardinal maximal parmi les I tels que dm,i(I) soit non nul, et le déterminant
dm,i de S^, est égal (dans K^/NK^/L^ (K^)) à dm,z(^o) pour un tel Jo.
On trouve donc en utilisant 3.4.3 la proposition suivante :
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PROPOSITION. — Le déterminant d^ de S^ est donné par Pégalité :

4 = n ̂  •
içn

Remarque. — Si i est un point de rupture de valence 3, le Q[t,t~1}-
module Jfi(Z^,Q) est cyclique engendré par g^ on a alors

dm^i = ̂ i

et l'expression de §(^1, g}) donnée ci-dessous en 3.6.3 se simplifie également.
Cette situation simple est la plus fréquente, car les points de rupture sont
en général de valence 3. De façon précise, soient /i,..., /;, les composantes
irréductibles du germe /, et pj le nombre de paires de Puiseux de /j, le
nombre de points de rupture de T(f) est majoré par pi + • • • + p^ + b - 1
et le nombre de points de rupture de valence supérieure ou égale à 4 est
majoré par ( 6 — 1 ) .

3.6.2. La description de la famille génératrice du Q[U~ ̂ -module
^i(AîQ) est la suivante. Pour j e V{i), on choisit ej tel que 0 < ej < ci.
Soit * un point de base de Ei. Soit 7^ un 1-cycle basé en * homotope
à 6ij et tel que pour tout j et k appartenant à V{i) avec j -^ k, on ait
7z,j H 7^fc = *. On réindice ces différents cycles par 2, k avec 1 < k < Vi en
demandant par exemple que la suite des ejç soit décroissante. On choisit
un point 0 parmi les antécédents de * par pi et on identifie p,"^*) avec
Z/e^Z, de façon à avoir /if(0) ^ £ mod e^. On note 7^ le relevé de 7^ qui
commence en 0 et finit donc en ej.

On définit successivement :

^,1 =Pgcd(e^i),

dij = pgcd(dzj-i,^-) pour 2 ^ j ̂  v, - 1.

Il existe des polynômes Oj(t) et (3j(t) de Z[t] vérifiant :

t^ - 1 = ai(^1 - 1) +AW(^ - 1),

t^ - 1 = aj(t)(t^ - 1) + ̂ (t)^-1 - 1) pour 2 < j < v, - 1.

On définit les cycles g } , . . . , ̂ l-2 par les égalités suivantes :

i _ t62 - 1 , .̂i - 1
^ "^^ÏÏJ—î^-ïdZ^-Y^
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et pour 2 < j < Vi — 2,

J~lj'-i
•E^

A;=l
^ = ̂ .l1^1! (^-(^j + E^-w • • •/ww^)

t^ - 1

^,j+i -7^+1.

D'après [DM3], §1.17, la famille {^, . . .,g^~2} engendre ^i(A,Z).
On notera P^jÇt) les polynômes de Z[^] tels que

j+i^s^/^-
A;=l

3.6.3. Soit ^/ un voisinage de * tel que la restriction de pi au-dessus
de U soit triviale. Soit *' un autre point de base dans U^ et 0' le point
de p^"^*') appartenant à la composante connexe de p^1^) contenant 0.
Soient 7^ les 1-cycles construits de la même façon que les ̂ j, avec *' pour
point de base, et tels que les intersections entre les 7^j et les 7^ ^ soient
comme indiqué dans la figure ci-dessous. On demande aussi que les 7^ et
les 7^ ^ ne s'intersectent pas en dehors de U.

Nous allons maintenant calculer les séries de Laurent S(g^g^) pour
1 <: 3i k < Vz — 2. Les points *, *' et les points d'intersection entre les 7^j
et 7^ ^ devant rester dans U^ les conditions données ne définissent donc pas



FORME DE SEIFERT DES GERMES DE COURBE PLANE 399

la figure de façon unique à homotopie près. Cependant les séries de Laurent
ne dépendent pas du tracé choisi pour les 7^ et 7^ j^. D'autre part, dès que
Vi ^ 4, la disposition des points Ei H Ej pour j e V(z), dans Ei n'est pas
nécessairement celle indiquée sur la figure qu'on utilise pour le calcul : les
séries de Laurent dépendent effectivement de cette disposition, mais le type
topologique du germe /, et donc l'invariant dm,i, n'en dépendent pas.

Déterminons d'abord le nombre d'intersection entre les relevés 7^j
p -̂ 4-a^.lel ï H,k '

(i) si j > k, les relevés 7^ et t01^ ̂  ne s'intersectent pas;

(ii) si j = k, le relevé 7^ rencontre ^7^- au-dessus de deux points
A et B (voir figure). Comme 7,^ (resp. ^7,'j) est en 0 (resp. a -h Ej)
au-dessus de A et en 0 (resp. a) au-dessus de B, la contribution au nombre
d'intersection S^g^^g^) de (^j^T^-) est donc -1 (resp. +1) au-dessus
de A (resp. B) si a = -ej mod e,, (resp. a = 0 mod 6^).

(iii) si j < k, le relevé 7^ rencontre ^7^ au-dessus de quatre
points C, D, E, et F (voir figure). La contribution de (71^,^7^) au
nombre d'intersection S^g^^g^) est -1 au-dessus de C (resp. F) si
a = -Ck mod e^ (resp. a = EJ mod e,), et +1 au-dessus de D (resp. E) si
a = 0 mod ci (resp. a = ej — Ek mod e^).

A a+£. <<-

P

0
a+€k

a

^

E

F

Un calcul simple donne le résultat suivant.

PROPOSITION. — La forme d'intersection Si est déterminée par les
séries de Laurent suivantes pour 1 ̂  j, k <: v^ — 2 :

S(gî,g^=^uaSi(g{,tag^
aez

[J'+l fc+1

= E^(")[E ̂ (""^(i -u-£m +u£(-- n"^ + uEi~em - n^)
^=1 m /̂'-l-l

inf{j+l,A;+l}

+E "
^=1
E'</n)^^~l)(l-^-£')1E^ 'Jl^^

a6Z^=1 -1 açZ



400 P. DU BOIS ET 0. HUNAULT

3.7. Calcul des signatures équivariantes Oa(5'1) (cf. 2.12, (iii)). —
Notons (Ta(Si) la signature de la restriction de la forme C-hermitienne iSf
au sous-espace propre pour la valeur propre a, où Sf est l'extension C-
antihermitienne de Si à Jfi(Z^,C). D'après 3.4.3, la signature équivariante
^a(S1) est la somme des Oa(-S'î), i ç 7^. L'application de la théorie de
Hodge à Jf^D^C) va nous permettre de calculer ces signatures de façon
très simple (comparer avec le calcul de dm i)-

On note :

• {x} la partie fractionnaire de x 6 M, i.e. {x} ç. [0,1[ et x — {x} € Z,

• ((x)) = j - {x} si x i Z et ({x)) = 0 si x e Z.

Si î est un sommet de l'arbre T(/), on pose :

- . f 1 si m divise e^,
d,(m) ={

10 sinon.. 0 sinon.

On rappelle que dans l'expression e(k/m) = exp(27nÂ;/m), nous supposons
que A; et m sont des entiers premiers entre eux tels que 0 < k < m. Avec
ces notations, on a :

PROPOSITION. — Pour m > 2, les signatures équivariantes de S1 sont
données par :

^/^^^(m)^ ((̂ .)).
ië^ J'€V(î)

Démonstration. — Ce résultat est une reformulation du théorème
[Ne], §1.9, démontré par Neumann à l'aide des signatures de Novikov.
Posons :

le,
M«=E{Ï}f—^ l e, )

içV(i)

La description de la courbe algébrique Di donnée en 3.4.2 conduit à
l'isomorphisme suivant (voir Steenbrink [St], §3.14) :

Ci-l

PZ*OD^QO^(-M,,),
1=0

et l'action de la monodromie sur O£;,(—M^) est la multiplication par
exp(27ri£/ei). De plus, si u) (resp. a)) est une forme holomorphe (resp.
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antiholomorphe) non nulle sur Di, un calcul en coordonnées locales montre
que ïS^(^,^} > 0 (resp. ^(o),^) < 0) ; par suite :

aa(Si)=-dim(H\D^O^)),+d[m{H°(Di^^))^

où l'on note Va le sous-espace propre de V pour la valeur propre a. On a
donc aussi :

aa(Si)=dlm{H\D^OD,))^-dlm(Hl(Di^OD,))^

et en utilisant [EGAIII], §2.1 :

aexp(27r^/e^)(S'^)

=dim^l(E„0^(-Me,-^))-dimffl(^,0^(-M^)),

(7exp(27^^/e^)((S'^)=Me-t•-M•••-^({^}-{ty)=2^€-î))•
J'eV(z) ^ jçVÇi) 1

En sommant sur î, on trouve le résultat indiqué.

3.8. Calcul de Ao (cf. 2.12, (iv)). — Soit G le graphe, construit en
[DM1], §5.4, dont les sommets représentent les composantes connexes de
chaque Fi et les arêtes représentent les composantes connexes de F, H Fj.
Pour chaque sommet i de l'arbre de la résolution, on a r, sommets dans G
et chaque composante de bord commune à une composante connexe de Fi
et une composante connexe de Fj (pour j -^ Ï ) est représentée par une arête
reliant les deux sommets correspondants.

On note encore h l'action induite sur G par la monodromie sur F et t
Pisomorphisme induit par h sur ffi(G,Q). Par construction, ^i(G,Q) est
isomorphe à gr^ H^ (F, Q). La suite exacte de Mayer-Vietoris correspondant
à la décomposition de G en une union de voisinages des arêtes permet de
calculer le polynôme caractéristique de la monodromie sur .Hi(G,(Q)), qui
est égal au polynôme caractéristique Ao(^) de l'action de la monodromie
sur gr^Jfi(F,Q) (voir aussi [DM2], §2.14), on trouve :

Aot^tt-l)11'^;;"^-".

3.9. Calcul des d^ pour m > 2 (cf. 2.12, (vi)).

3.9.1. Nous allons maintenant décrire l'action de la monodromie h le
long des cylindres qui joignent Fi à Fj.
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Soient i et j deux sommets voisins de l'arbre de résolution T(/), Zij
une composante connexe orientée de Fi D Fj et y^ une 1-chaine orientée
dont les extrémités appartiennent respectivement à Fi et Fj et intersectant
(Fi n Fj) en un point de Zij. On a alors :

^

PROPOSITION (Neumann [Ne], §2). — On a régâlité :
f^TTÎ ' '

(/Ie - ïd)yij = -S ( y i j , Z i j ) —^ ̂  .
ezëj

Bien que cette formule ne donne que l'action de /Ie, elle permet de
calculer les invariants qui restent à déterminer.

3.9.2. La formule de Neumann permet de calculer (^e — l)y pour
tout y dans H-^ÇF^) en considérant l'intersection y^j de y avec chacun
des cylindres de recollement. On dispose aussi d'une formule close appelée
formule du twist pour laquelle nous renvoyons le lecteur à [DM3], th. 2.21
et dont les termes se calculent à partir de l'arbre T{f) et en fonction du
tracé de y dans le graphe G. Vu la définition de la filtration TV, (^e — l)y ne
dépend que de la classe de y dans gr^ H^(F^ Q) ; de plus, (1e — l)y est de la
forme (t — l)x où x est un élément bien défini de W-^H^F^ Q)/ ker(^ — 1).
Par dualité de Poincaré, ce module est isomorphe au dual (gr^ ^(-F.Q))*
de gr^I:fi(F,Q). En procédant comme dans [DM1], §5.10 et en utilisant
l'interprétation géométrique de la filtration W (voir [DM1], §2.1) :

Ty-2^i(^Q)=im{^i(lJ(F,nF,),Q) ——^i(F,Q)},
i<j

on trouve une matrice de présentation TV_2-^i(-F,Q)/ker(^ — 1).

Les lignes de la matrice sont indexées par les arêtes de T(f). Les
colonnes de la matrice sont indexées par les arêtes et les sommets propres
de T(f) (on ne considère ici que les sommets propres de l'arbre, sans
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tenir compte des extrémités des flèches). Dans la colonne correspondant
à l'arête entre les sommets i et j le seul terme non nul est sur la ligne
correspondant à l'arête entre i et j et a pour valeur (t^ - 1). Dans la
colonne correspondant à un sommet %, les seuls termes non nuls sont les
termes sur les lignes correspondants aux arêtes entre le sommet i et les
sommets j ç V(i), et ont pour valeur (f^ - l)/(r1 - 1).

Après réduction de cette matrice, on trouve de nouveaux généra-
teurs Xa et une décomposition en somme directe :

W_2ffi(^,Q)/ker(f - 1) ̂  (gr^ ffi(F,Q))* = ̂ Q[*]/Aa(f) • x^.
a

Soit Am l'ensemble des a tels que (^yn(^) divise Aa(^). Pour a dans Am, on
pose

C = (Aa(t)/^(t))Xa

et on a donc :

ker(^(t);(gr^Jïi(F,Q))*)= Q) W/^m{t) . C.
açAm

On prend donc {x^.tx^,... .t^^^x^a^Am P0^ base de ce Q-
espace vectoriel et la base duale pour base de ker(0yyi(^); gr^ H^(F^ Q)). On
note y^ le cycle dual de x^. Les cycles x^ et î/^ sont connus explicitement
en fonction du graphe (3, on peut donc calculer les nombres d'intersection
S^x^, tdy'^) pour a et b dans Am et c et d dans Z.

La formule du twist permet de calculer les polynômes Tw^Çt) tels
que :

y - i)c = E ̂ (w-
beA^

Ceci permet de calculer les séries de Laurent :

w,o ̂ ^^((^ - i)c^W
fcez

-E ̂ E ^(TW^^)^,^^),
fcez ceAyn

pour a et b dans Ayyi.

En reprenant les notations de 3.6, on en déduit la série de Laurent

^^^•(C^^-^i^^^-^^C^n (eSUn.n-1]),
fcez

où Py^i est le polynôme déduit de Pm,i par l'involution de K^, et
^(2/^5 2/F1) (e ̂ ) es^ ^ê^ au terme constant de cette série.
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PROPOSITION. - Le déterminant ̂  de S2^ est l'élément suivant de

VJN^/L^W ••
d^=àet{S^,y?))^A^-

3 10. Calcui des signatures équivariantes ̂ (52) pour chaque valeurd.iu. ̂  & __ ^ notations
propre a, a ̂  -1, racine de Ao (ci. 2.U, (vu;;.
de 3.9.1, la formule de Neumann donne :

5((^ -Id)2/i^) = l^,^)]2^/^) > 0.

Il s'ensuit que S^y) est strictement positif pour tout y non nul dans
^TF S La o me quadratique associée à S- est donc définie positive
S '̂ut a, la signature < )̂ est égale à l'ordre de multiplicité de a

comme racine de Ao.

3.11. Détermination de 5j à isomorphisme près (cf. 2,12 '^•,En

utilisant 3 9 on peut trouver une matrice de la forme quadratique définie
poStociée'à 5j. On en déduit comme en 3.2.2 un ensemble complet
d'invariants qui dassifie 5j à isomorphisme près.

4. Exemples et applications.

4 1 Considérons les germes de courbe plane 31 et 92 suivants :

,i(., .)=(.+ ̂ v + - + ̂  + 2X^ +2X+ X3)(y +2X+ x^
^ y) = (y + x)(y + . + x3)^ + . + 2.3)^ + 2x)(y + 2. + .5),

dont les arbres de désingularisation Ti et Ta sont :

2i T2
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PROPOSITION. — Les formes de Seîfert rationnelles Ai et A^ associées
aux germes de courbe plane g\ et g^ sont isomorphes, et donc aussi Witt-
équivalentes. Les structures isométriques sur Jïi(F(^i),Z)/ker(^ — 1) et
H\{F{g'z), Z)/ ker(t — 1) sont isomorphes et la monodromie est d^ordre fini.
Par contre, les formes de Soi fort entières Az(^i) et Az(^) ^ sont pas
isomorphes.

Démonstration. — Les arbres de désingularisation montrent que

gr^i(F(^),Q)={0};

la monodromie est donc d'ordre fini. La démonstration comporte les deux
points suivants.

(i) En prenant pour base quatre des cinq composantes de bord, on
trouve pour matrices des restrictions A^ de Ai (î == 1 ou 2) à Ker(^ — 1) :

/-7 4 1 1\ /-8 3 1 F
4 - 7 1 1 3 - 8 1 1

Bl = 1 1 - 9 4 ? B2 = 1 1 - 8 5
\ 1 1 4 -9/ \ 1 1 5 - 8 ,

La forme quadratique entière A^(^) est impaire si i = 1, paire si i = 2;
Az(^i) et Az^) ne sont donc pas isomorphes. On peut mettre —AÇ
(resp. —A^) sous forme diagonale, avec pour diagonale (1,3'11,3'5-11,5'13)
(resp. (2,2 • 5 - 11,2 • 5 • 19,2 • 11 • 13 • 19)) ; on en déduit que les formes
quadratiques rationnelles A^ pour i == 1,2 ont pour invariants :

detA?=13, sign(-A?)=4,

^n(-A9) = ^i3(-A?) == -1, Hp(-A0,) = +1,

si p est un nombre premier distinct de 2, 11 et 13 ; par suite, AÇ et A^ sont
isomorphes.

(ii) Etudions maintenant les points de rupture de Ti et T^ : les halos Q(c)
et 0(e) sont identiques, donc les structures isométriques (iïi(Dc,Z),5c,^)
et (Iî"i(De,Z), Sç.t) sont isomorphes et les invariants (déterminant 6^3 et
signatures équivariantes) de Ai et A^ associés à ^13 sont égaux. Nous allons
démontrer que la structure isométrique (Jfi(Dd,Z),6'd,^) est isomorphe à
la somme directe orthogonale des structures isométriques (H-^(Da, Z), S'a, t)
et (Iîi(Db,Z),Sb,t). Il s'ensuit que les invariants (déterminant d}i et
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signatures équivariantes) de Ai et A^ associés à 0n sont égaux et que les
formes de Seifert rationnelles Ai et A^ sont isomorphes.

La surface close Dd associée à l'arbre T^ est un revêtement ramifié
de CP1 de degré 11, ramifié au-dessus de quatre points. Avec les notations
utilisées plus haut, on peut numéroter les points de ramification dans CP1

comme indiqué, de telle sorte que e-i = e^ = £3 = 10 et £4 = 3.

Considérons les cycles :

9l = 7l - 72, 92 = (t +12 +13)^ + 74, p3 = 73 - 7i.

D'après [DM3], §1.19, les cycles g\ et ^3 engendrent H^{Dci,'Z). La relation

^7i + ^72 + ̂ 3 + 74 = 0

montre que p2 = ^91 -t- (^2 + i^)9^•l donc pi et p2 engendrent H\(Dd^ Z) car
(^2 +13) est inversible dans Z[^, ̂ ~ l]/^ll. On a donc :

Ul (.Drf, Z) = Z[t, ̂ -l]/0ll • pi ©J- Z^, t"1]/^!! • P2 •

En effet, d'après la figure, pour tout Pi{t) et P^if) dans Z[^,^~1], on a :

Sd(Pi(t)g^P2(t)g2) =0.

Cette somme directe est donc orthogonale pour 5^.

Les surfaces closes Da et D^ associées à l'arbre Ti sont des revêtements
ramifiés de CP1 de degré 11, ramifiés au-dessus de trois points (voir la figure
page suivante où l'on représente les deux copies de CP1.)

On a e\ = e^ = £3 = 10 et €4 = 3. On peut prendre g[ =71—72 (resp.
^ = (t-^-t2-^^)^-}-^) pour générateur de H^Da, Z) (resp. de H^(Db, Z)),
on trouve donc que les structures isométriques (Iïi(Dd,Z),5^) et
(HI (Da, Z), 6a, ̂ Q"1 (^i (D^, Z), 5b, ^) sont isomorphes, d'où la proposition.
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4.2. Noeuds algébriques cobordants. — Considérons les germes de
fonction holomorphe à singularité isolée suivants, où g\ et g^ sont les germes
considérés ci-dessus et n, p, q sont des entiers supérieurs ou égaux à 3 :

n

/p,g,î(^0, . . . ,^n) = 9i{zo, Z^} + ̂  + ̂  + ̂  ̂ .

J=4

THÉORÈME. — Soit ^p,ç,î Pentrelacs algébrique du germe fp^q^ ;
supposons que p et q sont des nombres premiers distincts supérieurs ou
égaux à 17; alors les nœuds algébriques Kp^q^ et Kp^q^ sont cobordants et
non isotopes. De plus, la monodromîe associée est d'ordre fini.

Démonstration. — Notons Ap^q la forme de Seifert du germe z^ + ^j,
on a alors, d'après K. Sakamoto [Sa],

A(/p^= (-1)^^)0 A,,,,.

Utilisant [DM2], §§1.4 à 1.7 et l'hypothèse sur p et ç, on trouve que
les formes de Seifert A(/p^i) et A(/p^^) sont Witt-équivalentes et que
les nœuds algébriques K(fp^q^) et K{fp^q^) sont des nœuds sphériques
cobordants. La monodromie associée à ̂  est d'ordre fini, il en est donc de
même pour fp,q,i'

II reste à démontrer que ces nœuds ne sont pas isotopes, en démontrant
que les formes de Seifert ne sont pas isomorphes. Le point de départ est le
résultat obtenu en 4.1 : Az(^i) et Az(p2) ne sont pas isomorphes. La forme
de Seifert du germe z i—^ z^ admet pour matrice

/ 1
-1

0

V o

0
1

-1

0
0

* •

0
1

-1

0\

0
0
I/
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dans la base {w^ tw^..., ̂ p~2îZ7} où l'on note w un générateur de
Z^^"1]/^^). On note de même \ un générateur de Z^,^"1]/^^), en un
générateur de (Z[^, ̂ -l]/(^ + l))0^"3^ et Mn,p,q le module de monodromie
entière associé au germe

^+^+E4
j=4

En notant ci le premier élément dans la base de Ker((t — 1); 7fi(F(^i), Z))
utilisée en 4.1, on a :

Az(/p,g,l)(Cl 0 W 0 ̂  (g) (^, Ci 0 W (g) ̂  (g) (^) = (-ir"^.

On voit donc que la fonction

Ker((t - 1); Iîi(F(^i),Z)) 0 Mn^q —— Z,
a;i—> A^(fp^)(x,x),

peut prendre des valeurs impaires. Au contraire, la fonction

Ker((^ - l);^i(F((72),Z)) 0 Mn^q —— Z,
a;i—> A^(fp^)(x,x),

ne prend que des valeurs paires puisque la forme quadratique A^(g^) est
paire. Il s'ensuit que Az(/p^i) et A^(fp^q^) ne sont pas isomorphes et que
les nœuds K(fp^q^) et K(fp^q^) ne sont pas isotopes.

4.3. — Nous dirons qu'un germe de courbe plane g a un arbre de
désingularisation symétrique si g est le produit de deux germes g\ et g^ qui
ont le même type topologique et dont les cônes tangents sont trans verses et
réduits à une seule droite.

PROPOSITION. — Si le germe de courbe plane g a un arbre symétrique^
la classe d^isomorphisme de A°{g) et les signatures équîvariantes déter-
minent la forme de Seifert A(g) à Witt-équivalence près. En particulier, les
invariants d^ de A(g) sont donnés par la formule :

d^ = (-l^fc/m)^1)^

Démonstration. — Notons r = r(m) le plus grand entier tel que ̂
divise A-i (remarque : A-i est un carré). D'après l'hypothèse de symétrie,
la forme hermitienne S^ admet dans une base bien choisie une matrice
diagonale de la forme (où ^ i , . . . , 4(m) € Lm) :

Diag((A^ - A^i,..., (\m - V)4(m),
(^m ~ -\n )^lî • • • ? (^m ~ ^rn )^r(m))'
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Mais (\m - A;,1)2 = -1 dans Km/N^/^K^ donc ̂  = (-1)^).
D'autre part, on voit facilement, en considérant l'arbre T{g), que
i^e^/m)^1) a la même parité que r{m).

Remarque. — La forme de Seifert A est déterminée à Witt-équivalence
près par une liste d'invariants beaucoup plus courte que la liste d'invariants
qui détermine A à isomorphisme près, tout particulièrement si le germe a
un arbre symétrique. On peut donc conjecturer qu'il existe des germes de
courbe plane <Ï>i et ^2 dont les formes de Seifert sont Witt-équivalentes
et tels que z^o(^i) 7e ^0(^2), où VQ désigne la multiplicité du germe en 0.
Considérons les germes

fi(ZQ, . . . , Zn) = ̂ ( l̂) + ̂ 2 + • • • + 4^

où p2? • • • îPn soï^ des nombres premiers distincts assez grands, i = 1 ou 2
et n >_ 3. On a donc i^o(fi) = ^o(^z) et, en suivant 4.2, on est conduit à
poser la question suivante, variante « à cobordisme près » de la conjecture
de Zariski.

Question. — Existe-t-il des germes de fonction holomorphe à singu-
larité isolée /i, /2 : (C7^1,0) -^ (C, 0) dont les multiplicités z/o(/i) et ^o(/2)
sont distinctes et dont les entrelacs algébriques K(fi) et K{f^) sont des
noeuds (sphériques) cobordants?
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