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PERTURBATIONS VISQUEUSES
DE PROBLEMES MIXTES HYPERBOLIQUES
ET COUCHES LIMITES

par Olivier GUES

Introduction.

On s’intéresse au probléme mixte avec conditions aux limites de
Dirichlet, pour des problemes paraboliques qui sont de petites per-
turbations «visqueuses» de systémes hyperboliques multidimensionnels
(teR, z=(x1,...z,) ER") :

Hu® = F(t,z,u®) + efu® dans [0,7]x Q,
(0.1)
ufag = 0, uf{o}xn = O

Dans le systéme (0.1), H est 'opérateur hyperbolique symétrique
Ao(t,z) 8/0t + Y A(t,z) 8/0z; + B(t,z)
1<jgn
et £ un opérateur du second ordre elliptique en espace
£ = Z 6/81'1 E,;,j(t, .’E) 8/8acj,
1j<n

les matrices E; ; étant symétriques. Dans cet article Q@ = {z,, > 0} mais
les résultats s’étendent au cas ou §2 est un ouvert connexe situé d’un seul
cOté de son bord C*°. Les solutions que ’on considere sont C*° et locales
en temps.

Mots-clés : Perturbations visqueuses — Couches limites — Problémes mixtes hyperboli-
ques non linéaires.
Classification math : 34B15 — 34E20 — 35L50 — 35K50.
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Notre but est de décrire le comportement de la solution u®(t,z)
lorsque le parameétre de viscosité (¢ > 0) tend vers zéro. Il s’agit 1a d’un
probléme de perturbation singuliére pour lequel une «couche limite» se
forme au voisinage du bord [0,T] x 9.

Le résultat principal affirme d’une part que la solution existe pour
tout € €]0, o] sur un domaine [0, 7] x Q indépendant de ¢, et d’autre part
que u® admet sur ce domaine un développement asymptotique de la forme

=k

(0.2)  wi(tz) =) (VE) UW(tze/e9/VE)+ (Ve )H1O(),

=0

pour tout ¥ € N. Dans cette formule, les profils U (t,z;2;60) sont des
fonctions C*° admettant une limite & I’infini en 2 et 6 notée U’ (t,z) et
o(t,x) € C®°(R™;R) est telle que @ = {p > 0}, 82 = {p = 0}. On
obtient ainsi une description tres précise de la couche limite. En particulier
si on note u® := U° la limite & I'infini du premier profil, il résulte du
développement (0.2) que :

(0.3) u® converge vers u® lorsque € — 0,

la suite u® restant bornée dans H/2([0,T] x Q) N L°([0,T] x Q) et la
convergence (0.3) ayant lieu dans H*([0,7] x Q) pour tout s < 1/2 et
dans LY _([0,T] x Q) si 1 < p < oo. On obtient également des estimations
optimales sur les vitesses de ces convergences.

La démonstration du résultat principal comporte essentiellement deux
étapes. La premiére consiste & construire les profils 4’ de maniére & ce que
les sommes partielles

i=t

a(t,z) = Y (VE) U(t,z50/50/VeE),

=0

forment des solutions approchées de (0.1). On doit pour cela résoudre une
cascade d’équations de profils d’un type original, présentant des analogies
avec celle des équations B.K.W de l’optique géométrique semilinéaire
([JR]). On doit aussi résoudre des équations de type hyperbolique-paraboli-
que en controlant la décroissance (rapide) & linfini dans les variables
rapides. La deuxiéme étape consiste & montrer que la solution exacte est
bien de la forme a® + O(e*) pour un certain k inférieur & £. On utilise
alors les méthodes d’estimations conormales des systémes hyperboliques
combinées aux estimations paraboliques.
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Les équations des profils /7 montrent en particulier que U°(t, ) est
solution d’un probléme mixte hyperbolique semilinéaire

HU® = F(t,z,U°) dans [0,T]xQ,
(0.4)
BU° o0 =0, U°|0}xa=0

ou la matrice B définit des conditions aux limites maximales dissipatives.
Nous traitons les cas o le bord 9 est non caractéristique pour H et le
cas ou 0f) est caractéristique de multiplicité constante.

Dans le cas linéaire on retrouve en le précisant un théoréme de C.
Bardos et J. Rauch ([BR], 1982) affirmant la convergence de u® vers u°®
dans H*, pour s < 1/2. Dans un travail antérieur C. Bardos, D. Brézis et
H. Brézis ([BBB], 1973) avaient identifié les conditions aux bord pour le
probléme hyperbolique limite et établi la convergence faible dans L? de u®
vers u°. Cette question est également exposée dans ’ouvrage de J.-L. Lions
([L], 1973, chap.5). Néanmoins, méme dans le cas linéaire, le développement
(0.2) et ses corollaires, comme le fait que u® soit bornée dans H/2 et L,
la convergence LY _ ainsi que les estimations sur u® — u°, sont des résultats

nouveaux.

loc

Bien entendu, si les références qui précedent concernent strictement le
probléme (0.1), les travaux concernant des problémes voisins de perturba-
tions singulieres ou de couches limites sont extrémement nombreux. Outre
le livre déja cité de J.-L. Lions, on dispose par exemple pour le cas scalaire
des résultats de N. Levinson [Lev] (1950), M. I. Vishik, L. A. Lyusternik
[VL1], [VL2] (1957), O. Oleinik [O] (1967), C. Bardos [Ba] (1970), A. M.
I’in [I] (1992).

1. Exposé des résultats.

Notations préliminaires. — On désigne par (¢, z) la variable de R**™
outeRetz=(z1, --,2,) € R". On note y = (1, -+, Zn—1). Pour tout
réel T > 0 nous noterons Qr = {(t,z) €e R™*" |0 <t < T, z, > 0) et
I'r={(tz) e R"*"|0<t<T, z,=0).

Considérons dans R!*™ un opérateur hyperbolique dans la direction
du temps,

H = Ao(t,z) 8+ Y _ Aj(t,x) 8; + B(t,z).
1
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Les matrices A;,5 = 0,---,n et B sont de taille N x N, C* de leurs
arguments, constantes hors d’un compact de R!*", les matrices Aj étant
symétriques, Ao définie positive. On se donne une fonction F'(t,z,u)
dépendant de fagon C™ de ses arguments (t,z,u) € R!*" x RV, & valeurs
dans RV et telle que F(¢,,0) est dans 'espace de Sobolev H*®(R*"). On
s’intéresse au probléme de Dirichlet dans le demi-espace {z,, > 0} pour une
perturbation parabolique de H. De fagon précise on se donne un opérateur
différentiel linéaire du second ordre, elliptique en les variables d’espace

E= Z& Ei,j(t,.'li) 8j,
1

ol les matrices E; ; sont de taille N x N, C* constantes hors d’un compact,
réelles symétriques et vérifient pour tout (t,z) € R+

Y & & Eiy > ldpy, VE=(&,-,&) R, | =1
i,

Le probléme est de décrire le comportement, lorsque € > 0 tend vers zéro,
de la solution u¢ (C°, locale en temps) du probléme mixte semilinéaire

—e&uf + Huf = F(t,z,u®) dans Qr,
PM(e, T)
ufp, =0, uj_o=0.

Pour que de telles solutions réguliéres puissent exister, on doit faire des
hypothéses de compatiblité sur les données du probleme. Pour cela nous
supposerons que

(1.1) F,., =0,

de sorte que les conditions de compatibilité sont automatiquement vérifiées.
Le probleme PM(e,T') est alors celui de ’évolution dans le futur de
la solution nulle dans le passé, perturbée par un terme de source qui
«s’allume» & l’instant 0. A

Dans ces conditions, la théorie des problemes mixtes paraboliques
([LSU], [KL]) assure que pour tout € > 0 il existe un unique u® € H*®(Qre)
pour un 7*¢ €]0, co] maximal, solution de de PM(g, T¢). On note H°(Qr<)
I’espace de Sobolev usuel. On se pose alors les questions

Q1 : existe-t-il un réel T > 0 tel que T¢ > T, Ve €]0,1] 7

Q2 : peut-on décrire le comportement de u® lorsque € — 0, (¢ > 0) au
moins pour des temps petits 7
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Afin de décrire les résultats nous devons introduire quelques nota-
tions. Nous noterons R(t,y) = ,11,/3(t,y,0) et A(t,y) = R71A,(t,y,0)R™L.

Les sous-espaces suivants jouent un réle important,

E4(t,y) = Y ker(A(t,y) — AId)

A>0

E_(t,y) = Z ker(A(t,y) — Ald)
A<0

Eo(t,y) = ker A(t, y),

de sorte que E, (t,y), E_(t,y), Eo(t,y) sont deux & deux orthogonaux et
que pour tout (t,y) € R", E,(t,y) ®E_(¢,y) ® Eo(t,y) = RM. On appelle
P, (t,y) (respectivement P_ et P,) les projecteurs orthogonaux de R" sur
E4(t,y) (respectivement E_(¢,y) et Eqo(t,y)). Nous faisons ’hypothese de
multiplicité constante sur le bord :

HypoTHESE 1.1. — Les espaces vectoriels E (t,y), E_(t,y), Eo(¢,y)
sont des fibrés C*° sur R™. Nous noterons respectivement d,d_,dy leurs
dimensions, qui sont indépendantes de (t,y) € R".

On fait dans [G1] ’hypotheése plus restrictive de multiplicité constante
dans I’espace entier ce qui permet quelques simplifications. Une observation
de base est la suivante :

LemMmE 1.2 ([BBB]). — Les conditions aux limites PyR ), _, =0
sont maximales dissipatives pour 'opérateur H dans {z, > 0}.

Rappelons que cela signifie que la forme quadratique (A, , ) est
négative sur kerP, R, et que kerPy R est un sous-espace de R" maximal
pour cette propriété. Il résulte du lemme 1.2 que le probléme mixte
hyperbolique semilinéaire avec les conditions aux limites PR v, _, =0
est bien posé, localement en temps :

THEOREME 1.3 ([G2]). — Il existe T, > 0 et un unique u® € H®(Qr,)
solution du probléme mixte hyperbolique semilinéaire H u® = F(t,z,u°)
dans Qr,, PrRuf., =0, uf_o =0.

On fixe pour toute la suite T, > 0 et u® comme dans le théoreme 1.3.
Le théoreme suivant, qui est I'un des résultats principaux de cet article,
répond (oui) & la question Q1 et donne une réponse partielle & Q2. On
note H*(Qr) 'espace de Sobolev usuel.
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THEOREME 1.4. — Il existe T €]0,T,), et €, > 0 vérifiant les propriétés
suivantes :

1) Pour tout € € )0,¢,), le probléme mixte PM(e,T) posséde une
unique solution u® € H*®(Qr).

2) La famille u¢, 0 < € < &, est bornée uniformément dans H'/?(Qr)
et u® converge vers u°, lorsque € — 0, dans H*(Qr) pour tout s < 1/2. On
a en outre les estimations suivantes :

(1.2), | u€ —u® | oap)< s €/%7%, Vs €[0,1/2] si dp =0,

(1.2)p [l u® —u® |moqap)< cs €472, Vs €(0,1/2] si do #0,

le réel c, étant indépendant de €. En géneral u® ne converge pas dans
HY?2(Qr).

3) La famille u®, 0 < € < &,, est bornée uniformément dans L> (Qr).
Pour tout compact K de Qr, u¢ converge vers u°, lorsque ¢ — 0, dans
LP(K) pour 1 < p < oo avec les estimations : || u® — u® ||Lo(x)< ck,p €17
sido=0, et <cxpe/Psid>1.

Remarque. — La démonstration du théoreme 1.4 montre que les
estimations de u® — u°® dans H® ou L? sont optimales.

Il est intéressant de comparer le résultat du théoréeme 1.4 avec ce
qui se passe dans le cas du probléme sans bord, c’est-a-dire dans le cas
du probléme de Cauchy. Les travaux de T. Kato [Ka], S. Klainerman et
A. Majda [KM], montrent que dans le cadre du probléme de Cauchy, la
réponse 3 la question analogue & Q1 est «oui ». Pour la question analogue
a Q2 la réponse est que, si 'on introduit la solution u° du probleme
de Cauchy hyperbolique H u°® = F(t,z,u°) et uft=0 = 0, alors il existe
T > 0 tel que v* — u° dans H*([0,T] x R™) pour tout réel s. En
outre ces résultats sont valables dans le cas plus général ou le systéme
hyperbolique H est quasilinéaire. Au contraire, dans le cas du probléme
mixte PM(e, T) la situation est différente : la convergence forte est limitée
a4 s < 1/2. L’interprétation «pratique» de l'obstruction & la convergence
dans H/2(Qr) est qu’il se forme une couche limite au voisinage du bord
lorsque € — 0, dans laquelle la différence u® — u® reste «importante» et
empéche la convergence.

Dans le cas linéaire, c’est-a-dire lorsque F' ne dépend pas de u, et sous
I’hypothése que A, est de multiplicité constante au voisinage du bord, le
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fait que u® converge vers u°® dans H*(Qr) pour tout s < 1/2 est un résultat
connu, dii & C. Bardos et J. Rauch ([BR], 1982). Le théoréme de C. Bardos
et J. Rauch compléte des travaux antérieurs de C. Bardos, D. Brézis et
H. Brézis ([BBB], 1973) qui ont identifié les conditions au bord pour le
probleme hyperbolique limite (Lemme 1.2) et établi la convergence faible
dans L? de u® vers u°. Cet aspect de la question est également exposé dans
louvrage de J.-L. Lions ([L], 1973), chap.5 (voir également 1’exemple du
paragraphe 2.2 page 366). Signalons qu’un raisonnement analogue & celui
de C. Bardos et J. Rauch est utilisé dans le travail de M. Bézard ([Bé], 1992)
pour la perturbation visqueuse —e(A;)® du systéme de Maxwell linéaire.
Néanmoins, méme pour le probléme linéaire, le fait que u® reste borné
dans H'/2(Qr) et dans L> (), ainsi que la convergence dans L pour
1 < p < oo et les estimations de u® — u°, en norme || ||gs ou| | z», sont
des résultats nouveaux.

Le théoreme 1.4 est en fait une conséquence d’un théoreme plus
précis qui décrit le comportement de u® «dans la couche limite» et qui
constitue le résultat principal de cet article. Il s’agit d’'un développement
asymptotique & trois échelles de u® : ’échelle «lente» des variables (¢, ),
une échelle «rapide» en z, /e et une échelle «intermédiaire» en z,//€. Le
développement fait intervenir des fonctions (les profils) qui dépendent des
variables t, z et de deux variables rapides notées z € [0, +o0[ et 8 € [0, +o0]
correspondant respectivement & z,/¢ et z,//E.

Pour tout ouvert  de R!*™, nous désignons par P () I’espace des
fonctions U : 2 x R, x Rg — RY, qui admettent une décomposition de la
forme

(1.3) U(t,z;2;0) = alt, z) + b(t, z; 0) + c(t, z; 2) + d(t, z; 2; 0)

A,

ou

ac H®(Q), be H®(Q:S(R})) , ce H®(Q: S(R}))
de H®(Q: SR xRY)),

la notation S désignant I’espace de Schwartz des fonctions C*° & décrois-
sance rapide & linfini. L’espace P () s’identifie & ’espace de Fréchet
H®(Q) & H®(Q: S(Ry)) @ H(2: S(R})) & H®(2: S(R] x RY))
et dans la décomposition (1.3) les fonctions a,b,c,d sont déterminées de
maniére unique et s’expriment en fonction des limites en z ou 6 en +oo
de U. En particulier la fonction a(t,z) de la décomposition (1.3) s’obtient

comme la limite de U lorsque z — oo et § — oo. Nous la noterons Y au



980 OLIVIER GUES
lieu de a, et nous noterons U* la «fluctuation» U — U :

U= lim u , U=Uu-U4Y.

(z,6)—(00,00)

A la différence de [G1], nous incluons ici la décroissance rapide & I'infini
(en les variables z et 6) dans la définition des profils.

Le résultat principal de cet article est le suivant :

THEOREME 1.5. — Il existe T €]0,T,], €, > 0 ainsi qu’une suite
U, j e N, d’éléments de P (Qr) tels que pour tout € € |0, ¢,), le probléme
mixte PM(e,T) posséde une unique solution u¢ € H>®(Qr), et celle-ci
admet le développement asymptotique suivant, pour tout entier k et en
tout point (t,x) de Qr :

=k

(14)  wi(t,2) = Y (Ve Y U (t,2530/e;0n/VE ) + (VE ) Re(t,2),

=0

avec || Re ||z=(p)< cte, || Re [|lam@p)< em(1 +&7™+/2) ¥m € N. De
plus, le premier profil U° vérifie U°(t, ) = u®(t, ) ol u® est donnée par le
théoréme 1.3.

Début de la preuve du théoréme 1.4.— Le premier point du théoreme
1.4 est explicitement contenu dans le théoreme 1.5. Nous déduisons aussi
les points 2) et 3) du théoréme 1.5, dans le cas dy # 0. Soit &/ un élément
de P (Qr), et v¢ :=U (t,z;x,/€;Tn/+/€ ). Suivant la décomposition (1.3),
U s’écrit a+ b+ c+d et pour estimer v* —UY dans H® on estime chacun des
termes b¢ := b(t, T; Tn/\/E ), 1= c(t, z;Tn/c) et d° := d(t, T; Tn/\/E; Tn/€)
dans H?®. Traitons par exemple le dernier cas. La fonction d est un
glément de H*®(Q x R} x R}) qui pour tout réel s est contenu dans
L?(I'r x R} : H*(R} x R])). En prenant s > 1 on voit que d est dans
L?2(I'r x Ry : L*°(R} x R})). Le changement de variable z,/c — z
montre alors que

Id° llz2(@m)< ctee'/? | d “Lz(rTxR;‘:Lw(Ri,,xRt))'

Lorsque ’on dérive une fois d°, le méme calcul montre cette fois que
| d° |z < cte et /2 = cte e71/2. On en déduit par interpolation
entre L2 et H' que || d° |gsar) < ¢s €1/27%, pour tout s € [0,1/2]. On
trouve la méme estimation pour la fonction c. Pour estimer b° on procede
de maniére analogue mais avec le changement de variable z,,/\/e — 0, ce
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qui donne ’estimation

” b ”LZ(Q’I‘)< cte 61/4 “ b “L2 (FTXR;-IL“’(R:"))’

la norme H' étant majorée par cte e~1/4. L’interpolation conduit cette fois
a Destimation || b || gs(n,) < ¢s €/47%/2. En appliquant ces majorations
au premier terme du développement (1.4) on obtient les estimations (1.2).
Les mémes changements de variable (et la décroissance rapide & 'infini qui
assure cette fois I'intégrabilité L') montrent que

I ey + I d Ny < ctee, |65 ||y < cte /2,

et par interpolation avec L*° on en déduit les estimations LP du théoréme
1.4, dans le cas dy # 0. Ces calculs montrent aussi que pour U € P (1),
on a la majoration || ve || gm ()< cte (1+e~™+1/2), ce qui est précisément
Pestimation vérifiée par le reste R,. O

Cependant le développement (1.4) ne suffit pas pour déduire les
estimations données dans le théoréme 1.4 dans le cas ou dg = 0. C’est une
analyse plus détaillée des profils U’ (et en particulier de °) qui permet de
compléter la preuve du théoreme 1.5. Nous terminons donc cette section
en explicitant le calcul de U° ce qui permettra en outre de préciser le réel
T du théoréme 1.5 (ou 1.4).

Pour cela, introduisons la fonction V (t,z;2z) = R™1(t,v)S(t,z; 2)

dépendant de la variable z € [0, +o0[, ou S.est I'unique solution telle que
lim S =0 du systéme différentiel linéaire

z—+00

(1.5)q 838 = A9,S dans Qr, X Rj,

(1.5)1, S|z=0 = —P_Ru°.

Pour écrire explicitement V fixons une base (ri(t,y),...,rq_(t,y)) de

E_(t,y) constituée de vecteurs propres C™ de A(t,y) associés respecti-
vement & des valeurs propres strictement négatives A1 (t,y),...,Aa_(t,y) :

Arj=XNrj, Vie{l,...,d_}, V(ty)eR"

La projection de Ru®(t,z) sur E_(t,y) s’écrit

d_
(P-Rw°)(t,z) = Zaj(t, z) r;(t,y)
1
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ou les a; sont des applications C*° de Q1 dans R. Alors :

d
(1.6) V(t,z;2) = —R”I.Zajez’\frj .
1

THEOREME 1.6. — Si le bord {z, = 0} est non caractéristique pour
'H c’est-a-dire si dg = 0, on peut prendre T = T, dans le théoréme 1.5. De
plus, U° = u°(t,z)+V(t, x; 2) dans P (ot ) et seule I’échelle rapide en x,, /e
intervient dans le développement asymptotique (1.4) de uf, c’est-a-dire que
(Vj € N), U ne dépend pas de 6, U**! = 0 et pour tout € €]0,¢,], k € N :

j=k

(1.7) uf(t,z) = Zej UH (t,z; 20 /) + ¥T1Qc (¢, ),

i=0
avec || Qe [l=(ar,)< cte, || Qe llam(@r,)< em(l +&7™F1/2),¥m € N.

En particulier le comportement principal de u® dans le cas non
caractéristique est donné par le développement (1.7) au premier ordre, qui
s’écrit :

(1.8) uf(t,z) = u(t,z) + V (t,z; 20 /) + Qe (t, )

ot || Qe |l (ar)< & Il Qe llz2(r)< c €2, || Qe I (@r,)< c 672
Fin de la preuve du théoréme 1.4. — Le théoréme 1.6 permet de
compléter la preuve du théoréme 1.4 en montrant les estimations H*®
et LP dans le cas ou dy = 0. En effet les profils ne dépendent plus
que de la variable 0 et les calculs déja effectués montrent que dans ce
cas U(t,x;xn/e) — U est majoré en norme L2(Qr) par cte €'/? et en
norme H'(Qr) par cte e~'/2. Les estimations (1.2), s’en déduisent par
interpolation et grace au développement (1.7). On procéde de maniére
identique pour les estimations LP(K). o

Lorsque le bord du domaine est caractéristique pour H la description
de la solution fait intervenir un profil supplémentaire que nous allons défi-
nir. La formule de Taylor entraine que A, (t,z) = A, (t,y,0) + z, A%(t,2)
ot A, est une matrice & coefficients C*° bornés, ayant toutes leurs dérivées
bornées. Notons (lorsque do # 0) K := Py R~! A’ R~ P, et H I'opérateur

H (t,,0;0;,0,,00) =Po R"'H R™' Py + K 60,.

L’opérateur H est tangent & I’hypersurface {z, = 0} puisque la matrice
PyR~! A, R™! P s'annule identiquement sur {z,, = 0}. Soit Fg(t,,u) :=
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R71F(t,z, R 'u) et G(t,z,u,v) := Fg(t,z,u+v) — Fr(t,z,u). On a alors
le résultat d’existence qui suit :

THEOREME 1.7. — Supposons do > 1. Il existe Ty €]0,T,] et une
unique solution ¥(t, z; 0) appartenant &4 H* (Qr,xS([0, +00[)) du probléme

(1.9) (Po—1Id) ¥ =0,
(1.10) (—82+H) ¥ = PyG(t,z,Ru®,¥ ) dans Qg x [0,400],
(1.11) Vig—o = —PoRu®, ¥;;—o=0.
Remarque. — Dans [G1] on introduit un opérateur analogue & H

mais qui ne contient pas de termes en 69y ni en 9,. Ceci est rendu
possible grace & une hypothése renforcée de multiplicité constante (Lax-
Phillips [LP]) faite dans [G1], (ainsi que dans les travaux [BBB] et [BR]).
Une conséquence de cette différence est que dans [G1], les profils sont
a décroissance exponentielle & 'infini (en z et ), comme on le voit en
cherchant W de la forme e ®W, W € H*, ([G1]). Dans le cas présent, a
cause des termes en 09y contenus dans H, nous démontrons seulement la
décroissance rapide des profils.

Notons W := R~!W¥. On montre le résultat suivant qui d’une part
précise le réel T du théoreme 1.5 dans le cas caractéristique, et d’autre
part explicite le premier profil U° :

Théoreme 1.8. — Si le bord est caractéristique pour H, c’est-a-
dire si dy # 0, alors on peut prendre T = T) dans le théoréme 1.5 et
U° =u°(t,z) +V (t,z;2) + W (t,z;0) dans P (Qry).

Lorsque k = 0 la formule (1.4) décrit le comportement principal de
uf. En vertu du théoréme 1.7 elle s’écrit dans ce cas :

(1.12) w®(t,z) = u(t,z) + V (t,x;2Tn/€) + W(t, T;Tn/VE ) + VERL(L, T)

ot || Re lz=@r< & |l Re l2@@r< c €, || Re llmrary<ce /4
Structure de la couche limite. — Le premier profil U° s’écrit
u +V (t,z;2) + W (t,z;0) et v*(t,z) = u°(t,z) + V (t,z;2,/¢) +
W (t,z;zn/\/€ ) + O(y/e ) dans L. Les équations des profils mon-
trent (formules (1.6) et (1.9)) que V et W sont polarisés au sens ou
V (t,x;2) € RT'E_(t,y) et W (t,z;0) € R~'Eo(t,y) pour tous (t,; 2;6).
En outre les équations de V sont linéaires alors que celles de YW sont non
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linéaires. Les fluctuations de V (¢, z; z,/€) décrivent une couche limite non
caractéristique, a comportement linéaire et d’épaisseur caractéristique e.
Les fluctuations de W (¢, z; z,, /+/€ ) décrivent une couche limite caractéris-

tique dont I’évolution est non linéaire et dont 1’épaisseur caractéristique est
1/2
gt/e.

Commentaire. — En rappelant les résultats connus, nous n’avons fait
référence qu’aux travaux concernant strictement le probléeme considéré.
Bien entendu, les travaux concernant des problémes voisins de couches
limites et de perturbations singuliéres sont trés nombreux et nous renvoyons
par exemple le lecteur aux travaux de N. Levinson [Lev] (1950), O. Oleinik
[O] (1967), M. L. Vishik, L. A. Lyusternik [VL1], [VL2] (1957, 1960), C.
Bardos [B] (1970), J-L. Lions [L] (1973), A. M. II'in [I] (1992), ainsi qu’aux
bibliographies de ces ouvrages.

2 La solution approchée.

Dans toute la suite nous noterons parfois 9y au lieu de ;.

2.1. Preu've du théoréme 1.7.

Nous démontrons un théoréeme de prolongement qui entraine le
théoréme 1.7. Pour T > 0 on note wy = {(¢,z) e R1*" | -1 <t < T, z,, >
0) et v7 = {(t,z) e RM*" | =1 <t < T, z, = 0). Si  est un ouvert de
R*" on note N(Q;Ry) 'espace des fonctions b(t,z,0) € H*(Q x Ry)
telles que

(2.1.1) 0% 07,9 b€ LP(AxRY), VkeN, VaeN"t2

Le théoréme de plongement de Sobolev entraine que les éléments de
N(;RJ) sont & décroissance rapide en 6 a linfini et que N(QRY)
coincide avec H*®(Q : S(R{)), la notation S(R;) désignant 'espace de
Schwartz des fonctions de C*°([0, +oo[; R) & décroissance rapide en +o0.

Soit f(t,z,p, W) € C°(R™*" x RN’ x RY) & valeurs dans RY telle
que f(t,z,0,0) = 0 et p(t,z,0) € N(wr,;R}) & valeurs dans RY'. On
suppose que f|,_, = 0. L’objet de cette section est de démontrer le résultat
suivant :
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TueorEME 2.1. — Il existe T €]0,7T,] et un unique W € N (wr; Ry)
a valeurs dans RN tel que

(Po—Id) W =0,
(2.1.2) (-02+H )W =Py f(t,z,p,W) dans wr xR},

Wite=0y =0, W xrs =0,

et si f est linéaire par rapport 4 W on peut prendre T = Tj,.

Preuve du théoreme 1.7. — Avant de démontrer le théoréme 2.1
montrons comment on en déduit le théoréme 1.7. Comme F,_, = 0, u°
se prolonge par 0 dans ¢ < 0 en @° € H%(wr,) solution de H 4° =
F(t,z,4°) dans wr,, PrR @, = 0. Notons q(t,z,f) = —PyRu’e™®
qui vérifie Pog = q et q € N (wr,; RY). On cherche alors ¥ sous la
forme ¢ + W ou W doit vérifier (Py — Id)W = 0, (-0 +H ) W =
PyG(t,x,Ru°,q+ W) + 03¢ — H ¢,Wjgp—o = 0, W, = 0. On résoud
ce systeme de fagon unique gréace au théoreme 2.1 ou la fonction parameétre
pestp= (07,495 |a| <1) € Nwr,;RY). O

Nous démontrons maintenant le théoreme 2.1. Intoduisons une base
orthonormée (pour le produit scalaire usuel) de RY, (e1(t,z),...,en(t,z))
ol les e;(t,z) sont des fonctions C™ telles que (e;;1 <4 < do) est une base
de Eo(t,y) et (e;;do +1 < 7 < N) une base de E_(¢t,y) + E+(¢,y). Soit
Q@ la matrice N x N orthogonale dont les colonnes sont les e;,1 < i <
N :Q = [er,...,en] € C®°(R"™ : ORY)). Considerons la nouvelle
inconnue W(t, z) définie par W(t,z) = Q(t, a:)W(t z), soit W = Q'W.
Notons Wy := (W1,...,Wa,) € R% et Wit := (Wat1, ..., Wy) € RN =%,
La condition (P — Id)W = 0 s’écrit Wi = 0 ou encore W = (W7,0).
Le systeme (—02 + H)W = Pyf(t,z,p, W) est alors équivalent apres
multiplication a gauche par Q*; & un systéme dy x do que l'on écrit
(-2 +X)W; = g(t, z, p, Wr). L’opérateur X est un operateur hyperbolique
symétrique qui s’écrit

X= )" Cj(t,2)8; + Cnii(t,x)00s.

0<j<n

Les matrices Cj(t,x) sont symétriques de taille do x do, extraites res-
pectivement des matrices Q*P°R™1A;R™1PyQ (si j < n) et Q*Cpri1Q
(si 7 = m + 1), Co(t,z) étant définie positive. De plus C, vérifie
Cn(t,y,0) = 0, c’est-a-dire que (—93 + X) est tangent & 'hypersurface
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{zn = 0}. Tout revient donc & démontrer l’existence et l'unicité d’une
solution dans NV (wr;Ry) & valeurs dans R% du probléme

(—63 + X)U = g(t,.’l:,p, U) dans wr,
(2.1.3)

Ulto=0y =0, Ujyoxmy =0-

Nous commencons par les estimations L? pour le probléme linéaire. Pour

A > 1 on introduit les normes & poids | U | L2 (wrxRF)'=
| e~ MU ”L?(waR';) et 'on note ("‘>L§(waRe+) le produit scalaire dans

lespace L?(wr x R}) muni de la mesure e~2* dt dz db.

PropPosITION 2.2. — Il existe ¢ > 0 tel que pour tout T € [0, T,), pour
tout h € L?(wr x RY), hwoxry = 0, il existe un unique U € L*(wr x R})
tel que 8pU € L?(wr x RY) vérifiant

(-62+X)U=h dans wr xR{,
(2.1.4)

Ujto=0} =0, Ujyoxrt =0

De plus pour A > con a

2 2
(2'1'5) " OsU ”L?\(w—erz) + A ” U ”L?\(waRz') c <h’ U)L2 2 (wrxRY)"

Démonstration. — Soit x € C*°(R;R), x(0) =0si 0 <1, x(6) =2

sif >2et| x |< 1 Pour ¢ > 0 notons x,(0) = x(0 — o) + 0 et
n

o = 2.C;0; + Cnt1 Xo(0) Op. L'opérateur P, := —63 + X, est &
0

coefficients C™ constants hors d’un compact et est de type hyperbolique-

parabolique. Notons h, € C§°(wr x Ry), ho woxRY = 0, une famille de

fonctions régulieres telles que h, — h dans L? (wT x R}) quand o — oo.

Soit or = {(t,z) R"'/ -1 <t < T} et hy le prolongement de ho
a C§°(wr x Re) par 0 dans {z, < 0}. Le probleme P,U, = h, dans

o X Ro: Ug|{9 =0} = 0, U0|woxR+ = 0 posséde une unique solution
U, € L*(wr xRy) telle que 9U, € L?(@r xRy ([L], [KL)). La restriction
U, = o wr xR est solution de P,U, = h, dans wr X Re s Us|{6=0} = 0,

— o=t
lewoxR;" =0. Posons V, := e~ MU,, alors V,, vérifie :

(2.1.6) -8V, + XV, + ACoV, = e *Mh.
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Soit o > 0 tel que (Cou, u)grryxry > Co || u ||{~, Vu € RN, En effectuant
le produit scalaire de (2.1.6) avec V,, et en intégrant par parties, les termes
de bord sur {z,, = 0} étant nuls car Cy(t,y,0) = 0, on obtient 'inégalité
(2.1.7)

1, — 1
| BaVs 132 + (/\Co —3 1Y °8,Cj llpe —3 | Cri1 HLoo) | Vo II3
0

< (e hy, V)12,

ou | . |z désigne || . | L2(wrxRE) € (.,.)r2 le produit scalaire associé.
En fixant ¢ > 0 suffisamment grand, on trouve que pour A > ¢, U, vérifie
Pestimation (2.1.5) pour tout o > 0. Par conséquent la famille (U, )s>0 est
bornée dans L?(wr x RY) et il en est de méme pour la famille (8pU,)s>0-
On peut donc extraire une suite Uy, , o — +00, qui converge faiblement
vers U € L?(wr x R}) tel que 8pU € L?(wr x RY) et vérifiant I'inégalité
(2.1.5). Enfin le passage & la limite 0 — oo dans ’équation P,U, = h,
donne I’équation (=82 + X)U = h, ce qui démontre la partie existence
de la proposition. La solution U ainsi construite vérifie en outre I'inégalité
d’énergie (2.1.5) par passage & la limite (6 — o) dans (2.1.5). Pour ’unicité
il suffit de montrer l'inégalité (2.1.5) pour toute solution U du systéme
(2.1.4) telle que U et 9pU sont dans L?(wr x R}). Grace au lemme de
Friedrichs ([CP],[H]) il suffit de démontrer I'inégalité (2.1.5) lorsque U est
dans C§°(wr x R;), et l'intégration par parties analogue a celle qui fait
passer de (2.1.6) & (2.1.7) démontre l'inégalité (2.1.5), le point essentiel
étant que 9p(0Cp+1) = Cpy1 € L. O

La proposition qui suit donne des estimations sur les dérivées de U
pour des normes & poids convenables. Si U € N'(wr; R}) et m € N on note

NU lmar = Z Am—lel | 95° ...05m(60p) "+ U ”Li(waR;—)’
lalgm .
et
l U |7n,/\,T = Z A e ” 68‘0 .. -83"63‘H+IU “Li(UTXR:)’

lelgm

ProposiTION 2.3. — VT € [0,T,], Vh € N(wr; RY), hwoxry =0, il

existe un unique U € N(wr;Ry) solution du systéme (2.1.4). Pour tout
m,k € N, il existe \p, > 1 et pgm > 1 tel que VA > Ay, :

Am
(218) |Ulmar + U llmar < 5% (1Rlmar + I hllmar ),
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et Vu > Ke,m *

=k
Hm,k 1
(2.1.9) | 6*U |l p < = SN mur |,
j=0

pour tout U, h € N'(wr; R} vérifiant (2.1.4).

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que U €
H®(wr x RY) et soit h = (=82 + X)U. Nous commengons par estimer
les dérivées conormales au bord {z, = 0}. Notons Z; = 9;si 0 < j < n,
Zpt1 =00 et 2% := Z§°... Z 71" pour @ € N™*2. Fixons m et T > 0.
Pour a € N™*2 | o |< m, Z°U est solution de

(2.1.10) (-0 +X) 2°U = 2°h +[X,2°) U + [-63,2%| U,

Z%Uj9=0y =0, 2°U},, =0.
En appliquant & (2.1.9) l'inégalité d’énergie (2.1.5), on obtient :

(21.11) (X" 92U floaz )® + A (Am7e || 29U Jloar )
< hllmaz + 51 (™ (2% 4+ X, 22 V) Am1ol 200 )y |

C m—la (o3 m—|a o
+ 5 | (ATl =85, ze U, amrlel 20U ) g |

Le premier terme du membre de droite de (2.1.10) se majore par
cte A7X(|| A lmaz + Il U llmaz ) || U |lm,az. Pour le second terme,
puisque [02,0;] = 0si i € {0,...,n} et [0%,60¢) = 202, le commutateur
[02, 2] U s’écrit comme une somme de termes de la forme 87 ZP U ou
| B1<| @ | —1. En intégrant par parties en 6, comme Z° U est nul sur § = 0,
on trouve que | (62 2P U, 22U )z | =1 (9 ZP U, 0p22U ez |
et donc le second terme du membre de droite de (2.1.10) est majoré par
cte A1 || 89U [lm-1,a7 | 86U [lmar < cte A2 || 8pU ||2, - En
sommant ces inégalités on obtient donc pour A assez grand

c
I 86U paz +A N U 7 s 2< T Al B lmaz + 1T llmaz} 1T lmoa,rs
et pour A > &, ¢, étant choisi suffisamment grand, on obtient

(2.1.12) VA 86U lmaz + A U llmaz < ém || B lma1
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qui contient une partie des estimations (2.1.8). Il reste & estimer les
dérivées normales 8(’,°U pour controler les normes | U |, a 1. Les termes
de la forme A\™~IAI-1 | 65"...85"69U lo,x,T, pour | B8 |< m — 1, sont
majorés par | h ||m,a,r d’aprés (2.1.12). Ensuite si a,+1 > 2 on majore
am=lel | ggo .. . 8p™ U |o,T, en écrivant any1 = p+ 2 et en exprimant

n+1
grace & 'équation que 93 U = —h + Y C;Z; U. Le terme se majore
0
alors par la somme de | h |27 et de termes de la forme
(2.1.13) AR 980 .. 2B 2U |oaT

olk=0ag+...+0an+p+2. Comme #? <1+ 6P+, Vp,qe N, on a
(2.1.14)

|85(006)7 U | < cpq | 1600y U + Y |8U|], pgeN

0<j<p+q
et on majore le terme (2.1.13) par le membre de droite de (2.1.8).

Pour démontrer les inégalités (2.1.9) on démontre en fait par récur-
rence sur p que si h € N(Qr; RY) :
j=p )
(2.1.15)p v 1 86(6°U) mur +p 1 °U lmpr < D I R llm,p7-
=0

Lorsque p = 1 la fonction V := U vérifie —82V + XV — V = 6h —
20pU. Comme || 8pU ||m,u,r est majoré d’apres (2.1.12) par || h ||m,u,r1,
lestimation (2.1.12) appliquée & V donne l'inégalité (2.1.15);. Lorsque
p > 2 la fonction V := 6PU est solution de :

(2.1.16) -0V +XV —pV =6Ph + (—p(p—1)6P"2 + 2p0°~'5,U )

p—1
=0Ph + ) _q; 85(6°V)

j=0
ou les g; sont des coefficients entiers. L’inégalité (2.1.15), résulte alors
de lestimation (2.1.12) appliquée & V. On a donc établi les estimations
(2.1.8) et (2.1.9) lorsque l'on suppose U réguliére a priori. Le fait que
U possede nécessairement cette régularité résulte ensuite de la méthode
classique ([F2], [H1], [H2], [CP]) consistant & appliquer les estimations
établies dans le cas régulier, & des régularisées de U. Les inégalités (2.1.8)
et (2.1.9) montrent alors que U est dans N(wr; Ry). La proposition 2.3
est démontrée. O
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Preuve du théoréme 2.1. — Nous pouvons maintenant démontrer le
théoréme 2.1. Dans le cas ou f est linéaire il suffit d’appliquer la proposition
2.2. Dans le cas général on cherche la solution U du systéme (2.1.3) comme
la limite des solutions du schéma itératif suivant :

(_63 +X)UU+1 = g(ta Z,Dp, UV) dans wr X R—g'-’

(2.1.17)
v+l v+1 —
Ulte=0y =0 Upoury =
initialisé avec U° = 0. Notons N{'p = | U |mar + | U [lmar et

g°(t,z) := g(t,z,p,0), qui vérifie gf .xr+ = 0- Le théoréme de plongement
wi ]

de Sobolev assure qu'’il existe une constante ¢, telle que VT' € [0, Tp], VA > 1,

siU € N(wr; RY) :

(2.1.18) IU e < cs €T Np, Vm> (n+2)/2.

11 résulte des inégalités de Gagliardo-Nirenberg & poids établies dans [G2],
qu'il existe pour tout entier m une constante k,, telle que VI' € [0, Ty],
VA2 1,81 U € Nwr;RE), || U |l < 1

(2.1.19) Nr(g(t,z,p,U)) < NYr(g°) + wmNTr(U).

Choisissons un entier m > (n + 2)/2. Soit A := Ap(1 + £m) ol Ay, est
donné par la proposition 2.3. Fixons T > 0 assez petit pour que e*7T < 2
et N/{',‘T(go) < 1. Montrons que le schéma itératif (2.1.7) est bien défini sur
wr x RY et que :

(2.1.20) NPp(UY) <1, | U |oe < 2, WweEN.

En effet (2.1.17) est vérifiée par U = 0. Supposons que U" vérifie (2.1.17).
Alors la proposition 2.3 appliquée au systéme (2.1.17) montre que :

A
N () < S NP ( 9(t,2,p,07) ).

On en déduit d’aprés (2.1.19) et grace & ’hypothése de récurrence que :
A
N (UHY) < T’" (14 Km) < 1.

Ce qui entraine d’apreés (2.1.18) que || U**! ||z= < ¢, e’T < 2¢,. La
propriété (2.1.20) est donc établie.

Nous montrons maintenant la propriété suivante : pour tout m € N
et tout k € N il existe u > 0 tel que

(2.1.21) sup,en ( Npp(U*) ) < oo,
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et, si I'on note S, (U") := Z | 6°U” ||m ., alors :
0<j<k

(2.1.22) sup (S.(Uv)) < oo

En effet, on sait que || U ||~ < 2¢; et les inégalités (2.1.8) appliquées
pour un m arbitraire fixé, montrent que

v AT"r m v
Nyr(UY) < 7( ,TT(QO) + km Nyp(U ) )s

qui donne (2.1.21) en choisissant p assez grand. D’autre part, I’estimation
(2.1.15) montre que

v c v
(2.1.23) 5,(U%) < p Su( g(t,z,p,U")),

ol ¢ ne dépend ni de p ni de v. On déduit de (2.1.21) et du théoréme de
plongement de Sobolev que, si a = (ag,...,qn42) € N2 :

(2.1.24) “ 88‘° .. .8,‘1‘“6},’"* (989)“"+2UV "L°°(waR;') < Clal » Vv € N.
Alors comme g(t,z,p,U") = ¢° + §(t,z,p,U").U% ona:
(2.1.25) Su( 9t z,p,U")) < Su(g®) + & Su(UY)

ol ¢ est indépendant de y et v. En prenant y suffisamment grand, on déduit
(2.1.22) de (2.1.23) et (2.1.25).

On peut donc extraire de la suite U” une sous-suite qui converge dans

¢, vers une solution U du systéme non linéaire (2.1.3), et les estimations
(2.1.21), (2.1.22) sont vérifiées par U qui est donc dans N(wr;R}). La
partie existence du théoréme 2.1 est établie, ’unicité résultant de I’inégalité
d’énergie (2.1.5) appliquée & I’équation linéarisée. Le théoreme 2.1 est
démontré. O

2.2. Construction des profils.

Le but de ce paragraphe est de construire la suite des profils U du
théoréme 1.5. de maniére a ce que les sommes partielles

Jj=k

> (Ve U (t, ;2 30/ VE )

—0

<
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définissent des solutions approchées de PM(e, T').

Commencons par une observation préliminaire. Soit ¢ € C*°(R*™, R)
une fonction bornée ayant toutes ses dérivées bornées, et U € P (Qr).
Considérons

ve(t,x) == p(t,x) OgU (t,T;Tn/e;Tn/VE )
et

vL(t, @) := o(t,x) OU(t, T;Tn/€; Tn/VE ).

Comme GpU = (09U )* est & décroissance rapide a l’infini, la fonction 89,4
est encore un élément de P(Qr). De méme 20U est un élément de P(Qr).
La formule de Taylor montre que ¢ s’écrit o(t, z) = ¢(t,y,0) + =, ©°(t,z),
ot1 ¢ est C* bornée avec toutes ses dérivées bornées. Les fonctions v, et
vl s’écrivent donc
(2.2.1)

o(t,x) QU (t, x5z /e;zn/VE ) = @(t,y,0) OoU (t, 2520 /€5 Tn/VE )

+ Ve ( ©° 00U )(t, @520 /6520 /VE ),

et
(2.2.2)

o(t,x) OU(t, x50 /520 /VE) = p(t,y,0) OU(t, T;Tn/e;Tn/VE )

+e (¢ 20U )(t, 7320 /8 Tn/VE ).
Dans la suite on utilisera la notation @(¢,z) := ¢(t,y,0).

Pour contruire une solution approchée de PM(e,T'), on remplace
formellement u® par

(o)

Y (VEY Ut z5an /e 20/ VE )

j=0
dans ’expression
—e&uf + Hu® = F(t, z,u’),

on développe par la formule de Taylor, et on ordonne en puissances de /€
en écrivant :

AnBold (8,25 Tn /80 /VE ) = An Ol (7 ) + VE A 085U ("),
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et

EnnO2UI(t, x50, /6520 /VE ) = En,nafuj( ") + e Eb 2027 ( 7).

On obtient une expression de la forme

o0

Z (Ve )j ]:j(tv'r?xn/e? Tn/VE ).

j==2

On cherche alors & déterminer les U’ de sorte que soient vérifies les
relations :

(2.2.3); FI=0, U, _,9=0, U_,=0, j>-2.
Les trois premiéres équations (pour ¥ = —2,—1,0) ont une forme

particuliere. Elles s’écrivent :

(F72=0) AndU° = Epp 82U° =0,
(.7:—1 = 0) 1271,80110 - 2En,n698zuo + /cinazul - én,nasul = 07

(F° =0) HU® + A2005U° — E,, , O2U°

- Z(Ei,n + En,i)aiazuo - Z(aiEi,n)azuo

2 7

+ A2 20,U° — B, , 202U°

+ AU — 2E, , 050, U + A,0.U* — E,,0°U* = F(t,z,U°).
Lorsque k > 1, I’équation F k =0 s’écrit :

(F* =0) HU* — F(t,2,0) U* + A" 00U* — E,, , 82U*

=Y (Bin + Eni)0i0:U* = (8iEin)0:U* + AL 20,U* — B, ,, 202U*

+ A, 0UM — 2E, ,, 80U

+ An 8UF? — E, ., UM = qu(t,z,2,0),



994 OLIVIER GUES

ou gk = fx(t,z, (at,x,az,ao,zaz,oao)aw i |a|<2, j < k—1),les fonctions
fi étant C*° de leurs arguments.

Changement d’inconnue. — Introduisons 'inconnue U7 := RU? ol

’'on rappelle que R = (l%n,n)l/ 2. Aprés multiplication & gauche par R™!,
les équations F* = 0 sont équivalentes aux équations F*¥ = 0, ol les
fonctions F¥* = R~!F* g’expriment en fonction des U7 de la maniere
suivante. La fonction F~2 s’écrit :

(2.2.4)_ F~2 = A3, U° - d2U°.

La fonction F~! s’écrit :

(2.2.4) 4 F~! = AGU°® —2R'E, ,R10,0,U°
+ AUt — 52U
La fonction F° s'écrit :

(2.2.4)9 F% = RFYM R7IU° - 82U° — R'F(t,z, R™'U°)

+ R AL RT005U°— Y RN (Ein+Eni)R7'8,0.U° — Y (8;E;)0.U°

+ R'A R7120,U° - R'E!, ,R™* 282U°
+ An 8pU' — 2R7'E, ,R! 9,0,U"
+ A 3,U? — d2U2.
Lorsque &k > 1 la fonction FF gécrit

(2.24),  F* = R-'H R7'U* — 8}U* - R7'F.(t,z,0)RU*

+ R—lAZR_leaon - Z R_I(Ei,n + En,i)R_laiazuk
1
— > (8:Ein)0:U* + RT'ALR™'20,U* — R7'E}, ,R™ 202U*

+ A, 8pU** — 2R7'E, ,R™! 9,0,U**!



PERTURBATIONS VISQUEUSES ET COUCHES LIMITES 995

+ A 62Uk+2 - 6§Uk+2 - pk(t7xaz’0)7
ol pr = Ry .

Pour résoudre la cascade des équations de profils (2.2.4); il est
commode d’introduire les notations suivantes pour U € P(Qr) :

(2.2.5) U(t,z;2;0) =U(t, x) + V(t,z;2;0) + W(t,z;6),

ce qui revient & dire si 'on se reporte & la décomposition (1.3) que V := c+d
et W :=b. On définit trois projecteurs Lo, £1, Lo de P(Qr) par

LoU :=lim(limU + Po(Ild — im)U) = U + PoW,
£,U :=limId - lim)Id — Po)U = Id - P))W,

LU = (Id — lim)U =V,
z
qui vérifient Lo + L1 + Lo = 1d.

L’algorithme permettant de résoudre les équations de profils (2.2.5);,
j € N ou les inconnues sont les Uj, j € N, consiste & itérer la résolution
du probléme S; suivant :

LoFi72=0, L,Fi71=0, LoFi=0,
(S5) ‘
[Zn=2=0=0 = 0, (9?U|Jt=0 =0, YVa € N.

Un fait crucial qu’il faut observer sur le systéme (S;), est que les
inconnues U7t et U+2? n'y figurent pas : elles ont été «effacées» par
lapplication des opérateurs £;, (¢ = 0,1,2). Autrement dit, si ’on suppose
connues U°,...,U%71, la seule inconnue du systéme (S;) est U7. Cette
construction présente des analogies avec celle (& deux échelles) introduite
par J.-L. Joly et J. Rauch [JR] pour résoudre la cascade des équations
B.K.W de 'optique géométrique semilinéaire.

Commencons par résoudre (Sp). Pour cela on utilise la fonction S

définie en (1.5) et la fonction ¥ donnée par le théoréme 1.7.

ProposITION 2.2.1. — Soit U° := Ru®° + S+ V¥ sidy > 1 et
U° := Ru® + S si dy = 0. Alors U° est solution de (Sp).

Démonstration. — Nous le démontrons dans le cas dy > 1, le cas
do = 0 s’en déduisant en faisant ¥ = 0. Vérifions d’abord les conditions



996 OLIVIER GUES

aux limites. Comme PR uf, _q, =0, les conditions aux limites (1.5), et
(1.11) entrainent que ( Ru®+S+ ¥ )
équations.

{on=0=2=0}— 0. Il reste a vérifier les

1l résulte de (2.2.4) que LoF~2 = F~2 clest-a-dire que le systéme
L2F~2 =0 coincide avec le systéme (1.5),.

L’équation £, F~! s%écrit : ABpU® = 0. La fonction Ru® + S + ¥
vérifie bien cette équation puisque sa dérivée par rapport & 6 est Fp¥ et
que d’apres (1.9) Py 90 = 9y ¥ et donc A ¥ = 0.

1l reste & vérifier que LoF° = 0. En appliquant Lo & (2.2.4)g, on
trouve que LoF° s’écrit, suivant la décomposition (2.2.5) :

RT'MR'U° + (- 8 + H)PW®~ Fg(t,z,U°).

Dans le cas de la fonction U° = Ru® +S + V¥ on a U° = Ru® et W° =
PoWe° = V. De plus LoFg(t,z,U°) = Fg(t,z,U°) + Py { F(t,z,U° +
W°) — F(t,z,U°) }. Par conséquent on doit vérifier que

R'YMR'WW + (-85 + H) ¥ = R'F(t,z,u°)

+ PR { F(t,z,u° + R71¥) — F(t,z,u° },

ce qui résulte des définitions respectives de u® et V. O

Le théoréme qui suit montre que I'on peut contruire les U7 par
récurrence :

THEOREME 2.2.2. — Soit k > 1. Supposons connues des fonctions
U’ € P(Qr), vérifiant (S;) pour j = o,...,k—1. Alors il existe U* € P(Qr),
vérifiant (Sg)-

Démonstration. — Lorsque l'on veut résoudre le systéme (Sk),
connaissant U°,...,U*1, on est confronté au probléeme de résoudre, pour
des éléments @y, ®,, &2 de P(Qr) (vérifiant 07 ®;(s—o,Va € N, i =1,2,3),
le probleme linéaire suivant oti 'inconnue est U* = U*¥ +V*+W¥* (on omet
de noter I’exposant k) et ou ’on désigne par H 'opérateur hyperbolique
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linéaire R~'H R~! — F!(¢t,,0) :

. —02V + A,0,V = L3®,, (a)
An0s(Id — Po)W = L, 91, (b)

(2.2.6)
ﬁ H U+ (—08; +H )P,W = LoD, (0

\ (Q+ V+ W)I:c,.=z=0=0 =0, U|t=0 =0. (d)

ProprosITION 2.2.3. — Pour tout T > 0, le systéme (2.2.6) posséde
une solution U = U+V +W dans P(Qr), qui en outre vérifie 03U}, = 0,
Vo € N.

Démonstration. — L’équation (b) détermine par intégration (Id —
Py)W dans H®(Qr x R;’), car £1®; est de la forme (Id — Py)V¥; €
N(Qr;R{), et la décroissance rapide & l'infini assure que (Id — Py)W
est dans P(Qr). Par (a), V n’est pas déterminé car les conditions aux
limites nécessaires pour résoudre (a) dans H*®(Qr x R, x RJ), c’est-a-
dire la donnée de P_V|,—o, sont inconnues puisqu’elles sont reliées & U
et & W. Cependant P_V et PyV sont déterminés par (a). En effet V est
connu modulo un élément de H>®(Q7 x R, x R}) appartenant au noyau de
—02+ A,,0,. Or ce noyau est polarisé sur E_. Cest-a-dire que si ¥(¢, z; z; 0)
vérifie (—02 + A8,)¥ = 0, alors U(t,z; 2;0) € E_(t,z) pour tout (t,z; z; 0)
puisque ¥ s’annule lorsque z — o0o. Par conséquent la projection de V
sur (E_)* = E; @ Eg est déterminée : P,V et P,V sont connus. Ces
deux fonctions sont les solutions des systémes suivants (puisque Py et Py
commuttent avec A,) :

(_63 +A8,) PyV = Py L3®3, P_(P4V)j.=0 =0,
et
(=02 + A8,) RV = PyLy®;, P_(PyV)|,=0 =0.

En appliquant P, & la condition aux limites (d) on obtient, en notant
Y:={z,=0=2=0}:

(2.2.7) (PLU+ PV + Py(1d = P)W) =0,

donc (P, U)|z,=0 est connu. En prenant alors la limite de (2.2.7) quand
0 — oo on trouve que U est solution du probléeme mixte hyperbolique
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symétrique (avec des conditions aux limites maximales dissipatives)

H U= Ly
PiU g,=0 = —P4Vis — Py (ld — Po)Wis,

u lt=0 =0

et donc U est déterminé. La condition (2.2.7) entraine alors que (PoU +
PByV + PoW)|z = 0, ce qui permet de résoudre la partie restante de (c) qui
est une équation sur PyW :

(~82 +H ) PoW = Lo®_ Lo,
PoWg—o = —PoU — PoV|.=6=0,

POW |t=0 = 0,

qui posséde une solution unique dans H*(Qr x Ry) d’apres le théoreme
2.1. On achéve alors en déterminant V comme la solution du probleme

—BZV + An0,V = L3,
P—‘/|z=0 =—-P.U-P.W,

Wt:O = 07
nulle & l'infini en 2, & décroissance rapide.

Le fait que les traces 8£°U|{t=0} soient nulles découle par récurrence
des équations, ce qui termine la preuve de la proposition. O

Remarque 2.2.4. — En reprenant les calculs qui précedent lorsque
dg = 0, on constate que les termes W 7 ainsi que les termes U Z+1 sont
nuls, Vj € N. En particulier les 4%’ ne dépendent que des variables t,
et 2.

3. La solution exacte.

Dans ce paragraphe nous démontrons le théoréme 1.5. Suivant la
méme méthode, en vertu de la remarque 2.2.4, on obtient le théoréme 1.6.
Observons qu’il suffit de démontrer que les estimations L*>° et H™ de R, du
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théoréme 1.5 sont vraies lorsque k > kg pour un certain kg, pour qu’elle soit
vraie pour tout les entiers k, ceci en raison de la forme du développement
asymptotique.

Fixons un entier p > (n + 1)/2. Pour tout entier ¢ > 3 les profils U’
construits sur O, x R, x RJ assurent que

2p+q

a*(t,2) = 3 (V& ) U (t, 5500 /5 2/ VE )

est une solution approchée du systéme PM(g,T;) au sens ou

(3.1) —e€ a® +H af = F(t,z,a°) + (V)7 ! e H,

£ — 3 —

et pour ¢ = k+4, k € N (ou k est 'entier qui apparait dans
Pénoncé du théoréme A), le membre de droite de (12) s’écrit F(t,z,af) +
ek+1)/2 ¢ ¢ H,_. Nous supposons k > 3 pour la suite. On cherche alors
une solution exacte du systéme sur Qp, de la forme af + ek+1)/2y,,
de sorte que v, doit étre solution du systéme suivant, ou l’on a noté
G(t,z,u,v)v := F(t,z,u+v) — F(t,z,u) :

—efv+Hv =Gtz a,e® D/ 2p) v+ eK, dans Qr,
(3.2)

'U[I‘TI =0, Vjt=0 = 0,
ou K, := P H, est borné uniformément dans HP(Qr,). Le théoréme 1.5

résulte alors du résultat suivant :

THEOREME 3.1. — Il existe €, > 0 tel que pour tout € €]0,¢,] le
probléme (3.2) admet une unique solution v, € H®(Qr,). Celle-ci vérifie
les inégalités ||ve||L=(ar) < cte, [[vellmrar,) < cp el-p/2,

Lorsque dy = 0 on peut prendre comme solution approchée
M .
a®(t,2) = 3¢ U (t,2330/0),
0

pour un M suffisamment grand, et on obtient le théoreme 1.6.

Pour démontrer le théoréme 3.1, on commence par changer d’incon-
nue. Pour cela notons I'y(¢,z) et T'2(t,z) deux matrices inversibles, C*,
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N x N, telles que

(T2 R A, R7' Ty ) (t,,0) = (INadO g) =:-1II,

ot In_g4, désigne la matrice identité de RM~%_ Introduisons la nouvelle
inconnue @ définie par : v(t,z) = R™1I"19(t,z). Etant donnée une fonction
h € C*([0,+[,R), h(t) = tsit < 1, h(t) = 1 si t > 2, on introduit
les champs de vecteurs Z, := h(z,)0, et Z; :== 0; si j <n—1, Zy := 0,
de sorte que (Zy,...,Z,) est une base de l'algébre de Lie des champs de
vecteurs tangents & {z, = 0}. Pour a = (ag,...,a,) € N™" on note
Z™ = Zg° ... Z%~. Avec ces notations et en appliquant la formule de Taylor
a la matrice A, le systéme (3.2) s’écrit pour I’inconnue o :

—e&% + H'o = GH(t,z,a%,eT1/25) 5 + eK!  dans Qp,
(3.3)

5|FT1 =0, ’ﬁlt=0 =0,

o &' =T, R 9, E;; 8; R"' T, et H* est opérateur hyperbolique
i’j

(3.4) Mo, +Y A Z; + B = H¥,
0

les matrices Ag. et BY étant C™ et constantes hors d’un compact. On
démontre le théoréme 3.1 en montrant la convergence du schéma itératif
suivant, pour 0 < € < gg et €p assez petit :
(3.5)
—eE4 VL 4 HAY L = GU(t, z, af, e Rt/ 25¥) ¥+ 4 eKE dans Qpy,
~v+1 __ ~v+1 __
U, = 0, 9;5,=0.
On établit cette convergence a ’aide d’estimations a priori sur les solutions
du systeme linéaire

—e&v+H'%S=f dans Qp,
(3.6)
’U|1",1,1 = O, ’U|t=0 =0.

N

Ces estimations portent sur des normes & poids mesurant la régularité
conormale au bord {z, =0} : on note pour A > 1,

Lo lloa :=ll e ll2@gy )



PERTURBATIONS VISQUEUSES ET COUCHES LIMITES 1001

et pour tout entier m

[ llma = D A% [ 2% o

|la|gm

ol @ € N*HL,

ProPoOsITION 3.2. — Soit m un entier. Il existe A\, > 1 tel que pour
tout f € H®R"), fit<o = 0, le probléme (3.6) posséde une unique
solution v¢ pour tout € €]0, 1]. De plus pour X > Ay, et pour tout € €]0,1] :

3.7) e [Vavllmn + 2 [0l < A7 A [f 17 -

Démonstration. — Pour tout € > 0 le probléme (3.6) est parabolique :
Pexistence et 'unicité de v sont classiques ([BR], [KL], [CP]). Le seul
point & démontrer est ’estimation (3.7). Le point de départ est 'inégalité
d’énergie classique qui s’obtient en multipliant le systéme (3.6) & gauche
par S(t,z) := I’} T';!, puis en faisant le produit scalaire de ’équation avec
v et en intégrant par parties ([BR], [KL]). On trouve que pour A > cp, ou
¢o est une contante assez grande, et pour tout € €]0,1] :

(3.8) e [ Vavlfa + A [vligs< co [(Sfo)p2 |,

ou (.,.) 1z désigne le produit scalaire dans L?(Q7,) pour la mesure
e~2M dt dz. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit I’inégalité (3.7)
lorsque m = 0 de ’estimation (3.8). On démontre ensuite 1’estimation (3.7)
par récurrence sur m. Supposons cette estimation établie pour O,...,m—1.
Pour o € N™*! tel que | @ |< m, en appliquant Z* & I’équation et en écri-
vant (3.8), on obtient :

(39) e (ATl vzo o) + A (ATl | Z9 o)

< o Xl | gz £, Zoy )ez |

+ co A2l | (1 F, 20, 2% ) 1z |

+ e co Nl | (€8, 2%, 2% )12 |
Le premier terme du membre de droite de (3.9) est majoré par cte | f ||m,x
| v [lm,» que Pon majore par A™* ¢c5 | f |2, + 6 A [ v |2, ,, pour un

6 > 0 assez petit, et le terme en A | v ||2, | est absorbé dans le membre de
gauche.

Considérons maintenant le troisieme terme du membre de droite de
(3.9). Pour le majorer il suffit de majorer une somme de termes dont les
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«plus mauvais» contiennent deux dérivées normales 9,, (les autres termes
se traitent de fagon plus simple car ils font intervenir au plus une dérivée
normale) et sont de la forme :

(3.10) e X(m=lel | (4.8,B 8,C 2°v,2°v )14 |

ou A, B, C sont des matrices C™ et | 3 |< m — 1. Par une intégration par
parties (les traces sur {z, = 0} de Z*v sont nulles puisque Z* est tangent
au bord) on est ramené & contrdler

e Nm=le) |5, ZBy |2, |8, 2% |2,
que ’on majore par
§e | Opv IIfn,,\ + cs€ | Onpv "?n—l,)\’

ol § > 0 est choisi suffisamment petit pour absorber le terme 8¢ | 9o |12,
dans le membre de gauche. Le terme € | O v ||fn_1,>\ est majoré par le
membre de droite de ’estimation (3.7) d’aprés ’hypothése de récurrence.

Il reste & contréler le deuxiéme terme du membre de droite de (3.9).
Pour cela on doit contréler des termes de la forme

(3.11) Nemlah | ((A1Z, 2%, 2% ) s |,

et

(3.12) N2tm=leD | ([T 8, Z°v, Z%v )12 |-

Le terme (3.11) se majore par cte | v ||fn’)‘ et est absorbé dans le

membre de gauche de (3.7). Pour le terme (3.12), on observe que le
commutateur [II 9y, Z*]v s’écrit comme une somme de termes de la forme :

coeff. Z# 1I O,v, ou | B |<| @ | —1. En revenant alors & 1’équation
onall 9w = f—¢ &v — YA Zjv — Bhv. On est donc ramené &
controler des termes de trois type : A2m—lel) | ( ZBf Zoy ) L2 l,

N(m—leD) | ( ZBZi0,Z% Ypa |, et € N2m—lel) | ( ZBghy Zoy Yo |
A A
Le premier terme se majore par cte | f [lm—1,x | v [ma< cte A71 | f |lm,a
| v lma< cte 2A)71{| £ 1I2,» + | v |12 5} Le second terme se majore par
|v ||fn, » de sorte que dans les deux cas les termes en | v |Ifn 5 sont absorbés
dans le membre de gauche pour A assez grand. Enfin les termes de la forme

g Nm=leD | ( ZBety Zoy )L§ |

zeN 2

ont déja été majorés dans le troisiéme terme du membre de droite de (3.9).
La proposition est démontrée. O
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On en déduit des estimations pour le schéma itératif (3.5). Rappelons
que lorsque € > 0 est fixé, toutes les solutions v¥ du schéma, itératif sont
dans H*°(Q1,) et il résulte par récurrence de I’équation que &/ v }4=0 =0,
pour tout j € N. On notera || v ||l au lieu de || v ||~ (ay,)-

PROPOSITION 3.3. — Soit > 0 fixé. Il existe \; >0 et p: Rt - R*
tels que si || v¥ ||co< i, On a pour tout A > A :

(313) | Vor"tH |25 + A [0 2 < A2 AT K2,

+ (10" oo 107 llpa + 10" o )? 3,

(3.14) v oo < p(A) (10" llpx + [ 800" [lp, ).

Démonstration. — Pour I'inégalité (3.13) il suffit d’aprés la proposi-
tion 3.2 de contréler | G¥(t,z,a,e(*+1/2 y¥)y¥+1 ||, , par le membre de

droite de (3.13). Il s’agit pour cela d’estimer en norme | ||o,, des termes
de la forme :
(3.15) AP-lel ze(GH(¢, z,a,e*FTD/2 y¥ vt ),

Lorsque ’on développe (3.15) on obtient des termes de deux type : ceux
ou v” est dérivé et ceux ou v¥ n’est pas dérivé. Les termes ou v” n’est pas
dérivé sont contrdlés par cte | v“*! ||, x et pour ) assez grand sont absorbés
dans le membre de gauche de (3.13). Les termes ou v” est dérivé sont de
la forme \P~1ol ®¢(t,2) ZPra...ZPia ZMv¥ ... ZivY Z8y¥Hl d(F+1)/2 oy
®¢(t,z) est uniformément borné dans L® et | B1 | +...+ | Bi | + | 7 |
+...+ |7 | +|6|<| a|. Comme (k+1)/2 > 2, ces termes admettent &2
en facteur. Tous les Z#¢ sont uniformément bornés dans L™ en vertu de la
forme particuliere de a®. Il reste donc & majorer des termes de la forme

(3.16) g2 aplal | zmy | Z%0Y Z80P Y ||g .
On utilise les inégalités de Moser suivantes, déduites des inégalités de

Gagliardo-Nirenberg ([G2], p 642) :

LEMME 34. — Soient m € N, ay,...,ap € H®(Qp,) et o =
(@1y---y00) € N | o | =] a1 | +...4+ | @ |< m. Alors pour tout
A>1:

xmtel zovay . 2% o < ¢ (T] i lle) 10 llma
J o i#d

la constante c étant indépendante des a; .
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Sous ’hypothése que || v¥ ||oo< 4, il résulte alors de ce lemme que le
terme (3.16) se majore par cte €2 (|| v/ 1! [loo | V¥ [lpa + [0 |pa ), €t
l'inégalité (3.13) est démontrée.

Démontrons maintenant 1'inégalité (3.14). Si Q est un ouvert de R**™,
notons Nk(p,Q) = Y || Z% |2y + IIZ | Z%0ne |lL2(0)-
al<k

|a|<k
Soit ¢ € CP(RM*™), par transformation de Fourier sur R'*" en notant
(n= (o, ...,Mn-1),€) la variable duale de ((o,...,Zn—1),%n), 0N & :

1/2
lollm < cte Nu(p, RM™) ( Jas i+ 10y an d§> ,

I'intégrale de droite étant finie si et seulement si k > (n + 1)/2. Dans ce
cas on a donc

(317) 1 iy € Nelo, R,

L’inégalité (3.14) résulte alors de 'inégalité (3.17) appliquée & un prolon-
gement de v & HP(R'*™), la présence de la fonction p()\) étant due & celle
du poids e~** dans la norme | ||,,x. La proposition 3.3 est démontrée. O

Fixons un réel p > 0 arbitraire, un réel A > A;(> 1) donné par la

proposition 4.3, et notons A := sup | K* ||, x. On choisit alors 0 < g¢ < 1
0<e<1
suffisamment petit pour que les inégalités suivantes soient vérifiées :

pN(1+V2)vVeh < p, eh(l+p)< 1,
(3/2)e2hp < A2, eh® < (\/2) A%

Lemme 3.5. — Les valeurs de u, A, h, €9 étant ainsi choisies, la suite

vY vérifie : || v ||oo < p et | v¥ |[px < h pour tout entier v et tout
€ €]0, &)
Démonstration. — On proceéde par récurrence, v° = 0 vérifiant ces

estimations. Supposons que v” les vérifie. Comme A1 /A < 1, on déduit des
inégalités (3.13) et (3.14) que

e | Voo A + A [0 R < € R + (3/2) € hp [0 |7,
+(1/2) 2 hp | V"D

On en déduit que

(€/2) | Voo lox + A [0 53 < €2 B + (3/2)e® hp [0+ |} 5,



PERTURBATIONS VISQUEUSES ET COUCHES LIMITES 1005

donc que (A/2) | v**! |2, < €? h? et donc | v**! |2, < € h® En
particulier on a bien | v**! |, < h. On obtient également (¢/2) |
Vav' 1 |2, < €% h% et donc | Vou'*! [l,x < (2¢)/2h. L'inégalité (3.14)
entraine donc || v/*1 || < p(A) (/2R + (2¢)1/2h), et donc || v"*! || < 1,
d’apres le choix de €. Le lemme est démontré. O

11 résulte du lemme 3.5 et de I'inégalité (3.13) de la proposition 3.3
que la suite v” est bornée dans H'(Qr,). On peut donc en extraire une
suite qui converge vers la solution cherchée ¥ du systéme (3.3), qui par
passage & la limite vérifie les mémes estimations (uniformes) que les v¥
du lemme 3.5 et reste bornée dans H!(Qr,) uniformément par rapport

4 €. En particulier P'estimation (4.13) montre que | ve |2 = O(e) et

| Onve ||lp,x = O(e'/2). On estime ensuite les dérivées normales itérées par

récurrence, grace a ’équation. O
BIBLIOGRAPHIE

[Ba] C.BARDOS, Problémes aux limites pour les équations du premier ordre, Ann.
Sci. Ecol. Norm. Sup., 3 (1970), 185-233.

[BBB] C. BARDOS, D. BREZIS, H.BREZIS, Perturbations singuliéres et prolonge-
ments maximaux d’opérateurs positifs, Arch. Rational Mech. Anal., 53 (1973),
69-100.

[BR] C.BARDOS, J. RAUCH, Maximal positive boundary value problems as limits
of singular perturbation problems, Trans. Amer. Math. Soc., 270 (1982), 377-
408.

[B§ M. BEZARD, Probléme aux limites pour le systéme de Vlasov-Maxwell, exposé
N.4, séminaire Equations aux Dérivées Partielles de 1’Ecole Polytechnique,
1992-93, et preprint n.1029, Ecole Polytechnique, 1992.

[F] K. O. FRIEDRICHS, Symmetric positive systems of differential equations,
Comm. Pure Appl. Math., 7 (1954), 345-392.

[G1]  O. GUES, Couches limites pour des problémes mixtes hyperboliques, séminaire
E.D.P. de ’Ecole Polytechnique, 1993-94, exp. n°17.

[G2] O. GUES, Probléme mixte hyperbolique quasilinéaire caractéristique, Comm.
Part. Diff. Equa., 15 (5) (1990), 595-645.

Il  A.M.IL’IN, Matching of asymptotic expansions of solutions of boundary value
problems, Translations of Mathematical Monographs, vol 102, Amer. Math.
Soc., Providence, R. 1., 1992.

[JR] J.-L. JOLY, J. RAUCH, Justification of multidimensional single phase semili-
near geometric optics, Trans. Amer. Math. Soc., 330 (1992), 599-624.

[Ka] T. KATO, Nonstationary flows of viscous and ideal fluids in R3, J. Funct.
Anal., 9 (1972), 296-305.

[KL] H-O. KREISS, J. LORENZ, Initial boundary value problems and the Navier-
Stokes equations, Pure and Applied Mathematics, vol. 136, Academic Press,
London, 1989.



1006

[KM]

[Lev]
(L]
(LP]

[LSU]

(0]

[R]

[RR]

[VL1]

VL2]

OLIVIER GUES

S. KLAINERMAN, A. MAJDA, Singular limits of quasilinear hyperbolic sys-
tems with large parameters and the incompressible limit of compressible fluids,
Comm. Pure Appl. Math., 34 (1981), 481-524.

N. LEVINSON, The first boundary value problem for eAu + A(z,y)uz +
B(z,y)uy + C(z,y)u = D(z,y) for small €, Ann. Math., 5 (1950), 428-445.

J-L. LIONS, Perturbations singuliéres dans les problémes aux limites et en
controle optimal, Lecture Notes in Math., N. 323, Springer-Verlag, 1973.

P. LAX, R. PHILIPS, Local boundary conditions for dissipative symmetric
linear differential operators, Comm. Pure Appl. Math., 13 (1960), 427-455.

O. A. LADYZHENSKAYA, V. A. SOLONNIKOV, N. N. URAL’CEVA, Linear
and quasilinear equations of parabolic type, Moscou 1967, et Trans. Math.
Monographs, vol. 23, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1968.

O. OLEINIK, Linear equations of second order, Mat. Sb., 69 (1966), 111-140,
et Amer. Math. Soc. Transl. Series 2, 65 (1967), 167-200.

J. RAUCH, Symmetric positive systems with boundary characteristic of
constant multiplicity, Trans. Amer. Math. Soc., 291 (1985), 167-185.

J. RAUCH, M. REED, Bounded, stratified, and striated solutions of hyperbolic
systems, Nonlinear Partial Differential Equations and their Applications, vol.9,
Pitman Res. Notes in Math., 181, Longman Scientific and Technical, Harlow,
(1988), 334-351.

M. I. VISHIK, L. A. LYUSTERNIK, Asymptotic behavior of solutions of linear
differential equations with large or quickly changing coefficients and boundary
condition, Russian Math. Surveys, 4 (1960), 23-92.

M. L. VISHIK, L. A. LYUSTERNIK, Regular degeneration and boundary layers
for linear differential equations with small parameter, Uspek. Math. Nauk., 12
(1957), 3-122, Amer. Math. Soc. Transl., (2) 20 (1962), 239-264.

Manuscrit regu le 24 janvier 1995,
accepté le 9 mai 1995.

Olivier GUES,

IRMAR

URA 305

Université de Rennes 1

35042 Rennes cedex (France).



