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LA TRILOGIE DU MOMENT

par Patrick IGLESIAS

Introduction.

On considére une 2-forme fermée w sur une variété différentiable
connexe X. On appelle tore des périodes de la forme w le quotient T;, de R
par son groupe des périodes P,,. On appelle fibré d’intégration de la forme w,
tout fibré principal de base X et de groupe structural T,,, possédant une
connexion de courbure w. On montre que I’ensemble des fibrés d’intégration
de la forme w est classée, a équivalence de fibré principal pres, par le
premier groupe d’extension de H;(X,Z) a coefficients dans P,,, c’est-a-dire
Ext(H,(X,Z), P,). En particulier, si le groupe H;(X,Z) est sans torsion et
si X est compacte, il y a unicité du fibré d’intégration.

Deés que le tore des périodes T, n’est plus un groupe de Lie, c’est-a-dire
dés que w n’est plus entiere (1) il est nécessaire d’élargir la catégorie des
variétés différentiables & celle des espaces différentiables (voir annexe A).
Dans ces conditions, le fibré d’intégration Y n’est plus une variété, mais
les notions d’applications différentiables, fibrés, connexions et autres objets
géométriques sont bien définis dans cette catégorie [Igl85], et c’est dans ce
sens qu’ils sont utilisés ici.

Chaque fibré d’intégration 7 : Y — X peut étre muni d’une famille de
connexions inéquivalentes de courbure w indexée par H!(X,R). On appelle
structure d’intégration de la forme w tout couple (Y, A\) o7 : Y — X est un
fibré d’intégration et A un forme de connexion de courbure w. L’ensemble
des structures d’intégrations de la forme w est donc classée par H'(X,T,,).

Mots-clés : Géométrie différentielle — Géométrie symplectique — Application moment —
Extensions centrales — Quantification géométrique.
Classification math. : 58A10 — 53C57.

(1) On dit qu’une forme fermée est entiére si son groupe des périodes est soit nul soit
isomorphe a Z.
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Soit Diff(Y, A\) le groupe des automorphismes de la structure d’inté-
gration (Y, ), c’est-a-dire le groupe des difféomorphismes de Y, équivariants
sous l'action de T, et préservant la forme de connexion A. Il s’envoie, par
homomorphisme, dans le groupe Diff (X, w) des difféomorphismes de X qui
préservent la forme w. Son image Ham(Y, \) C Diff (X, w) est appelé groupe
des difféomorphismes hamiltoniens de w, associés & (Y, ). Son noyau est
réduit au tore des périodes T,,. Le groupe Diff(Y,\) est une extension
centrale de Ham(Y, \) par T,,,.

Lorsque H,(X,Z) = 0, on a égalité des composantes connexes
Ham®(Y, \) = Diff®(X, w).

L’extension centrale de Diff®(X,w) par Diff®(Y, )\) est représentée par un
cocycle de groupe

K, € H*(Diff°(X,w), T.,)

dont on donne une interprétation géométrique simple, en termes d’aire de
triangle, qui justifie le nom qu’on lui a donné de cocycle triangulaire.

Le moment J du groupe Ham(Y,\) est une application de X dans
le dual Vect*(X,w) de l'algebre de Lie Vect(X,w) des champs de vecteurs
qui préservent la 2-forme w. Son défaut d’équivariance, sous I'action de
Ham(Y, A), est un 1-cocycle © de Ham(Y, A) dans Vect™(X,w). 1l est relié
au cocycle triangulaire : c’est 'image de K, par un certain morphisme
dérivé.

L’aspect infinitésimal de cette construction fait intervenir un 2-cocycle
d’algebre de Lie k,, € H?(Vect(X,w),R) obtenu par dérivation du cocycle
triangulaire K. Ces trois objets K, © et k, constituent ce qu’on a envie
d’appeler la trilogie du moment.

On illustre cette construction par quelques exemples. On montre
en particulier comment on peut retrouver le cocycle de Bott-Thurston
[Bot78], qui définit la seule extension centrale non triviale de Diff°(S') par
R [GF68], en considérant I’espace des immersions du cercle S! dans R2.
Dans ce cas, le défaut d’équivariance du moment est la dérivée schwar-
zienne des difféomorphismes du cercle [Kir82], et le niveau infinitésimal fait
naturellement apparaitre le cocycle de Gelfand-Fuchs [GF68].

Tout cela généralise, au cas d’une 2-forme fermée quelconque w, une
construction relativement bien connue lorsque w est entiére. Cette construc-
tion, utilisée notamment en quantification géométrique [Sou70] et dans la
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méthode des orbites [Kir74], est & l’origine de ce travail. Mais soulignons
toutefois que le fibré d’intégration est ici unique dés que H'(X,Z) = 0, ce
qui n’est pas le cas en quantification géométrique. C’est parce que nous uti-
lisons ici le tore des périodes T,,, bien défini comme le quotient R/P,, et non
un groupe donné 3 I’avance (en I'occurence S') défini & isomorphisme pres.

Il semble naturel que cette construction trouve sa place en cohomologie
équivariante, nous n’avons pas développé cet aspect.

Au moment d’envoyer la deuxiéme version de cet article & la revue,
j’ai eu connaissance du livre de Jean-Luc Brylinski [Bry93] dans lequel
certaines constructions analogues sont présentées.

1. Intégration d’une 2-forme fermée.

Soit w une 2-forme fermée sur une variété différentiable connexe X.

Rappelons que le groupe des périodes de la forme w est le sous-groupe
additif de R défini par :

(1) sz{/awlaeHg(X,Z)}.

DErFINITION 1.1. — On appellera tore des périodes de la forme w le
quotient T, de R par son groupe des périodes P,,. On notera cl,, la projection
de R sur le tore T, :

(2) 0-P, —RILT, 1.

Lorsque la forme w est entiere, T, est un groupe de Lie (R ou S?,
suivant que w est exacte ou non), sinon il sera muni de sa structure de
groupe différentiable (voir annexe A). On notera additivement sa loi de
groupe, méme si lorsqu’il est égal & S, I'usage veut qu’elle soit notée
multiplicativement. Rappelons qu’une forme fermée est dite entiére lorsque
son groupe des périodes est discret, i.e. trivial ou isomorphe a Z.

Soit 6 la 1-forme différentielle (de Maurer-Cartan) définie sur 7, par :
(3) cl’, 0 = dt.

On notera Arc(X, zo) l’espace des arcs différentiables de X pointés en
zg € X et Lac(X,zg) le sous-espace de ses lacets. Ces espaces sont munis
de leurs structures différentiables standard .
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Deux arcs 7y et v/, sont homologues si leur différence borde une 2-chaine
singuliére; on notera :

4) Yy~ < Jo OGo=7 -1.

Le quotient des arcs pointés par la relation d’homologie sera noté X ,
c’est le revétement d’homologie de X. Son groupe structural, quotient de
Lac(X, zo) par la relation d’homologie, est isomorphe au groupe H; (X, Z).

ProposiTioN 1.2. — Soit w une 2-forme fermée sur une variété
différentiable connexe X, telle que H1(X,Z) = 0. 1l existe un fibré principal
m:Y — X, de base X, de groupe structural T,,, muni d’une forme de
connexion X\ de courbure w. La structure (Y, ) est unique & équivalence
prés.

Démonstration. — Démontrons d’abord I’existence. Relevons la rela-
tion d’équivalence, définie plus haut sur les arcs, au produit Arc(X, zo) X T, :

5) (1,2)~(,7) &= y~~ et = z+clw/w oudo = —7.

Il est facile de vérifier que c’est bien une relation d’équivalence. Soit Y
le quotient de Arc(X,xp) x T, par cette relation d’équivalence. Puisque
Hy(X,Z)=0,0na X = X et Y est fibré principalement sur X, de groupe
structural T,,. Soit K l'opérateur de chaine-homotopie tel qu’il est défini
dans Pannexe B, et « la 1-forme définie sur le produit Arc(X, zo) x T, par :

(6) a=Kw®.

C’est évidemment une forme de connexion pour ’action naturelle de T,
de courbure b*w, puisque Kw est une primitive de b*w, ol b désigne
Papplication but de Arc(X,zo) sur X qui & v associe y(1). En appliquant
la proposition A.1, le passage de la forme a au quotient Y est assuré par le
lemme suivant :

LeMME 1.3. — Soit p la projection de Arc(X,xzo) x T, sur son
quotient Y. Si deux paramétrages différentiables (plaques) P et P’ de
Arc(X, o) x T, vérifient po P =po P, alors P*a = P™*qa.

Démonstration. — Soient U le domaine des plaques P et P' et r € U;
notons P(r) = (Px(r), Pr(r)) ou Px est une plaque de Arc(X,z¢) et Pr
une plaque de T,,. On ne perd rien en généralité en supposant que Pr se
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releve globalement sur R en une plaque @ € C*°(U,R) (i.e. Pr = cl,, 0 Q).
On a donc P*(Kw @ 0) = Px(Kw) + P78, c’est-a-dire P (Kw) + dQ.
Notons v = P(r) et 6y = D(P)(r)(6r) ou ér est un vecteur tangent &
r € U, par définition (cf. annexe B) :

1
Py (Kw),(6r) = /va(t) (%(¢), 67(2)) dt.

D’autre part, po P = po P’ implique ’existence, pour tout r € U d’une
2-chaine o, telle que 8o, = P'(r) — P(r). On peut vérifier, en restreignant
si nécessaire le domaine U, que o, peut étre choisie différentiablement.
On a alors

cl, (Q'(r)) = clu (Q(r)) + L, /w,

Or

c’est-a-dire

Q) =Qr)+ [w+tlr),

Or

ouf:U — P, est différentiable. Comme Pw est différentiablement discret :
toute application différentiable de U dans R & valeur dans P, est localement
constante, on déduit que £ est constante et donc que :

aQ'(r) = dQ(r) + d /0 .

En utilisant le théoréme de Stokes (voir annexe C), qui peut s’écrire aussi

af o= [awtr+ /a w(),

et Pexpression précédente de Py (Kw) on déduit finalement :
dQ’' — dQ = —P%(Kw) + P4"(Kw) = P*[Kw® 6] = P""[Kw®4).
C’est ce qu’il fallait démontrer. 0

Démontrons 'unicité de cette construction. Soit (Y”’,\’) une autre
structure répondant aux hypotheses. L’image réciproque de Y par b :
Arc(X,zo) — X est triviale, car Arc(X,zo) est contractile et muni d’une
connexion (cette propriété remplace la paracompacité dans le cas des
variétés). L’image de la section nulle au-dessus de Arc(X,zo) définit une
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application ¥ de Arc(X,zo) dans Y. On vérifie alors que la projection
(v,2) — 2z(y) réalise le quotient de Arc(X,zq) x T,, par la relation
d’équivalence définie plus haut et donc que Y et Y’ sont équivalents en tant
que fibrés principaux. Il est toujours possible, d’autre part, de choisir un
isomorphisme entre b*(Y”) et le produit Arc(X,zg) X T,, de telle sorte que
l’image réciproque de )\ coincide avec la forme a. O

Remarque 1.4. — Le relevé a Arc(X, zg) de la relation d’équivalence
sur les arcs définit un cocycle qu’on pourrait appeler le cocycle d’arcs associé
a w. C’est la fonction f,, définie sur les couples d’arcs homologues par :

(7) fw('y,')’/) = Clw/w o do=7"—17.

g
L’intégrale dépend de la chaine bordant (7’ —+), mais pas sa classe dans T,,.
Le choix de cette terminologie résulte de l'identité suivante, vérifiée pour
tout triplet d’arcs homologues :

(8) fo(1Y) + fu,Y") + fu(y", ) = 0.

La fonction f,, est un cobord s’il existe p : Arc(X,zo) — T, différentiable,
telle que f.,(v,7') = pu(y") — (7). Ce qui se produit lorsque w = de, auquel
cas u(y) = f,y a.

Nous utiliserons le lemme précédent pour démontrer le théoréme plus
général suivant :

THEOREME 1.5. — Pour toute 2-forme fermée w définie sur une variété
différentiable connexe X, il existe un fibré principal w : Y — X de groupe
structural T,, muni d’une forme de connexion A de courbure w. Un tel fibré
sera appelé fibré d’intégration de la 2-forme w. Les fibrés d’intégration de la
2-forme w sont classés, a équivalence de fibré principal prés, par le premier
groupe d’extension Ext(H,(X,Z), P,).

Démonstration. — Comme dans la démonstration précédente nous
considérons la relation d’équivalence définie par (5), sur le produit
Arc(X,zo) x Ti,, ainsi que la 1-forme o (définition 6). L’espace quo-
tient Y est alors fibré sur le revétement d’ homologie X de X, de groupe
T.,. Il est muni d’une connexion A de courbure @, image réciproque de w
par la projection naturelle X — X. En vertu de la proposition précédente
la structure (17, ;\), qui inteégre @, est unique & équivalence pres.
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Considérons une section s de Hy(X,Z) dans l’espace des lacets
Lac(X, zo). Soit ¢ le 2-cocycle de groupe défini sur H;(X,Z), a valeurs
dans T, :

9) #(h, h') = f.(s(h+ h'),s(h) + s(h')).

Ce cocycle étant symétrique, il définit une extension abélienne I' de
H,(X,Z) par T,,. Cette extension agit naturellement sur Arc(X,zq) x T,
par :

(10) (h, T)[’Y’ Z] = [S(h) +v,2+ T]»

ou £ + v désigne la juxtaposition du lacet £ avec ’arc =, et les crochets :
les classes d’équivalences. Mais le groupe T, étant divisible, I’extension
est triviale (voir par exemple [KM85]) et le groupe I' est isomorphe au
produit direct de H;(X,Z) par T,,. Tout isomorphisme permet de définir
une action de H(X,Z) sur Y, dont le quotient ¥ = Y /Hy(X,Z) est un
fibré principal de groupe structural 7, sur X. On vérifie alors que la forme
de connexion 5\, étant invariante par ces actions de H;(X,Z), passe sur Y
en une forme de connexion A de courbure w. Le fibré Y — X, muni de la
forme de connexion A est construit par quotients successifs :

=

Arc(X, xzo) x T, Y

1 |

Arc(X, zo) X.

Deux tels isomorphismes entre I et H!(X,Z) ne différent que d’un élément
de Hom(H,(X,Z),T,) c’est-a-dire d’un élément de H'(X,T,). Grace a
P'unicité de la structure (Y ) nous avons trouvé de cette fagon, toutes les
structures qui integrent w.

Soit alors m: Y — X et ©' : Y/ — X deux de ces fibrés obtenus par
quotient de Y & partir des actions p et p’ de H 1(X,Z). Ces actions different
d’un élément r € Hom(H;(X,Z),T,,). Il y a donc une surjection naturelle o
de l'espace des classes de fibrés d’intégration de w sur Hom(H;(X,Z),T,,).
On peut facilement vérifier, en prenant les images réciproques de Y et Y’ par
la projection naturelle de X sur X , qu’ils sont équivalents si et seulement
si il existe une application ¢ : X — T,, telle que r(k) = ¢(kZ) — ((2),
pour tout k € Hy(X,Z). La fonction ¢ définit alors une 1-forme fermée &
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sur X, par (*@ = w*e, qui définit & son tour (par intégration sur le
revétement d’homologie) une fonction F' de X dans R, telle que (*0 = dF,
on en déduit ¢ = cl, oF. Autrement dit, le noyau de la surjection o est
le sous-groupe des homomorphismes de H;(X,Z) dans T,, provenant d’un
homomorphisme de H;(X,Z) dans R. Comme R est divisible, on conclut,
en utilisant la suite exacte du foncteur Ext [McL71], que le co-noyau de la
fleche naturelle Hom(H1(X,Z),R) — Hom(H:(X,Z),T,,) est exactement
le premier groupe d’extension de H; (X, Z) dans le groupe des périodes P,,,
c’est-a-dire Ext(H,(X,Z), P,,). |

Remarque 1.6. — Si le groupe d’homologie H;(X,Z) est sans torsion
et si X est compacte, il y a unicité du fibré d’intégration de la 2-forme w.
En effet, tout homomorphisme de H;(X,Z) dans T, est alors la projection
d’un homomorphisme & valeurs réelles.

DErFINITION 1.7. — On appellera structure d’intégration de la 2-forme
fermée w, tout couple (Y, ) o Y est un fibré d’intégration de w et A une
connexion de courbure w.

Remarque 1.8. — Etant donné un fibré d’intégration 7 : ¥ — X,
les formes de connexions inéquivalentes sur Y de courbure w sont classées
par H!(X,R). L’ensemble des structures d’intégrations est donc classé par
H'(X,T,). Ce que nous dit le théoréme précédent est que cette classification
se scinde grace a la suite exacte :

(11) 0 — Hom(H1(X,Z), P.,) — Hom(H1(X,Z),R)
— Hom(H, (X, Z), T.,) — Ext(H;(X,Z), P,,) — 0.

Le groupe Ext(H;(X,Z), P,,) classe les fibrés d’intégration et le groupe dual
Hom(H,(X,Z),R), c’est-a-dire H'(X,R), classe les formes de connexions.

Remarque 1.9. — Parce que les cocycles d’arcs de deux 2-formes
fermées cohomologues sont cohomologues, leurs fibrés d’intégration sont
équivalents. Autrement dit, la classe de cohomologie de la forme w est, en
un certain sens, la premiere «classe de Chern » de ces fibrés d’intégration.

Remarque 1.10. — On peut étre surpris que des fibrés d’intégration
existent pour toute forme fermée, méme multiples les unes des autres par
un réel non entier. Mais c’est un exercice de montrer que pour w = swy,
ou s € R, le fibré d’intégration de wy est équivalent comme fibré a celui
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de w, mais attention : les groupe T, et T,,, ne sont pas identiques, seulement
isomorphes. La différence avec la situation classique des 2-formes entiéres
est qu’il n’y a pas d’identification possible, a priori, des tores des périodes
pour les 2-formes fermées quelconques. Une telle identification, dans le cas
entier, consiste a fixer & 1’avance la longueur de la période.

2. Extensions centrales des difféomorphismes hamiltoniens.

Soit (Y, A) une structure d’intégration de la 2-forme fermée w définie
sur X. On note Diff(Y, A) le groupe des automorphismes du couple (Y, A) :

(12) Diff(Y;\) = {4 € Diff(Y) |Y*A=AetVz €T, -2 =29}

Le groupe Diff(Y, ) s’envoie par homomorphisme dans le groupe Diff (X, w)
des difféomorphismes de X qui préservent la 2-forme w. On notera
Ham(Y, )\) son image, et ses éléments seront appelés difféomorphismes ha-
miltoniens de la structure (Y, \). Le groupe Diff (Y, A) contient évidemment
le groupe T,, comme sous-groupe central ; plus précisément :

ProprosiTioN 2.1. — Le noyau de I’homomorphisme naturel de
Diff(Y, A) dans Diff(X,w) est réduit au tore des périodes T,,.

Démonstration. — Soit ¥ un automorphisme de (Y, \) se projetant
sur ’identité de X, il existe une application différentiable ( : Y — T, telle
que ¥(y) = ¢(y)-y. Par équivariance de 1 on déduit que ¢ ne dépend que de
x = m(y) et la condition ¥*A = X implique (%6 = 0, c’est-a-dire {x = C*,
ou(=(_xom. O

Ainsi, chaque structure d’intégration (Y,)\) donne lieu & une ex-
tension centrale, par le tore des périodes T,, de son sous-groupe des
difféomorphismes hamiltoniens.

(13) 0 - T, — Diff(Y,\) — Ham(Y,\) — 1.

DEFINITION 2.2. — Lorsque la structure d’intégration est unique,
ce qui est le cas si Hi(X,Z) = 0, cette extension centrale sera appelée
extension centrale réguliére du groupe des automorphismes de la 2-forme w.
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3. Le cocycle triangulaire.

A partir de ce paragraphe, nous supposerons pour simplifier que
H{(X,Z) = 0; nous avons vu que dans ce cas la structure d’intégration
(Y,\) est unique. De plus, nous nous restreindrons aux composantes
connexes des groupes Diff (Y, ), Diff (X, w) et Ham(X, w).

Remarque 3.1. — Notons déja que dans ce cas :
Ham®(X,w) = Diff°(X,w).

En effet, soient ¢ € Diff°(X,w) et ® une isotopie de ¢; désignons par cg la
trajectoire sous ’action de ® du point zg :

(14) cop 1 t — Dy(zp).

Alors ¢ se releve en un difféomorphisme qs deY :

(15) ¢l7, 2] = [co + ¢ 07, 2].

11 est facile de vérifier que c’est un automorphisme de (Y, \).

Nous allons maintenant décrire la construction géométrique d’un
cocycle K, de I'extension centrale réguliere de Diff°(X,w). Pour cela, nous
commencerons par construire une certaine extension centrale du groupe des
isotopies de Diff(X,w) qui donnera, par quotient, I’extension recherchée.
Soit :

(16) Is(X,w) = Are(Diff (X, w),idx) ;

nous noterons * sa loi de groupe. Elle est définie, pour tout couple d’isotopies
(@, V) de Diff(X,w), par :

(17) PxW=[t— & o0W,

A ® et ¥ associons le 2-simplexe o(®,¥) de X défini par :

(18) o(®,0): (t,8) —> P10 Us(xg) avec 0<s<t<1,
dont le bord est donné par :

(19) 00(®,V) =cp + ¢ ocy — Copav,

ol ¢ = ®; (idem pour ¢ = ¥y).
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ProprosiTioN 3.2. — L’application K, de Is(X,w) x Is(X,w) dans T,
définie par

(20) K, (®,0) =dl, w
o(®,¥)

est un 2-cocycle de groupe. L’extension centrale de Is(X,w) par T,, qui lui
est associée par 1’opération :

(21) (@,7) % (T, p) = (2% U, 7+ p— K, (8, 7))
sera notée Is(X,w) Xz To.

Démonstration. — Soient ®, ¥ et = trois isotopies de Diff (X, w); il
faut vérifier que :

K (® % U,E) + K, (®,0) = K, (9, xE) + K,,(T,5).
En posant
o(®,0,E) = o(®* ¥,E) + 0(®,¥) — 0(®, ¥ *E) — o(L, E),

cela équivaut & montrer que 'on a :

clw/ w=0.
o(®,7,5)

Or, on peut vérifier facilement que o(®, ¥, =) et p oo (¥, E) — (¥, =) sont
homologues; il suffit donc de remarquer que :

Juwwr®™ Jia®
¢oo(¥,E) o(¥,2)

ce qui est immédiat puisque ¢*w = w. O

Le groupe Is(X,w) agit sur Arc(X) de fagon naturelle; pour toute
isotopie ® et tout arc v on notera :

(22) B 5yt — Dy ((2)).

Evidemment, si v € Arc(X,xp), alors ® x v € Arc(X,zp). Soit o(P,7)
le 2-simplexe de X défini par :

(23) o(®,7) : (t,8) — Dy(y(s)) avec 0<s<t<1,
dont le bord est donné par :
(24) 00(®,7) =co +poy— P x.

L’action de Is(X,w) sur Arc(X, zo) s’étend en une action de Is(X,w) x z T,
sur le produit Arc(X, zo) x T, :
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ProrosiTiON 3.3. — L’application qui & tout couple

(®,7) € Is(X,w) T,

XI?W

et a tout couple (v, 2) € Arc(X,z¢) x T,, associe :

(25) @) = (2rrztr—c|  w),
o(®,7)
est une action de groupe qui préserve la forme o = Kw & 6.

Démonstration. — Soient (®,7) et (¥, u) deux éléments du produit
Is(X,w) xz T,; soit (7,z) un élément de Arc(X,zo) x T,,. On a:

(@,7) (T, ) (7,2)] = (,7) (¥ *x7,2+p— (¥,7))
=((@xV)*v,2+7+p— (D, Vx7) —(¥,)),

ol on a noté pour simplifier (¥, ) a la place de cl,, o(Uy) W5 d’autre part :

[(®,7) * (T, )] (7,2) = (2% ¥, 7+ u — Ku(D,0)) (7, 2)
= ((<I> * W) xy,z2+T7+pu— I?W(CP,\II) - (<I>*\Il,'y)).
Il faut donc montrer que :

(26) K,(9,7) = clw/ w— clw/ w4+ clw/ w.
o(2,¥xy) o(2x¥,7y) a(2,7)

Ce qui revient & vérifier que le deuxieme membre de cette égalité est
indépendant de <, puisque o(®,¥) = o(®,¥ x Tp), ou Zg est l'arc
constant [t — xg]. Or, un calcul simple montre que les simplexes
o(®, ¥ xy)+o(V,y) —o(®*x¥,v) et o(P,¥) sont homologues, donc
I’égalité a lieu.

Montrons maintenant que la forme « est préservée, c’est-a-dire pour
tout (®,7) € Is(X,w) Xz T : (®,7)*a = a. Soit (v,2) € Arc(X,zo);
nous noterons (v*,z*) = (®,7)(7, 2); soient (7, 6z) un vecteur tangent®
au point (v, z) et (6v*,6z*) son image par (®,7). Il faut montrer que
Q(y,2)(67,02) = a(y» .+)(67*,62%). Or nous avons :

Q(yr 20y (677, 82%) = Kw(8v*) + 0(62*)

- /O Wy (7 (0), 67" (8) dt +8(62) 8 [ w.

a(2,7)

(2) Une justification précise de cette terminologie et du calcul qui suit est possible mais
prendrait trop de place dans cet exposé sans éclairer davantage les idées.
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En introduisant la famille de champs de vecteurs &; définie sur X par

0%,
1),

&(2) = [D(@)@)] 7 (

on peut écrire :

1
Kw(6v") = Kw(sy) + / w(&(v(t), 67(1)) dt.

D’autre part, en utilisant la formule de Stokes, telle qu’elle est exprimée
par (84) dans ’annexe C, on peut vérifier que :

5 / w= /0 w(&(1(8)), 6v(2)) at,

(®,7)
d’out on déduit le résultat. O

ProposiTION 3.4. — L'action de Is(X,w) x z T, sur Arc(X, zo) x T,
se projette en une action sur Y dont le noyau est le sous-groupe :

(27) I‘={(<I>,T)€IS(X,w) xz To|é=idx etr:clw/ w},
o
ol ¢ = ®; et 0p est une 2-chaine quelconque bordant cg i.e. 0op = Co.

Démonstration. — 11 faut montrer que si (v,2) ~ (v, 2’) au sens de
la relation (5), alors (®,7)(y',2) ~ (®,7)(7, ). Puisque v(1) = ~/(1), il
existe une 2-chaine 0., bordant (v — ) telle que 2’ = z+cl, [, w. 1l
faut donc vérifier que : m

((I)*’y,,Z""Clw/ W+T‘”Clw/ w)N(q)*'Y)Z-I-T_Clw/ U.)).
' a(®,v') g

Oy (®,7)
Autrement dit, il faut montrer que pour toute chaine og«y ¢+, bordant

(®*xy —P*vy)ona:
w:clw/ w—clw/ w+clw/ .
o o(®,7') a(®,7)

cl, /
Ty, oxvy’ .y

Puisque ¢*w = w (¢ = ®,), il existe une chaine 04oy,g0 bordant (¢ o' —

¢ 0 7) telle que :
clw/ w= clw/ w.
o o

¢oy, o0’ 7.
Un calcul élémentaire permet alors de vérifier que les chaines 0.y, oxy’ €t
o(®,7) — o(®,7') + o(®P,~y) sont homologues, ce qui établit le résultat.
L’action de Is(X,w) Xz T, sur Arc(X,z9) x T, passe donc au quotient
Y = [Arc(X, zo) % T,,]/ ~. Le calcul du noyau est une formalité. O
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COROLLAIRE 3.5. — L’extension centrale de Is(X,w) par T,, définie par
le cocycle K, se factorise sur ’extension centrale réguliére de Diff (X, w) :

0 - T, — Is(X,w) xz T, — BX,w) — 1

(28) H [r [+

0 - T, —— Aut(Y,)\) —— Diff°(X,w) — 1.

Le groupe Aut(Y, ) est isomorphe au quotient de Is(X,w) x % T par son
sous-groupe I' (définition 27).

Démonstration. — Il suffit de vérifier que la projection de I’extension
Is(X,w) x 3 T, sur Aut(Y, A) est surjective, ce qui est immédiat. |

La construction du cocycle K., nous donne ainsi la possibilité de
définir un nouveau cocycle K, caractéristique de l’extension centrale
réguliere de Diff°(X,w). Il suffit de choisir une section du morphisme
b: Is(X,w) — Diff°(X,w), c’est-d-dire d’associer & tout difféomorphisme
¢ € Diff°(X, w) une isotopie P telle que ®; = ¢. Tout autre choix d’isotopie
conduit & un cocycle K/, cohomologue & K,,. On peut le vérifier directement
en considérant I'application qui & ¢ € Diff°(X,w) associe la classe de Iaire
d’un cycle bordant le cycle (c’¢ —cg). Ces cocycles que nous appellerons
cocycles triangulaires sont illustrés par la figure 1.

¢(930) O

pocy

O ¢ o d"(xo)
Cp

Zo

o P(zo)
Figure 1. Le cocycle K,,,.

Remarque 3.6. — Il n’y a aucune raison a priori pour qu'un des
cocycles K, soit différentiable car cela signifierait que la fibration principale
Aut®(¢) — Diff°(X,w) est différentiablement triviale.

Remarque 3.7. — Si le groupe Diff°(X,w) a un point fixe, que 1'on
peut toujours choisir comme point base, I’extension centrale réguliére est
triviale. En effet, le cocycle K, est le cobord de 'application ¢ — cl,, fa w,
ol o est une une chaine bordant cg.
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Cox=

Figure 2. La condition de cocycle pour K,,,.

Nous verrons plus loin des exemples d’extensions régulieres non
triviales.

4. Cocycle triangulaire et moment.

Le cocycle triangulaire de l'extension réguliere de Diff°(X,w) est
étroitement lié au moment de 'action de ce groupe sur X et de son défaut
d’équivariance. Soit Vect(X,w) P'espace des champs de vecteurs sur X qui
préservent w :

(29) Vect(X,w) = {£ € Vect(X) | £ew = 0}.

D’apres la formule de Cartan, la 1-forme ¢ o w est fermée, puisque par
hypothése Hy(X,Z) = 0, cette forme est exacte. Il existe donc une fonction
différentiable réelle J; telle que :

(30) tgow=—dJe.

La fonction J¢ n’est définie qu’a une constante pres; nous la fixerons en
exigeant que Je¢(xo) = 0. Il existe alors une application J de X dans le
dual Vect*(X,w), appelée application moment, telle que Je(x) = J(x)(€),
définie par :

T
(31) J: X — Vect*(X,w) et J(x)= [fH—/igow},

To
ou l'intégrale est calculée sur un arc quelconque de zg & z. Le groupe
Diff°(X,w) agit naturellement sur X, et par son action coadjointe, sur
Vect*(X,w). Soit ¢ € Diff°(X,w); nous noterons respectivement :

(32) ad(¢) : € — ¢.€ et ad™(¢) 1 pr— poad(d),

son action adjointe sur Vect(X, w) et son action coadjointe sur Vect™ (X, w).
La variance de J, sous ’action de ¢, est alors donnée par :
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(o)
(33) Jogp=ad*(¢)oJ+O(¢) avec @(q&):{r—»—/ i ow.

zo

DErINITION 4.1. — L’application © est un 1l-cocycle du groupe
Diff°(X,w) dans Vect*(X,w) pour I'action coadjointe; il sera appelé le
défaut d’équivariance® du moment J :

O : Diff°(X,w) — Vect*(X,w),
(34)

O(g o 9p) = ad”(¢)(B(¥)) + O(¢).

Le défaut d’équivariance © et le cocycle triangulaire K, sont reliés
par la construction suivante. Soit £ € Vect(X,w) un champ de vecteurs
complet ; nous noterons t — exp(tf) € Diff (X,w) le groupe & un paramétre
de Diff (X, w) associé. Soit E(t£) 'isotopie de exp(t£) définie par :

(35) E(tg):sr— exp(st{_).

ProposITION 4.2. — Soient ¢ € Diff°(X,w) et £ € Vect(X,w) un
champ de vecteurs complet; alors :

(36) O(4)(€) = %{f@ (@, E(t;%€)) — Ko, (E(tﬁ),q’)}t= ;

ot ® est une isotopie quelconque de ¢.

Démonstration. — Soit ® une isotopie de ¢; considérons la famille
de 2-chaines rectangulaires suivante :

(37) 01+ (5,5) — exp(st€) (B (x0))-

Un calcul élémentaire permet de vérifier que :

(38) ([}, = 0@

Le bord de o; est donné par :

001 = ca + ¢ 0 Cayrie) — eXPEE) © Co = Coprg).

(3) Cest & J.-M. Souriau que I’on doit les notions de moment et de défaut d’équivariance
q q

que nous venons d’introduire. La présentation que nous en donnons est légérement

différente pour satisfaire les besoins de cet article.
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En divisant ce rectangle en deux triangles le long de la diagonale s = &', ce

qui conduit & ajouter et retrancher cg, B(t71€) du bord (voir figure 3), on
obtient :

(38) oy / w = R (E(t€), @) - K. (®, E(t671€),

d’ott le résultat. O

Figure 3. Le défaut d’équivariance ©.

Remarque 4.3. — Le groupe Is(X,w) agit par lintermédiaire de
Diff°(X,w). La formule ci-dessus est en réalité ’expression du défaut
d’équivariance du moment de Is(X,w) qui ne dépend de l'isotopie ® que
par son extrémité et se projette donc sur le défaut ©. Soient ¢ € Diff°(X,w)
et £ € Vect(X,w) un champ complet; il est possible de choisir une section
de la projection b : Is(X,w) — Diff°(X,w) de telle sorte que ’application
t — K,(¢,exp(tf)) soit différentiable. Il suffit de choisir une isotopie
quelconque ® de ¢ et d’étendre a Diff°(X,w) tout entier la section définie
sur {¢} x {exp(t€) }:er par (¢, exp(tf)) — (@, E(tf)). Dans ce cas le défaut
d’équivariance © est donné par la formule :

a
(10)  ©(6)(©) = 5 { Ku(6,exp(t6778)) - Ku(exp(t), @)},
c’est comme ¢a qu’il faut interpréter la formule (36).

Soit k, le 2-cocycle dérivé de © (annexe D); c’est un cocycle de
lalgebre de Lie Vect,, (X) & valeurs réelles. Par un calcul analogue a celui
de ©, on peut montrer que :

k(“)‘ata {Ba(B(te), B(s¢) - Ko (E(t€), E(s£) } __

ata {K (exp(t€), exp(s€’)) — K., (exp(te’ ),exp(sg))} Y

0



842 PATRICK IGLESIAS

ou § et &’ sont deux champs de vecteurs complets dans Vect(X,w) et K, est
choisi de telle sorte que (t,s) — K, (exp(t£’'), exp(sf)) soit différentiable.
Le 2-cocycle k., définit une extension centrale de Vect(X,w) par R, iso-
morphe a l’algebre de Lie de lextension réguliere; nous ’appellerons
extension centrale réguliére infinitésimale. Un calcul direct montre que :

(41) ku(€,€') = w(é(20), € (z0))-

Remarque 4.4. — Si un groupe de Lie G agit par automorphismes
sur la forme w, Vect* (X, w) se projette sur le dual G* de ’algebre de Lie G
de G; le moment de G est alors I'image de J par cette projection, de méme
en ce qui concerne son défaut d’équivariance.

Remarque 4.5. — Le moment J est constant sur le «feuilletage

caractéristique » de la forme w. C’est un invariant intégral de w (théoréme
de Noether).

Remarque 4.6. — Le groupe Diff (Y A) agit aussi sur X simplement par
projection sur Diff°(X,w). Le moment J de cette action : J(&, €) = J(£), ou
(&, €) € Vect(X,w) xx R, est alors équivariant sous I’action de Diff°(Y, \).

Remarque 4.7. — La classe de cohomologie de © ne dépend que de w :
si le moment est translaté d’une constante, © est translaté d’un cobord.
C’est pour cette raison que seule la classe de cohomologie © n’a de sens
intrinséque (il en va de méme pour K, ). Cette classe de cohomologie qui
traduit la non équivariance du moment sous 'action de Diff°(w, X) peut
s’annuler dans de nombreux cas. Par exemple si Diff°(w, X) a un point fixe,
ou encore si w est symplectique et X compacte, dans ce cas on considéere la
moyenne du moment J pour le volume défini par la forme w.

Remarque 4.8. — Si H1(X,Z) # 0, les algebres de Lie de Ham ), (X, w)
sont identiques et égales & Vect(X,w). Il est vraisemblable que les différents
cocycles d’algeébres de Lie k,, associés a chaque choix de structure
d’intégration (indexées par H!(X,T,)), conduisent & des extensions cen-
trales inéquivalentes de Vect(X,w) par R. Par exemple, pour une 2-forme
sur T?, on obtiendrait une famille d’extensions inéquivalentes indexée par
Hom(Z?, S') ~ S x S, le fibré d’intégration étant unique puisque 72 est
compacte et H!(T?2,Z) = Z? est sans torsion) (voir remarque 1.6).
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5. Exemples.
Commengons par quelques préliminaires dans le cas d’une forme
exacte w = da. Le fibré Y est le produit direct X x R et A = a + dt. Tout

difféomorphisme ¢ qui préserve w vérifie d[¢*a — a] = 0. S'il existe une
application F' : Diff(X,w) — C*®(X,R) telle que

(42) ¢*a=a+ dF (),

alors elle vérifie :

(43) d[F(¢o9) —F(¢) oy — F()] =0,

et le cocycle de ’extension centrale réguliére est donné par :

(44) Ku(9,9) = F(¢po9) — F(¢) o9 — F(¥).

On peut toujours normaliser F' en exigeant F(¢)(zo) = 0 pour tout ¢,
auquel cas :

(45) Ko (¢,%) = F(¢)(¥(z0))-

Formule que 'on obtient, & un cobord pres, en appliquant la définition du
cocycle triangulaire. En définissant j : X — Vect*(X,w), par

(46) i@ n— s {Fen@])

on obtient l’expression suivante du moment :
(47) J=tiy0a—j-n.
Nous appliquerons ce petit formulaire dans les deux exemples suivants.

Exemple 5.1. — On considére X = R?, muni de sa structure symplec-
tique ordinaire w = da. Son extension centrale réguliere n’est pas triviale.
En effet, supposons que K, soit un cobord; on peut trouver F' tel que
F(¢p o) = F(¢) o9y’ + F(¢'). Ceci doit étre vrai, en particulier, pour
les translations T, : £ — z + u. En utilisant 'identité ay(u) = w(z,u),
pour tout z et u dans R?, on déduit d[F(T,) — iy o w] = 0, c’est-a-
dire F(T,)(z) = w(u,z) + c(u), ot ¢ : R?2 — R. Et par conséquent :
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w(u,u') = c(u +u') — c(u) — ¢(u’), ce qui est absurde puisque w est anti-
symétrique. De fagon générale, si on trouve un sous-groupe de Diff°(X,w)
pour lequel la restriction de D’extension réguliere n’est pas triviale,
I'extension elle-méme n’est pas triviale.

On définit, pour X = R2?, un autre représentant de la classe de
'extension réguliere. Soit u : Diff°(R?,w) — R, 'application définie par :
1
(48) L:pr— Kw,

Co

ot z = ¢(0) et t, est le segment qui joint 0 & z, soit Ay son cobord.
Le cocycle H, défini par

(49) H=K, - Au=fults + oty t,)

et illustré par la figure 4, représente encore la classe de I’extension réguliere,
c’est I'aire du simplexe bordé par le segment t;, ¢ o t, et le segment ¢, :

z = ¢(0)

¢°ty

Do z=40y(0)

o y = (0)

Figure 4. Le cocycle H.
ProposITION 5.2. — Le cocycle H prolonge a Diff°(X,w) le cocycle
de Heisenberg défini sur le sous-groupe des translation de R?.

Remarquons encore que la différence de H avec le triangle linéaire
de sommets (0,z,z) mesure en quelque sorte, le défaut de linéarité du
symplectomorphisme ¢.

Exemple 5.3. — Considérons 1’espace Imm(S*, R?) des immersions du

cercle S! dans R2. Il est pointé par le plongement ordinaire ¢ : S? — R2.
Nous le munissons de la 1-forme suivante :

1
(50) a= / T &)

ou v désigne la dérivée par rapport au parameétre de 'immersion, et
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lintégration se fait sur le cercle S'. Soit w = da. On vérifie que
d[¢*a — a] = dF(¢) pour tout difféomorphisme ¢ € Diff°(S?!), avec :

(51) F(g) 7 — f log| (v 0 )| dlog &'

La 2-forme w est donc invariante par Diff°(S'); en voici une expression :

1
(52) w = / (& dllog Y IP1y Ad),

ou la notation (- A -) désigne 'opération (u,v) — (u,v) — (v,u). En remar-
quant que F'(¢)(t) = 0, Pexpression du cocycle K, se déduit immédiatement
de la formule (45) :

(53) Ko(6,9) = / log(é o )'dlog .

On reconnait la formule de Bott-Thurston [Bot78] du cocycle de groupe qui
décrit la seule extension centrale non triviale du groupe Diff°(S!) par R.
En utilisant ’application j, définie par la formule (46), qui a pour valeur
dans cet exemple

(54) i :n— [ ogl'l)"n
on obtient immédiatement ’expression du moment :
7” 2
(55) sy sm— [ [0~ (og 1)’

Pour calculer ©, il suffit d’appliquer la formule (33) & I'immersion ¢ pour
lesquels la vitesse et ’accélération sont de modules constants égaux & 1. En
remarquant que [¢.n = [n(¢’)?, il vient immédiatement :

362 — 20" &'
(56) o) in— [F—22Ly

On reconnait ’expression de la dérivée schwarzienne dont la classe de
cohomologie représente le défaut d’équivariance du moment J de cette
2-forme w. Il est facile ensuite de calculer le cocycle infinitésimal, que 1’on
reconnait évidemment comme le cocycle de Gelfand-Fuchs [GF68] :

(57) Sem = [ -
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Ainsi ces trois objets :
e cocycle de Bott- Thurston,
o dérivée schwarzienne,
e cocycle de Gelfand-Fuchs,

se trouvent reliés & travers cet exemple, dans cette trilogie des 2-formes
fermées :

o extension centrale réguliére,
o défaut d’équivariance du moment,

o extension centrale infinitésimale.

Remarque 5.4. — La construction précédente doit pouvoir s’étendre
sans difficulté a P’espace des lacets d’une variété riemannienne quelconque,
en remplacant 'accélération par ’accélération géodésique et les dérivées
par les dérivées covariantes.

Exemple 5.5. — Considérons 1’espace L(S®) des lacets non pointés
de S3 et soit s ’application qui & tout lacet 7y associe son point base
s(y) = v(1). Soit K Yopérateur chaine-homotopie et vol la forme volume
sur S normalisée, c’est-a-dire [, gsvol = 1. La 2-forme w = K vol|(s3)
est fermée puisque K vol = b* vol —s* vol sur Arc(S3) et b = s sur L(S3).
En vertu de ’expression (72), on a :

(58) (617, 627) = / vol(4, 617, 627),
Y

pour tout couple (617,827y) de vecteurs tangents au point v € L(S%). La
forme w est entiére, plus précisément P, = Z. En effet, en utilisant la
suite exacte d’homotopie de la fibration s : L(S3) — S3, il est possible de
montrer que :

7m0 (2(S?), N) = m (Q(S*),N) =0,

m2(9(S?), N) = Hy(L(S?),Z) = Z,
ol N est le pole nord de S3. On peut choisir comme générateur e du Ho le
lacet obtenu dans C*(S2,5%) par l'intersection de S avec un hyperplan

(dans R*) situé au pole nord et pivotant autour d’un plan fixe. On a
bien [ w = [ vol = 1. En appliquant la proposition 1.2, on en déduit
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Iexistence d’un fibré principal Y au-dessus de L(S®), de groupe S! = R/Z,
muni d’une connexion A de courbure w.

Tout arc de L(S3) pointé en 1’arc constant N :t+— N est identifié &
une application du cylindre cyl = [0, 1] x S dans S® dont I'image de la base
{0} x S! est le podle nord. La forme a = Kw & @ qui définit A par passage
au quotient est alors donnée par :

(59) a(6v,6z) = /CYlfy* [vol(6v)] + f_j

Ce fibré (ou plutét le fibré en droite complexe C qui lui est associé) a été
introduit par J.-L. Brylinski [Bry90]. La construction que nous venons de
présenter fait I’économie de la théorie des gerbes. C’est Serge Tabashnikov
qui a suggéré cette application.

APPENDICE

A. Espaces différentiables.

Nous utilisons dans cet article une terminologie empruntée & la théorie
des espaces différentiables dont on trouvera différentes variantes dans
[Ch77], [HaeT2], [Sou84] et [Igl85]. Nous en rappelons quelques éléments.

Un paramétrage d’'un ensemble X est une application P d’un ouvert U
d’un espace numérique quelconque R™ dans X. Un espace différentiable est
un ensemble X pour lequel on a choisi un ensemble de paramétrages dits
différentiables, qui seront appelés plaques, et qui vérifient les propriétés
suivantes :

« les paramétrages constants sont des plaques;

o le plus petit prolongement commun d’une famille compatible de
plaques est encore une plaque;

o le composé d’une plaque par un paramétrage C* de sa source est
encore une plaque.

Les variétés sont évidemment des espaces différentiables. Mais les
quotients de variétés sont aussi des espaces différentiables : une plaque du
quotient est un paramétrage qui admet un relevé différentiable local au
voisinage de tout point. C’est muni de cette structure quotient que le tore
des périodes T, est considéré.
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Une application F' d’un espace différentiable X dans un autre Y est
dite différentiable si le composé d’une plaque de X par F' est une plaque
de Y. Les difféomorphismes de X & Y sont évidemment les applications
différentiables bijectives dont 1’inverse est aussi différentiable.

L’espace C*(X,Y) des applications différentiables de X dans Y
est muni naturellement d’une structure différentiable appelée structure
fonctionnelle. Les plaques de cette structure sont les paramétrages r — f
telles que l'application (r,z) — f(z) soit différentiable. C’est de cette
structure différentiable dont est muni l’espace Arc(X).

On sait définir sur ces espaces la notion de fibrés différentiables et la
théorie de 'homotopie qui 'accompagne [Igl85]. La relation d’homotopie
est définie a partir des familles & un parameétre d’arcs différentiables,
indépendamment du choix d’une topologie a priori¥. Une projection
d’espaces différentiables w : Y — X est une fibration si, pour toute plaque
P : U — X, l'image réciproque P*(Y) — U de la projection P est
localement triviale. On montre que tout espace différentiable X possede un
revétement universel, simplement connexe, unique & équivalence pres, de
groupe structural m; (X). Par exemple, la projection cl,, : R — T, réalise le
revétement universel de T,.

La notion de groupe différentiable est immédiate : un groupe diffé-
rentiable est un groupe G muni d’une structure différentiable compa-
tible avec la multiplication et l'inversion. L’algébre de Lie G de G est
définie comme ’espace des homomorphismes différentiables de R dans G :
G = Hom*™ (R, G). Dans le cas du tore T,, les homomorphismes différen-
tiables de R dans G se relevent au revétement universel cl, : R — T,
(théoréme de monodromie des espaces différentiables [Igl85]) en des homo-
morphismes de R dans R et donc 7, ~ R.

Une p-forme différentielle w sur un espace différentiable X est un
procédé, qui & toute plaque P de X associe une p-forme notée w(P) ou
encore P*w, définie sur le domaine U de P, telle que pour tout para-
métrage C*°, F de U :

(Po F)*w = F*(P*w).
La dérivée extérieure de w est alors définie par :

P*dw] = d[P*w].

(4) 11 existe toutefois, sur les espaces différentiables, une topologie remarquable (appelée
D-topologie), la plus fine telle que les plaques soient continues.
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Cette définition donne lieu & un calcul différentiel extérieur sur X qui coin-
cide avec le calcul extérieur ordinaire lorsque X est une variété. L’image
réciproque f*w d’une p-forme w sur X par une application différentiable
f:Y — X est définie par P*[f*w] = [f o P]*w, ou P est une plaque de Y.

ProposiTioN A.1. — Soient X un espace différentiableet m: X — Y
une surjection; Y est muni de sa structure quotient. Pour qu’une forme
différentielle o définie sur X passe au quotient, c’est-a-dire pour qu’il existe
une forme 3 surY telle que a = 7* (3, il faut et il suffit que pour tout couple
de plaques (P, P') de X telles que mo P = m o P’ on ait a(P) = a(P’).

Démonstration. — Par définition de la structure quotient, toute
plaque @ de Y s’écrit Q = supw o F;, ou les P; sont des plaques de X
et sup désigne le plus petit prolongement commun. La forme (§ est définie
par B(Q) = supa(F;). En effet, soit U; le domaine de définition de F;;
restreintes & U;; = U; N Uj, les plaques P; et P; vérifient mo P; = mo P,
et donc a(P;|y,;) = a(Pj|y,,)- Les formes a(F;) sont compatibles, elles ont
donc un plus petit prolongement commun sup a(P;). Par un raisonnement
analogue on montre que 3(Q) ne dépend pas du choix des relevés P; de Q.
Les autres vérifications sont immédiates. 0

11 existe sur les espaces différentiables une formule de Cartan pour la
dérivée de Lie des formes différentielles. Soit h un groupe a un parameétre

de difféomorphismes de X : h € Hom®™ (R, Diff (X)), la dérivée de Lie d’une
p-forme w par h est définie par :

0
60 Lrw=o{ntyw} .
(60) hY = B (®)w t=0
Le contracté ip(w) de la p-forme w par le groupe & un parameétre h est donné

par la construction suivante. Soient P : U — X une plaque de X et h- P la
plaque définie sur R x U par :

(61) h-P:(t,r) — h(t)o P(r).
La (p — 1)-forme i (w), évaluée sur la plaque P, est donnée par la formule :

(62) P [in()] =ia/a[(h- P)w] g0

Cette formule étend la construction ordinaire sur les variétés, elle préserve
la formule de Cartan :
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ProposITiON A.2. — Soient X un espace différentiable, w une p-forme
sur X et h un groupe a un paramétre de difféomorphismes de X. On a
l'identité :

(63) £hw = d[in(w)] + ip[dw).

Démonstration. — Soit P une plaque de X définie sur un domaine U,
par définition :

nel(P) = LIy el(P)},_ = 2 {ihe) o Plrw)

Soit j : U — {0} x U définie par j(r) = (0,7); on a:

[in(w)](P) = ig/9¢[w(h - P)] {0}xU”

ot h - P est définie par (61), c’est-a-dire [in(w)](P) = j*[ig/0¢(w(h - P))].
On peut donc écrire :

[d(irw)] (P) + [in(dw)](P)

= d{i" (iojoew(h - P)))} + 3" {iojou(d[w(n- P)])}

:j*{doia/at[w(h'P)] +i3/3t0 d[UJ(hP)]}

= j*{£a/0:[w(h- P)]}

= {2y P),_,)
- %{ [A(t)oh-P oj]*w}tzo'
Or h(t) o h+ Poj(r) = h(t)(P(r)), c’est-a-dire h(t) o h- P o j = h(t) o P.
On en déduit donc :

[d(inw)] (P) + [in(dw)] (P) = %{ [h(®) e P"w},,
0
= a{h(t)* [w(P)] }t:O’

c’est-a-dire

[d(inw)] (P) + [in(dw)] = %{h(t)*w}tzo»

ce qu’il fallait démontrer. O
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B. Opérateur de chaine-homotopie.

Soit X une variété différentiable connexe; on désigne par Arc(X) son
espace des arcs, c’est-a-dire ’espace des applications différentiables de R &
valeurs dans X :

(64) Arc(X) = C®(R, X).

Les applications source et but, notées s et b, associent respectivement & tout
arc -y les points v(0) et y(1). Le choix de R plutét que I'intervalle [0,1] est
technique, pour assurer la différentiabilité de la juxtaposition des arcs et
P’action du groupe des translations.

L’espace des arcs de X est muni de sa structure fonctionnelle d’espace
différentiable (voir annexe A).

A toute p-forme w de X, on associe la p-forme sur Arc(X) définie par
intégration de w le long des arcs, ce que nous noterons :

(65) &y = / w.

L’expression de @ dans toute plaque (paramétrage différentiable) P de
Pespace Arc(X), est donnée par :

1
(66) PG = / Prwdt,

0
ol P, est la plaque de X définie par P;(r) = P(r)(t). L’application linéaire
® : w — W ainsi définie est un morphisme du complexe différentiel de
De Rham de X dans celui de Arc(X) :
(67) ®:0*(X) — Q" (Arc(X)) et do®=®od.

Les translations de R agissent comme un groupe a un parametre 7 de
difféomorphismes de Arc(X), pour tout v € Arc(X) et tout a € R :

(68) na):y+——voT,, ou T,:t—t+a.

ProposITION B.1. — La dérivée de Lie de la p-forme W par n vérifie :

(69) £yw=0b'w—s"w.
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Démonstration. — En effet, pour toute plaque P de Arc(X), on a :

[£,5)(P) = {[ 8@} (P)}yo = {( ()"0 P)'&}, -
Mais n(t)oP:rr—»P(r)oTt et donc :

1
(n(t) o P)'5 = /0 (n(t) 0 P)twds = / [r o P(r)(t + 5)]"wds.

0
En posant u = t + s, on obtient

1+t
(n(t) o P)*&') = / [r— P(r)(u)] *wdu,
t
ce qui donne en dérivant :

[£,@)(P) = [r— Pr()]'w—[r— P(r)(0)] *w = [b*w — s*w](P).

C’est ce qu'’il fallait démontrer. O

En appliquant alors la formule de Cartan (63), on a :
d[in®(w)] + iy 0 d[®(w)] = b*w — s*w.
En posant alors :
(70) K=iy0®, K:Q%X)— Q" !(Arc(X, 1)),
on obtient l'identité :
(1) Kod+ do K =b*-s"
DerFiNiTION B.2. — Le morphisme K ci-dessus est appelé opérateur

de chaine-homotopie.

Lorsque X est une variété, on peut donner une expression de 1’opé-
rateur K en termes d’intégrales de chemins. Soit P une plaque de Arc(X)
définie sur un domaine U, soient r € U et ér un vecteur tangent en r.
Notons :

y=P(r) et &y:t+— D[y(t)](r)(6r).
Alors Kw, calculée au point v et appliquée & (p — 1) variations v; associées
a des vecteurs 6r;, est donnée par :

1
(72) Kw’y(&}’l, e 767p—1) = /0 Wr(t) (’Y(t)v OV15 s 6’71)—1) dt.
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C. La formule de Stokes pour les espaces différentiables.

Nous allons montrer, dans cette annexe, comment on peut généraliser
la formule de Stokes aux espace différentiables. Nous choisirons pour cela
d’utiliser I’homologie cubique.

Soit X un espace différentiable. Nous appellerons p-cube de X toute
application différentiable ¢ définie sur un voisinage U de IP & valeurs dans X,
avec I = [0, 1] (c’est en particulier une p-plaque de X). L’homologie cubique
est définie de fagon ordinaire en considérant les différents groupes abéliens
libres Cp(X) engendrés par les p-cubes pour p € N. Les éléments de Cp(X)
sont les p-chaines cubiques de X.

Soit € € {0,1}; on notera j§ I'application de RP~! dans RP définie

par :
(73) ]f . (tl, .o ,tp__l) _— (tl, e ,ti_l, E,ti+1, N ,tp_l).
A chaque indice i = 1,...p correspond les deux faces du cube c :
(74) ¢f=coj;, i=0,1L
Ce qui permet de définir le bord dc d’un p-cube ¢ par :
1 P

(75) dc=Y (-1)°) (-1)Pc.

e=0 =1

L’opérateur 0 est ensuite prolongé par linéarité sur Cp(X) tout entier; il est
a valeurs dans Cp—; (pour p > 1).

L’intégrale d’une p-forme w € QP(X) sur une p-chaine o € Cp(X) est
obtenue en prolongeant par linéarité I’intégrale de w sur les p-cubes :

(76) U:chc=>/w=2nc w,

c€Cp(X) ceCp(X) €

ou les entiers n. sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre eux, avec :

(77) /C = /Ipc*w.

Considérons maintenant une famille différentiable de p-cubes c,, c’est-
a-dire une application différentiable définie sur | —¢, €[ X I? & valeurs dans X .
L’application o — fc wq est alors différentiable ; nous noterons :

(78) 6/cw = 5%{/0:0}(120

la variation premiere de 'intégrale de w sur c associée a la famille c,.
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Soit ¢: | — €,¢[xU — X et @, les (p + 1)-plaque et p-forme définies
respectivement par :

= (o,t) — cot) et @w=w(e).

Soient g = « et ey le vecteur de base /0o = (1,0,...,0) de R x RP;
nous introduirons pour la commodité des expressions finales les quantités

suivantes :
/dw(éc) :/ [d@](eo),
{0}><IP

/ (6c) = Z( 1) Z/ J$*w(eo),

=0
ou la notation w(eg) désigne le contracté de w par le vecteur eg (idem
pour d@). 1l serait possible de définir formellement éc; disons simplement
que cela représente la variation infinitésimale du cube c associée & la
famille c,,.

(80)

Le lecteur pourra vérifier que, compte tenu de ces définitions, la
démonstration de la proposition suivante se ramene a un calcul différentiel
ordinaire sur RP.

ProrposiTioN C.1. — Soient X un espace différentiable, w une p-forme
sur X et ¢ un p-cube de X. Soit ¢, une famille différentiable de p-cubes
telle que ¢y = c. La variation premiére de I'intégrale de w sur ¢ associée a la
famille c,, est donnée par la formule :

(81) 6/cw = /de(éc) + /acw(éc).

On obtient en particulier comme corollaire la formule de Stokes
étendue aux espaces différentiables.

CoroLLAIRE C.2. — Soient w une (p — 1)-forme définie sur un espace
différentiable X et o une p-chaine de X ; on a :

(82) /wa = /aaw.

Démonstration. — En effet, il suffit de le démontrer pour un p-
cube ¢. On a 6 [ dw = [, dw(éc) et aussi 6 [, w = [, dw(éc), car ddw = 0
et 89c = 0. On déduit que 6[f dw — [, w] = 0, et donc que [ dw — [, w
est constante sur P’espace des p-cubes; comme l’espace des p-cubes est
contractile, il suffit d’évaluer cette différence sur le p-cube constant, ce qui
donne le résultat. O
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On peut étendre évidemment cette proposition par linéarité a toute p-
chaine cubique o, en définissant correctement les familles différentiables de
p-chaines. On peut 1’étendre aussi sans difficulté & des domaines polyédraux
ou encore plus généraux.

La formule (81) ci-dessus peut se généraliser immédiatement au cas oit
la forme w est aussi variable. Soit w, une famille différentiable de p-formes
telle wg = w. On dira que la famille de p-formes w, est différentiable si
pour toute plaque P de X application (a, ) — [wa(P)], est différentiable,
autrement dit, si pour toute famille de p-vecteurs (ui,...,u,) dans R?
Papplication (o, 7) — [wa(P)]r(u1,...,up) est différentiable. En notant fw
la p-forme définie par

(83) fw: P %{wa(P)}

a=0’

on peut écrire :

(84) 6/cw = /cdw(éc) + /&w(éc) + /fw.

Remarque C.3. — Comme dans le cas des variétés, la formule de
Stokes permet de montrer en particulier 'invariance par homotopie de la
cohomologie de De Rham. Elle permet aussi, sous sa forme étendue (84),
de donner une autre démonstration de la formule de Cartan (annexe A).
Soient h un groupe & un parametre de difféomorphismes de X, w une p-forme
sur X et ¢ un p-cube. Notons ¢; = h(t) o ¢ et wy = h(t).w = h(—t)*w. En
appliquant (84) & ces familles & un paramétre et en notant que [, w; = |,
on obtient :

(85) / Lrw= / inldw] + / dlinw].

Cette égalité étant vérifiée pour tout p-cube ¢ de X, on en déduit la formule
de Cartan £5 w = ip[dw] + d[ipw].

w,

D. Les morphismes dérivés.

Considérons un groupe de Lie G, son algebre de Lie G et G* le dual
de G. Nous noterons ad et ad* les actions adjointes et coadjointes de G,
définies respectivement sur G et G*.
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Soit K un deux cocycle de G a valeur dans un tore différentiable Ty,
c’est-a-dire le quotient de R par un sous-groupe abélien A :

(86) K(g9,9'9")+ K(g',9") = K(99',9") + K(d',9").

Soit Z — g.Z, 'action adjointe de G sur G, avec g € G et Z € G.
Si K est normalisé, c’est-a-dire K (idg, ¢) = K(¢,idg) = 0, une vérification
élémentaire montre que I'application © définie sur G, & valeur dans G*, par

(87) 0(g9): Z+— %{K(g, etg*z) - K(etz,g)}

est un 1-cocycle de G dans G* pour ’action coadjointe, c’est-a-dire :

t=0

(88) V(g,9') € G x G, ©(gg') =ad"(g)°O(g) +O(g).
De plus, I’application bilinéaire k définie sur G x G par
k(2,2') = DOiaq (2)(Z')
/ 52
~ Btds

{K(etZ’ esZ’) _ K(etZ" esZ)}

s=t=0

est un 2-cocycle de la cohomologie alternée de G dans R. Le couple
d’application K +— © +— k définit une suite de morphismes en cohomologie :

(89) H2(G’A) '—)Hl(G7g*) —>H2(Q,R)
que nous appelons morphismes dérivés.

Remarque D.1. — Cette construction peut s’étendre a certains groupes
différentiables, notamment aux groupes de difféomorphismes de variétés.
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