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THEOREME DE HILBERT-SAMUEL
“ARITHMETIQUE”

par A. ABBES et T. BOUCHE

1. Introduction.

Soient K un corps de nombres, Og son anneau d’entiers et ®
Pensemble des plongements de K dans C modulo la conjugaison ou C
désigne le corps des nombres complexes. Soit X — Spec Ok un schéma
projectif, plat & fibre générique lisse de dimension r > 1. Soit L un faisceau
inversible ample sur X, on munit L, pour toute place o de ® d’une
métrique hermitienne & courbure positive ic(L,). On considére alors sur
X, la métrique w, = ic(L,)/27V ol V est une constante choisie de telle
sorte que le volume total de X, pour I’élément de volume associé dz soit
1. Le plongement

1) 0— H(X,L®") - @, H*(X,L®") ® K, = W,
fait de HO(X, L®") un réseau dans W,, qui est muni de deux normes :

1. Norme sup : Pour z = (z,), € W, on pose ||z||sup = sup, (||« ||sup)
et pour s € H°(X,, LE") on définit ||s||sup = sup,cx, [s(p)|- On note B,
la boule unité de W,, pour cette norme.

2. Norme L? : Pour z = (z,), € W, on pose ||z||1z = sup, (||zs||z2)
et pour s € H%(X,, LE™) on définit ||s||3. = [x_|s(z)[’dz. On désigne par
C., la boule unité de W,, pour cette norme.

DEFINITION. — On appelle sections d’Arakelov du fibré L®" sur X
et on note H3 (X, L®") I'ensemble H°(X,L®")N B, .

Mots-clés : Variété arithmétique — Intersection arithmétique — Théorie d’Arakelov —
Théoréme de Hilbert-Samuel — Théorie spectrale des opérateurs elliptiques — Fibré
holomorphe hermitien.
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On se propose de faire ’étude de cet ensemble quand n — +o00. On
prouvera le théoréme suivant :

THEOREME PRINCIPAL (boule unité sup). — Soient X — Spec Ok un
schéma projectif plat & fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau
inversible ample muni en chaque place & I'infini d’'une métrique hermitienne
a courbure positive. On désigne par B,, la boule unité pour la norme sup
de H°(X,L®") ®z R, alors quand n tend vers I'infini la quantité :

(r+1)!
nT+l

(- log(vol(H°(X, L®™))) + log(vol(Bx)))

tend vers une limite finie appelée la self-intersection de L. On la note
( L)T'H.

THEOREME PRINCIPAL (boule unité L?). — Avec les mémes conditions
et notations qu’au théoréme précédent, on a la limite suivante quand n tend
vers l'infini :

(r+1)!

—+1 (— log(vol(H(X, L®")) + log(vol(Cp))) — (L)™*,

o1 Cy, est la boule unité pour la norme L? de H°(X,L®") ®z R.

On déduit le critere suivant pour ’existence de sections de norme sup
plus petite que 1 en chaque place.

CoROLLAIRE. — Si (L)™*! > 0 alors HY (X, L®") # 0 pour n assez
grand.

Le théoréme principal dans ses deux versions équivalentes (voir propo-
sition 4.1) est ’analogue «arithmétique» du théoréme de Hilbert-Samuel
algébrique. Il a été démontré par Gillet et Soulé [GS4] en 1988 en utili-
sant les résultats partiels connus & 1’époque sur le théoréme de Riemann-
Roch arithmétique ainsi que les travaux de Bismut et Vasserot [BV]. De
méme qu’en géométrie algébrique, on peut déduire le théoreme de Hilbert-
Samuel «arithmétique» du théoréme de Riemann-Roch arithmétique qui
a été prouvé par Gillet et Soulé dans [GS1] (en utilisant les résultats
d’analyse de Bismut et Lebeau [BL]) et par Faltings dans [Fal]. Cette
approche permet d’avoir en plus du terme dominant donné par le théoreme
principal (boule unité L?), les deux termes suivants du développement de
— log(vol(H?(X, L®™))) + log(vol(C,)). L’objet de ce travail est d’en pro-
poser une démonstration simple. L’intérét de cette démarche, qui nous a
été suggérée par L. Szpiro, peut s’expliquer par le fait que de nombreuses
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applications arithmétiques n’utilisent que le théoréme de Hilbert-Samuel
«arithmétique». Pour donner quelques exemples nous invoquons le critere
d’amplitude arithmétique de S. Zhang [Zh], le résultat sur les points entiers
de hauteur bornée démontré par E. Ullmo [Ul], Papplication & la conjecture
de Bogomolov due & L. Szpiro [Sz2] ainsi que des applications de Faltings
[Fa2] et de Vojta [Vo].

Si ’approche de Gillet et Soulé s’inspire du théoréme de Riemann-
Roch-Grothendieck et du théoréme de ’indice pour la métrique de Quillen,
la notre est trés comparable & la preuve directe classique du théoréme
de Hilbert-Samuel algébrique. En effet, le théoréeme de Hilbert-Samuel
algébrique se déduit immédiatement par récurrence de la suite exacte

0— HO(X, L®n) ~_3> HO(X, L®n+1) N HO(Y, L®n+1 IY) -0

ou Y est le diviseur associé a la section s de L et n est grand; ceci
car la dimension est additive sur les suites exactes d’espaces vectoriels.
La fonction x que nous définissons ci-dessous tient lieu de caractéristique
d’Euler dans le contexte arithmétique, elle est additive sur les suites exactes
qui sont aussi exactes «au niveau des volumes» (voir la section 2 pour un
énoncé plus précis), ce qui n’est évidement pas le cas de la suite exacte
que nous considérons (que ce soit dans le cas des volumes L2 ou sup).
L’essentiel est par conséquent de mesurer le défaut d’exactitude des volumes
de cette suite exacte. Il ressort de notre analyse que la seule contribution au
terme dominant (en n"*!) provient du déterminant de la premiere fleche
(multiplication par s). Nous estimons ce terme & ’aide d’un rafinement
de travaux antérieurs de Demailly [De] et Bouche [B1]. Remarquons & ce
propos que, si I’aspect analytique de notre travail est allégé par le fait que
nous n’avons pas & nous préoccuper de la métrique de Quillen, le point de
départ de nos estimations & l'infini et de I'article [BV] de Bismut-Vasserot
est identique : c’est la description asymptotique du spectre du laplacien
antiholomorphe agissant sur les sections de L®" di & J.-P. Demailly [De].

Signalons que Lau, Rumely et Varley prouvent dans un cadre adélique
et par une méthode différente, ’existence d’un terme dominant analogue a
celui donné par le théoréme principal sous des conditions plus faibles que
les nétres [LRV] et [LR].

Dans cet article, la section 2 introduit des éléments de volume additifs
qui serviront dans la récurrence nécessaire pour la preuve du théoreme
principal. Cette récurrence sera possible grace a ’estimation & linfini
développée dans la section 3. La démonstration du théoréeme principal
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ainsi que le critére d’existence de sections de norme sup < 1 (corollaire
précédent) sont donnés dans la section 4. Finalement, nous montrons que
la self-intersection définie par le théoréme principal coincide dans le cas
général avec celle obtenue & partir des théories d’intersection d’Elkik dans
[E12] et de Gillet et Soulé dans [GS2] et [GS3] et dans le cas d’une surface
arithmétique avec la self-intersection d’Arakelov (section 5).

Nous remercions R. Elkik et G. Lebeau pour leurs lectures attentives
du manuscrit. A. Abbes remercie tout particuliérement L. Szpiro pour avoir
dirigé ce travail et pour ses efforts dans ’élaboration finale du manuscrit.

2. Volumes additifs.

Dans une premiére étape, nous introduirons des éléments de volume
réels additifs que nous comparerons aux éléments de volume L? et sup.
Dans tout ce qui suit, on désigne par R le corps des nombres réels et par Z
Panneau des entiers relatifs. Soit M un Ox—module de type fini. On fixe
pour toute place ¢ € ® un élément de volume réel 7, € detr(M ® K).
L’espace vectoriel Mg = M ®z R est donc muni de I’élément de volume réel
N = ®oNe. On pose M = M/Myor ott My, est le sous-module de torsion
de M. L’inclusion canonique M — Mg fait de M un réseau de Mg. On
définit :

@2 x(M,n) = —log(vol(Mr/M)) + log(#Mior).

La fonction x est additive au sens suivant (voir [MB] et [Szl]) : soient
M;, My et M3 trois Og-modules de type fini, et 71 € detg(MiR),
72 € detr(MaR) et 3 € detg(M3R) trois éléments de volumes réels. On
dit que la suite 0 — M; — My — M3 — 0 est exacte si elle ’est sur Ok et
si 2 = 11 ® N3 dans 'isomorphisme induit sur les déterminants. On a alors

(3) X(M2’7]2) =X(M1,711) +X(M3a773)

Soient A une Oy —algebre graduée de type fini A = 6>90 A,, M un
nz
A—module gradué de type fini M = 6)9 M,, (tel que M, n’est pas de
n>0
torsion pour tout n) et P le polynéme de Hilbert-Samuel de M ®o, K.
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DEFINITION 2.1. — Soit k un nombre réel. On définit an,r €
detr(M,, ®z R) par I’équation :

n—1

€Y X(My,ank) =k Y P(§) + x(Ok)P(n)

=0
ol x(Ok) est calculée avec les éléments de volume canoniques de Ok.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. — Soient k un nombre réel, M, M? et M3 trois
A-modules graduées de type fini qui forment une suite exacte :

0—- M - M? - M3 0.
Soit
®,, : det(M?2 @z R) = det(M}! ®z R) ® det(M: ®z R)

les isomorphismes qui s’en déduisent. Alors si oy, , € det(M? ®z R) pour
j=1, 2 0u3etn €N sont les éléments de volumes de 2.1, on a :

q)n(afz,k) = a‘}l,k ® ai,k-

Preuve. — Soient P;, P, et P3 les polynémes de Hilbert-Samuel de
Mj, M% et M. On pose 6,k = @, (al , ® 3 ;).

Par additivité de x on a I’égalité :

(5) X(M2,6nk) = x(Mp, a} ) + x(M3, a3 1)
— kY Pi(5) + x(Ox)Pi(w)
j=0
(6) +5 Y By() + x(Ox) Pa(m)
j=0
n—1
) — £ B(G) + X(Ox) Pa(n).

=0

Pour établir (7) on a utilisé I’égalité Pz(n) = Py(n) + Ps(n). On obtient
alors par 2.1 lidentité &, = o2 .
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3. Estimation a 1’infini.
Afin de comparer les éléments de volume définis dans la section

précédente au volume L?, une estimation & l'infini est nécessaire.

Soient X une variété complexe projective lisse de dimension r > 1 et
L un faisceau inversible trés ample hermitien & courbure positive ic(L). On
considére sur X la métrique w = ic(L)/2nV ou V est la constante choisie
de telle sorte que le volume total de X pour I’élément de volume associé
dz soit 1. Soit s une section non nulle de H°(X, L) telle que Y = div(s)
soit lisse dans le cas r > 2 et réduit dans le cas r = 1. Pour n assez grand,
on a la suite exacte suivante :

(8 00— HYX,L®") = H(X,L®™*!) — HO(Y,L®"*! |y) — 0.

On cherche & estimer le volume L? induit sur H°(X, L®"*!) par la suite
exacte (8), on définit pour cela la fonction g(n) par :

(9) Vith =g(n+1) VR @V2H

ot VZ 1, et Vi, sont les volumes L? de HO(X,L®") et HO(Y,L®" |y)
(c’est-a-dire les éléments de volume qui donnent aux boules unités L? le
volume 1). On prouvera le résultat asymptotique suivant :

ProposiTION 3.1.

1
Py logg(n+1)— — / log|s(z)|? dz, quand n — +o0
ou P désigne le polynéme de Hilbert-Samuel de L sur X.
Nous ferons usage de la proposition suivante démontrée indépenda-
ment par Bouche [B1] et Tian [T).

ProposiTION 3.2. — Soit 81, ..., sy avec N = P(n) une base
orthonormée pour le produit L? de H°(X, L®"). Alors, la fonction

N
bu(z) =Y _ ls;(x)I?
j=1
est indépendante de la base fixée et on a I’équivalent suivant :
bn(z) ~ P(n), quand n — +00

et ceci uniformément enz € X.
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Il s’ensuit :

CoRroLLAIRE 3.3. — Il existe une constante ¢ non nulle telle que pour
tout n > 1 et pour toute section s € H°(X,L®"), on ait :

1
lIsllzz < llsllsup < eP(n)* |ls]|2-

Preuve. — Soient s € H%(X, L®") une section non nulle et z € X
tels que ||s|lsup = |s(z)|. Et soit sy, ..., sy avec N = P(n) une base
orthonormée pour le produit L? telle que s;(z) = 0 pour tout j > 2. On
peut alors écrire :

N
s = E aij
Jj=1

d’ol on tire :
s(z) = a; s1(x)

lslFz = a3
Isllzep = af [s1(2)|* = af bn(2)

ce qui donne :
Islizap < lIslZz bn(2) < ¢ P(n)lls]|Z

pour ¢ une constante vérifiant : b, (z)/P(n) < ¢? pour tout n et pour tout z.

La seconde fleche de (8) définit sur HO(Y,L®"+! |y) un élément
de volume réel V;"L*} induit par le produit quotient L? donné par cette
surjection. On compare ce volume quotient au volume L? par la fonction
positive y(n) qui vérifie '’équation Vo= 'y(n)Vq”‘Lz. La multiplication par
s induit sur H%(X, L®") un produit noté ( ,)s r2 : (v,v')s 12 = (sv,sv') 2.
On désigne par V;, I'élément de volume réel de H 0(X, L®") qui donne &
la boule unité de ce produit le volume 1 et on le compare au volume L2
par la fonction positive §(n) vérifiant ’équation : VL= 6(n)V:L2. Pour
finir, on définit la fonction positive ¢(n) par ’égalité :

V;:Elz = <P(n + 1) V:Lz ® qujz’zl-
On a alors :

p(n+1)
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Pour prouver 3.1, on montrera que :
i) logp(n) = o(n");
ii) log7y(n) = o(n");
iii) logé(n) = P(n) [y log|s(z)|? dz + o(n").

LEMME 3.4. — log p(n) = o(n").

Preuve. — On considére une suite exacte de C-espaces vectoriels :
0—-V' -V —= V" - 0. On se donne un produit hermitien sur V et
on considére sur V' le produit induit et sur V' le produit quotient. Soient
p et g les dimensions respectives de V' et V" sur C. On fixe une base
orthonormée de V sur C, X1, ..., Xp44 telle que X3, ..., X, soit une base
orthonormée de V' et X, 41, ..., Xptq Soit une base orthonormée de V.
Soient 7, ' et n” les éléments de volumes respectifs de V, V'’ et V" qui
donnent aux boules unités des espaces respectifs le volume 1. Alors, on a :

1
N=——<X1AN...ANXpig ANiX1...NiX
alp+9) p+g p+g
ot a(p + ¢) est le volume de la boule unité de R2(+9) pour le produit
scalaire ordinaire. D’ou :
a(p) (@) , .

11 n=——=non.

) a(p+q)
Alors, si P et @ sont les polynémes de Hilbert-Samuel respectifs de L sur
X et Lly sur Y, il vient :

_ a(P(n)) a(Q(n+1))
(12) e+ 1) = = Bt 1)
ce qui donne :
(13) log p(n) = o(n").

ProrosiTiON 3.5. — Avec les notations précédentes, il existe un entier

ng et une constante B tel que pour tout n > ng et pour tout t dans
HO(Y, L®n+1 IY) .

l1tllq,L2 < Bli¢]| z2-

D’ou le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 3.6. — logy(n) = o(n").

Preuve. — Par 3.5et 3.3 0n a :

I llg,z2 < Bl |22
1
I llz= <l ”sup < ”q,SUp <cP(n)? | "q,L’-
11 vient alors :
1
1
cP(n)?

Et comme dimH°(Y, L®"*! |y) est un polyndme en n de degré r — 1, on
obtient : logy(n) = o(n").

lze <Nl llg,z2 < Bl llz2-

Preuve de 3.5. — Cet énoncé est une conséquence directe des
théorémes d’extension L? d’Ohsawa [Oh] et Manivel [Ma]. Nous indiquons
briévement comment le déduire des énoncés de [Ma]. Dans notre situation,
Y est le diviseur lisse de X défini par la section s de L; celle-ci est donc
partout transverse & la section nulle et on applique le corollaire 1 de [Ma)]
dans la situation ol le fibré vectoriel E est L. On a évidemment P(E) = X
car E est de rang 1, et Op«(1) = L. On choisit maintenant ng suffisamment
grand pour que L™ ® K% soit ample, et 'on obtient que le morphisme de
restriction H%(X, L®") — HO(Y, L®") est surjectif pour tout n > ng avec
les estimations L? du théoréme 1 de [Ma]. C’est-a-dire, en faisant usage de
la remarque 2 : Il existe une constante M ne dépendant que de Y telle que
toute section t de H°(Y, L®™) se reléve en une section T de H°(X, L®")

vérifiant
|T|2dz 2
L < MIIE,.
/X (1+]s[®)? ~ Iellz2

La proposition 3.5 s’en déduit immédiatement en observant que le terme
de gauche est minoré par (1 + ||s||2,,) |IT||3. et que 'on a évidemment
lItlg,2 < |IT||L2- Dans le cas oit 7 = 1 (Y discret), ce résultat a été obtenu
par Ullmo [Ul] et Zhang [Zh] en utilisant les estimations L? de Hérmander-
Bombieri-Skoda [Sk]. Dans ce cas on peut montrer que la constante B tend
vers 0; en utilisant la proposition 3.2 il est en fait facile de voir que la
meilleure constante B est équivalente & 1/4/n. Il semble probable que ce
soit également le cas en dimension plus grande.

11 reste donc pour achever la preuve de 3.1 & démontrer (iii). Soit
Pinclusion :

HO(X,L®™) < HO(X, Lo™HY).
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1l existe une base orthonormée de H°(X, L®") pour le produit L? (, ) qui
est orthogonale pour le produit induit ( , ), 2. On la note X3, ..., Xn
avec N = P(n). Dans cette base, la matrice de ( , ) 2 s’écrit diag(Ay, ..
An) avec A; > 0. On peut exprimer :

*

V)?’Lz =a(P(n)) XaiN. .. AXNAIXIA... NI XN

Vo2 = a(P(n)) )—(ll Ao A z(—g /\z‘z‘l /\.../\z‘—)%.
A2 AN A2 Ak

On a alors :

1
Vorr = = VXL,
Hj_l AJ' ’

On note m, : H°(X,L®") 3 HO(X,L®"*!) et m* son dual quand on
munit les espaces de leurs produits L2. D’ol, si ¢, s désigne m?% om,, on a

N
[T Aj = det ¢n ¢ et, par suite :
=1

6(n) = det ¢ 6.

THEOREME 3.7. — On a la limite suivante :
1

(14) P(n)

log det ¢ s — / log |s|? dz , n — +00.
X

Preuve. — On a par définition \; = ||s ® X;||2. = [y |s]?|X;|%dz.
1

Observons avant tout que la quantité mlog det ¢, s n’est autre que
le logarithme de la moyenne géométrique des valeurs propres );. Par
conséquent, si on modifie s en la multipliant par une constante c, cette
quantité est translatée de 2logc, ainsi que l'intégrale de log|s||? car le
volume total de dz est 1. On supposera donc désormais que ||s||sup < 1, ce
qui implique que toutes les valeurs propres \; sont inférieures & 1. Nous
décomposons le théoréme 3.7 en deux inégalités :

LEMME 3.8. — On a

liminf P(n)~! logdet ¢n, s > / log |s|%dz.
X

Preuve. — La base (X;) étant orthonormée pour le produit scalaire
L2, Pélément de volume |X;|?dz est de volume total 1 sur X. On a par
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conséquent pour chaque j =1,...,N

log /X Is[21X; de > /X (log [s[?)| X, dz.

En sommant ces inégalités sur j et en utilisant le fait que ’on peut calculer
la fonction b, définie par la proposition 3.2 dans une base orthonormée
quelconque (ici (X)), on obtient :

(15) P(n)ZIOg/\ >/ log |s|? (P( )bn)dx.

La proposition 3.2 nous assure que la fonction b,/P(n) converge uni-
formément sur X vers la constante 1, le lemme 3.8 se déduit donc immédia-
tement de (15).

LEMME 3.9. — On a

limsup P(n) ! log det ¢, s < / log |s|%dz.
b's

Preuve. — La stratégie de la démonstration est la suivante : comme
les valeurs propres de ¢, s sont toutes inférieures & 1, il suffit pour
majorer son déterminant §(n) de le controler sur un sous-espace vectoriel
de H(X,L®m"). Idéalement, on cherche un sous-espace (de dimension
équivalente & P(n)) contenant une base orthonormée de vecteurs propres
X; prenant leur masse sur de petits ouverts disjoints, de telle sorte que
I'inégalité de concavité (15) puisse étre ramenée au cas d’égalité (|s]|
constante). Cela n’est malheureusement pas possible dans la catégorie
holomorphe, et c’est pourquoi nous allons devoir étendre notre analyse aux
espaces propres du laplacien antiholomorphe de L®" correspondant aux
petites valeurs propres. Nous introduisons quelques notations (cf. [B2]).
Dans ces notations, le sous-espace de H°(X, L®") sur lequel le déterminant
de ¢n s est facile & majorer est I’espace ¥, (F,(ux)) construit ci-dessous,
et c’est la majoration (21) qui confirme notre approche. On note Al =
(D" + 6")? le laplacien antiholomorphe associé & la connexion D” et & la
métrique du fibré L®" induite par celle de L, que nous considérerons comme
un opérateur non borné & domaine dense de I’espace des sections de carré
intégrable de L®" sur X (noté L%(X,L®")). Pour un ouvert 2 de X on
définit également ’opérateur AZ’Q qui est le méme opérateur différentiel,
avec conditions de Dirichlet au bord de 2. Si on se donne un réel y > 0,
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on note H, (9, 1) la somme directe des espaces propres de %AZQ associés
aux valeurs propres inférieures ou égales & u. C’est un sous-espace vectoriel
de I’espace L?(92, L®"). Soit maintenant (£2) k=1,...,m une famille d’ouverts
de X deux & deux disjoints. On pose Fp (1) = @ Hn (%, 1), €t on note

k

U, : Fulp) — HO(X,L®")
() =  Polur+---+uny)

ot1 P, est le projecteur de Bergman (i.e. projecteur orthogonal de L?(X, L®")
sur H°(X, L®™)). Dans la suite, on identifiera la famille (u) et son image

u par linjection canonique de F,,(u) dans L2(X,L®"). Le lemme suivant

généralise le lemme 3.3 de [B2] :

LemME 3.10. — Si p < 7V et n est suffisamment grand, ¥, est
injective. En outre, on a

1n(u) —ulll: < (V) pllullzz si ue Falp).

1 1
Preuve. — Notons H(u) = / < —Anuu>dr = -/ |D"u|?dx
x n nJx

1
(resp. Ha(v) = / <~ A v,v > dz) siu € Dom Ay, (resp. v € DomA;, ).
On a alors, si u = (ug)x € Fn(u),

M
(16)  Hw=Y Hoy(uw)<pY / fukPdz = pljul.
k=1 k7%

Par le lemme 3.2 de [B2] on sait que la limite inférieure de la premiére

valeur propre non nulle u7 de — AJ sur X est supérieure au minimum sur

X des valeurs propres de la courbure ic(L) par rapport & la métrique w,
donc & 27V puisque dans notre situation, toutes les valeurs propres de
ic(L) sont égales & cette constante. Pour n suffisamment grand, on a donc
ut > 7V > p. Pour un tel n, prenons un élément v dans le noyau de ¥,.
u est dans P'orthogonal de I’espace des sections holomorphes qui est égal
au noyau de A/, ce qui implique : H(u) > p7|lul|?. d’une part. D’autre
part, d’apres (16), on a H(u) < pllul|2,. Ces deux inégalités impliquent
bien que u est nulle. Posons maintenant & = u — ¥, (u). C’est la projection
orthogonale de u sur l'orthogonal de H°(X,L®"), donc H (@) > u7|a|?.
et H(u) = H(@) < pllu||2, d’aprés (16). De ces deux inégalités on déduit
lal|22. < (u/63)|lull?2, ce qui achéve la preuve du lemme.
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Le lemme 3.10 signifie que P’application ¥,, injecte ’espace F, (1) de
fagon quasi-isométrique dans H%(X, L®™). Le lemme 3.11 ci-dessous signifie
que P’application ¥,, est également proche d’une isométrie pour la forme
quadratique g, définie sur L?(X, L®") par : gn(u) = [y |s|*|u|?dz. Notons
que, si u est holomorphe, on a évidemment g, (u) =< u, ¢n s(u) >p2.

LEmME 3.11. — Sip<nV et u € Fp(u), on a
|gn () — gn(Tn(w))] < 3(xV) "2 /Elu|2..

Preuve. — On a ponctuellement |u(z)|? — |¥,(u)(z)|? = |u(z) —
U, (u)(z)|? + 2Re < ¥, (u)(z), (u — ¥n(u))(z) > d’ol (en tenant compte
du fait que ||8||sup < 1) :

} [ st = a(P)az
wlz)? — w) ()12
< /X [u(@)]? — |¥n(u) (@) Plda
< Ju=Tn@)+2 [ 100 lul-12aw)ds

< llu = Tn(W) 122 + 20| Tn(u) 2 flu ~ Un(w)l|z2

d’ott le lemme 3.11 d’apres ’estimation du lemme 3.10 en tenant compte
de la majoration de p.

Nous en venons & la preuve de 3.9, qui repose sur une succession
de majorations utilisant les lemmes précédents. Tous les déterminants de
formes quadratiques qui apparaitront sont pris par rapport au produit L?
sur le méme espace. La premiére majoration exprime comme nous ’avons
annoncé que toutes les valeurs propres de ¢, s sont inférieures & 1, et que
ImV¥, C HO(X,L®"):

(17) det ¢n,s = det[qnm()(x’L@n)] < det[qnumq,n].

Pour majorer le déterminant de g, sur Im¥,,, nous nous ramenons sur
Fn(p) en appliquant V. Le lemme 3.10 nous permet de contrdler la
distortion entre le produit scalaire L? de J,(u) et celui transposé par ¥,, :

1 2dim Fp, (p)
18 det{q,, < | ———= det|g, o ¥ .
( ) [q |Im\1;n] (1 — W) [q nlf,,(;z)]

Un théoréme élémentaire d’algebre linéaire affirme que le déterminant
d’une matrice hermitienne positive est majoré par le produit de ses termes
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diagonaux. Pour un n donné on choisit une base orthonormée (h¥), ; de
Fn(p) composée pour chaque k d’une base L2-orthonormée de M, (%, 1),
et on obtient

(19) log det[gn © Un 5, (] < D log gn 0 ¥n(hf)

k,l
(20) =D _log(gn (k) +3v/u/7V)
k,l
(21) < ZIOS(S§P|3|2 + 3V u/7V) dim Hyp, (U, p).
k k

Pour passer de (19) & (20), nous avons utilisé 3.11. Notons que la méme ma-
joration appliquée & une base orthonormée de H°(X, L®™) aurait conduit
3 Dinégalité det ¢, s < supy log|s|?P(n) qui converge simplement vers

I’inégalité entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique des valeurs
propres de ¢, s.

Déduire 3.9 de (21) est aisé. Soit € > 0 tel que [|s||syp + 3¢ < 1. La
fonction log(|s|? + 3¢) étant uniformément continue sur X, son intégrale
est approchée & € prés par toute somme de Riemann associée & un pavage
de X de maille n > 0 donnée. On réalise un tel pavage en recouvrant X
par des ouverts 2 deux & deux disjoints, dont I’union des adhérences vaut
X (pratiquement, on prendra pour i des cubes de c6té < 1/2r dans des
ouverts de carte). Le pavage Q est désormais fixé.

On fixe y = wVe?. Le corollaire 2.4 de Demailly [De] s’écrit dans notre
situation (cf. également le théoréme 3.14 et la définition (1.5) de [De]) :

dim H,, (%, 1) ~ P(n) Vol(Q%)

lorsque n — +o00. En effet, la fonction vg considérée dans notre situation
I

est vp (2(rrV +p)) = VT Y [2p+2aVr— Y (2p;+1)27V]S ot le symbole
pENT Jj=1

[z]% prend par convention la valeur 1 si > 0, et 0 sinon. Cette fonction
vaut donc V" pour 0 < g < 7V, et l'on a bien siir P(n) = V'n" + o(n").
Notons que cet équivalent peut également se déduire de la limite (1b) du
théoréme 1.1 de [B 2]. Il vient pour n > ng :

(22) dim Hon (e, 1) > Vol(Q) P(n)(1 — €).

De (21) et (22) on tire (en tenant compte du fait que log(|s|? + 3¢) < 0 sur
X)
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1
= logdet[gn 0 ¥y £ ()] < (1 —¢) Z sup log(|s|? + 3¢) Vol(Q2%)
P(n) PR

(23) <(1-¢) (/X log(|s|? + 3¢)dz +¢)

pour n > ng. En utilisant (17) et (18) on trouve
(24)
1
lim sup—— logdet ¢, s < (1 — s)(/ log(|s|® + 3¢)dz +€) — 2log(1 —€).
n  P(n) ' X
Le lemme 3.9, et par conséquent le théoréme 3.7, est démontré. Ceci termine
la preuve de (iii) donc de 3.1.

Ce résultat étend a la fonction log un théoréeme de Boutet de Monvel et
Guillemin (théoréme 3.13 de [BG]) démontré par une méthode entiérement
différente pour les fonctions continues sur R.

Remarque 3.12. — On aura besoin dans la partie 4 de la généralisation
suivante de la proposition 3.1 : L étant supposé ample, on considére j un
entier tel que L®7 soit trés ample et on fixe une section s de H°(X, L®7)
tel que div(s) =Y soit lisse dans le cas r > 2 et réduit dans le cas r = 1.
Pour tout entier p compris entre 0 et j — 1 et pour n assez grand on a la
suite exacte suivante :

0— HO(X, L®nj+p) N HO(X, L@(n+l)j+p) - HO(Y, [®(n+1)itp ly) — 0.
On définit pour généraliser 3.1 les fonctions g,(n) par :
V)({’Ij[—t—gl)j"‘l’ =gp(n+ I)V;,jz-;p ® V}Sjgl)j”'

De fagon analogue a 3.1 on prouve que pour tout entier p vérifiant
0<p<j-1

1
—— 1o n—»—/lo slPdz n— 4.
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4. Théoreme de Hilbert-Samuel «arithmétique».

On reprend les notations de ’introduction ou X — Spec Ok est un
schéma projectif plat & fibre générique lisse de dimension r et L un fais-
ceau inversible ample sur X muni en chaque place a 'infini d’une métrique
hermitienne & courbure positive ic(L,). On pose A = @n>oH’(X,L®")
algebre graduée de type fini sur Ok et on considére le plongement canoni-
que :

(25) 0— H°X,L®") -» @, H°(X,L®") ® K, = W,.

L’espace W, est muni de ’élément de volume sup Vg ., qui donne & la
boule unité sup le volume 1, de I’élément de volume L? noté VX 12 et de
I'élément de volume V¢ ; (k € R) défini dans 2.1 pour la Ok —algebre A.
On compare ces éléments de volumes par les fonctions positives fx(n, k)
et hx(n) définies par les équations :

V)?,k = fx(n, k)V)?,L2

V;(l,lﬁ =hx (n)V)?,sup'

ProposITION 4.1.
(26) log(hx(n)) = o(n™**).
Preuve. — Comme la dimension de H(Xx, LY") est polynomiale en

n de degré r, le corollaire 3.3 implique la proposition.

ProprosiTION 4.2. — Il existe un unique nombre réel k tel que :
(27) log(fx (n, k)) = o(n™*?).
Remarque. — On prouvera dans la suite qu’il existe une fonction
réelle n(k) tel que
log(fx (n, k)) = n(k)n"** + o(n"*1.
La fonction 7 est affine. En effet par 2.1 on a

log(fx (n, k) — log(fx (n, ¥')) = c(k — K')n"+! + o(n™+1).
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n—1

Dans I’équation ci-dessus ¢ désigne le coefficient dominant de ) P(j) et
j=0

P le polynéme de Hilbert-Samuel algébrique de A ®,, K, donc

_ (L&)
T (r+ 1)

Ceci prouve 'unicité de k.

Preuve. — Comme on I’a indiqué dans la remarque, on va prouver que
pour tout nombre réel k il existe un nombre réel n(k) tel que log fx (n, k) =
n(k)n™+ + o(n7+1).

A) Cas trés ample

On fera une démonstration par récurrence sur 7 =dimX g . L étant trés
ample, il existe alors un plongement ¢ : X — ng tel que ¢*(O(1)) = L.
Par le théoréme de Bertini et apres une extension de K il existe une section
! non nulle de O(1) sur Py 4 dui coupe Xk en une sous variété de dimension
r — 1 lisse dans le cas r > 2 et réduite dans le cas 7 = 1. Soit s = ¢*(l). Le
faisceau L®~! faisceau d’idéaux de div(s) se décompose au moyen d’une
décomposition primaire en L®~1 = I'NJ ou J est & support vertical V
et I définit un fermé plat sur la base & fibre générique lisse (=div(sg)) de
dimension 7 — 1, on le note H. On a alors pour n assez grand la suite exacte
suivante :

(28) 0 — H(X,L®"*' @ I) — HO(X, L®™*!) — HO(H,L®"*! |4) — 0.

— En posant M = @,50H°(X, L®"*! ® I) et en considérant le plonge-
ment canonique :

HY(X,L®"11®I) — 9, H'(X,L®") ® K, = W,
on obtient sur W,, les éléments de volumes suivants :
L V¥ e
2. Vg ) donné par 2.1 relativement a A

3. Z7 donné par 2.1 relativement & M

— On note B= @ H°(H,L®" |g) et on considére I'inclusion :
n>0

H°(H,L®" |g) — @®,H°(H,L®" |5) ® Ko = Q,
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Q, hérite des éléments de volumes suivants :
1. Vi, donné par la définition 2.1 relativement & B
2. Vg 12 le volume L2 obtenu par restriction des métriques.

En appliquant alors la proposition 2.2 & la suite (28) on obtient :
(29) Vil =vitle ;.
On veut comparer les différents éléments de volume définis sur les termes
de la suite exacte

0> W, =Wy = Q1 —0

obtenue par tensorisation de (28). Pour cela on définit les fonctions positives
g, fx, fu et tx par les équations suivantes :

Vit =g+ 1)V @ Vil
Vi k= Fx(n,k)Vx L2
Vitk = fu(n,k)Vg 2
Zg =tx(n, k)Vx La-

La relation (29) nous donne 1'équation :

tx(n,k)fu(n+1,k)

(30) Fx(n+1,k) = 2T

On consideére les deux suites exactes de faisceaux :

0-I1J->I—-IQ®0x/J—0
0—I1.J—1INnJ— Tor'(Ox/I,0x/J) — 0
o INJ=L®1

On note dans la suite 7 = Tor'(Ox/I,Ox/J) qui est un faisceau
a support dans V. Ces deux suites nous induisent pour n assez grand les
suites exactes suivantes :

(31) 0— HYX,L®"*'®1.J) » HY(X,L®"*'®I) —
- H(X, L' @ I® Ox/J) =0

(32) 0 — HO(X,L®"*'®1.J) — H°(X,L®") —» H°(X,L®"*'®T) — 0.
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Les modules HO(X,L®"*! @ I ® Ox/J) et HO(X,L®"t! ® T) sont de
torsion, on obtient alors par additivité de la fonction x définie dans la
partie 2 appliquée aux suites exactes (31) et (32) la relation :

log(tx (n, k)) — log(fx (n, k)) = log(#H°(X, L®"*' @ I ® Ox/J))
(33) —log(#H°(X, L®"*1 @ T)).

D’ou par (30) et (33) on trouve :

log(fx(n+ 1,k)) — log(fx(n, k)) = log(fu(n +1,k)) — log(g(n + 1))
+ log(#HO(X, L8 @ I @ Ox/J))
(34) — log(#H°(X,L®"*1 ® T)).

Dans cette équation le terme de gauche admet un développement asymp-
totique de la forme an™ + o(n"). En effet,

— par hypotheése de récurrence (H est plat a fibre générique lisse) on a :
log(fa(n +1,k)) = cu(k — p)n" + o(n");

— pour développer en fonction de n les deux quantités
log(#H(X, L8 @ I ® Ox/J)) et log(#H°(X,L®"*! ® T))

on décompose V' en somme de sous-variétés connexes sans intersection
contenues dans les fibres et donc de dimension < r. On applique alors
le théoréeme de Hilbert-Samuel algébrique & ces sous-variétés pour
déduire que chacune de ces deux quantités admet un développement
de la forme ¢n" + o(n");

— on a le résultat suivant :

logg(n) =mn" + o(n").

Pour justifier ceci on pose g(n) = [] g-(n) ou g, compare les volumes
o

L? dans la suite exacte suivante :
0 — H'(Xk, LE") ® Ko — H*( Xk, L") ® K, —
— HY(Hg, LY |y) ® Ky — 0.
On a prouvé dans 3.1 que pour une place complexe o il existe un
nombre réel 7, tel que log g,(n) = nen" + o(n"). Ce résultat s’étend

a une place réelle car les métriques sont stables par conjugaison. Ce
qui donne I’équivalent annoncé.



394 A. ABBES ET T. BOUCHE

D’ou il existe un nombre réel n(k) tel que log fx (n, k) = n(k)n™+! +
O(nr+1).

Il reste donc pour finir la preuve de 4.2 & débuter la récurrence, c’est
le cas r = 1. Nous avons fixé une section s de H%(X, L) & fibre générique
réduite. Le faisceau L®~! faisceau d’idéaux de div(s) se décompose en
L®! = INJ avec J & support vertical V et I définissant un fermé fini et
plat sur la base & fibre générique réduite (=div(sx)) noté H. Il s’ensuit que
H = SpecA pour une Ok —algebre finie et réduite .A. Avec les notations
précédentes on obtient 1’équation :

log(fr (n, k)) = =x(L®" |r, Vit x) + x(L®" | a1, Vi 12)-

Par la définition 2.1 et le fait que le polynéme de Hilbert-Samuel algébrique
de ®,L®" |p ®o,K est constant, on déduit que x(L®" |u,Vj,) est
une fonction affine. Il en est de méme pour x(L®" |u, Vi} 12) & cause du
théoréme de Riemann-Roch arithmétique appliqué & A (et aprés réduction
4 un ordre d’un corps de nombres, voir [MB] et [Szl]). Il s’ensuit que
log fr(n, k) est une fonction affine. Ce résultat nous permet en reprenant
les mémes étapes que la preuve générale de terminer la démonstration.

B) Cas général

1l sera déduit du cas A. En effet il existe un entier j tel que L®7 soit
trées ample. En considérant une bonne section de H°(X, L®7), en faisant
la méme récurrence et en utilisant la remarque 3.12 on prouve que pour
tout entier p compris entre 0 et j — 1 il existe une fonction 7,(k) tel que
log fx(nj + p,k) = mp(k)n™! + o(n™*!). 1l reste alors pour terminer la
np(k)
jr+l :
Or 1’égalité des n,(k) peut étre démontrée par la méme récurrence et au
moyen de la remarque 3.12 qui nous assure de 'unicité de la contribution
a l'infini.

preuve de voir que les fonctions 7, (k) sont égales et de poser n(k) =

THEOREME PRINCIPAL (boule unité sup). — Soient X — Spec Ok un
schéma projectif plat a fibre générique lisse de dimension r et L un faisceau
inversible ample muni en chaque place a 'infini d’une métrique hermitienne
a courbure positive. On-désigne par B, la boule unité pour la norme sup
de H°(X,L®") ®z R, alors quand n tend vers I'infini la quantité :

(r4+ 1)

e (- log(vol(H°(X, L®™))) + log(vol(B,)))
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tend vers une limite finie appelée la self-intersection de L. On la note
( L)r+1 .

Remarque. — Nous avons noté Vi, I'élément de volume réel de
HO(X,L®") ® R qui donne & la boule unité sup B, le volume 1. Il en
découle I’égalité suivante :

— log(vol(H*(X, L®"))) + log(vol(By)) = — log(vol(H*(X, L&), VZ sp))-

Preuve. — Soit k I’'unique nombre réel donné par la proposition 4.2
pour lequel log(fx(n,k)) = o(n™*!) , on définit la self-intersection de L
par la formule (L)™*! = (Lg)"k. On en déduit le calcul suivant :

- lOg(VOI(HO(X) L®n)a V}?,sup)) = X(HO(Xv L®n)1 V)’{l,k)

(35) + log(fx (n, k)hx(n))
n—1

(36) =k _ P(j)+o(n™t)
j=0

37) _ o™ n™t! 4+ o(n™t1h).

T o(r+ 1)

Le théoréme suivant est une version équivalente du théoreme précédent
portant sur la boule unité L2.

THEOREME PRINCIPAL (boule unité L?). — Avec les mémes conditions
et notations qu’au théoréme précédent, on a la limite suivante quand n tend
vers linfini :

(r+1)!
n’r+l

(—log(vol(H°(X, L®™))) + log(vol(Cp))) — (L)"**

ot C, est la boule unité pour la norme L? de H°(X,L®") ®z R.

Preuve. — C’est un corollaire directe de la comparaison entre volume
sup et volume L? dans 4.1.

Nous déduisons du théoréme principal (boule unité sup) le critére
suivant pour l’existence de sections de norme sup plus petite que 1 en
chaque place.

CoROLLAIRE. — Si (L)™*! > 0 alors H3 (X, L®™) # 0 pour n assez
grand.
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Preuve. — C’est une application simple du premier théoréme de
Minkowski.

Remarques 4.3.

1. L’énoncé du théoréme de Hilbert-Samuel algébrique est le suivant :
Soient A une algébre graduée de type fini sur un anneau artinien
et M un A—module gradué de type fini M = @®,>0M,. Il existe
un polynéme numérique Pys appelé polynéme de Hilbert-Samuel de
M, vérifiant Py (n) = longueur(M,) pour n assez grand. Bien que
nous nous soyons permis d’appeler le théoréme principal théoreme de
Hilbert-Samuel «arithmétique», ’analogie avec la situation algébri-
que s’arréte au terme dominant qui s’est avéré jusqu’a maintenant
suffisant pour les applications (voir corollaire précédent).

2. S. Zhang dans [Zh] généralise le théoréme de Hilbert-Samuel «arithmé-
tique» & un schéma projectif et plat sans supposer la fibre générique
lisse en utilisant une désingularisation de cette fibre générique.

3. La self-intersection définie dans le théoréme principal coincide avec
celle obtenue & partir des théories d’intersection d’Elkik dans [EI2] et
de Gillet et Soulé dans [GS2] et [GS3]. Elle coincide aussi dans le cas
d’une surface arithmétique avec la self-intersection d’Arakelov (voir
section 5).

5. Comparaison avec les théories d’intersection.

5.1. Cas d’une surface arithmétique.

On suppose que X est une surface arithmétique (donc r = 1) et
que L est muni en chaque place ¢ de ® d’une métrique permise (voir
[MB] et [Fa2]). Nous pouvons alors calculer la self-intersection de L au
sens d’Arakelov qu'on note : (L,L)a,. on se propose de montrer que la
self-intersection d’Arakelov coincide avec celle définie dans le théoréme
principal.

Pour n assez grand on note Vi, 1’élément de volume de Faltings de
W,, défini dans [Fa2] et [MB]. Le théoréeme de Riemann-Roch de Faltings
prouvé dans [Fa2] donne :

(38) — log(vol(H°(X, L®™), V&) = %(L, L)ar n? + O(n).
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On compare le volume de Faltings au volume L? par la fonction positive
u(n) définie par ’équation :

Viare = u(n)Viz.

Faltings a prouvé dans [Fa2] (voir aussi [El1]) que —log(u(n)) < o(n?) ce
qui donne :

LEMME 5.1. — On a l'inégalité : (L, L)a, < (L, L).
Preuve.

(39) — log(vol(H*(X, L") Viu)) = 5 (L, L)as 2+ ofn?)

(40) =~ log(vol(H(X, L&), V1)) ~ log(u(n))
(a) = 5 (L, L) + o{n?) — log(u(m)
(42) < % (L, L)n? + o(n?)

ot pour passer de (40) & (41), nous avons utilisé la version L? du théoréme
principal. Le lemme se déduit alors de ces inégalités.

Les méthodes que nous avons développées dans les sections précédentes
nous permettent de prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — On a I’égalité : (L, L)ar = (L, L).

Preuve. — Montrer 1’égalité des deux self-intersections revient &
prouver que log(u(n)) = o(n?). On peut toujours trouver un diviseur
horizontal réduit H, un diviseur vertical & distance finie V', un réel A et un
entier m tels que L®™ = Ox(H +V + A\[Xoo)) ol I’égalité est une isométrie
de faisceaux avec métriques permises. En utilisant les relations évidentes
suivantes :

(L8™)? =m?(L)* et (L®™)i, =m* (L)},
(L(A[Xo))? = (L)* + 21 deg(Lk)
(L Xool))ar = (D)4 + 2X deg(Lk)

on peut supposer que L = Ox(H + V). On note k = (L, L)a,/ deg(L)
et V;* 1’élément de volume défini dans 2.1 comme au déduit de la section
4. On compare V' au volume de Faltings V. par la fonction positive
v(n) vérifiant : Vi, = v(n)V". La relation (38) et la définition 2.1 nous
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montrent que log(v(n)) = O(n). On rameéne ainsi la démonstration a
prouver que log(f(n,k)) = o(n?) o f(n,k) compare les volumes V* et

7> comme dans la section 4. On désigne par I et J les faisceaux d’idéaux
respectifs de H et V. Les suites exactes que nous avons introduites dans
la preuve de la proposition 4.2 deviennent (X est régulier) pour n assez
grand :

0— HX, L8 ® 1) —» HO(X, L®™*) — HO(H,Li;*) — 0
0— HO(X, L®n) N HO(X, L®n+1 ®I) N HO(V, L®n+1 ®I|V) =0
ce qui nous permet de déduire avec les mémes notations que celles de la

section précédente (et en particulier de la preuve du 4.2) la relation de
récurrence :

IOg(fX(n +1, k)) - log(fx(n, k)) = log(fH(n + 1’ k)) - IOg(g(n + 1))+
(43) +log(#H"(V, L&' ® Iy)).

La proposition 3.1 nous donne :
By 980(n) = ~Zos [ toglsls,  m 400

ou P(n) est le polynéme de Hilbert-Samuel algébrique de L, et u, est la
métrique d’Arakelov de X, qui coincide avec ic(L,)/ deg(L) par définition
de la métrique permise. Or pour tout o on a [ log(|s|)us = 0. En effet, il
suffit de considérer le cas ou Hg est un point P, alors |$(Q)|s = G+ (Py, Q)
pour tout point @ de X, ou les fonctions G, sont les fonctions de
Green définies dans [MB], I'intégrale est alors nulle par définition. D’olt
log(g(n)) = o(n).

On rappelle que Vi, désigne I'élément de volume induit sur
HO(X, L 77) ® R par restriction des métriques de L aux points qui for-
ment le d1v1seur de H, et que Vi ;. est I'élément de volume défini dans 2.1.
11 découle alors :

log(fu(n,k)) = —x(H°(H, L), Vi &) + x(H(H, LE}), Vi sup)-
Par la définition 2.1, on a :
x(H°(H, L), Vi ) = (L, L) ar 7+ deg(Lx)x(Ok).

Par le théoréeme de Riemann-Roch arithmétique appliqué & H (et apres
réduction & un ordre d’un corps de nombres voir [MB] et [Sz1]), on obtient :

X(H(H, L), Vi aup) = (L, Ox (H))ar n+ O(1).
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Comme HO(V, L®"+! @ I;/) est de torsion, on tire :
log(#H°(V, L' ® Iiy)) = (L, Ox(V))ar n+ O(1).

La relation (43) et les développements précédents nous permettent de
conclure que

log(fx(n+1,k)) — log(fx(n, k)) = o(n)
et par suite que log(fx(n,k)) = o(n2), ce qui termine la preuve.

Exemple. — La proposition 5.2 nous permet de donner des exem-
ples pour lesquels nous sommes capables de calculer la self-intersection.
Considérons le cas d’une courbe elliptique semi-stable. Soient E une sec-
tion de X et L = Ox(FE) muni de ses métriques permises canoniques. L.
Szpiro a montré dans [Sz2] que (L, L) = —log(|Amin|)/12 olt Amin est le
discriminant minimal de X et |Apin| sa norme. Ce qui nous montre que
quand X n’a pas bonne réduction partout (L,L) < 0. Remarquons que
bien que le critére d’existence de sections effectives que nous avons donné
ne s’applique pas, L posseéde une section effective au sens d’Arakelov puis-
qu’il est donné comme faisceau associé a une section.

5.2. Cas général.

On considére de nouveau le cas général et on se propose de prouver
que la self-intersection de L définie dans le théoréme principal coincide avec
celle obtenue & partir des théories d’intersection de [E12] ou [GS3]. Plagons-
nous dans la situation de [El2] c’est & dire X —Spec Ok projectif, Cohen-
Macaulay a fibre générique lisse. Soit L un faisceau inversible ample muni
en chaque place & 'infini d’'une métrique hermitienne a courbure positive.
On note (L)5" la self-intersection de L définie dans [E12] et (L)"*! celle
obtenue & partir du théoréme principal.

PROPOSITION 5.3. — On a I'égalité : (L)™' = (L)i.

Preuve. — La preuve consiste en une récurrence sur la dimension de
la fibre générique r. Dans la suite nous esquissons le passage de r —1 a r,
Pinitialisation de la récurrence étant identique & 5.2. Quitte & remplacer L
par un multiple, on peut choisir une section s de L telle que sk définisse un
diviseur lisse et telle que s soit Ok réguliére aux points des fibres singuliéres
de X — Spec Og. On a alors L = Ox(V + H) ou H est un diviseur
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de Cartier plat sur Spec Ok et V vertical constitué de fibres lisses. On
pose alors k = (L)5" /(Lk)". Montrer 1’égalité des deux self-intersections
revient & voir que log(fx(n,k)) = o(n"*1). La relation de récurrence (34)
devient dans notre cas :

log(fx(n +1,k)) — log(fx (n, k)) = log(fu(n+1,k)) — log(g(n + 1))+
(44) +log(#H°(V, L&+ @ I\v)).

En utilisant la proposition 3.1, ’hypothése de récurrence et la relation I.1.1
d) de [El2] entre (L,...,L,Ox(H)) et (Ljg)", on obtient que :

log(fx(n+1,k)) —log(fx(n, k)) = o(n")

ce qui termine la preuve.
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