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COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE CROISÉES
ET K-THÉORIE DE MILNOR ADDITIVE

par Daniel GUIN

0. Introduction.

Dans ce travail, nous construisons des groupes d'homologie et de
cohomologie non âbéliennes des algèbres de Lie. Nous utilisons ces groupes
pour comparer, en basse dimension, Phomologie cyclique et la J^-théorie
de Milnor additive d'un anneau non commutatif.

Si <!5 est une fc-algèbre de Lie et Wî une fc-algèbre de Lie munie d'une
structure de (^-algèbre de Lie croisée (Définition 1.2), nous définissons des
/c-modules de cohomologie ^°((^, 971) et -Q1^, 9JI) (Définition 2.6), qui sont
canoniquement munis d'une structure d'algèbres de Lie. Nous montrons que
le produit tensoriel d'algèbres de Lie ([El], [E2]) est un fondeur adjoint
du fondeur obtenu en considérant les 1-cocycles de (S dans 97t, et nous
en déduisons l'existence de ^-modules d'homologie ^30(^5^) d ^i(©,9Jt)
(Définition 3.1). Les fondeurs ^o(^,-), ^i(0,-), ^°((S,-), ^((S,-)
satisfont les propriétés usuelles des fondeurs cohomologiques, en particulier
ils s'inscrivent dans de «longues» suites exactes associées à une suite exacte
courte sur les coefficients (Théorèmes 2.8 et 4.3). Lorsque 9JI est une algèbre
de Lie abélienne, ces modules s'identifient aux modules d'homologie et de
cohomologie de ($ à coefficients dans la représentation 9JI.

Si A est une Â;-algèbre associative unitaire, le théorème de Loday-
Quillen ([LQ]) permet de voir l'homologie cyclique HC^(A) de A comme
l'analogue additif de la J^-théorie de Quillen JCic(A). D'autre part, Loday
a défini ([Ll], [L2]) des groupes, notés ^^^(A), qui jouent, vis-à-vis
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des groupes HC^(A)^ un rôle analogue à celui joué par les groupes de K-
théorie de Milnor K^ÇA) vis-à-vis des groupes K^(A) ([G2]). Si l'algèbre A
est commutative les groupes HC^ÇA) et K^^ÇA) coïncident. Si l'algèbre
A est non commutative, en la considérant comme une ^-algèbre de Lie
([a, b] = ab - ba) nous construisons une A-algèbre de Lie croisée y(A)telle
que la suite

0 -^ HC^A) -^ Y (A) -^ [A, A] -^ 0

soit une suite exacte de A-algèbres de Lie croisées. La longue suite exacte
d'homologie associée à cette suite exacte courte permet de comparer
les groupes HC^(A) et K^^ÇA). Précisément (Théorème 5.7), nous
montrons qu'on a la suite exacte de /^-modules

A/[A,A] ̂  ^Ci(A) -^ ^i(A,V(A)) -> ^i(A, [A, A])
-. HC,(A) -. K^\A) -. [A,A]/[A, [A, A]] - 0.

Dans toute la suite k sera un anneau commutatif et les algèbres de
Lie seront des /^-modules. L'algèbre de Lie d5 sera fixée et opérera sur elle-
même par le crochet de Lie. Le signe D indique la fin ou l'absence d'une
démonstration.

1. Algèbres de Lie précroisées et croisées.

Nous allons rappeler dans ce chapitre les définitions et propriétés
dont nous aurons besoin dans la suite. Pour des résultats plus complets, on
pourra consulter [El], [E2], [KL], [LR].

DÉFINITION 1.1. —S'oient (& et 9JÎ deux algèbres de Lie. Une action
de Lie de 0 sur 9Jt est la donnée d'une application

0 x 9JÏ —>yjl

(g, m) i—> 9m

satisfaisant

(i) ^m = ̂ (Am) = À^m)

(ii) "(m + m7) =gm-{- W

(m) 9~{~9fm=9m+g/m
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(iv) ^^m = 9 (9'm) - s1\9m)

(v) g [m, m'] = pm, m'] + [m,9 m'}

pour À e k, g, g' e ̂ , m, m' ç CT.

DÉFINITION 1.2. — Soient 0 et W deux algèbres de Lie.

(i) Une structure de ^ -algèbre de Lie précroisée sur 9Jt est la donnée
d'une action de Lie de ̂  sur 9JI et d'un homomorphisme d'algèbres de Lie

[L : yjt—^ 0

vérifiant

(1.2.1) V^ e 0, Vm e mi, ^m) = [g^(m}}.

(ii) Si de plus la relation

(1.2.2) Vr^m'emi, ^^m'= [m, m']

est satisfaite, SDÎ est munie d^une structure de ($ -algèbre de Lie croisée.

Notation. — Une (^-algèbre de Lie précroisée (resp. croisée) sera notée
(3DÎ,/A), où /x est V homomorphisme structural de 3DÎ dans 0.

DÉFINITION 1.3. — Un homomorphisme de (6-algèbres de Lie pré-
croisées (resp. croisées) f : (9Jt,/^) —^ (9^,^) est un homomorphîsme de
k-algèbres de Lie f : SJÎ —^ 91, (S-équiyariant et tei que ^1= y o f.

On notera LPC(0) (resp. I/(7((S)) la catégorie des (S-algèbres de Lie
précroisées (resp. croisées).

PROPOSITION 1.4. — Si (9Jt,^) est une (Ô-algèbre de Lie croisée,
l'image Imfi de fi est un idéal de © et Je noyau KerjLA de fi est un idéal
de 9JI contenu dans le centre de 5DÎ.

C'est une conséquence évidente des relations (1.2.1) et (1.2.2). D

PROPOSITION 1.5. — Soient (SDÎ,^) et (9Î, v} deux ^-algèbres de Lie
croisées. Si f : (9JÎ, 11} —» (9Î, v) est un homomorphîsme de fô-algèbres de
Lie croisées, (9Jt, /) est une ^-algèbre de Lie croisée.

Démonstration. — Considérons l'action de 9Î sur 9JI définie par

Vn e ̂  Vm e mi, "m = ̂ m.
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On vérifie aisément que c'est une action de Lie de ̂  sur 9Jt. De plus

f^m) = f^m) = ̂ f(m) = [n,/(m)]

fÇm)^ _ ^(/(^)V ̂  ^(m)^/ ̂  [m,m1}. D

DÉFINITION 1.6. — Une suite

(£,À)^(mi,/.)-^(^)
de LPC((Ô) (resp. LC((6)) est exacte si la suite d'algèbres de Lie

^mi-^
est exacte.

PROPOSITION 1.7. — Si la suite

(£,A)^(mt,/^(^)
est exacte dans L(7(0), Phomomorphisme X est nul et £ est une algèbre de
Lie abélienne.

Démonstration. — En effet, o n a A = i ^ o g o f e t g o f = 0. Par
conséquent, £ = KerÀ et d'après la proposition (1.4) l'algèbre le Lie £ est
abélienne (i.e [Z, l'\ = 0, V^, V e £). D

Exemples.

(1.8.1) Pour toute algèbre de Lie (8 opérant sur elle-même par le crochet de
Lie, ((S, id(g) est une ^-algèbre de Lie croisée. En particulier toute Â;-algèbre
associative est une algèbre de Lie croisée sur elle-même.

(1.8.2) Si M est une représentation de ($, (M, 0), où 0 est Phomomorphisme
nul, est une 0-algèbre de Lie croisée, et réciproquement. Dans la suite toute
représentation de 0 sera supposée munie de cette structure de (S-algèbre
de Lie croisée triviale.

(1.8.3) Pour tout idéal f) d'une algèbre de Lie ($ (opérant sur elle-même par
le crochet de Lie) (^3, î), où i est l'inclusion de ̂  dans ($, est une ^-algèbre
de Lie croisée.



COHOMOLOGIE DES ALGÈBRES DE LIE CROISÉES 97

2. Cohomologie des algèbres de Lie croisées.

Rappelons que si 51 est une Â;-algèbre de Lie et M une représentation
de SI, les 1-cocycles de 21 dans M sont les homomorphismes croisés, ou
dérivations, c'est-à-dire les Â;-homomorphismes a : 21 —> M vérifiant

aa(a') — a!a(a) = a([a,a']).

Le module de cohomologie ff^Sl.M) est le quotient du module des
dérivations par le sous-module des dérivations principales, c'est-à-dire les
dérivations a vérifiant

3 m ç. M tel que Va e 21, a(a) = am.

Nous allons montrer que dans le cadre des algèbres de Lie croisées,
nous pouvons généraliser ces notions pour définir un module de cohomologie
d'une algèbre de Lie à coefficients dans une algèbre de Lie non abélienne.
Ce module est lui-même muni d'une structure d'algèbre de Lie, en général
non triviale.

Dans toute la suite 0 sera une Aî-algèbre de Lie fixée opérant sur
elle-même par le crochet de Lie.

L'algèbre de Lie Der^ (9JÎ, 7t).

Soient (3DÎ, p) une ^-algèbre de Lie précroisée et (9Î, v) une (^-algèbre
de Lie croisée.

DÉFINITION 2.1. — Un homomorphisme croisé ou dérivation de (SJt, a)
dans (9Î, v} est un k-homomorphisme a : 9JÎ —>• VI vérifiant

Vm.m' e m^^aÇm') - ^^aÇm) = aQm.m']).

DÉFINITION 2.2. — Avec les notations ci-dessus, on note Der^CT, 9Î)
l'ensemble des couples (a, g) où a est une dérivation de OT dans ^H et g un
élément de (Ô, tels que

Vm C 3DÎ, ^(a(m)) = [g,fi(m)}

c'est-à-dire v o a = âdg o ^.
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Remarque. — Pour tout élément fixé g de 0, le Â;-homomorphisme de
0 dans 0 défini par h —> [g, h] est évidemment une dérivation de (& dans (&.
Nous dirons qu'une telle dérivation est intérieure. L'ensemble Der^(9JÎ,9î)
est donc l'ensemble des dérivations de 9JI dans 9Î au-dessus des dérivations
intérieures de ($.

THÉORÈME 2.3. — Soient (SDÎ, /^) une 0 -algèbre de Lie précroisée et
(9Î, ;/) une ($ -algèbre de Lie croisée. L'ensemble Der^(9JÎ, 9î) est muni d'une
structure de (Ô-algèbre de Lie précroisée.

LEMME 2.3.1. — L'ensemble Der^ (9Jt, ̂ V) est muni d'une structure de
k-algèbre de Lie.

Démonstration. — Définissons les opérations suivantes : pour tout
(a,^) et (/?, h) de Der<g (9Jt, 9î) et pour tout A de fc, on pose

(a^)+(/3,/i)=(a+/^+/i)

\(a,g) = (Aa,A^)

[(a,(/),(/U)]=(a*/M^D

où a * /3 est définie par

V m e 9Jt, a * /3(m) = ̂ (^m) - ̂ m).

La démonstration de ce lemme est une suite de vérifications simples
utilisant de façon essentielle les relations (1.2.1) et (1.2.2). A titre d'exem-
ple, montrons que a * f3 est une dérivation. Calculons a * /3([m, m'}) :

a * f3([m, m']) = a(^[m, m']) - /^[m, m'])

= a^m, m1}) + o;([m^ m'])

-/^m,m/])-/?([m,W]).

D'après la relations (1.2.1), cette expression s'écrit :

^^(m') - ̂ ^a^m) + ^^a^m')

- ̂ ^(m) - ̂ ^(m') + ^^^(^m)

- ̂ ^(W) + ^^^^(m)

ce qui est égal à

^a * fS(m') - ̂ ^a * f3{m) + ^^^^(m')
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-^^aÇm) + ̂ ^(m) - ^^(m').

Pour montrer que a * f3 est une dérivation, il suffit de montrer que
l'expression

^^(m') - ̂ ^aÇm) + ^^^(m) - ̂ "^(m')

est nulle. D'après la relation (1.2.1), cette dernière expression s'écrit :

^^(m') -^(m/)] a(m} +^(7n/)1 /?(m) -^^ /3(m').

Mais, puisque (9Î, v) est une 0-algèbre de Lie croisée, d'après la
relation (1.2.2), cette dernière expression s'écrit

[t3(m),a{m')} - [f3(m'^a(m)} + ^(m'),/^)] - [a{m)^(m1)}

qui est nulle. D

On définit maintenant une action de (6 sur Der^ (3DÎ, 9î) par

V^ e 0, V(a,/i) e Der<,(mt,9î),^(a,/i) - (/M^D

où /3 est définie par

Vm e mi, /?(m) = ̂ a(m) - a^m).

L'élément (/?,[(/,/i]) défini ci-dessus appartient à Der^ (9JÎ, 9î). On vérifie
que l'action ainsi définie de 0 sur Der^SDÎ, 9Î) est une action de Lie et que
l'application

y^Der^mi,^) —> ̂
(a, g) i—> g

est un homomorphisme d'algèbres de Lie vérifiant r]{9(a, h)) = [g^ ^(a, h)}.

Ceci achève la démonstration du théorème 2.3. D

On vérifie aisément que si (9JÎ, p) est une (^-algèbre de Lie précroisée,
Der<g(9Jt, —) est un fondeur de la catégorie des 0-algèbres de Lie croisées
dans la catégorie des (S-algèbres de Lie précroisées.
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Le foncteur ^(e,-).

On considère la 6-algèbre de Lie croisée (^$,id^), et soit (9JÎ,/^) une
(S-algèbre de Lie croisée. On pose

3 = {{r]m, p.(m) + c); m ç mt, c e Z(0)}

où 77^ est la dérivation définie par rjrn{x) = xm^ x G (&, et où Z(^>) désigne
le centre de (&.

LEMME 2.4. — L'ensemble J est un idéal bilatère de l'algèbre de Lie
Der^(©,mt).

Démonstration. — Notons m la classe de —^(m) modulo Z((6). On a

[(a, g) + {r]m,m),{f3,h) + (^^m')]

= [(a, g), (f3, h)} + [(^m^), (^, ̂ )] 4- [(a,^), {r]m', m1)} -h [(^, m), (^, m')].

Pour prouver le résultat, il suffit de montrer que

V(a^) ç Der<s(($, 97t) et Mm € 9JI, 3mi ç CT

tel que

[(û^,^),^^)] = (^mi,^l).

Calculons, avec c e ^(<&),

[(a,^), (77^, m)] = (a * 77^, [^, -/^(m) + c])

= (Q;*^,-^^^)).

Or

a * r]m{x) = aC^)^) - ̂ (^)

= a([x^(m)])-[9fx] m

= xa{^l(m)) - ̂ a(x) - ̂ ^m

= xa[^l{m)) — [m^a{x}} — [a{x)^m\

=xa(fl(m)) =r]mAX}

avec m\ = 0(^(171)). D

PROPOSITION 2.5. — Soit M une représentation de (&, munie de la
structure de (6-algèbre de Lie croisée triviale (M,0) (cf. (1.8.2)). Alors



COHOMOLOGIE DES ALGÈBRES DE LIE CROISÉES 101

Der(0,M)/Cï est une algèbre de Lie abélienne isomorphe au k-module de
cohomologie classique H1 ((S, M).

Démonstration. — I/homomorphisme structural de M étant Phomo-
morphisme nul, pour tout élément (a,^) de Der(g((S,M), on a

Va;e($, [ g , x } = 0

d'où g appartient au centre Z((S) de ô. Par conséquent (a, g) est équivalent
à (a,0). Ceci entraîne en particulier que le crochet de Lie induit sur
Der^(6,M) est trivial. En notant ^((S.M) l'ensemble des 1-cocycles de
0 dans M, Pisomorphisme annoncé est induit par

Z^.M) —> Der(s(<S,M)

ai—^ (a, g). D

Ceci nous amène à poser la définition suivante :

DÉFINITION 2.6. — Pour toute (Ô-algèbre de Lie croisée (9Jt,/x),
l'algèbre de Lie Der^^, CT)/^ sera notée f)1^, 9Jt).

Nous allons comparer ^((^SDî) et le Â;-module de cohomologie
Jyl(0,9Jt). En effet, toute ©-algèbre de Lie croisée (9Jt,^) peut, par ou-
bli, être considérée comme une représentation de 0. On considère alors le
fc-module de cohomologie classique ^((^SDî).

PROPOSITION 2.7. — L'application qui, à (o,^) appartenant à
Der0(($,9Jt) associe a, induit un k-homomorphîsme injectif de ^(^STt)
dans H1\^, 9Jt).

Démonstration. — Soit (a, ̂ ) élément de Dere(ô, 3DÎ) tel que la classe
de a dans Arl(0,5Dî) soit nulle. Il existe m ç 9Jt tel que a(a;) = r]m(.x) =
xm. Alors on a nécessairement g =. —ii(m) mod Z{(0) et la classe de (a,^)
est nulle dans ^i (0, ̂ Jl). D

Remarque. — Par construction, ^i (($,—) est un fondeur de la
catégorie de 0-algèbres de Lie croisées dans celle des algèbres de Lie.
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Une suite exacte de cohomologie.

Rappelons (cf. 1.7) que si

0->(5l,À)-^OB^)-^((^)^0

est une suite exacte de 0-algèbres de Lie croisées, Phomomorphisme À est
nul et l'algèbre 21 est abélienne; par conséquent, ^((Ï^Sl) s'identifie au
Aï-module H1^,^), et l'on peut considérer le ^-module ^((^Sl).

Pour toute (^-algèbre de Lie croisée (SJt,/^), notons ^°((Ô,WÏ) l'idéal
des éléments de 9JI invariants sous l'action de (S,

^°(<s,mi) = {m ç m | v^ (E e^m = o}.

La relation ^^m' = [m, m'] implique que ^°(($,mi) est contenu dans le
centre de 9Jt, et par suite ^°(($,9Jl) est un /c-module.

THÉORÈME 2.8. — Soit

0^(^0)^(^)^((^)-^0

une suite exacte de (6-algèbres de Lie croisées.

2.8.1 L'action de ($ sur 21 induit une action de ̂ (f6, €) sur H2^, 21).

2.8.2 II existe un k-homomorphisme 9 : ^{f6,€) —> ^((^Sl) et un
homomorphisme croisé pour Faction ci-dessus, A : ^^6,€) —> Iï'2(0,2l)
teis que la suite

O^^0^^)^^0^,»)^^0^^)^^1^^)

^^l(0,»)pl.^l(^,î)A> ̂ 2(^,51)

soit exacte, où i ° , p0, i1 sont des k-homomorphismes et p1 un homomor-
phisme d'algèbres de Lie.

Démonstration. — Démontrons d'abord l'assertion (2.8.1). Rappelons
qu'un 2-cocycle de 0 dans 51 est une application ^-linéaire alternée

a: 0 x (Ô-^^
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vérifiant

^aÇx^.xs) -x2 0(^1,^3) ^-^a^i,^) - a([x^,x^x^)
-\-a(\x^,x^x^ -a(\x^X3\,x'z) =0.

Soit (a^g) un élément de Der(g((S, (î) représentant sa classe de cohomologie
dans -Ç1^, €), et soit a un 2-cocycle de (S à valeurs dans %. On pose

^a = à

avec V rr, î/ € 0, a(;r, ^/) = a(^, î/) 4- a(^, ̂ ). Montrons que ceci définit une
action de ^((S, €) sur ^2(^,21).

- à est un 2-cocycle.

Calculons l'expression

à{[x^x^X3) - à(\x^x^X2} + à{[x^ x^x^).

En utilisant le fait que a est un 2-cocycle, un calcul simple montre que cette
expression est égale à

^0(^2^3) -x2 à(x^X3) +X3 0(^1^2)
+^10(^2^3) -^aÇx-i.xs) + ^3 a (a; 1,2:2).

Or

^a(^-,^) = ̂ a(x^Xk) = ̂ ^aÇx^Xk).

Soit /?(a;î) un relèvement dans % de a{xi) : alors /^(a(:z^)) = 6((3(xi)).
Considérons a(x^Xk) comme élément de 2î par l'injection î. Alors dans %
on a

^a(x^Xk) = ̂ ^aÇx^Xk) = [^(^),a(^,^)]

et comme 2i est centrale dans %, ce dernier élément est nul. On en déduit
que à est un 2-cocycle.

- On vérifie aisément que la classe de à dans .^((S,^) n'est pas
changée si l'on modifie a par un cobord.

- Montrons que la classe de à dans A^2((&,2l) n'est pas modifiée si
l'on remplace l'élément (a^g) de Der^(($,e) par un élément cohomologue.
Posons h = g - /^(c) + À avec c e € et À G Z{fô). Alors

a(^, î/) + aQr, ̂ ) = a(^, 2/) + aQr, ̂ ) + a(-^, 2/)

+ a(x, ~^y) + a(Àa;, y) + a(rr, À2/).
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Puisque À e Z{f6), on xx = xy = 0 et par conséquent a^x.y) =
a(a;, À!/) == 0. D'autre part,

a(-^, y) + a(^ -^) = a([^ /.(c)], î/) - a(b/, /.(c)],rr)
=--a(^(c))-^a(^(c))
-ad^î/],^))-^)^^^.

Notons 6 un relèvement dans ® de c. Alors

^c}a^y)=6^a(x^)=[b^^y)}

et comme SI est centrale dans 2^, ce dernier élément est nul. De plus
l'élément

xa{y, ̂ (c)) - Va(x, /^(c)) - a([x, y]^(c))

est un cobord, par conséquent la classe dans ^(Ô,^) de l'élément
a^x, y) + a(x, hy) est la même que celle de a{9x, y) + a(x, 9y).

L'opération de ^ l(^,^) sur H2^,^) est donc définie par

V(a,^) e Der^(^,€), Va e Z2^,^)

classe(a,^)^^gç ^ ̂  ̂ ^ ^

Remarque. — On peut vérifier facilement que Jif2^,^) est une
représentation de -^((S, €).

Démontrons maintenant l'assertion (2.8.2). Rappelons la définition de
9. Soit c ç ^°((Ô, €) ; choisissons b e 03 tel que p(b) = c. Alors pour tout
x C ($, on a p(a;&) = ^c = 0 et a;^ = 0 mod2l. Considérons l'application a
de 0 dans 51 définie par a(x) =xb. Alors

a(\x, y}) = ̂ b = ̂ vb) - v^b) = ̂ (y) - v^x)

et a est une dérivation de ($ dans 51. On vérifie aisément que la classe de
(a,0) dans ^((Ï^Sl) est indépendante du choix du relèvement b. On pose
<9(c) = classe (a,0).

L'exactitude de la suite jusqu'en S^^Ô, %) est une vérification facile.

Construisons l'application A. Soit (a^g) e Der^(^,^) un élément
représentant sa classe de cohomologie dans -^(ô, €). Pour tout x e (^, soit
/3(:r) un relèvement dans Î3 de a(a;). Posons

a(^2/)=^(2/)-^(^)-^([.z-,2/]).
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II est facile de vérifier que a est un 2-cocycle de ô dans 21, dont la classe dans
^((S, 21) est indépendante du choix du représentant (a, g) et du relèvement
/?. On pose

A(classe(a,^)) == classe(a).
Il est clair que A est un ^-homomorphisme. Montrons que A est un
homomorphisme croisé pour l'action de ^((^(S:) sur Jf2^,^) définie
précédemment. Considérons {a, g) et (/?, h) deux éléments de Der^^C:)
représentant leurs classes de cohomologie et calculons A([(a, g), (/3, h)}). On
sait que [(a, g), (/?, h)} = (a * /?, [̂  /i]) avec a * /3(aQ = a(^) - /3(^). Pour
tout a; de (8, notons 7(.r) (resp. p(x)) un relèvement dans Î3 de a(x) (resp.
/3(a0). Alors -y^x) - p{9x) est un relèvement de a * /?(:r). Considérons le
2-cocycle défini par

A(x^) = ̂ (S/) - p(^)) - v^x) - p(^x)) - (^[^D - pÇ^y})).

Posons

a(a;,2/) = ̂ Q/) - ̂ (a;) - ̂ ([x,y])

b ( x ^ ) = x p ( y ) - y p ( x ) - p ( [ x ^ } )
et calculons

a(^, y) + aCr, ̂ ) - b^x, y) - h(x, ̂ ).
Cette expression est égale à

A(x, y) + ̂ ^(y) - ̂ ^(x) - 9X p(y) + ̂ p(^).

Or, pour tout x (E (&, [^,a-] (resp. [/i,.r]) est égal à ^(o^)) (resp.
p.(/3(x))) et on a ^(a(;z-)) = ^(7^)) et /^(^(a;)) = 6(p(x)). Par conséquent,
dans % on a

^7Q/) = [P(^),7(2/)], /l3/^) = [P(y)^(x)}

^pÇy) := [7(^),P(2/)], ^p^) = b(y)^p(x)}.
On en déduit que

a(^, î/) + a(^, ̂ ) - (6(^,,/) + b{x, ̂ )) = A(^, î/).

Ce qui s'écrit, en notant (a, g) (resp (/3, /i)) la clause de Ça, g) (resp. (/0, h))
dans ̂  ((&,£),

A([(o^), (^fa)]) =wl) A((o^)) -(a^ A(C3^))

et A est un homomorphisme croisé.
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Le fait que p1 soit un homomorphisme d'algèbres de Lie provient de
la fonctorialité de .Q1^, —). Le fait que kerA = imp1 se vérifie facilement.

Ceci achève la démonstration du théorème 2.8. D

3. Le produit tensoriel.

Nous avons montré au chapitre 2 que si (9JI, ji) est une ^-algèbre de
Lie précroisée, Der^(9Jt, —) est un foncteur de la catégorie des (^-algèbres
de Lie croisées dans celle des (8-algèbres de Lie précroisées. Nous allons
montrer que ce fondeur admet un adjoint à gauche qui est le produit
tensoriel.

Rappelons la définition du produit tensoriel d'algèbres de Lie donnée
dans [El].

DÉFINITION 3.1. — Soient 9JI et 9Î deux algèbres de Lie munies d'une
action de Lie de 3DÎ sur 9Î et d'une action de Lie de ^Tl sur 9Jt. Le produit
tensoriel OT 0 ^Tl est le quotient de l'algèbre de Lie libre engendrée par les
éléments m 0 n, m ç. 9JÎ, n ç. 9Î, par l'idéal engendré par les relations

(i) \(m (g) n) = \m (g) n = m 0 \n

, . f (m + m') (g)7i=m0n+m'(8)n
(n) •s

[ m 0 {n + n') =m®n-\-m^)n'

/..^ f [̂  m/}<^n=m ̂ rnl n-m' (g)771 n
' ) \m^[n,n'}=n'm®n-nm^nl

(iv) [(m (g) n), (m' 0 n')] = -"m (g)̂  n'r

pour À ç A;, m, m' € 3DÎ, n, TZ' G 9Î.

Remarque. — Si les actions de 9Jt sur ^Tl et de Vf sur W sont
triviales, alors le produit tensoriel 9JI 0 9Î s'identifie au produit tensoriel
mt/imi.mq^^/pi,^].

Dans toute la suite, si (9JI, IJL) et (91, v) sont des 6-algèbres de Lie
précroisées, on supposera que 97t (resp. 9Î) opère sur 91 (resp. DJI) par
l'action de d5 via /^ (resp. v).

Dans ce cas 6 opère sur 2JÎ 0 9Î par une action de Lie donnée par

9 {m 0 n) = gm (g) n 4- m (g) 9n.
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PROPOSITION 3.2. — Soit (SDÎ, fi) une ^-algèbre de Lie précroisée et
(9Î, v) une 0- algèbre de Lie croisée. Alors (9JÏ 0 9Î, rf) avec r]{m 0 n) =
[/^(m), y{n}\, m ç 9JI, n 6 9Î, est une 0 -algèbre de Lie croisée.

Démonstration. — On vérifie facilement que l'application rj est un
homomorphisme d'algèbres de Lie. Montrons que cet homomorphisme
satisfait les propriétés (1.2.1) et (1.2.2).

Soient g e (8, m, m' e SDÎ, n, n' e 9Î

^{m 0 n)) = T^m (g) n) + ??(m 0 gn)

= Wm)^(n)\ + [^(m),^)]

= [[^ /^(m)], ̂ (n)] + [/^(m), [^, ̂ (n)]]

= bj^(^)^(^)]]-

D'autre part,

r?(m0n)^ ̂  ̂ ^ ̂  [/.(m),i.(n)] ̂ / ̂  ̂ )

= [/A(m)^(n)]m/ 0 ̂ ' + m' 0 t^)^)]^.

Or

m' (g) [^(^^V = m' (g) ̂ (^(^(^n') - m' 0 ̂ (^(^y/)

et comme (71, v) est une (^-algèbre de Lie croisée, cette dernière expression
est égale à

m' 0 ̂ (m) [n, n'] - m' 0 [n, ̂ ^n'] = m' (g) ̂ n, n7]

= ̂ ^^m' (g) ̂ n - ̂ ^^^m' <g) n'

d'où

[/.(m),^(n)]^/ ̂  ̂ ^ ^ ̂ m7 (g) /'(m)n' = [m 0 n, m' 0 n']. D

PROPOSITION 3.3. — Soit (9î, v) une (Ô-algèbre de Lie croisée. Alors
— (g) 71 est un fondeur exact à droite de la catégorie des (6-algèbres de lie
précroisées dans celle des (Ô-algèbres de lie croisées.

Démonstration. — On vérifie aisément que F(-) = — (g) 71 est un
foncteur de LPC(^) dans LC(^). Soit

0-.(CT, 0)^CP,A)^(Û,7)^0

une suite exacte de ô-algèbres de Lie précroisées.
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Montrons que la suite

F(aji)Fw FQP) F^ -> ̂ (û) -> o
est exacte. Il est clair que l'homomorphisme F{g) est surjectif. L'application
F(f) est un homomorphisme de (^-algèbres de Lie croisées, donc d'après
1.5 et 1.4 l'image Im(F(/)) est un idéal de F(qî). Puisque F(g) o F(f) =
F(g ° f) = 0 , 1'homomorphisme F(g) induit un homomorphisme F(g)
d'algèbres de Lie

F(g) : y 0 9l/lm F(f) -> Q 0 ̂

Nous allons montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, en
construisant un homomorphisme inverse F. Soit q € Û et p un relèvement
dans <? de q. Notons p(gm la classe de p 0 n dans ̂  (g) 9î/Im(/). Soit
j/ = p + /(î^) un autre relèvement de g. Alors p' (g) n = (p + f(m)) <g) n =
p®n-\-f{m)^n d'oùj/(gm = p(§m. On pose r(g0n) = p(gm. L'application
r est bien définie : on montre facilement que c'est un homomorphisme
d'algèbres de Lie, en vérifiant que F satisfait les relations de définition du
produit tensoriel. On a évidemment

~F(g) o F = id et F o ~F(g) = id. D

Nous allons maintenant montrer que, si (9Î, v) est une ^-algèbre de Lie
croisée, le fondeur — 0 ^Tl est l'adjoint à gauche du fondeur Der^^Tt, —).

THÉORÈME 3.4. — Soient (3!Jl,/^) une (ô-algèbre de Lie précroisée,
(9Î, v) et (y, À) des ^ô-algèbres de Lie croisées. Il existe un isomorphisme
de k-modules entre Hom^pc^^Der^^,^)) et Hom^p^SDÎ^Oî,^).

Démonstration. — Rappelons que la structure de ($-algèbre de Lie
précroisée de Der^ (9Î, ^P) est donnée par

^Der^Cn,^) —>^
(a, g) i—> g

l'action de Lie de (^ sur Der^ (^Tl, ^P) étant donnée par 9{a^h) = (/?, [g,h})
où /? est définie par f3(n) = ga(n) — a^n), g ç. (Ô, n ç. 9Î.

La structure de (S-algèbre de Lie croisée de 9JÎ 0 9Î est donnée par

T] : W(8)9Î —> (Ô

m 0 n i—> [^(^)? ̂ (^)]
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l'action de Lie de 6 sur 9310̂ )1 étant donnée par 9(m^n) = 9m<^n-\-m^9n,
g e (S, m e 97t, n e 91.

Soit (^ e Hom^pc^S^Der^^,^)). Pour tout m e 9Jt, on a
^(m) = (o;^, pyn) <E Der^^, ̂ P). Comme p o ̂  = /2, on a Qm = ̂ (m).

LEMME 3.4.1. — L'application <î> définie par <î>(m (g) n) = ayn(n) est
un morphisme de 0-aJgèbres de Lie croisées de 971 (g) 91; dans ^P.

Démonstration. — Des calculs simples montrent que <î> satisfait les
relations de définition du produit tensoriel, qu'elle est 0-équivariante et
vérifie A o ^> = r}.

A titre d'exemple, montons que <I> satisfait la relation

m 0 [n, n'] = ̂ m (g) n - ̂ m 0 n'

et qu'elle commute au crochet de Lie.

Tout d'abord, on a

^(^m 0 n -^ m 0 n') = a,(,,),(n) - a^Jn').

Or pour p ç (S, a^^ = </?(^m) = 9^p(rn) et d'après la définition de
l'action de ($ sur Der^ (9Î,(?), on a

^{n'^{n) = ̂ am{n) - Om^n)
^(n)^(^) = ̂ ^{n') - a^n').

Comme (9Î, v} est une (S-algèbre de Lie croisée, on en déduit que

^(^m 0 n - ̂ m 0 n') = ̂ "^^(n) - a^([n', n\)
-^ am{n') +^([71,^])
=a^([n,n/])
= <î>(m(g) [n,^]).
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Ensuite,

^([m (g) n, m1 (g) n')] = <S>(-^m (g) ̂ V)

^(^^(^V)

= -^(^(^V) + (U^^V))

= -^cU^V) +cU[n,^mV])

= -^^^^(n)

= -^-^cUri)

= -[Q;^(n'),a^(n)]

= [^(m (g) n), ̂ (m' 0 n')]. D

Soit a e Hom^(7(^)(9Jt0 ̂ ^P). Pour tout m e 9JI, on pose

S(m) = (am^{rn))

où o;̂  est définie par o^(n) = <7(m 0 n).

LEMME 3.4.2. — U application E ainsi définie est un homomorphisme
de (Ô-algèbres de Lie précroisées de SDÎ dans Der^(9î, y).

Démonstration. — Les vérifications à faire sont faciles. Montrons
seulement que Om est une dérivation. Calculons ^^(^(n') —y^n'^ û^(n).
Cette expression s'écrit

^aÇm 0 n') - ̂ a(m 0 n) = ̂ (^^(m 0 n')) - a^Çm 0 n))

= a^m 0 n') + a(m ̂ w n')

- (7(^/(n/)m 0 n) - (7(m (g)^^^ n)

=a^(n)^(^/)+Q/m(K^'])

- ̂ (nQrJ71) - Q-md^,^])

=a^([n,?^/])

car on voit facilement que

^(n)m (n/) - ̂ (nQm (n) - ̂ m([n', n}) =0. D

II est clair que les applications y? i—>- <î> et a i—> S sont réciproques
l'une de l'autre, ce qui achève la démonstration du théorème 3.4. D
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4. Homologie des algèbres de Lie croisées.

On sait que si A est une représentation de l'algèbre de Lie 0$, les k-
modules HQ^^A) et H\(f6^A) sont respectivement le conoyau et le noyau
du morphisme canonique

IW ^uw A — A

induit par l'action de ($ sur A, où ti{^) est l'algèbre enveloppante de ^ et
J(0) l'idéal d'augmentation. Or, comme dans le cas des groupes ([Gl]), on
a :

PROPOSITION 4.1 ([CL]). — Soient 0 une k-algèbre de Lie, libre en
tant que k-module, U(ft) son algèbre enveloppante, I(^) P idéal d7 augmen-
tation, et soit A une représentation de (6 considérée comme d5-algèbre de
Lie croisée par le morphisme trivial. On a alors un isomorphisme canonique

^ 0 A ̂  J((8) 0^^) A.

Démonstration. — Voir [CL] pour les détails de la démonstration, on
indiquera seulement ici la définition des deux morphismes inverses l'un de
l'autre. Soit (e^çj une Â;-base de 0 indexée par un ensemble ordonné J,
et soit 6 ^ = 6 ^ , . . . , e^ un élément générique de I(<!5). On pose

0 : ^(g)2l—^J((£>)(g)^)2l

g® a i—?- (0, g, 0,...) (g) a

uj : J((&) (^uw ̂  -> ̂  0 ̂

(SAc^) 0 a i—> SÀQ/e^ (g) e^. (e^. (... (e^ .a)... ) )

où la notation de droite désigne l'opération de ^ sur 21. D

Ceci nous conduit à poser la définition suivante :

DÉFINITION 4.2. — Soient ^ une k-algèbre de Lie et (21, a) une ^>-
algèbre de Lie croisée. On note (p^ Phomomorphisme de fÔ-algèbres Lie
croisées (£> 0 21 —^ 21 défini par ^{g (g) a) = ga. On pose

^o((S,2l) = coker^si et ^i((S,2l) = ker^

et on appelle ces k-modules, k-modules d'homologie de^5 à coefficients dans
la (ô-algèbre de Lie croisée (21, p).
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Remarque. — La proposition 4.1 montre que si 0 est libre en tant que
fc-module et si 21 est une représentation de 0, les deux ^-modules définis
ci-dessus coïncident avec les ^-modules d'homologie usuelle de l'algèbre de
Lie 0 à coefficients dans la représentation 21, HQ^^V) et j?îi(0,2l).

Exemple. — Toute algèbre de Lie 0 étant une ^-algèbre de Lie croisée
par l'identité, on a ^o(^,^) = ̂ /[^, 0] ^H^((Ô,k).

Si de plus 0 est une algèbre de Lie parfaite, l'extension

0 (g) © -^ [(S, 0] -^ 0

est centrale universelle ([CL]). Son noyau est donc isomorphe à H^(f6^k)
([Ga]), d'où^.ô) ̂ 2(©^).

THÉORÈME 4.3. — Soit

0^(2l,0)^OB,^((Ï>)-^0

une suite exacte de ^-algèbres de Lie croisées. Il existe un homomorphisme
bord

9:W^)-^W^)
tel que la suite de k-modules

^l(^,^)^^l(^,»)^^l(0,^)^^o(©^)^^o(^,(B)^^o(^^)^0

soie exacte.

Démonstration. — Le fondeur produit tensoriel étant exact à droite
(proposition 3.3), l'exactitude de cette suite provient du «lemme du
serpent» appliqué au diagramme commutatif

(^021 ——> 00% ——> 0(g)^ ——> 0

<^a \ W ^c

0 ——> 21 ——> S ——> € ——> 0. D
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5. Homologie cyclique et jK-théorie de Milnor additive.

Si A est une A;-algèbre associative unitaire, k contenant Q, le théorème
de Loday-Quillen ([LQ]) exprime que Phomologie cyclique de A, HC^(A),
est la partie primitive de l'algèbre de Hopf H^(gl(A),k) où gl(A) est
l'algèbre de Lie des matrices à coefficients dans A. Par analogie avec
le fait que, rationnellement, la K-théone algébrique de A est la partie
primitive de ^(GL(A),Q), où GL(A) est le groupe linéaire, on peut
voir Phomologie cyclique comme une version additive de la K -théorie
algébrique. Les résultats de stabilité de Phomologie de Palgèbre de Lie
gln(A) ([LQ],[L2])

Hp^(gln(A),k) ̂  Hp(gln(A),k) sip < n

et

coker(^(^_i(A),A;) -^ H^gln{A\k)) ̂  ̂ A/d^A

(si A est commutative) où f^A désigne les formes différentielles de Kàhler
de A, comparés aux résultats de stabilité de Phomologie du groupe linéaire
GLn(A) ([G2])

^-i(GL,(A),Z) c± ^(GL,(A),Z) sïp < n

et

coker(^(GL^_i(A),Z) ̂  ^(GL^(A),Z)) ^ KM(A)

où K^ÇA) désigne la JC-théorie de Milnor de Panneau A, permettent de voir
les groupes ^A/d^'^A comme une version additive de la J^-théorie de
Milnor. Une description de ces groupes par des générateurs analogues aux
générateurs de Dennis et Stein ([DS]) conduit à une définition générale de la
K-théoT'ie de Milnor additive de Panneau, non nécessairement commutatif,
A ([Ll], [L2]). Rappelons cette définition pour n = 2.

DÉFINITION 5.1 ([Ll]). — S'oit A une k-algèbre associative unitaire.
Alors -K^^^A) est le k-module engendré par les éléments (ai, 02) où les
di sont des éléments de A, soumis aux relations

(Dl) (a2,ai) = -(01,02)

(D2) A(ai,a2) +^(a'i,a2) = (Aai + l^a^a^}
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OÙ À,/^ € À;,

(D3) <aiû2, as) - (ai,02^3) + (usai, û^) = 0.

Rappelons que par définition ([KL],[LQ]), le /c-module HC^A) est le
noyau du morphisme

(A^A)/J(A)-.[A,A]

induit par a (g) 6 i-̂  ab-ba, où J(A) est le sous-Âî-module de A(g)fcA engendré
par les éléments

a 0 6 + & ( g ) a ,
ab (g) c — a 0 &c + ça (g) &,

a,6,c e A.

Dans le cas où A est commutative [A, A] = 0, et il est clair que
les modules HC^(A) et K^^ÇA) coïncident. Nous allons donner une
comparaison de ces deux groupes lorsque A est non commutative, au moyen
de Phomologie des algèbres de Lie croisées.

Soit A une Â;-algèbre (non commutative) qu'on suppose munie de la
structure usuelle d'algèbre de Lie ([a,&] = ab - ba, a, 6, e A). On note
W(A) = A (g) A l'algèbre de Lie définie au chapitre 3, et on note V(A) le
quotient de WÇA) par l'idéal bilatère J(A) engendré par les éléments

x 0 y + y (g) x,

xy 0 z — x (g) yz + zx (g) y,

x , y , z ç A.

PROPOSITION 5.2. — L'opération de Lie de A sur W(A) définie par
"{x 0 y) = [a, x] (g) y + x (g) [a, y] induit une opération de Lie de A sur V(A),
et Phomomorphisme ^ : V(A) -^ A induit par x (g) y ^ [x,y\ munit V(A)
d'une structure de A-algèbre de Lie croisée.

Démonstration. — L'opération de Lie de A sur W(A) définie ci-dessus
passe au quotient. En effet, on a

"(x (g) y + y (g) x) = [a, x] (g) y + x 0 [a, y} + [a, y] (g) x + y 0 [a, x]

= (x (g) [a, 2/] + [a, y} (g) rr) + ([a, rr] (g) î/ + y 0 [a,-.r])
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et

[a, xy\ (g) z -+- xy (g) [a, z\ — [a,x]<S>yz — x ^) [a, ̂ ] + [a, zx\ (g) 2/ + zx (g) [a, î/]

peut s'écrire en appliquant la relation (iii) de la définition 3.1,

[a, xy] 0 z + [^, a^] 0 a — [a, .r^/] 0 ̂  + [a, î/^] (8) ̂

+ [.a-, î/2;] (g) a - [a, yz\^x-\- [a, zx\ 0 y

+ [:?/, ̂ ] (g) a - [a, ̂ rr] (g) y

= ([z, xy] + [x, yz\ + [î/, ̂ ]) (g) a = 0.

L'homomorphisme d'algèbres de Lie W(A) —>• A défini par x ^y \—>
[x, y] passe au quotient par l'idéal J(A) et induit fi : V(A) —^ A. On déduit
de 3.2 que (Y(A),/^) est une A-algèbre de Lie croisée.

PROPOSITION 5.3., — Le k-module V(A) est isomorphe au quotient du
k-module A (g)^ A par 2e sous-module engendré par les éléments a (g) b + b (g) a
et ab 0 c — a (g) &c + ça (g) 6, a, &, c e A. D

On en déduit la suite exacte de /^-modules

0 -^ HCi(A) -^ Y (A) -^[A, A] ̂  0

et il est facile de vérifier que ^ : V(A) —> [A, A] est un morphisme de
A-algèbres de Lie croisées.

LEMME 5.4. — U algèbre A opère trivialement sur HC\{A).

Démonstration. — Montrons que dans V(A) on a

a{x®y) = a (g) [x,y\.

En effet,

"(.r (g) y) = [a, x] (g) y + ̂  0 [a, y}

=ax^y— x a ^ y + x ^ a y — x ^ a

et

a (g) [.r, ^] =ya^x— a y ^ x — xa^y-\-ax^y^

d'où l'égalité puisque dans V^(A), z t ( g ) ^ + ^ ( g ) n = 0 .
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Soit uj = ̂  \i(xi (g) ̂ ) avec ̂  A^, ̂ ] = 0. Alors

= ̂ ^(Xi (S)yi) =^\i(a(S)[xi,yi])a^ =
i i

=a^^\i[xi,yi] =0. D
i

On en déduit immédiatement la

PROPOSITION 5.5. — La suite

0 -. HC^A) -^ Y (A) -^[A, A] -. 0

est une suite exacte de A-algèbres de Lie croisées. D

D'après 4.3, on a la suite exacte de ^-modules

^i(A^Ci(A))-^^i(A,V(A))^^i(A,[A,A])

^ ^o(A, HC,(A)) -^ ^o(A, V(A)) ̂  ^o(A, [A, A]) ̂  0.

LEMME 5.6. — On a

(i) ^o(A,^Ci(A))=^Ci(A)

(ii) ^i(A^Ci(A)) ^ A/[A,A] ̂  HC^A)

(iii) ^o(A,[A,A])=[A,A]/[A,[A,A]]

(iv) ^{A^V{A))^K^^{A).

Démonstration. — Les points (i), (ii) et (iii) sont évidents. Par
définition,

^3o(A, V(A)) = coker(/?

où (p : A (g) V(A) —^ V(A) est définie par (p(a 0 (x 0 î/)) = "(a; (g) î/), ï~0~^
désignant la classe de x (g) 2/ dans V(A).

Remarquons que ^o(A,V(A)) est une algèbre de Lie abélienne car,
d'après la démonstration du lemme 5.4, on a

[x (g) y, x' 0 y'} = [x, y] (g) [x', y'} =^J (a/ 0 y')
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dont l'image est nulle dans f)o(A,V(A)). Il est clair que l'application
(x, y) ̂  ~xWy induit un morphisme de fc-modules

^^(A^^A^A)).

Dans l'autre sens, les mêmes raisons que ci-dessus montrent que l'appli-
cation x (g) y !-)• (x, y} induit un morphisme de ^-modules -Qo(A, V(A)) —>
K^^ÇA). On vérifie aisément que ces morphismes sont inverses l'un de
l'autre. Q

D'où le

THÉORÈME 5.7. — Soit A une k-algèbre associative unitaire. La suite
de k-modules

A/[A,A] (S)k HC^A) -^ ^i(A, V(A)) -> ^i(A, [A, A])

- HC,{A) -. K^^(A) -^ [A,A]/[A, [A, A]] -. 0

est exacte. Q

Remarque. — On retrouve immédiatement que si A est une algèbre
commutative les groupes HC-i(A) et K^^ÇA) coïncident. C'est également
le cas si A vérifie A = [A, A] (algèbre de Lie parfaite) et est telle que
H^(A, k) = 0 (homologie d'algèbre de Lie). En effet, l'hypothèse A = [A, A]
entraîne que la suite exacte précédente s'écrit

^i(A,A) ̂  HC^A) -^ K^^(A) -^ 0,

et on a vu que ^h(A, A) ^ H^A, k).
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