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44, 5 (1994), 1519-1537

ACTIONS LOCALEMENT LIBRES
DE GROUPES RÉSOLUBLES

par M. BELLIART et 0. BIREMBAUX

0. Introduction.

Soit M une variété fermée de dimension n > 3. On dit qu'un flot
différentiable <I>* sur M est un flot d'Anosov [An] si

- ^ est sans point fixe global (c'est-à-dire sans orbite réduite à un
point)

- le fibre tangent à M se décompose en la somme de trois sous-fibres
continus stables par <î>* :

TM = T88 e r^ e R.y
tels que T^ est dilaté et T88 contracté par <!>* (Y est le champ tangent
à<^).

Nous dirons que Y est un champ d'Anosov si son flot est un flot d'Anosov.

A un flot d'Anosov on peut associer plusieurs feuilletages. Notons
T8 = T88 C MV et T^ = T^ C MV. Les distributions ^.T^T^.T88

sont intégrables et définissent respectivement le feuilletage instable (ou
central-instable), stable (central-stable), instable fort et stable fort. Comme
le passage de Y à —Y permute les feuilletages stables et instables, il est
d'usage de s'intéresser uniquement aux feuilletages stables. On définit ainsi
la codimension de Y comme étant la codimension de son feuilletage stable.

Si N est une variété fermée de dimension >_ 2, un difféomorphisme
d'Anosov de N est un difféomorphisme (f) de N tel que le fibre tangent à

Mots-clés : Groupes de Lie - Systèmes dynamiques - Feuilletages - Flots d'Anosov.
Classification A.M.S. : 58F07 - 58F18
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N se décompose en la somme continue de deux sous-fibres :

TN = T^ © T88

où T^ et T85 sont (^invariants, et (/) contracte T88 et dilate T^. En
pareil cas, T^ et T55 sont uniquement intégrables et donnent lieu à des
feuilletages dits respectivement stable et instable.

Le lien entre difféomorphismes d'Anosov et flots d'Anosov est le suivant :
considérons la variété

M = N x R/(n, t) ~ (^(n), t + 1)

où (f) est un difféomorphisme d'Anosov de N . Alors, on vérifie sans peine
que le flot — est un flot d'Anosov sur M. Son feuilletage stable estôt
le feuilletage horizontal engendré par le feuilletage stable de 0, et son
feuilletage stable-central en est l'épaississement. Ainsi, les difféomorphismes
d'Anosov peuvent être vus comme des cas particuliers de flots d'Anosov.
Réciproquement, il est conjecturé que "la plupart" des flots d'Anosov sont
des suspensions de difféomorphismes d'Anosov en codimension 1. (C'est la
conjecture de Verjovsky; voir par exemple [Gh2] pour un énoncé précis).

Une autre famille d'exemples est constituée par les flots homogènes
et infra-homogènes. Soient G un groupe de Lie, Y un champ invariant à
droite, K un sous-groupe compact commutant avec Y et F un sous-groupe
discret cocompact de G. Le flot de Y sur K \ G/Y est dit infra-homogène'^
on dira qu'il est homogène si K = {1}. Les articles [Toi], [To2] classifient
complètement les flots d'Anosov de ce type.

Notons G A le groupe affine des transformations x —>• a + bx {b > 0) de
la droite réelle. Il a été montré dans [Ma] que le feuilletage stable de tout
flot d'Anosov transitif ̂  sur une 3-variété est paramétré par une action
continue de GA; inversement, une action de G A de classe C2 qui préserve
le volume d'une 3-variété fermée induit un flot d'Anosov correspondant à
l'action des homothéties (0,&) de GA. Ce résultat hautement non trivial
constitue le coeur de la preuve du

THÉORÈME 1 (Ghys). — Une action localement libre de GA de classe
(^(r > 2) qui préserve un volume continu sur une 3-variété fermée M est
^-conjuguée à une action homogène.

(1) Un flot est transitif si il possède une orbite dense.
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II y a deux groupes de Lie simplement connexes non isomorphes
de dimension 3 qui contiennent à la fois une copie de GA et un sous-
groupe discret cocompact. Le théorème de Ghys ramène l'étude des actions
considérées à celle des réseaux uniformes de ces deux groupes, et fournit
ainsi une classification complète.

En adaptant les méthodes de Ghys, nous allons montrer le

THÉORÈME 2. — Soient G un groupe de Lie de dimension n — 1, <î>
une action localement libre de classe C^ (r > 2) de G sur une variété
fermée M de dimension n. Si <î> préserve un volume continu sur M et s'il
existe dans l'algèbre de Lie de G un champ Y tel que ad(V) ait les valeurs
propres 0, ai, ...,0^-2 avec Re(û^) < 0 alors <î> est C"-conjuguée à une
action homogène.

Si n = 3, le seul groupe possible est GA et on retrouve le théorème
de Ghys; si n > 3, toutes les actions modèles ont lieu sur les espaces
homogènes d'un unique groupe résoluble.

Le but de cet article est de démontrer le théorème 2. Dans le
premier paragraphe, nous décrivons tous les flots d'Anosov homogènes de
codimension 1, en utilisant la classification de P. Tomter. Dans le second
paragraphe, nous étudions le groupe G, ce qui nous permet de montrer
dans un troisième paragraphe que la variété M supporte une structure
d'espace homogène pour laquelle le flot de Y est lui-même homogène. Dans
le courant de cette preuve, il deviendra clair que ce flot est d'Anosov ; c'est
pourquoi nous utilisons le langage de la théorie d'Anosov, bien adapté à
notre situation.

La méthode utilisée dans la troisième partie de ce travail pour
construire un champ homogène transverse aux orbites est une amélioration
de [Ghi]. Ce dernier utilisait la théorie des représentations irréductibles de
G dans un espace de Hilbert ; les calculs deviennent rapidement pénibles
en grande dimension, à cause du nombre croissant d'indices et du problème
technique de la diagonalisation. A la place, nous utilisons un raisonnement
sur la croissance des fonctions impliquées {n >_ 4) ou une inégalité élémen-
taire sur leur norme 1/2 (n = 3).

Des exemples immédiats prouvent qu'en dimension n, il existe une
famille à n — 1 paramètres de groupes tels que ad(V) a pour valeurs
propres 0, ai , . . . , 0^-2 avec Re(û^) < 0. On a donc pour ces groupes une
classification des actions localement libres de codimension 1 et de classe C2

préservant un volume continu sur une variété compacte. Il se trouve que
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pour un choix générique d'un tel groupe, il n'existe aucune action ayant
ces propriétés.

A. El Kâdmi nous a soumis ce problème et nous a constamment
guidés dans sa résolution. E. Ghys et A. Verjovsky nous ont aidés à en
améliorer la rédaction. Nous les en remercions.

1. Modèles homogènes.

Dans toute la suite de cet article, n > 3. Nous avons, dans l'intro-
duction, décrit rapidement les flots d'Anosov homogènes; nous allons ici
décrire plus longuement le cas particulier de codimension 1.

Soit ji un entier algébrique unitaire de module > 1 dont les conjugués
sur Q : Ai,..., \n-2 ont un module < 1. Un tel nombre est appelé nombre
de Pisot ([Pi]). Par des méthodes classiques de théorie des nombres, ^ est
réel et il existe une matrice A ç SL{n - 1,Z) dont les valeurs propres
sont exactement /x,Ài, ...,Àyi-2- Comme A préserve le réseau standard de
W~1, A induit un difféomorphisme d'Anosov sur T71"1, et on peut en
construire la suspension Mn'. A cet effet, on considère le sous-espace F
de M""1 correspondant aux valeurs propres Ài,.. . ,Àn-2 de A. Soient T
le feuilletage de W1-1 par les hyperplans parallèles à F, T son image sur
T71"1 : T est le feuilletage stable du difféomorphisme d'Anosov induit sur
T71"1 par A. Il est facile de montrer que la suspension de F est homogène :
supposons d'abord que les \ sont tous réels. Soit (Xi, ...,X^_2) une base
de vecteurs propres de A^ soit Z un vecteur propre pour la valeur u,. Si
on considère la variété

M = TT x R/(a;, t) ~ (Ax, t + 1)
r\

et le flot d'Anosov Y = — correspondant à A on constate facilement quedt
(1) [X,,y]=aA(î=l , . . ,n-2); [Z,Y]=/3Z

où

e'^Ai^.e^-^À^e^^.
Ceci montre que M a la structure d'un espace homogène H / Y , où H est le
groupe de Lie résoluble simplement connexe dont l'algèbre est décrite par

(2) A est diagonalisable, car ses valeurs propres, qui sont des nombres algébriques
conjugués, sont nécessairement distinctes.
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la formule (1) et r est un réseau uniforme de H. Ainsi, Y est un champ
d'Anosov homogène de codimension 1. Quand les À^ ne sont pas tous réels,
on a quand même la relation (1) dans le complexifié du fibre tangent de
M : dans tous les cas, Y est d'Anosov, homogène de codimension 1 .̂

Dans le cas particulier où n = 3, il existe une autre famille
d'exemples : soit N une surface compacte à courbure négative constante.
Considérons le fibre unitaire M sur N , et le flot géodésique sur M. Ce
flot constitue, historiquement, le premier exemple de flot d'Anosov ([An]).
Pour montrer qu'il est homogène, il suffit de remarquer que le revêtement
universel de N est l'espace hyperbolique HI2, et que M, quotient du fibre
unitaire de H2 par un groupe discret d'isométries, est difféomorphe à un es-
pace homogène P5L(2, R)/r où F est isomorphe au groupe fondamental de
N. D'autre part, un calcul facile montre que Y est tangent au sous-groupe
des matrices diagonales. Plus généralement, on peut remplacer 5L(2,]R)
par son revêtement universel 5L(2,R) : ceci donne de nouveaux exemples,
qui sont des revêtements finis des précédents, comme il résulte de la théorie
des groupes fuschiens (exposée par exemple dans [DNF]). Il se trouve que
ces exemples sont les seuls :

1.1. PROPOSITION. — Tout flot d^Anosov homogène de codimension
1 est du type ci-dessus.

Preuve. — Soit Y un flot d'Anosov homogène de codimension 1 sur la
variété G/F. Soient G l'algèbre de Lie de G et Qc sa complexifiée; nous
identifions les fibres T^ et T88 aux sous-algèbres de Lie de Q qui leur
sont tangentes ([To2]). Soient Xi, ...,X^_2,^ e Qc des champs propres
pour ad(V) tels que Xi,..., Xn-2 engendrent T88 et Z engendre T^. Nous
allons distinguer deux cas.

(a) n > 4.

Nous montrons d'abord que G est résoluble. Comme G admet un
réseau uniforme, il est unimodulaire (cf. [Ra] ; voir aussi le paragraphe
suivant pour la définition de la fonction modulaire). Ainsi, ad(V) est de
trace nulle. Notons f3 > 0 la valeur propre correspondant à Z et ai,..., 0^-2
les valeurs propres correspondant à Xi, ...,Xyi-2, dont la partie réelle
est négative (car elles correspondent au sous-espace propre T8). Comme
il y a au moins deux 0.1 et que {S = —ai — ... — 0^-2, les nombres

{<0} Les feuilletages stables correspondant à de tels flots sont très rigides : par exemple,
[EN] ont montré leur stabilité C°°.
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-/?, /?-ai,..., ̂ -a^-2 ne sont pas valeurs propres de ad(V), donc l'identité
de Jacobi implique que

[TS,Z]=0.

Pour la même raison, si 0.1 + a^ n'est pas valeur propre de ad(V) alors
[Xi, Xj} = 0. En particulier si on range les 0.1 par partie réelle décroissante,

ai + aj = âk implique que k > i,j

par conséquent

[X^X,}= ̂ ^X^
k>ij

où les c^ sont les constantes de structure. Mais une telle écriture prouve
que Xi,..., Xn, Z, Y est une base de Malcev ([Be]) de l'algèbre Qc, qui par
conséquent est résoluble.

Maintenant, T^ e T88 est un idéal de codimension 1 Af de Q, et
Af est égal à [Q,Q\. En effet, d'une part M c [A/',V] C [Q,Q\, car ad(V)
est un endomorphisme de A/'; d'autre part, comme G est résoluble, [G, G}
est de codimension au moins 1 dans G, ce qui implique l'égalité voulue.
Par conséquent, J\f est niipotente ([Bo]). Selon [Toi], M correspond à un
sous-groupe de Lie N de G, et il existe un automorphisme 4> du groupe 7V,
préservant le réseau uniforme A = F H N de N , tel que le feuilletage stable
de G/F pour Y soit la suspension du feuilletage stable de TV/A pour (f). La
proposition viendra donc du lemme suivant :

1.2. LEMME. — S'oit N un groupe de Lie nîlpotent. Si N possède
un sous-groupe discret cocompact A et si il existe un automorphisme (j)
de N qui laisse A invariant et induit un difféomorphisme d'Anosov de
codimension 1 sur TV/A, alors N est abélien.

Preuve. — Soit C le centre de N : c'est un sous-groupe de Lie abélien
non nul invariant par çî), et C/(C D A) est compact [Ra]. En considérant
les valeurs propres de la différentielle de 0 sur l'algèbre de C, on voit que
0 induit sur C/{C H A) un difféomorphisme d'Anosov, nécessairement de
codimension 1 ; aussi C contient le fibre instable T^ correspondant à (f). Si
N / C n'est pas le groupe trivial, ( / ) induit sur la variété compacte (7V/C)/A
un difféomorphisme d'Anosov sans partie instable, ce qui est absurde. Donc,
N / C est le groupe trivial : i.e. N est abélien. D
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(b) n = 3.

Dans ce cas, les sous-espaces T55, T^ sont de dimension 1, et on peut
les supposer engendrés par les champs X et Z respectivement. Ces champs
sont propres pour ad(V), pour des valeurs propres notées respectivement
a et f3. Par unimodularité, a = —f3 ; comme Y est d'Anosov, a 7^ 0 et on
peut normaliser en remplaçant Y par a~lY. On a donc :

[X,V] =Xe t [Z,V] ==-Z.

L'identité de Jacobi implique donc

[X, Z} = k.Y (k e R)

si k == 0, on trouve une suspension de difféomorphisme de T2, sinon, M est
un espace homogène de 5'L(2,R). D

2. Structure de G.

Nous revenons maintenant au cas général. Soit G le groupe de Lie de
dimension n — 1 agissant sur Mn. Notons respectivement G et Gc l'algèbre
de Lie de G et sa complexifiée. Soit (Xi, ...,X^_2,Y) une base de Gc dans
laquelle ad(V) est triangulaire supérieure; comme à la proposition 1.1, on
voit que Xi, ...,Xyi-2 engendrent un idéal niipotent A/c de codimension 1,
égal à l'idéal dérivé de Qc- Celui-ci est le complexifié de l'idéal dérivé AT de
Ç, et correspond à un sous-groupe connexe N de G. Le groupe G est donc
résoluble.

Rappelons que la fonction modulaire A d'un groupe de Lie G est un
morphisme continu de G dans R'!l_, qui représente le défaut d'invariance à
droite des mesures invariantes à gauche ; on dit que G est unimodulâire si
A = 1. La fonction modulaire de G est reliée à l'algèbre de Lie de G par la
formule :

(2) A(exp(V)) = e^^^

où Y est un champ invariant à gauche quelconque sur G. Ceci montre
que N est le noyau de la fonction modulaire de G. Ainsi, N est un sous-
groupe de Lie de G. D'autre part, comme N est un sous-groupe normal de
codimension 1, G a selon [Bo] la structure d'un produit semi-direct N xi R :
un élément g de G s'écrit de manière unique sous la forme x. exp(tV) avec
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x ç N,t ç R et si on le note plus simplement (x, t), la loi de G est donnée
par la formule

(^i).^,^) =(a•l.* l.z•2^l+^)

où ^2 désigne l'élément exp(^.y)a:2exp(-^.y). Dans la suite, nous
adopterons ces notations; nous écrirons aussi x(g),t(g) les éléments de 7V
et R tels que g = Çx(g),t(g)). Maintenant, si nous posons

n-2

/3=-TY(ad(r))=-^a,>0,
i=l

la formule (2) donne

(3) A(<7) = e^

ce qui confirme que G n'est pas unimodulaire.

Dans le cas où n = 3, il est possible de simplifier ces notations et
formules. En effet, N est de dimension 1, donc isomorphe à R. Si nous
notons a = x{g) et b = e^^, nous obtenons un isomorphisme entre G et
le groupe affine GA, constitué des transformations de M de la forme

x —> a-^-bx (b > 0).

La loi de groupe s'écrit

(a,6).(c,d)=(a+&c,M),

et la formule (3) devient

A(a ,6)=&.

Pour g e GA, nous noterons a(g), b(g) les réels tels que g = (a(g), b(g)).

Il est connu que GA peut être plongé dans deux groupes de Lie
de dimension 3 simplement connexes non isomorphes ([Ghi]) : l'un est
résoluble et l'autre semi-simple, isomorphe au revêtement universel de
S'L(2,]R). Quand n >, 4, nous allons montrer qu'il existe un seul groupe
de Lie H de dimension n, connexe, unimodulaire et contenant G. En
effet, H étant connexe, il est à revêtement près uniquement déterminé par
son algèbre de Lie H ; celle-ci s'obtient en complétant G par une nouvelle
direction Z. Comme H est unimodulaire, on aura : Tr(ad^(y)) = 0 donc on
peut choisir Z tel que [Z, Y] = /3.Z. Comme -/?, (3 - on ne sont pas valeurs
propres de ad(V), l'identité de Jacobi implique : \M,Z\ = 0. Ces égalités
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déterminent parfaitement H et permettent de construire le revêtement
universel H de H comme le produit fibre donné par le diagramme :

H -^ GA
[ 0 [ A-1

_. •m>*
——r M.I

A

Maintenant, H s'obtient en quotientant H par un sous-groupe discret
central, mais H a un centre nul : par conséquent, H = H.

Dans le paragraphe suivant, nous démontrons le théorème principal.

3. Le champ Z.

On sait que l'algèbre de Lie de G s'injecte dans l'algèbre de Lie des
champs de vecteurs sur M : à tout champ invariant à droite sur G est
associé un champ sur M par la formule

X —> d<^(—,m).X où <!>(?, m) = g.m.

De tels champs sont dits les champs fondamentaux associés à l'action. Nous
allons montrer qu'il existe sur M un champ Z de classe G7'"1 tel que :

[Z,V] = -Z [Z,X] = fcV, k e R (cas n = 3)

[Z, Y] = f3Z [Z,A/1 = 0 (cas n > 4).

Ceci implique que l'algèbre des champs de vecteurs sur M contient l'algèbre
de Lie d'un groupe de Lie H qui contient G, et que <Ï> se prolonge en une
action localement libre de classe G7'"1 de H sur M. En fait, il sera possible
de voir que cette action est G7', et nous aurons donc démontré le

THÉORÈME PRINCIPAL. — Soient G un groupe de Lie de dimension
n — 1, <î> une action localement libre de classe CT (r >_ Ï ) de G sur une
variété fermée M de dimension n. Si <î> préserve un volume continu sur M
et s'il existe dans l'algèbre de Lie de G un champ Y tel que ad(V) ait les
valeurs propres 0, QI, ..., On-2 avec Re(o^) < 0 alors $ est C7'-conjuguée à
une action homogène.

Remarquons que le volume continu dont ce théorème suppose l'exis-
tence est en fait de classe G7', par un lemme de [Ghi].
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Nous utilisons les complexifiés des différents fibres associés à M. Nous
désignons par la même lettre un élément d'un fibre quelconque et son
complexifié. Avec cette convention, soit fl, le volume préservé par l'action
de G, et soit Z un champ (réel) continu tel que :

^(Xi,..,^-2,r,z)=i.
Soit g = (x, t} ç G. On a :

p*^(Xi,.., X,-2, Y, Z) = ̂ (^Xi,.., g.Xn-2. g.Y. g.Z)
= e01*...̂ -2 !̂,.., X,-2, Y, ̂ Z)
=e-^(Xi,..,X,_2,y,^Z)
=1

et donc

(4) {x,t)^Z)=e^Z mod(0c).

Nous cherchons maintenant un champ (réel) T sous la forme

n-2

T = Z + FY + ̂  (7X, (F, G1 e G°(M))
î=l

où C°(M) est l'espace des fonctions continues de M dans C; ce champ
vérifiera

(a, b)^(T) = ft-^T + k(2aY + a^X)) (cas n = 3)
(5) (^)*CT) = e^T (cas n > 4).

Ces formules sont une version "intégrale" des relations de crochets liant
Xi, Y et Z dans Tïc? la complexifiée de W. On les obtient en regardant
comment T évolue sous l'action adjointe de G dans Hc-

Nous construisons d'abord un T qui est solution de (5) pour les g de
la forme (l,t), puis nous vérifions que ce T est solution pour tout g.

3.1. PROPOSITION. — II existe un champ T de classe C° tel que
(i,t),(r)=e^r.

Démonstration. — II existe des familles <^,^, ...,^~2 de fonctions
continues sur M telles que

(6) (M)*(^) = e^Z + (t>tY + ̂ îXi.
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On a donc :

(1, t)^T) = e^Z + (j)tY + F o (1, -t)Y mod.(Xi,.... ̂ -2).

Comme dans [Ghi], on remarque que pour t > 0, F est solution d'un
opérateur contractant sur l'espace de Banach C° (M) :

^(F)=e-^(Fo(l,-t)+^).

De plus, ces opérateurs commutent entre eux donc ont le même point fixe,
qui est encore solution pour t < 0 car Ut o V-i = Id. Ceci prouve l'existence
(et l'unicité) de -F.

Remplaçons Z par Z + FV, ce qui revient à remplacer <^ par 0 dans
l'équation (6). (Pour simplifier, nous continuerons à noter ^ et G^ les
fonctions qui correspondent à ce "nouveau" Z). On calcule G^"2 par le
même procédé que F. Ici, les équations deviennent :

(U)*(r) = e^To + ̂ ^-2 + e^-2^-2 o (1, -t)Xn-2

(la congruence est prise modulo Xi, ...,X^-3),

V^G71-2) = ̂ -^-^(G71-2 o (1, -t)) + e-^-2.

En remplaçant Z par Z + G^^X^-s, on calcule G77"3 de la même
manière, et en itérant, on obtient tous les G1, donnés par les familles
d'opérateurs :

V^G1) = ̂ -^^(G1 o (1, -t)) + e-^.

A la fin, le champ T obtenu vérifie (5). Par construction, T est unique
pour cette propriété; maintenant, on peut choisir les Xi de telle sorte que
l'on ait Xi = AX^ avec A une matrice de déterminant 1 et X[ une base
réelle de T^c- On a alors :

Q(Xi,..,x,-2,y,r)=i
=^(Ax{,..,Ax,_2,y,r)
=^,..,x,_2,y,ï)

et comme les champs X[ et Y sont réels ainsi que le volume îî, on obtient
en conjuguant :

W,..,x,_2,y,r)=i
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ce qui prouve que T vérifie (5). Par unicité, on a donc T = T et T est un
champ réel. D

Nous avons obtenu un champ solution de (5) quand g a la forme (1, t).
Nous devons maintenant vérifier que ce champ est aussi solution pour g
quelconque. Il y a deux cas à distinguer :

3.2. PROPOSITION (n >_ 4). — Le champ T trouvé plus haut vérifie
(^(r)=e^r.

3.3. PROPOSITION (n = 3). — Avec les notations propres à cette
dimension, le champ T vérifie (a, 6)* (F) = b~1 (T + k(2aY + a2 X)) où k est
une constante.

La différence vient de ce qu'en dimension 3, il existe des modèles
semi-simples en plus du modèle résoluble présent en toute dimension.

Démonstration de 3.2. — Comme pour la proposition précédente, on
raisonne par induction. En premier lieu, il existe une famille de fonctions
continues <^p, indexées continûment par G, qui vérifient :

(7) (a;,t),(r)=e^r+^y mod(^c).

On a donc :
{hg).(T) = h^e^T + ̂ V) mod(A/c)

=, ^t{hg^ _^ (gWp)^ + ̂  o h-^Y mod(.A/c)

d'où:

(8) <^=eW^+((^o/r1).

De plus on a 0(i,t) = 0 P^ construction de T. Nous voulons montrer que
(j)g est nul pour tout g ; d'après (8) il suffit de prouver la nullité sur N.

a) Si nous montrons que (px est nul pour tout élément du centre Z(N)
de JV, la formule (8) nous permettra de passer au quotient, et de considérer
la famille (^(N) indexée par N / Z ( N ) ; par le même procédé, on peut alors
montrer la nullité sur Z ( N / Z { N ) ) de chaque (j)x ; et ainsi de suite. Comme
N est niipotent, on obtient au bout d'un nombre fini d'étapes la nullité sur
N . Nous pouvons donc nous borner au cas N abélien.

b) De même, il existe dans N un sous-espace vectoriel (non trivial)
N-t sur lequel l'action de G par conjugaison interne est diagonalisable ^.

(4) Nous entendons : diagonalisable par blocs de rang 1 ou 2, les blocs de rang 2 étant
sans valeur propre réelle.
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(En effet, puisque N est ici supposé abélien, cette action n'est pas autre
chose qu'une représentation du groupe de Lie résoluble G dans GL(N).) Si
nous montrons que (f)x est nul pour tout x de TVi, nous pourrons passer au
quotient et considérer la famille (f)xNi indexée par N / N ^ . Si TVi -^ N , on
peut ensuite itérer ce procédé et on obtient ainsi la nullité sur tout 7V. Nous
nous sommes donc ramenés au cas où l'action de G sur N par conjugaison
est diagonalisable.

Soit alors (î;i,..., Vn-ï) une base de l'espace vectoriel N où l'action a
la forme diagonale suivante :

(g,x)^At^x

avec A une matrice diagonale par blocs de rang 2, dont les blocs sont les
suivants :

^ / cosbk smbk\
\ — sin bk cos bk )

où cik et bk sont respectivement les parties réelle et imaginaire de a^.
Munissons N de la métrique euclidienne pour laquelle les Vi forment une
base orthonormale; alors pour tout x ç. N et tout g = (1,^) ç G :

II At T-II < fia•t\\^\\L/T. •«A/ -̂ fc- *~

où a = sup(a^). De ceci, on tire que (l,t)B(0,Jî)(l, -t) est inclus dans
BÇl^e^R). D'autre part, selon (8), on a en norme Z/2 :

11^.^-1 ||=e-^||^||

-e-^II^H.

Soit T : R~^~ —> R"^ la fonction qui à R associe sup H ^ l l - C'est
\\x\\<R

clairement une fonction croissante et continue qui mesure la croissance de
\\(f>x\\ en fonction de ||.z*||.

Des deux formules précédentes, on déduit :

^e^fi) > e-^rÇR).

Comme —/3 > a, si r (donc (f)) n'est pas constamment nulle, la croissance
de T est strictement sur-linéaire. Or, cette croissance est au plus linéaire :
en effet, d'après (8) on a

<^+y = (f>x + (f>y ° X
-1
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et donc r(R + R') < r(R) + r(W).

Ceci prouve que la fonction 0 est identiquement nulle.

Par le même procédé, nous montrons maintenant que '^n-2 est nulle.
En effet, on a

g^T) = e^T+^Xn.^ mod(Xi,..,X,_3).

Comme plus haut, on montre que

^-2 = eW^-2 + e^-2^)(^-2 o ̂ y

Soit a : R4' —> R+ la fonction qui à R associe sup H^"2!!. Là
M<R

encore, la croissance de a est sous-linéaire, et

ll̂ -i II ̂ - îî 2!!
=0^-^

où fî' = —/3 + û^, et /?' > a. Par conséquent, la croissance de a est à la fois
sur-linéaire et sous-linéaire; donc H'^71"'2!! = 0.

Clairement, on peut itérer ce procédé, qui prouve que ^n-3 = ... =
^ i=0 . Nous avons donc trouvé un champ de vecteurs T de classe C° tel
que

g.T=e^.T et ^(Xi, ...,X,-2,y,r) = 1.

Démonstration de 3.3. — Nous raisonnons comme pour la proposition
précédente, en employant les notations propres à la dimension 3. Il existe
une famille de fonctions <j)g telles que

^(0,6) = 0

<f>gh =b~l{h)(f)g^-(|)hog~l.

Nous écrivons la dernière de ces équations sous trois formes différentes :

(û) (l>(a,b) = 0(a,l)(0,6) = ^"^(a,!)

W ^(a,b) = ^(O^Kb-1^!) = ^(b-ia,l) ° (M~1)

(c) 0(o;+2/,l) = 0(:c,l) + 0(?/,1) ° (-X, 1).

Combinant (a) et (b), on tire :

<^(a,i) = 0^(1,1) ° (0,a~1) (a > 0)
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ce qui implique en norme 1/2 :

l l0(a , i ) l l =\a. ||0(i,i)||.

Désormais, nous noterons k = ̂ (1,1). De (c) il vient, pour x ^ y > 0 :

1|^+2/,1)11 = 11</W) +^(2/,1) °(-^1)||

-1^+^NI

-(M+H)^!
= l l0( . , l ) l l+ 11^,1)0 (-^1)||.

Pour la norme 1/2, l'espace des fonctions continues sur M est préhilbertien :
dans un tel espace, l'égalité

hi+...+^n|| = hi||+...+|K||
implique que les Ui sont colinéaires. Donc, selon la formule précédente, les
fonctions 0(y,i) et 0(a;,i) ° (•^ 1) sont colinéaires. Ceci étant valable pour
tous x ^ y on en déduit que 0(a;,i) = x.k, d'où l'on tire :

, u
0(a,b) = -.k

et comme selon (a)

a(gh) ̂
^ = b(gh)k

_ a{9)+b(g)aW
b(g)b(h)

"-"•e^^--
on en déduit que k est invariante par l'action de GA. Ceci veut dire que
k est une fonction continue basique; or F est à feuilles denses selon la
proposition 11.1.5. de [Ghi]. Aussi, k est constante.

A présent, il existe une famille ^g de fonctions telles que :

g^Z)=b-l(g)Z+k^9)Y+^X.

On a '0(a,i) = 0 par construction. On calcule facilement que

^ = b-\h)^ + b{g)^ o p-1 + ka{gw
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que nous écrivons dans trois cas particuliers :

(a) ^(a,6) = ^(a,l)(0,6) = ^"^(a.l)

W '0(a,b) = '0(0,b)(b-ia,l) = ^(b-ia,l) 0 (0,&~1)

(c) ^+2/,i) = ̂ ,i) + ^(y.i) 0 (-^, 1) + kxy\

(a) et (b) donnent :

'0(a,i) =0^(1,1) o(0,a~1).

Nous notons l == '0(i,i). De (c) il vient, pour xy > 0 :

(x+y)2^^ |h/̂ ,i)ll
= 11 ,̂1) + ̂ ,i) o (-^, 1) + kxy\\
^ 11 ,̂1)11 + ll^.i) o(-^ 1)|| + ||toî/||

=(^+2/)211^11+(| l^ |- | |^ | l ) . r2/ .

Par conséquent, |Â;| >_ 2\\l\\. Mais si on remplace y par —a; dans (c), on a :

0=| |^(o,i)l l
= ll'0(rr,l) + '0(-o;,l) ° (-X, 1) - toî/H.

Donc, '0(a;,i) + ^(-a;,i) 0 (—^51) = A;a;î/, ce qui donne en norme :

11 ,̂1) +^(-^i)o(-^, 1)|| =\k\x2

<ll^,i)ll+||^(-.,i)l|
=2||^2

par conséquent, |Â;| < 2||Z||. Il y a donc égalité, et (c) implique :

ll^(rr,i) + ̂ ,i) o (-x, 1) + kxy\\ = 11 ,̂1) I I + ||̂ i) I I + \kxy\

ce qui prouve que ces fonctions sont colinéaires. Comme l'une d'elles est
constante, elles sont toutes constantes, et (a) permet de calculer simplement
que

^(a,b) = |̂ .

La proposition est démontrée. D

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cet article :

THÉORÈME PRINCIPAL. — Soient G un groupe de Lie de dimension
n - 1, <I> une action localement libre de classe Œ (r > 2) de G sur une
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variété fermée M de dimension n. Si <Ï> préserve un volume continu sur M
et s'il existe dans l'algèbre de Lie de G un champ Y tel que ad(V) ait les
valeurs propres 0, ai,.... On-2 avec Re(o^) < 0 alors ^ est ^-conjuguée à
une action homogène.

Démonstration. — II faut s'assurer que le flot de Z est de classe C7'.
Ici encore, il y a deux cas à distinguer.

Le cas le plus difficile est n = 3. Nous renvoyons le lecteur à l'article
[Ghi], mais nous allons brièvement décrire sa méthode : elle consiste à
construire la variété stable d'un point m fixe par une homothétie h de G.
Il s'agit d'une sous-variété de classe C7' (ici de dimension 1) qui passe par
m et contient tous les points rc, assez voisins de m, tels que h^^.x tend vers
x pour k —> oo. Le champ Z est tangent à cette variété en chacun de ses
points. En utilisant la théorie hyperbolique à la Hirsch-Pugh-Shub ([HPS])
on peut vérifier que le champ Z est analytique dans une carte locale qui
est de classe C7'. (L'article original considère en fait une carte G7""1, mais
on peut la prendre G7' en vertu de [GT].)

Dans le cas n ^ 4, la même méthode permet d'obtenir directement
que le champ Z est C1 : en effet, l'application de premier retour au point
m dilate la direction Z plus fortement qu'elle ne contracte la distribution
stable. Par conséquent, elle contracte non seulement la norme C° mais aussi
la norme C1 quand on applique la méthode du point fixe. Plus précisément,
si on considère l'ensemble des germes de feuilletages C1 définis au voisinage
de m, la distance C1 en fait un espace métrique complet, et l'application de
premier retour vérifie sur cet espace les hypothèses du théorème du point
fixe; une démonstration rigoureuse se trouve dans [HPS].

Puisque Z est C1, il existe donc les crochets [Z, Y} et [Z, Xi}. Ceux-ci
peuvent être calculés simplement comme les dérivées de Lie de Z le long
des flots associés à Y et Xi. Puisque g^(Z) = e^^Z, on voit que

[Z,y]=/î.Zet[Z,A/1=0.

Ceci nous donne déjà une conjugaison C1 de (f) à une action homogène, car
les crochets ci-dessus définissent l'algèbre d'un groupe de Lie. Maintenant,
on peut comme expliqué plus haut trouver un point m fixé par une
homothétie non triviale (0,t) (avec t > 0 pour fixer les idées). Si nous
paramétrons la variété stable du point fixe m pour cette homothétie par
son abscisse curviligne et l'orbite de m par le paramètre local en 1 e G,
nous obtenons un système C^ de coordonnées locales ( g , z ) en m, avec
g e G et z e R, l'action de G se faisant par la formule h.(g, m) = {hg, m).
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De la théorie des équations différentielles ordinaires, décrite par exemple
dans [AI], et de l'expression trouvée pour les crochets [X^,Z] et [Y, Z\ il
vient que

Z=e^k(z)-^

où k est une fonction (7°, ne s'annulant pas.

Considérons le morphisme '0 : H / F —^ M où F est le stabilisateur
de m dans H et ^(xF) = xm. Il s'agit d'un difféomorphisme de classe C1

qui préserve le feuilletage de M par les G-orbites. Ce feuilletage est sans
feuille compacte, de classe C7' et à holonomie non triviale : par conséquent,
le théorème A de [GT] entraîne que ^ est transversalement C1". Dans la
carte locale considérée ici, on a :

,, z+t
(9) ^z)=(g^z+e^ f k(r)dr)

z

et vue la forme particulière (9) de '0, ce morphisme est en fait de
classe C7'. D

Remarque. — Nous avons signalé que si G est un groupe de Lie dont
l'algèbre de Lie respecte la formule suivante :

(10) [X^ Y} = OiXi i = 1 , . . . , n - 2, Re(ai) < 0

tout feuilletage de codimension 1 obtenu par une action de G qui préserve le
volume satisfait nos hypothèses. Mais selon le théorème et la classification
du paragraphe 1, ceci implique que G est le produit semi-direct de Wn'~2

par R, avec la loi

(.z-i, ^i).(a;2,12) = (a-i + A\X2, ti +12)

la matrice A étant diagonale avec pour valeurs propres les conjugués d'un
nombre de Pisot. Par conséquent, si G est un choix "générique" dans
la famille des groupes définis par (10), il n'existe aucun feuilletage de
codimension 1 sur une variété fermée M, induit par une action localement
libre de G qui préserve le volume. A notre connaissance, ceci constitue le
premier exemple d'une famille de groupes ne possédant aucun feuilletage
suffisamment régulier de codimension 1.
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