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INEGALITE ISOPERIMETRIQUE
ET CALIBRATION
par Frédéric HELEIN

Pour tout domaine fl. dans le plan IR2, dont la frontière 90, est
régulière, l'inégalité isopérimétrique relie l'aire de fî, |n|, au périmètre Î2,
\9SÎ\ de la façon suivante :

I^^TrIQI.

Cette inégalité est optimale, et l'égalité a lieu si et seulement si fl. est un
disque. Des inégalités isopérimétriques similaires sont vraies également si
n est un domaine de la sphère 52,

W^^TT- |W|,

ou si fî est un domaine de l'espace hyperbolique H2

|^|2^(47r+|^|)|0|,

avec à chaque fois égalité si et seulement si îî est un disque. Dans le cas du
plan, cette inégalité semble être connue depuis longtemps. Un des plus vieux
exemples est la ville de Carthage, fondée par les phéniciens. Les fouilles
archéologiques relèvent que les plus anciennes fondations de Carthage
s'étendaient sur un territoire contenu entre la côte méditérannéenne et
un arc de cercle. Selon la légende, il fut accordé à Didon, fondatrice de
Carthage, autant de terres qu'elle pouvait clôturer avec la peau d'une vache.
Didon, fort astucieusement fit tailler dans la peau d'une vache une fine
lanière avec laquelle elle encercla un territoire semi-circulaire.

Il existe de nombreuses démonstrations pour l'inégalité isopérimétri-
que. Le lecteur intéressé pourra consulter [l], [2], [5], [6].

Notre propos ici est de donner une preuve directe reposant sur une
idée inspirée des calibrations. Le principe, utilisé par exemple par Fédérer
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[Fe], et largement exploré par Harvey et Lawson [Hl], en est simple :
supposons que l'on sache définir sur une variété riemannienne M une p-
forme (3 telle que df3 = 0 et

|/3| ^ 1 sur M.

Soit Af une sous-variété orientée de dimension p de M. On dit que Af
est calibrée par f3 si la restriction fS\^ de f3 à M est exactement la forme
volume sur Af. Alors toute sous-variété U calibrée par /? est minimale parmi
les variétés qui sont homologues à Af. En effet, pour toute sous-variété ./V',
homologue à A/", on a

1^1= / /?= / fs^m,j^ JM' .^JM JM'
en vertu de la formule de Stokes. La stratégie que nous mettons en place
ici est une variante.

Notons Ec l'espace de dimension 2 de courbure constante égale à
c e {-l,0,l}(E_i = ff2, Eo = R2, Ei = S^.UEc sera le fibre des
vecteurs unitaires tangents au-dessus de Ec, c'est-à-dire la sous-variété du
fibre tangent TEç définie par

UEc={^y)çTEc/\t\=l}^

où y est un point de Ec et t ç TyEc. Introduisons la variété Me égale au
produit

UEc x Ec = {^ ?/, x ) / ( t , y) ç UEc, x e EJ.

À tout domaine régulier Sî de Ec, nous allons associer dans Me la
sous-variété à bord Af définie de la façon suivante. En tout point y de 90,
on note t(y) le vecteur unitaire, tangent à 9fl en y tel que si n(y) est le
vecteur normal extérieur à 9fî en y , (n(y),t(y)) soit un repère direct de
TyEc. Nous noterons alors U^QSÏ le "relèvement" de <9îî dans UEc donné
par

U^Qfl = {(t(y),y) e UEc/y C 9SÏ}.
Enfin nous poserons

M = U^QÇl x îî c Me.

Notre méthode utilise de façon cruciale un champ de vecteur qui, à
tout (t,y,x) e Me, associe un vecteur V(t,y,x) dans T^Ec, de norme 1,
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pour x 7^ y. Autrement dit, il s'agit d'une section du fibre

UEc x UEc -^ Me
((^2/)»(^)) 1—^2/^)î

définie sur Mc\^ où A = {(t,x,y) ç. M/x = y}. Pour tout (t,y,x) e
.Mc\A, on considère l'unique cercle de Ec contenant y et x, et tangent
à t en y. Ce cercle est orienté par t. Alors V(ty y , x) est l'unique vecteur
unitaire dans T^Eci qui est tangent à ce cercle, et a même orientation que
t. Enfin si (., .)c désigne le produit scalaire riemannien sur Ec, on considère
la deux-forme sur Ec

a=(V(t,y,x),dx)c A(t,A/)c.

Nous avons alors le

THÉORÈME 1. — Avec les notations précédentes, on a

(i) ;^a=(47r-c|W|,

(ii) J^c^W,

(iii) SQ^-O. = |ôn|2 si et seulement si Q est un disque dans Ec.

COROLLAIRE. — L'inégalité îsopérimétrîque est alors une conséquence
immédiate de la formule de Stokes

\9fî\2^ I a= / da=(47r-c|îî|)|Q|.
JM JQ^

Preuve du théorème. — L'inégalité ii) découle immédiatement du fait
que V(t, î/, x) est unitaire. En effet,

/ Q= \ / <V(t,y,x),dx>c<t,dy>c
JQN J {t,y}ç.U^9Q. JxeQfî

= ( \dy\ ( <V{t,y,x),dx>c
JyçQfl Jxç.9^1

^ ( \dy\ I \dx\ = \9fl\2.
Jyç.Q^Î JXÇ.QÇI

Nous remarquons dans cette inégalité qu'il y a égalité dans ii) si et
seulement si V ( t ^ y ^ x ) est tangent à 90 en x pour tout (t^y) e U^-Q^Ï
et tout x e ôfl\{y}. Cela n'est possible que si 90, est un cercle, ce qui
entraîne iii).
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II ne reste plus qu'à démontrer i). Nous avons besoin pour cela de
préciser un système de coordonnées sur Ec et Me, afin d'y exprimer a et
da.

Cas c = 0. £'o = R est équipé du produit scalaire canonique

^Oo^C'-K'C2,
et de la norme [$|o =< $,$ >^2 . On note

(^o^c'-eV
le produit vectoriel de deux vecteurs de R2.

Cas c = 1. Nous représentons £?i = 52 par son plongement standard dans
R3, équipé du produit scalaire

^Oi^C'+^C'+^C3,
de la norme |$|i =< ç,ç >^2, et du produit mixte

(^C^)=det(^C^).
Ainsi

52 = {y e R^lyli = 1},

US2 = {(t,y) ç R3 x ^/[(li = 1,< t,y >i= 0}.

Cas c = -1. De même, nous représentons .ELi = H2 par son
plongement standard dans E,3 muni du produit scalaire minkowskien

^c^i^c^c2-^:3,
de la pseudo-norme |^|_i =< $,ç >_i, et du produit mixte

(^,C,??)=det($,C,î7).

On a ainsi

H2 = {y £ R3/ < y, y >_i= -l,y3 > Q^

(/a-2 = {(t, y ) ( = R3 x fl-2/ < t, t >_i= 1, < t, y >_i= 0}.

Un calcul élémentaire montre que pour c = —1,0,1,

„, , 2 < x - y , t > c ,
Vc(t, y, x) = ————ï-——c- (x - y) -1.

\x — i/pc
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Nous devons calculer f^-da. Pour cela, il n'est pas nécessaire de calculer
da mais seulement

/3=^ ̂ dxa^< ——,dx>c\f\<t,dy>c,
a v /

car da — (3 s'annule sur J\f = U^-Qfl, x fl..

Cas c = 0. Dans ce cas, on obtient

/ ?=2^~^ <t,dy>oMx1 r\dx2.
1^ ~ 2/10

Remarque. — Cette dernière expression se montre simplement en
remarquant que cette relation ne dépend pas du système de coordonnées

choisies, et en la vérifiant pour y = 0 et t = ( ) .

On peut maintenant calculer

f da == / (3 = ( dx^dx2 ( 2 (y ~ xit^ < t,dy >o
JAT JM Jxç^î J(t,y)çU+ôÇî \y~x\0

= 1 dxwS 2^-^y.
Jxç^î JyçQfî \y ~ ̂ lo

Et comme pour x fixé

r2(p^t^^^
L \y~x\o J

il vient grâce à la formule de Stokes

/ ^(p1^/' 4.M^lAd,2=4.,
Jyçôn W ~ ̂ lo Jyçfl

puisque x ç fî. On en déduit donc que

/ da=47r|^|.
JM

Cas c = ±1. Le calcul est similaire. Ici (3 est une 3-forme définie a priori
sur M3 x M3 x M3, mais on ne s'intéresse qu'à la restriction de (3 à M.c'

D'après le Lemme 1, on a

^ = ̂ ^^^^ < ̂ v>c l̂
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où (jj(x) = xldx2 A dx3 -+- x^dx^ A dx1 -h a^cte1 A dx2 est une deux-forme
sur E,3, dont la restriction à Ec est la forme volume sur Ec. D' où

f da= f ( 3 = 2 c f ^ ( x } ! (xlyît-<t,dy>^
JM Jjv Jxesî Jye9Sî I3'- y\c

^[ ^f ^^.
^eîî JyçQ^Î \X-y\Ï

Or, pour a; fixé, on a (voir Lemme 2) :

^^^l^-^^-^^^'L î  y\c j
d'où, par la formule de Stokes,

2c/ ^y^=( (4^)-cMy)
^2/ean 1^-2/ lc ^eîî

= 47r - c|n|.

On conclut finalement que

/ da = ! (47r - c^dx^dx2 = (4^ - c|^|)|Q|.
JM JxÇfl

II ne reste plus maintenant qu'à prouver les deux lemmes suivants.

LEMME 1. — Pour c = ±1, on a

S^A< ̂ ,&>.k-2c^l^)k.

LEMME 2. — Pour c = d=l, et à x 6xé, on a

^^ l̂'̂ M-cM»).

Preuve du Lemme 1. — Comme le résultat cherché ne dépend pas du
système de coordonnées orthonormées directes utilisées, on peut choisir

(°\ f'\y= 1 0 \ e U = 0 .
M/ \0 /
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Alors

ex1 x1 \ /!'

a =

Vc = ———, x2 - 0
1-'3 1.3-1; ^

,2 _,,,1,J,..3|f/c(a;1)2 \ , ca;^2 , , „]
KÏ-^ ~ 1) dx + T^^ ~ x dx j A < ̂  >c •

Et

/3=c[(^^^2A^3+(c+(^)^A^

x2 1
+ 3 cte1 A dx2 A <t,dy>c .

D'autre part, il existe une fonction fc(a;) et une 1-forme l(x) telles que
Va; e Ec,

f3=k{x)uj(x)^l(x)^d(^Y

Comme on ne s'intéresse qu'à /3|^, on a besoin que de k(x). Ce dernier
coefficient peut être obtenu en faisant le produit extérieur de {3 par

( j/y|2 \

d M£)'ca^

w2
d ( la^ ) A (3 = k(x)dx1 A dx2 A dx3,

pour x € Ec. D'où, par identification

x2 2cx2

k(x)
1-x3 \x- y]2 '

et
2cx2

^M-= T,—i?'^2^ < ̂ ^y >c |̂ (c
l2' — i/lc

=2c|^la;(a;)A<^^>cl^.

Preuve du Lemme 2. — Ici également, on peut utiliser un système de
coordonnées tel que

( " }x- ? •
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Alors
{x, y , dy) _ yldy2 - y2dyl

^\x-y\ï - 1-2/3 '
et à a; fixé, on a pour tout y ^ x

J'^^^I^.^^A^--^
L \x-y\^ \ (1-î/3)2 (1-2/3)2

+1-^3 ̂ 1A^2-

Et un raisonnement analogue à celui du Lemme 1 donne pour x fixé, et
pour tout y ^ x,

^2c(x,y,dy)'\
'l^^irj,,'-0'^-

On conclut alors aisément que, au sens des distributions

.^[2•l^]ll..-[4^)-cM,,).
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