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PRODUIT TENSORIEL DE MATRICES,
HOMOLOGIE CYCLIQUE,
HOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE

par Philippe GAUCHER

INTRODUCTION

L’homologie H,gl..(A) de l'algébre de Lie gl (A), A étant une k-
algeébre commutative et associative sur un corps k de caractéristique zéro,
est munie d’une structure d’algebre de Hopf (i.e. d’une structure d’objet en
groupe de la catégorie des cogebres [Hul), la comultiplication étant induite
par Papplication diagonale et le produit (i.e. la loi de groupe) par la somme
directe des matrices.

On montre que le produit tensoriel de matrices, apres quelques
transformations, induit sur H,gl..(A) un produit associatif et gradué
commutatif (Théoréme 1.6). Ce dernier induit, sur H,gl, (A), une structure
d’objet en anneau de la catégorie des cogebres [Hu], la distributivité
provenant de celle (& conjugaison par une matrice de permutation pres) du
produit tensoriel de matrices par rapport a la somme directe des matrices.

On montre par ailleurs (Théoréme 2.1) que l’algébre symétrique SV
d’une k-algebre V possede une et une seule structure d’objet en anneau
telle que la restriction de son surproduit a V redonne le produit de V
et telle que la structure d’objet en groupe sous-jacente soit la structure
usuelle d’algebre de Hopf sur SV [Ab]. En particulier, I’algebre symétrique
SHC._1(A) de ’homologie cyclique de A munie du produit de Loday-
Quillen devient un objet en anneau. On montre qu'’il est isomorphe, en tant
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qu’objet en anneau, & H,gl, (A) (Théorémes 2.3 et 2.4). On obtient ainsi
une interprétation du produit de Loday-Quillen sur I’homologie cyclique,
de nature combinatoire, en termes d’opérations sur les matrices.

I. HOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE

Le but est de construire sur H,gl(A) une structure d’objet en
anneau a l’aide d’opérations matricielles. La somme d’un objet en anneau
de la catégorie des cogebres étant un produit, on appellera surproduit le
produit d’un objet en anneau de la méme catégorie.

Auparavant, faisons quelques rappels (nécessaires pour fixer les nota-
tions) sur ’homologie des algebres de Lie. Dans ce chapitre, k est un corps
de caractéristique zéro.

1. Rappel sur I’homologie des algebres de Lie.

L’homologie de Chevalley-Eilenberg H,(—) définit un foncteur al-
lant de la catégorie des k-algebres de Lie dans la catégorie des k-cogebres
graduées cocommutatives, le coproduit étant induit par la diagonale.
De plus ce foncteur est compatible avec les produits finis, a isomor-
phisme naturel pres : c’est 'isomorphisme de Kiinneth. On notera K (g, )
I'isomorphisme de Kiinneth allant de H,(g x §) vers H,g® H,h. On posera
aussi K(gl,(4),9l,(A4)) = Ky 4-

Le foncteur H,gl, (—) est un foncteur allant de la catégorie des k-
algébres dans la catégorie des k-algebres de Hopf, le produit étant induit
par la somme par bloc, notée @, des matrices [LQ).

2. Quelques lemmes techniques
sur le morphisme de Kiinneth.

ProposiTION 1.1. — Soient f : g — h et g : ¢ — [ deux morphismes

d’algébres de Lie. Alors le diagramme suivant commute :
Fx®gu

Hg® Ht — Hbh® H,l

K(g,%) T K(b,0)

H.(gxt —— H.(hxI)
£19)«

(avec (f,9)(z,y) = (f(2),9(y)))- 0
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ProposITION 1.2 «Associativité de Kiinneth». — Soient g, b et

t trois algébres de Lie sur un corps k de caractéristique zéro. Alors
K(g,hx¥)(id®K(h,t)) = (K(g,h)®id)K (g xh, ) (isomorphisme naturel).
a

Cet isomorphisme sera noté K(g,h, ). On définit de fagcon analogue
pour toute famille g,...,h d’algébres de Lie un isomorphisme de H,(g x
. xbh) a Hg® ..® Hb noté K(g,...,h). Dans la suite, on notera
K (1,(A), 814(4), 80(4) = Kpgr, K(al,(4), 8,(4) x 91,(4)) = Kpoxr
etc...

THEOREME 1.3. — Le foncteur H, est compatible aux produits finis a
isomorphisme naturel prés. En particulier, I'isomorphisme de Kiinneth est
un isomorphisme de cogebres.

Preuve. — A cause de la proposition précédente, il suffit de démontrer
que lisomorphisme de Kiinneth est un isomorphisme de cogebres. On
notera par T indistinctement le morphisme qui & ¢ ® y associe y ® © ou
Papplication ensembliste qui au couple (z,y) associe le couple (y, x). Soient
g et b deux k-algebres de Lie. Pour un ensemble X quelconque, on appelle
Dx Tapplication diagonale de X qui &  de X associe (z,z) de X x X. Le
coproduit C de H,g ® H,h est exactement égal a la composée :

([d® T ®id)(K(g,8) ® K(h,5))((Dg)« ® (Dp)x)-

Le coproduit C’ de H,(g x b) est donné par la composée :

K(g xb,8 x b)(Dgxp)x-

(K(g’ b) ® K(ga b))c, = K(g’ b, 9, b)(DBXh)*'

Si X et Y sont des ensembles, la commutativité du diagramme

(id,T,id)
XXxXxYxY —— XxYxXxY
(Dx,Dy) =
DXxY
XxY — X xYxXxY

nous dit que :

(id,T» id)*(ngDh)* = (Dgxf))*-
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Donc
= (d® T ®id)(K(g,9) ® K(h,5))K (g x 8,h x h)(Dg, Dp)x
= ([d® T ®id)(K(g,9) ® K(h,h))((Dg)+ ® (Dy)«)K(g,h)
=CK(g,b). O
THEOREME 1.4. — Soit A une k-algébre commutative. Alors Ko oo

est un isomorphisme d’algébres de Hopf, Ie but de ce morphisme étant muni
de la structure produit tensoriel des deux structures d’algeébres de Hopf et
la source de ce morphisme étant munie du produit induit par la somme par
bloc des matrices.

Preuve. — Le produit P de H.g ® H.h est exactement égal a la
composée :

(@)« ® (®)+)(K*(8,8) ® K~'(h,h))(id ® T ® id).
Le produit P’ de H.(g x h) est donné par la composée :
(®,®).(id, T,id). K" (g x b,8 x b).

On a alors :

K(g,h)P' = K(g,b)(®,®).(id, T,id). K (g x b, g x h)
= ((®)+ ® (®)«)(K(g,8) ® K~'(h,h))K(g,9,b,b)(id, T,id). K "' (g x b, x b)
=P(K(g,h) ® K(g,h))

car K(g,h,9,h) = (K(g,h)®K(g,h))K(g x b, g x h) (cette derniére égalité
se démontrant par un exercice d’écriture sur les chaines). a

3. Le lemme fondamental.

Si f et g sont deux morphismes de cogebres de C dans H (ou C est
une cogebre), on pose

(f@9)@) =) flzw)g(ze)
@)
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ou

Az) = Zx(l) ® T(2)-
(=)

Remarque. — On sait [Ab] que 'ensemble des morphismes de cogebres
de C dans H est un groupe pour @, l'unité étant la composée de I'unité de
‘H par la co-unité de C et l'inverse de f pour @& étant Sf (la composée
de lantipode S de H par f). On notera fOg pour f@(Sg). On se
servira également de 1’égalité suivante (f, g et h étant des morphismes
de cogebres) : (f @ g)h = (fh) @ (gh).

Voici la clé de voite de cet article :

ProrosiTiON 1.5. — Si g est une k-algébre de Lie et f et g sont
deux morphismes d’algébres de Lie de g dans gl (A) alors le morphisme
d’algébres de Lie de g dans gl (A) noté f & g qui envoie = sur f(z) ® g(x)
ou @ est la somme par bloc des matrices vérifie la propriété suivante :

(f®9)s = fr D Yu

Preuve. — On consideére le diagramme suivant, commutatif & conju-
gaison pres :

(£,9) @
gxg — glo(4) xgl(4) — gl(4)

T ° fég T B
ol f @ g est le morphisme défini plus haut, A(z) = (z,z) pour tout z dans
get (f,9)(z,v) = (f(z),9(y)) pour tout = et y dans g. Puis on prend son

image par le foncteur H, défini ci-dessus. On obtient alors le diagramme
commutatif

Hog® Hag 225 Ha(gloo(A)) ® Ha(gloo(A)) —> Ha (gl (4))

T ° (F®9)+ T -

H.g . H, (gl (4))

ce qui termine la preuve. O
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4. Construction du surproduit.

Si a € End—tinsaire(M) et B € End a_jingaire(IV), M et N étant deux
A-modules, a® S € End g —jin¢aire (M ® N), le produit tensoriel M ® N étant
au-dessus de k, est défini de la fagon suivante : (a®8)(z®y) = a(z)®8(y).
Le choix, pour tout entier p > 1 et ¢ > 1, d’un isomorphisme de
A-modules identifiant la base canonique de A®PI et celle de AP ® A9
permet alors de définir une application ensembliste de gl,(A4) x gl,(A) dans
9l,4(A) vérifiant les propriétés suivantes : (o ® B)(y ® 6) = (af) ® (v6),
Trace(a ® B) = Trace(a)Trace(F), (a ® B) @ v est conjuguée & o ® (B® )
par une matrice de permutations qui ne dépend ni de a ni de 8 ni de v,
a® [ est conjuguée & B ® a par une matrice de permutation qui ne dépend
ni de a ni de B8 [Bo]. Introduisons alors les morphismes d’algébres de Lie
suivants :

fo.q 0 81,(A) X gl (A) — gl (A) et gpq: 81,(A) X gly(A) — gl (A4)
fp,q(au@) = (a®idy) + (idp ® B) gp,q(a, B) = (a®idy) @ (idp ® B).

THEOREME 1.6. — L’application (hp )« = (fp,q) © (gp,q)« Permet de
définir, par passage & la limite inductive, un surproduit non unitaire sur
lalgébre de Hopf H.gl. (A).

Preuve. — On vérifie aisément que les matrices fp q(@, 8) ® gp+h,q+k
(. ®0p, 0 ® O0k) et fprn,grk(a ® Op, 8 @ Ox) ® gpq(a, 3) sont conjuguées
par une matrice de permutation qui ne dépend que de p, g, h et k. On en
déduit alors, avec la proposition 1.5, que :

'P+h,q+k)*

(fp,q)* &) (9p+h,Q+k Olpq pih.atk

= (fp+h,q+k ° ip;q )* @ (gp,q)*
ou
iz:;h’q+k(av B) = (a ® 04, 8 P Ok).

Alors on obtient

. k p+h,
(fp.0)* © (9p,0)x = (fo+hog+k Zgjzh7q+ )% © (9p+h,g+k ’5:; q+k)*
soit

(hp,g)s = (hp+h,q+k)*(ig:zh’q+k)*-

C’est suffisant pour dire que la limite inductive des (hyq). existe et elle
sera notée h,. Posons @y = h. (K3 (z ®y)).
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LEMME 1.7. — Pour tout z € H,gl(A),onaz®1=1®z = c(x)1.

Preuve. — On a clairement
(hp,q)*Kp—,;(l ®1)=1

d’ou, en se rappelant la compatibilité du morphisme de Kiinneth avec les
limites inductives : 1®1 = 1. Si z est un élément de H,gl,(A) alors

(fp,q)*Kp—,;(x ®1) = (gp,q)*Kp_,;(x ®1).

En effet, en supposant = représenté par la chaine Y z; A ... A z, alors
K;;(ac ® 1) est représenté par la chaine ) (z1,04) A ... A (2,,04) puis
(fp.a)+Kps(z ®1) par la chaine

D (@1 ®idg) A .. A (2 ®idy).
De la méme fagon,

(gp,q)*Kp_,;(x ®1)
est représenté par la chaine ) (z1 ®idg) A ... A (2, Q@ idy).

Soit P, I’énoncé : «quels que soient les entiers p et g supérieurs ou
égaux a 1, pour tout z de longueur < r dans H.gl,(A) on a

(hp,)«K,a(z®1) =0».

On va démontrer P, par récurrence sur 7.

Sir=1,Az®1)=(z201)@(1®1)+(1®1)® (z®1), mais
(fp,q)*Kp_,; = (gp,q)*Kp_,; @(hp,q)*Kp_,;
on obtient donc

(fp,q)*Kp_,é(x ®1) = (gp,q)*Kp_,;(z ® 1)(hpyq)*K;;3(1 ®1)
+(gp,q)*Kp_,;(1 ® 1)(hp,q)*Kp-,; (z®1)

soit
(fp,q)*Kp_,;(iB ®1) = (917,11)*Kp_,;(ac ®1)+ (hp,q)*Kp—,;(m ®1),

donc (hyq)«K, 3(z®1) =0 d’ott Pr.
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Supposons P, vrai. On prend maintenant * = z;...Z,41 ol les z; sont
de longueur 1. Alors par définition du produit tensoriel de deux bigebres

[Ab] :
Alz®1)=A((z1 ®1)...(zr4+1 ® 1))
=A(z;1®1)..A(zr41 ®1)
=((z191)(11)+(1®1)®@(z1®1))...((zr+1®1) ®(1®1)
+(1®1)® (2,41 ®1))

= Z (wtr(l)---xa'(s) ® 1) ® (xa(s+1)---zo(r+1) ® 1)
o

(somme sur tous les (s, — s) shuffles o et tous les s compris entre 0 et
r + 1 au sens large).

Donc

((fp.a)+ K ('73 ®1) = Z (gp,q)*Kp—,; (To(1)-Ta(s) ® 1)(hp,qg)«

' Kp—,;(za'(s+1) To(r+1) ® 1)
= (gp,q)*Kp,q (x ® ) (h’qu)*Kp_,;(x ® 1)
(d’apres P;)

d’ott P,41. On conclut la démonstration en se rappelant que le morphisme
de Kiinneth est compatible avec les limites inductives. O

La structure obtenue n’est donc pas unitaire car une éventuelle unité
serait de degré 0 donc dans k.

LeEMME 1.8. — Soient g, h et ¢ trois algébres de Lie. On considére les
morphismes d’algébres de Lie de g x b x ¢ dans respectivement g x b, g x &,
b x ¢ définis par :

oublig(a, ﬂ”Y) = (aaﬁ)’ OUbli2(aa/3a 7) = (a7’7)7OUblil(a)ﬂ;’7) = (ﬁ7 ’7)

Alors on a

K(b,€)(oubli))« K 1(g,h,8)(z®y®2) =c(z)y® 2
(g’ E)(oubh;;) (gv b, E)(SL‘ VY® 2) = C(y)(l? ®z
K(g,h)(oubliz), K~ (g,h,8)(z @y ® 2) = c(2)z ®y. O

Compte tenu de (1.5), on a :

(for+s)+(id, ©)s = {(fp,r)+(oubliz). } @ {(fp,s)«(oubliz). }
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et

(9p,r+s)+(id, ®)* = {(gp,r)«(oubliz)«} & {(gp,s)+ (oubliz). }

donc

hy(id, ®)« = {hs«(oubliz),} & {h«(oubliz).}
donc, d’apres (1.3),

h*Ko—o%oo(id ® 69*)-Koo,ooxoo = {h*Ko_ofooKoo‘oo(Oublig)*}
524 {h*Ko_ofooKOO,OO (oubliz). }

donc, le morphisme de Kiinneth étant un morphisme de cogeébres,

h*Ko-o}oo (ld ® ea*)KOO,OOXOOKo-o}oo,oo = {h*Ko—o}ooKOO,OO(OUbh3)*K<;—ofoo,oo}
@ {h * K3 o Koo,00 (0ubliz) K3}

oo,oo,oo}
donc, avec

Koo,00X00K k00,00 = 14 ® K3l og

00,00,00

qui se démontre par un exercice d’écriture sur les chaines, on obtient
Iégalité (1.8.1) :

& {hK 5 o Koo,00 (Oubliz) K3

o_o,oo,oo}'

En composant les deux membres de I’égalité (1.8.1) & droite par
K3 o €t en évaluant (1.8.1) en 2 ® y ® 2, on obtient & I'aide du lemme
(1.8) ¥z T@¥@22) = E2WT@YMYR)21) @) :

z® (yz) = Z ec(z(1))(z1) @ Y))ey2) (z@2) © 2(2))
(®)()(2)
=Y elzq) @y)(z@) ®2).
(=)

Pour la gradué-commutativité, il suffit de remarquer que si a est de taille
p, alors a ® idg qui est de taille pg est conjuguée a id; ® a.

LEMME 1.9. — Si a désigne une matrice de taille p, 3 une matrice
de taille q, v une matrice de taille r, les deux matrices suivantes sont
conjuguées par une matrice de permutation qui ne dépend que de p, q
etr:
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Al = fpar(a, fo,r(8,7)) @ gpa,r(fp,a( B),7) @ fapg,r(9p,a(a; B),7)
©9p2qr (@, 9q,+(8,7))))

A2 = foq,r(fp.a(@8),7) @ gpar(, fo,r(B,7)) © fp2gr(ct: ggr (B, 7))
BY2pq,r(9p,a(@; B),7)))-

Preuve. — C’est un exercice d’écriture sur les matrices. O

Donc (avec (1.5))

(fp,qr)*(id, fq,r)* © (9pq,r)x(fp,q,id)x & (fopq,r)*(9p,q,id)* © (gp,2¢r)*(id, gq,r)*
= (gp,qr)+(id, fg,r)+ ® (fpq,r)+(fp,q,1d)* © (92pq,r)*(9p,q,1d)x & (fp,2¢r)*(id, gq,r ),
donc

(hp,gr)«(id, fg,r)* © (h2pq,r)*(9p,q,id)x = (hpq,r)x(fp,q,id)x & (hp 2r)x(id, gg,r)x,
donc , en passant a la limite inductive :
h’* (1da fq,r)* @ h’* (gp,m ld)* = h’* (fp,qa 1d)* @ h’* (ld» gq,'r)*'
Mais
(he Koo (id ® (gg,r)) @ he K30 (id ® (Bg,r)4))(z © )

= > (@) & (94,)+ (W) (@) @ (hgr)x(¥(2)))
(=)(y)

(avec Z(1)y(1)T@2)Y(2) = ETVT@)YW)Y(2))

= Z T® ((gq,r)*(y(l))(hq,r)*(y(2)))
()

= 2@ (fo,r)+(1)-

Ainsi on obtient :
(he Koo (id ® (9g,r)) @ s KXo (id ® (gr)a)) = haK o0 (id @ (fo,r) )-
Ainsi
o (id, for)s © ha(id, gg,r)x = Pu K300 (1d ® 7)) Koo 00 x 00
et de la méme fagon
By id)s © 1 (G0 id)s = B Kzl (B ® 1) Ko oo,
d’ou (avec 1’égalité déja mentionnée

Kooc0x00 K 5t oo .00 = MRK L'y €t avee Koo Xoo,00K 500,00 = Koo oo®id

00,00,00
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qui se démontre également par un exercice d’écriture sur les chaines) en

composant & droite par K3y o :

heK oo (1 ® ha Kloo) = MK oo (e K3, ® 1)

d’ou I'associativité. O

II. ALGEBRE SYMETRIQUE DE L’HOMOLOGIE
CYCLIQUE DE A

THEOREME 2.1. — Soit V une k-algébre. La k-algébre de Hopf SV
posséde une et une seule structure d’objet en anneau (de la catégorie des

cogeébres) telle que la restriction du surproduit & V coincide avec le produit
deV.

Remarque. — La structure d’objet en groupe sous-jacente est la
structure classique d’algebre de Hopf.

Preuve. — La distributivité du surproduit par rapport au produit
dans un objet en anneau H s’exprime de la maniére suivante. Si z, y et z
sont dans h alors :

= Z.’U(l) ® Z(2) == ® (yz) = Z ((E(l) ®y)(1'(2) ® Z).
(=) (=)

Soient alors z1, ..., Zp, Y1, .-, Yq P+ q éléments de V ol p et g sont des
entiers supérieurs ou égaux a 1. Si 3, désigne le groupe symétrique d’ordre
D, posons :

(21
(z1

®(Y1.-yq) =0 si p#gq,

®W1--Y) = Y (Toy ®Y1)-(Top) @Up) si p=g>2,
oET,

(£1..2p) ®1=1® (y1..Y4) =0 et 1®1=1

vv

Le fait que ® soit bien défini est évident, vu la k-liberté (k est toujours
un corps de caractéristique zéro). La vérification des autres propriétés est
entierement mécanique. O

L’homologie cyclique de A, notée HC.(A), est muni d’un produit
[LQJ, dit produit de Loday-Quillen.
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COROLLAIRE 2.2. — L’algébre symétrique graduée SHC.(A) de
Phomologie cyclique munie du produit de Loday-Quillen est munie d’un
et un seul surproduit étendant le produit de Loday-Quillen et tel qu’il in-
duise sur SHC,(A) une structure d’objet en anneau (de la catégorie des
cogébres), la structure d’objet en groupe sous-jacente étant la structure
classique d’algébre de Hopf.

Notons PrimH, gl (A) la partie primitive de la cogebre H,gl (A).
On est alors en mesure d’énoncer le

THEOREME 2.3. — L’isomorphisme Prim H,gl (A) — HC._1(A)
d’algébres de Hopf décrit dans [LQ)] induit un isomorphisme H,gl, (A) —
SHC*(A) d’objets en anneau de la catégorie des cogébres.

Preuve. — Soient z,y € Prim H, gl (A) alors

Alz®y) =A@)QAWY) =D z0)®ze) | & | D vn @y
(=) (v)
=z®1+1®2)@(YR1+1®yYy)

=(z®Y)R1+1Q (z®v).

Donc le surproduit définit une structure d’algébre sur Prim H, gl (A). A
cause du théoréme de Milnor-Moore [Ab] [MM] et du théoréme (2.1), il
suffit de démontrer le

THEOREME 2.4. — L’isomorphisme de k-algébres de Hopf de Loday-
Quillen entre Prim H, gl (A) et HC,_1(A) est compatible avec respective-
ment la restriction du surproduit venant du produit tensoriel de matrices
et le produit de Loday-Quillen.

On obtient ainsi une interprétation du produit de Loday-Quillen, de
nature combinatoire, en termes d’opérations de matrices.
Si SV est I'algebre symétrique d’un k-espace vectoriel V', appelons 7

la projection de SV sur V parallélement 3 V®2 @ V®3g...

LEMME 2.5. — Si et y sont deux éléments primitifs dans H,gl ., (A),
alors m(g)« K, 1(z ®y) = 0.

Preuve du lemme. — On travaille sur des chaines dans le complexe
de Chevalley-Eilenberg. Ecrivons £ = 21 A... Az, et y =y A... Ayq. Alors
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par Kiinneth, x ® y devient

(1,0¢) A ceo A(2p,00) A (Op,y1) A oo A(0p, Yq)

puis par gp 4, on obtient

1 ®id 0 0 0
( Lo )/\.../\( P )
0 Opg 0 idy®uy,

ce qui n’est pas autre chose que

{(z1®idg) A ... A (zp ®idg) H(idp ® Y1) A ... A (idp ® yq)}

soit

(gp,q)*Kp_,;(x ® 1)(9p,q)*Kp_,1(1 ®y).

Ainsi

(9p.0)+ K a(@ ®Y) = ((9p,0)+ K 3) (@ @ 1)((9p,g)+ K q) (1 ® ¥).
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Mais z ® 1 et 1 ® y sont dans Prim(H,.gl (A) ® H.gl(A)) donc
(gp)+Epa(x ® 1) et ((gpg)+K,yq)(1 ® y) sont  primitifs. Ainsi

((9p,g)+Kq)(x ®y) est de longueur 2 d’olt le lemme. O
Preuve du théoréme. — Comme x et y sont des éléments primitifs,

on a

A(z®y) = (z®Y)R(181)+(z®1)® (1Y) +(18y)®(z®1)+(181)®(z®Y)

donc

((fp,q)*Kp_,;)(fU ®y) = ((gPH)*Kp_,(:]l)(z ® y)((hp,q)*Kp_,; (1®1)
+((9p,0)+ Kp,g) (@ ® ) ((hp,)+ K ) (1 @ y)
+((gp,q)*Kp—,;)(1 ® y)((hp,q)*Kp—,;)(x ®1)
+((9p.0)+ g 1 ® 1) (hp,0)+ K g) (2 @ )

donc

((fp,q)*Kp_,;)(x ®y) = ((gp,q)*Kp_,;)(x ®y)+ ((hP,Q)*Kp_,;)(x ®y)

car

((hp,q)*Kp_,; (1®y)=0= ((hp,q)*K;,; (z®1)
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(Pégalité de droite vient de ’énoncé P, dans la démonstration du lemme

(1.7) et I’égalité de gauche se démontre comme celle de droite). On obtient
alors

W(hp,q)*Kp_,; (z®y) = W(fP:Q)*Kp_,; (T ®y).

On va travailler avec des chaines. On prend (a1, ...,ap) dans Cp_1(A) et
(@pt1s -y Aptq) dans Cq_1(A).

Par I'isomorphisme HC,_1(A) = Prim(H,gl,,(A4)), la classe de (a1,...,ap)
est envoyée sur la classe de a1 E12 A agE23 A ... AapEp ;1 et la classe de
(@pt1,---,Qptq) est envoyée sur la classe de apt1E12 A apraE23 A ... A
aptqFq1 ol E;; représente la matrice qui a des zéros partout sauf sur
la i®™¢ ligne et la j™¢ colonne ot il y a un 1. Comme on peut se limiter
a la considération de f pour le calcul du surproduit dans ce cas, alors
le surproduit de la classe de a1 E12 A agEa3 A ... A apEp,1 et celle de
apr1E12 N apraFa3 A ... NaprqEq1 est la classe de

X = a1(E12®idg)A...Aap(Ep 1 ®idg) Aap41 (idp®Eq 2)A... Aaptq(1dp® Eg 1).

Pour la suite de la démonstration, on a besoin d’un complexe intermédiaire
introduit dans [LQ] dont I’homologie est isomorphe & I’homologie cyclique
de A. Le module des n-chaines est égal a (k[Up] ® A®n) ® E,, (sgn) ol le
groupe X, agit & gauche sur A®™ par o.(a1, ...,an) = (Gg-1(1), - Co=1(n))s
a droite par (ai1,...,8,).0 = (@g(1), - Go(n)), & gauche sur (sgn) par la
signature ((sgn) = k en tant qu’espace); lensemble U, est ’ensemble
des permutations n’ayant qu’un seul cycle sur lequel ¥, agit & droite
par conjugaison. La classe de (ai,...,a,) correspond & la classe de 7, ®
(@1,...,ap) ® 1 et la classe de (ap41,...,ap+q) correspond & la classe de
Tqg ® (@pt1y -, Qptq) ® 1 Ol T, est le cycle (1 2 ... n). La classe de la chaine
a1 My A ... A ap, M, dans le complexe de Chevalley-Eilenberg (ou les a; sont
dans A et les M; sont des matrices & coefficient dans k) correspond a la
classe de

Y T(E) M ®...0 Myp)o ® (a1, ...,ap) ® 1
ocUn,

ou si 0 = (z...y) alors T(0)(M1 ® ... ® M) = Trace(M,...M,). La classe
de X correspond donc & la classe de

> TO) (B2 ®idg) ® .. ® (Bp1 ®idg) ® (idp ® B 2)...(idp ® Eg1))o

0€Up+q

Q(A1y+eey Apy Gpg1y oey Gptq) ® 1.
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Mais la trace d’un produit tensoriel de matrices est égale au produit des
traces. Donc la classe de X correspond & la classe de

> T(0)(E12®...® Ep1 ®id®)T(0)(idS? ® E12 ® ... ® Eg1)o
0€Up+q
®(a1, vy Qpy Ap41, ...,Gp+q) ®1.
Pour un cycle o donné, il existe une et une seule permutation g de ¥, telle

que g(1) =1 et telle que o = (g(1), ...,g9(p+q)). Vu que E; jEx; = 6; v E; ,
il est clair que :

T(0)(E12® ... ® Ep) ®idS)T(0)(id ® E12 ® ... ® Eg1) #0

si et seulement si g71(1) < ¢g71(2) < ... < g71(p) et g7 (p + w(1)) <
.. < g7Y(p+ w(q)) pour une permutation cyclique w de £, (i.e. w est une
puissance du cycle (1.2...q)). L’ensemble de ces g sera noté G. Mais, de
toute facon,

T(0)(E12 ® ... ® Ep1 ®idSN)T(0)(id$? ® E12 ® ... ® Eg;1) € {0,1}
donc la classe de X correspond a la classe de
D (9(1),9(2), -, 9P+ @) ® (a1, -, 8p, Bpi1, -y pig) ® 1.
9€G
Mais
(9(1),9(2),....,9(p+q)) ® (a1, ... 8p, Apt1, -y Aptq) @ 1
= gTp+g0 " @ (A1, ey Apy Qp 1y eeey Gpg) ® 1
= Tpiq-G F ® (1, ey Apy Api1y -y Apig)-9g * @ 1
(le point . désignant les actions décrites plus haut)
= Tp+q ® (Ag(1); -+ Gg(p+q)) ® s8N(9).
Donc la classe de X correspond a la classe de

Y s80(9)(2g(1); -+ Ag(pa))-
g€eG

Pour terminer la démonstration, il suffit alors de se rappeler ’expression
de B et du shuffle-produit sur C.(A). O

Remarque. — On rappelle que Hngl,,(A) = Hpgl (A) [LQ], ce qui a
implicitement servi pour cette derniere démonstration.
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III. HOMOLOGIE DES GROUPES

1. Les groupes H,.GLu(A).

On peut remplacer 'homologie cyclique HC,_1(A) munie du produit
de Loday-Quillen par la K-théorie algébrique K, (A) (de Quillen) munie du
produit de Loday [L]. Les groupes H,gl, (A) deviennent alors les groupes
H,.GLy(A). On a alors le

THEOREME 3.1.

1) L’algébre de Hopf SK,.(A) est munie d’un et un seul surproduit
tel que sa restriction & la partie primitive (i.e. & la K-théorie algébrique)
coincide avec le produit de Loday.

2) Le produit tensoriel de matrices induit sur l’algébre de Hopf
H,GLy(A) un surproduit.

3) Les deux objets en anneau de la catégorie des cogébres H,G Ly, (A)
et SK.(A) sont isomorphes.

Esquisse de preuve. — Pour 2), il suffit de prendre les morphismes
de groupes correspondant aux morphismes d’algebres de Lie fp 4 et gp q. 11
suffit ensuite de suivre la méme méthode. La partie 3) découle du fait que
le produit de Loday est lui-méme défini & partir du produit tensoriel de
matrices. a

2. Lien avec [Hu].

Soient H et £ deux objets en anneau de la catégorie des k-cogebres
sur un anneau k quelconque. On sait que le k-module H ® £ est muni
canoniquement d’une structure d’algébre de Hopf [Ab].

THEOREME 3.2 (Produit tensoriel et croisé d’objets en anneau). —
Soient ‘H et L deux objets en anneau sur un anneau k quelconque.

(i) L’algébre de Hopf H ® L est munie canoniquement d’un surproduit
de la facon suivante (z,z € H et y,t € L) : (zQy)R(2z®1t) =
(r®2z) ® (y®t). On notera cet objet en anneau H ® L.



PRODUIT TENSORIEL DE MATRICES, HOMOLOGIE CYCLIQUE 429

(i) Si H C L, I'algébre de Hopf H ® L est munie canoniquement d’un
surproduit de la fagon suivante (z,z € H et y,t € L) :

@Ry ® (20t) = Y (z0)®21))B((T(2) @ t1))¥) ® 2(2) W) Bt))-
(=) (m)(2)(t)

On notera cet objet en anneau H x L. a

Si R est un anneau, on note usuellement Z x R I’anneau défini de la
maniére suivante. Ensemblistement c’est Z x R avec (m,r)+ (n,s) = (m +
n,T+3s) et (m,r)(n,s) = (mn,ms+nr+rs). Alors k[Z] x k[R] = k[Z x R]
en tant qu’objet en anneau, l'isomorphisme faisant correspondre [m] ® [r]
de k[Z] x k[R] avec [(m,r)] de k[Z x R].

On dispose maintenant d’une méthode pour ajouter un neutre a un
surproduit qui n’en a pas. En effet, si H est un objet en anneau tel que le
surproduit soit sans unité, il suffit de considérer k[Z] x H qui est k[Z] @ H
en tant qu’algebre de Hopf et dont le surproduit est défini de la maniere
suivante :

((m]®@z)®(In] ®y)

= Z [mn] ® ((1)---T(n)Y)-Ym) E(nt1) ®Ym+1))) (M >0,n > 0),
(=)(v) ’
(ml®z)&(n]®y) = Z [mn] ® (S(z())-
(=) (y)
S(x(=n))Ya)--Ym) (S (@ (=n+1)) ®Y(m+1))) (M >0,n <0),
(M @z)&(n@y)= > [mn]® (zq).2mSH))--
(=)(y)
S(y(—m))(x(n+1) ® S(y(—m+1))))(m <0,n = O)a
(Imj®z) ® ([n] ®y) Z [mn] ® (S(z@))-
(=)(y)
S(@(—n))SYa))--SY(=m)) (S(Z(=n+1)) ® S(Y(~m+1)))) (M <0,n <0).

Le neutre du surproduit est alors [1] ® 1 = e (le neutre du produit
étant [0)®1 = 1). Il est clair que k[Z] x H est le plus petit objet en anneau
(au sens d’une propriété universelle) contenant H et ayant un neutre pour
son surproduit.
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Nous pensons que ’on a l'isomorphisme d’objets en anneau suivant
(k étant un corps de caractéristique zéro) :

k[Z] x H,(GLoo(A), k) 2 H, | QB | [ BGLn(4) |,k | (cf. [Hu])

n>1

sans avoir été capable de le vérifier. Notre intuition vient du fait que

QB | [[ BGL.(4)

n>1

est homotopiquement équivalent & Z x BGLx(A) en tant qu’objet en
groupe [Hu] (i.e. dans notre contexte les groupes d’homologie associés sont
isomorphes) et du fait que I’ajout d’une unité au surproduit d’un objet
en anneau H (en considérant k[Z] x H) vérifie une propriété universelle
évidente (k[Z] x H n’est pas trop «gros»).
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