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LA DECOMPOSITION EN POIDS
DES ALGÈBRES DE HOPF

par Frédéric PATRAS

Ce travail reprend les résultats du premier chapitre de [P2].

La définition et l'analyse des propriétés des algèbres de Hopf (ou
bigèbres graduées gauches) trouvent leur origine dans l'étude de Phomologie
et de la cohomologie des ^-espaces ; on trouvera dans [MM] de plus amples
références et les théorèmes de structure standard sur le sujet.

Nous nous attachons ici à étudier les propriétés de certains endo-
morphismes ^k d'algèbre ou de coalgèbre d'une algèbre de Hopf H , com-
mutative ou cocommutative (resp. d'une bigèbre graduée, commutative ou
cocommutative - voir le paragraphe 1 pour les conventions terminologi-
ques adoptées). Ces endomorphismes ̂ k sont, par définition, les puissances
de convolution du morphisme identité dans l'algèbre des endomorphismes
linéaires de H .

La question abordée peut être formulée très simplement dans le
langage de la topologie : si X est un j9"-espace, il s'agit d'étudier les
propriétés algébriques des opérations ^k induites en homologie et en
cohomologie par les morphismes d'élévation à la puissance x \-^ xk.

Nous montrons que, si H est une algèbre de Hopf (resp. une bigèbre
graduée), commutative ou cocommutative, et connexe, ces opérations per-
mettent de définir une décomposition en poids de H.

Nos résultats généralisent ceux obtenus, par des méthodes essentielle-
ment combinatoires, dans de récentes études du groupe symétrique faisant
intervenir les propriétés de la bigèbre tensorielle T(X) - ou bigèbre des
polynômes non-commutât ifs - sur un alphabet X à n lettres.

Mots-clés : Algèbre de Hopf - Logarithme - Algèbre de Lie libre - H-espace.
Classification A.M.S. : 16W30 - 17B01 - 17B70 - 55P45.
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C. Reutenauer a d'abord montré dans [R] que l'on pouvait utiliser
T(X) pour définir une famille d'idempotents orthogonaux dans Q[6n],
l'algèbre sur les rationnels du groupe symétrique d'ordre n (ce sont les
idempotents f^ de la proposition 5.1). Nous montrerons au paragraphe 5
comment nos constructions permettent d'étendre à l'algèbre de Lie libre
graduée certains résultats de [R] sur l'algèbre de Lie libre.

De manière indépendante, les mêmes idempotents (souvent appelés
idempotents eulériens) sont apparus dans les travaux de M. Barr, M. Gers-
tenhaber, S.D. Schack et J.-L. Loday sur l'homologie des algèbres commu-
tatives [Ba] [GS1] [L] [GS2]. Attardons-nous sur [L] : on sait que les décom-
positions en poids de la K-théorie s'interprètent aux termes de la théorie
des A-anneaux; c'est le point de vue adopté dans [L] par J.-L. Loday qui,
pour construire une décomposition en poids de l'homologie de Hochschild
et de l'homologie cyclique des algèbres commutatives, définit des À-opéra-
tions, 7-opérations et opérations d'Adams. Précisément, ces opérations ap-
partiennent aux algèbres de groupe des groupes symétriques et agissent sur
les complexes de chaînes calculant l'homologie de Hochschild et l'homolo-
gie cyclique des algèbres commutatives. Dans le cas où la caractéristique
est nulle, les groupes d'homologie se décomposent en sous-espaces propres
sous l'action des opérations d'Adams. Pour ce qui nous intéresse ici, le point
intéressant est que, comme les idempotents eulériens, ces différents éléments
des algèbres Q[5n] peuvent être construits en utilisant les propriétés de la
bigèbre tensorielle T(X) - ou, de manière équivalente, les propriétés de la
bigèbre graduée duale [GS2]. Les opérations d'Adams de [L] s'identifient
par exemple aux endomorphismes ^k de la bigèbre tensorielle T{X). On
trouvera des informations complémentaires sur les aspects combinatoires
de ces opérations dans [GR], où leurs propriétés sont interprétées par A.M.
Garsia et C. Reutenauer aux termes des propriétés de structure de l'algèbre
des descentes de Solomon du groupe symétrique. On trouvera enfin dans
[PI] une construction géométrique de ces mêmes opérations.

Nous montrerons ultérieurement [P3] comment associer une algèbre
de descentes à toute algèbre de Hopf et à toute bigèbre graduée, et
comment étudier plus avant les propriétés des familles d'opérations que
nous définissons ici.

Cet article est le résultat de recherches entreprises sous la direction de
Pierre Cartier. Ses indications et ses conseils sont à l'origine de ce travail.
Je souhaite une fois de plus l'en remercier.
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Le plan est le suivant :

1. Opérations caractéristiques.

2. Logarithme et représentations unipotentes.

3. Opérations en caractéristique nulle.

4. Structure des algèbres de Hopf en caractéristique nulle.

5. Bigèbres tensorielles.

6. Opérations et décompositions en caractéristique p.

1. Opérations caractéristiques.

Rappelons d'abord quelques définitions. Nous renvoyons à [Bo] pour
ce qui est des propriétés élémentaires des bigèbres, bigèbres graduées et
algèbres de Hopf.

Sauf précisions, K désigne un corps commutatif de caractéristique
quelconque.

DÉFINITION 1.1. — Ozi appelle bigèbre (resp. bigèbre graduée, resp.
algèbre de Hopf) la donnée cTun K-espace vectoriel (resp. gradué, resp.
gradué) H (resp. H = (9 Hn, resp. H = (9 ^n), et de morphismes

neN n6N
linéaires (resp. gradués, resp. gradués) II : H (g) H —> H, rj : K —> H ,
A : H —> H 0 H et e : H —> K, de telle sorte que :

i) (ff, II, 77) soit une algèbre (resp. graduée, resp. graduée) avec unité.

n) (ff, A, e) soit une cogèbre (resp. graduée, resp. graduée) avec co-
unité.

iii) Le diagramme suivant soit commutatif :

H ^ H JL, H -^ H ^ H
1 TA®A 11011

H (g) H 0 H (g) H J0ÏW H (g) H (g) H (g) H

où on note 1 Pendomorphisme identité de H et T Pendomorphisme de
H 0 H défini par : T(x 0 y) = y 0 x (resp. par : T(x <S> y) = y ^ x, resp. si
x C Hn et y e Hm, par : T{x (^ y) = (-l)71'77^ 0 x ) .
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Dans le cas des algèbres de Hopf, on parle aussi de bigèbres graduées
gauches - cette dernière terminologie est celle adoptée dans [Bo].

Une bigèbre (resp. graduée, resp. une algèbre de Hopf) est commuta-
tive si n o F = II. Elle est cocommutative si T o A = A.

Une bigèbre graduée ou une algèbre de Hopf est connexe si HQ ^ K.

Dans ce chapitre, H désigne sauf précisions une bigèbre, une bigèbre
graduée ou une algèbre de Hopf, de produit H, de coproduit A, de
morphisme unité 77, et de morphisme co-unité e.

Si / et g sont deux endomorphismes linéaires de H (compatibles avec
la graduation si H est une bigèbre graduée ou une algèbre de Hopf), on
appelle produit de convolution de / et g et on note / * g le morphisme :

/ * ^ : = n o ( / ( g ) p ) o A .

Ce produit munit l'ensemble C(H) des endomorphismes linéaires de H
d'une structure d'algèbre associative unitaire, d'unité T] o e.

DÉFINITION 1.2. — On appellera k-ième opération caractéristique sur
H , et on notera ̂ k (resp. ^ / ° ) 1 'endomorphisme linéaire de H défini par :

^k := i * . . .* /= r
(resp. ^° := rj o e).

On remarquera que, si on note H^ (resp. A^) l'itérée A'-ième du
produit (resp. du coproduit), on a :

n^l : H^ —> H, A^ : H —> H^,

et

^ =11^ oA^.

PROPOSITION 1.3. — Les opérations caractéristiques satisfont aux
relations :

\Sfk * \Sf1 = ̂ k^1,

Cette proposition résulte immédiatement de la définition des opérations
caractéristiques.
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PROPOSITION 1.4 [GS2]. — Si H est une bigèbre, une bigèbre graduée
ou une algèbre de Hopf, et si H est en outre commutative (resp. cocommu-
tative), les opérations caractéristiques sont des endomorphismes d'algèbre
(resp. de cogèbre) de H et satisfont aux relations :

^fc o \ff1 = ̂ fc'^.

Nous prouvons la proposition 1.4 en supposant H une bigèbre com-
mutative ; la même méthode s'appliquerait aux autres cas.

Rappelons que, si H est une bigèbre commutative, le produit de
convolution de deux endomorphismes d'algèbre de H est encore un en-
domorphisme d'algèbre de H. La première partie de la proposition résulte
de cette propriété, puisqu'on a : ̂  := I * k .

Notons II(fc) le produit de l'algèbre commutative H^ et II1 ' son itéré
Z-ième. La deuxième partie de la proposition se ramène à établir l'égalité :

AMon"=n^o (A^ ,
qui est une conséquence à peu près immédiate des axiomes de structure des
bigèbres commutatives.

On remarquera que, si le corps K est de caractéristique nulle, si
H est une bigèbre ou une bigèbre graduée, et si H est commutative, les
opérations caractéristiques permettent de définir sur H une structure de
À-anneau. D'après 1.4, les opérations caractéristiques sont en effet, sous ces
hypothèses, des endomorphismes d'algèbre commutative de H satisfaisant
aux relations :

^1 =Id; ^k o^f1 = ^ k ' 1 .

Elles permettent donc de définir sur H une structure de À-anneau pour
laquelle les opérations d'Adams sont les opérations caractéristiques ̂ k [K].
Les À-opérations pour la structure de À-anneau associée à ces opérations
d'Adams sont définies par récurrence par les relations :

(-l)^-i . k . À^ = ̂  - ̂ k-1 ' À1 + ... + (-l)^1 • ̂ 1 • À^.



1072 FRÉDÉRIC PATRAS

2. Logarithme et représentations unipotentes.

Un monoïde est, par définition, un ensemble muni d'une loi de
composition associative et unitaire. Dans tout ce paragraphe, M est un
monoïde d'unité notée 1 et K un corps commutatif de caractéristique nulle
ou au moins égale à k, où k est un entier fixé.

La bigèbre du monoïde -^[M], est par définition [Bo] la bigèbre
cocommutative qui est, en tant qu'algèbre, l'algèbre du monoïde M, et
dont le coproduit est défini par : A(rc) := x <S> x, Va; 6 M.

Notons ^fe le n-ième endomorphisme caractéristique de ^[M]. Par
définition des endomorphismes caractéristiques, on a : Vrc € M, ^{x) =
x^

L'étude directe des propriétés des opérations caractéristiques ^k as-
sociées aux bigèbres de monoïdes semble en général délicate. D'où l'idée
d'entreprendre une telle étude par l'intermédiaire des propriétés de cer-
taines représentations particulières du monoïde M.

On appellera K-représentation de M tout morphisme d'ensemble
de M dans une JC-algèbre unitaire (A,+, x), qui soit un morphisme de
monoïde de M dans (A, x). Une ^-représentation p est dite unipotente de
rang A; si on a pour tout m € M l'égalité suivante dans A :

(p(m)-1)^=0.

On ne demande pas que k soit minimal pour cette propriété. Il va de
soi que toute représentation linéaire unipotente de M dans un J^-espace
vectoriel V définit une -^-représentation unipotente de M dans l'algèbre
des endomorphismes linéaires de V.

Nous supposerons donnée une représentation unipotente de rang k :

p : M —> A.

Nous noterons encore p le morphisme d'algèbre induit de K[M] dans A et
logfc (resp. exp/J le morphisme d'ensemble de M dans A défini par :

.o^D-')-""̂
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(resp. rendomorphisme - non linéaire - de A défini par :

k-i ^— y"e x p f c Q / ) = ^ —
n n!

71=0

LEMME 2.1. — On a :

expfc o logfc = p.

Le lemme résulte immédiatement de ce que p est une représentation
unipotente de rang k et des propriétés des morphismes log et exp.

DÉFINITION 2.2. — Si i < k, on appellera projecteur de poids i et on
notera e1 le morphisme de M dans A défini par :

^ e M, e\x) = (loëkx)i

Z\

avec eQ(x) =1, Va; e M.

On notera encore e1 le morphisme linéaire induit de K[M\ dans A.

PROPOSITION 2.3. — Les endomorphismes caractéristiques de K[M]
et les projecteurs de poids i associés à la représentation unipotente p de
rang k sont liés par les relations :

k-l
po^^^^i^i

i=0

La proposition résulte immédiatement des propriétés des morphismes
log et exp.

3. Opérations en caractéristique nulle.

Soit H une bigèbre graduée ou une algèbre de Hopf; on supposera
dans ce paragraphe que H est connexe et que le corps de base K est de
caractéristique nulle. L'ensemble E des endomorphismes caractéristiques
^k de H est un monoïde pour le produit de convolution, d'après 1.3.
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n
Notons C(H)n l'ensemble des endomorphismes linéaires de @ Hi

i=0
compatibles à la graduation, où Hi désigne la composante de degré i de H.
Notons pn Phomomorphisme de restriction de C{H) dans C(H)n'

L'ensemble £(H)n^ muni du produit induit par le produit de convolu-
tion dans C(H), est une algèbre associative unitaire, d'unité le morphisme
Pn('n ° ̂ )- Nous noterons encore pn la ^-représentation canonique de E
dans C(H)n'

LEMME 3.1. — La K-représentation pn est unipotente de rang n + 1.

Le lemme résulte de l'hypothèse de connexité effectuée sur H. Sous
cette hypothèse, la restriction de ^k — ^° à HQ est nulle pour tout k. On
a, par définition :

[p^^ - ̂ O)]"^1) = pn^^ o (^ - ̂ o)^n+l o A1'14-11].

La restriction de A^"^ à Hm est à valeurs dans ^ H^ (g)... (g) H^^,
tl,...,Zyi-(-l

où (îi, ...,îyi-j-i) parcourt l'ensemble des (n 4- l)-uplets de somme m. Si
m < n, pour tout tel (n + l)-uplet, il existe au moins un coefficient j tel
que ij = 0. Le lemme résulte alors de ce que la restriction de ^ffe — ^° à
ff^ = HQ est nulle.

Comme nous l'avons fait au paragraphe 2, nous noterons ^fc les
endomorphismes caractéristiques de la bigèbre de monoïde K[E}. On
remarquera que }Sfk = <Ï>A;(^f l) = ̂ (J).

Nous noterons dans la suite e\^ 1 < î < n, le projecteur de poids î
associé à la J^-représentation unipotente pn du monoïde E (déf. 2.2). Le
morphisme e\ est donc un morphisme de E dans CÇH)n- On notera enfin
e^ (resp. ̂ ) la restriction de e\[I) (resp. de ^ffc) à ff^.

PROPOSITION 3.2. — On a, si n > 0 :

^E^-
2=1

La proposition résulte de 2.3 et de ce que pn^^) = pnÇ^ÇI))-
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DÉFINITION 3.3. — On appellera projecteur de poids i associé à H et
on notera e1 Vêlement de C(H) dont la restriction à Hn est donnée par le
morphisme e\.

A partir de maintenant nous supposerons en outre que H est com-
mutative ou cocommutative.

PROPOSITION 3.4. — Les projecteurs de poids i associés à H satisfont
aux identités :

e'oe^^.eS

où on note 6^ le symbole de Kronecker, et :

e^e3 = ( î + : )} .e^'.

Les deux identités résultent respectivement de 1.4 et 3.2, et de la
définition 2.2 des projecteurs de poids i.

THÉORÈME 3.5. — Soit H une bigèbre graduée ou une algèbre de Hopf,
commutative ou cocommutative, et connexe, sur un corps de caractéristique
nulle. En tant qu'espace vectoriel gradué, elle se décompose en sous-espaces
propres sous Faction des opérations caractéristiques ^ / k .

Plus précisément, si n > 0, il existe une famille de projecteurs
orthogonaux (e^)^^] dans Endj<(^) tels que :

Hn=@H^î)n •>
i=l

OÙH^ •=e^H,).

En posant : H^ •= © H^, ̂ k opère comme k^ sur H^.

Les projecteurs e\ sont les composantes de degré n des endomor-
phismes linéaires de H définis par les séries formelles :

^ ̂  (log ir'
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Le théorème résulte des différents résultats établis précédemment. La
série formelle e1 se réduit à une somme finie de termes en chacun des degrés
(c'est une conséquence du lemme 3.1) ; elle est donc convergente.

COROLLAIRE 3.6. — Si H est une bigèbre graduée ou une algèbre de
Hopf, connexe, sur un corps de caractéristique nulle, et si H est en outre
commutative (resp. cocommutative), la décomposition du théorème 3.5.
permet de munir H d'une structure d'algèbre (resp. de cogèbre) bigraduée.

Comme les endomorphismes caractéristiques ̂  sont des endomor-
phismes d'algèbre graduée (resp. de cogèbre graduée) de H (Proposition
1.4), on a en effet :

H . J-fW ^ ttU) __^ v^J): -"n ^ -"m ——^ -"n+m ^

puisque ̂ x e H^\ Vî/ C H^ :

^k o H(x (g) y) = H^Çx) (g) ̂ (y)) == k^3 • H(x <g) y).

De la même manière :

A . ff(i} _^ ff\ ffU) (0. H^~^LA • -"n ' \3/ ^m <9 ^n-m •
m<n,j<i

DÉFINITION 3.7. — Soit C, un élément de K*. On appellera Ç-îème
opération caractéristique généralisée sur H et on notera ̂  l'élément de
C(H) dont la restriction à Hfî est la multiplication par Ç'1.

Il va de soi que, si Ç est entier, ̂  n'est autre que la C-ième opération
caractéristique usuelle sur H. Si H est commutative (resp. cocommutative),
^ est un automorphisme d'algèbre bigraduée (resp. de cogèbre bigraduée)
de H d'après 3.6.

PROPOSITION 3.8. — Soit H une bigèbre graduée ou une algèbre de
Hopf, commutative ou cocommutative, connexe, sur un corps de caractéris-
tique nulle; les opérations caractéristiques généralisées satisfont aux rela-
tions :

vpC o ̂  = ̂ C-7

^fC ^ vi/7 ̂  ̂ ^+7.
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La première égalité est immédiate.

La seconde est à peine plus délicate. On a, par définition,

Pn^<:)=Pn(i^C'e^).

i=l

Comme, d'après 3.4,

Pn(ei)^p^)=(^^j}p^e^^

on a :

p^ * ̂ ) == ̂  C • V Pn(e^ * 6 '̂) = f^ f' "^C1 • V Pn(e^),
zj=l zj=l '< î ^

ce qui permet de conclure.

Pour finir cette étude des propriétés des opérations caractéristiques,
étudions leur comportement au regard de la dualité.

Considérons pour cela une bigèbre graduée ou une algèbre de Hopf H^
commutative (resp. cocommutative) et connexe sur un corps de caractéris-
tique nulle. On supposera H de type fini (i.e. on supposera que chacune
de ses composantes Hn est un JC-espace vectoriel de dimension finie). Il
est alors possible d'associer à H une bigèbre graduée ou une algèbre de
Hopf duale Tï*^, que nous appellerons bigèbre graduée ou algèbre de Hopf
duale de H , dont les composantes sont les espaces vectoriels H^ (où H^
est le dual de Hn)^ le morphisme produit de H^ étant l'adjoint du mor-
phisme coproduit de H et le morphisme coproduit l'adjoint du morphisme
produit de H. Cette bigèbre graduée ou cette algèbre de Hopf H*^ est
cocommutative (resp. commutative) et connexe.

Si l'on remarque que les opérations caractéristiques sur H et H^
sont deux à deux adjointes, la proposition 3.9 est immédiate.

PROPOSITION 3.9. — Soit H une bigèbre graduée ou une algèbre de
Hopf, commutative (resp. cocommutative), connexe, de type fini sur un
corps K de caractéristique nulle et H*^ la bigèbre graduée ou l'algèbre de
Hopf duale de H. Les opérations caractéristiques, les opérations caractéris-
tiques généralisées et les projecteurs de poids i sur H et H*^ sont alors
deux à deux adjoints et on a :

(î ))-1 = ̂  ir̂ ').
J^i
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Nous verrons aux paragraphes 5 et 6 comment tirer profit des pro-
priétés des opérations caractéristiques au regard de la dualité.

4. Structure des algèbres de Hopf
en caractéristique nulle.

Les résultats de [MM] permettent de décrire la structure des algèbres
de Hopf commutatives ou cocommutatives, et connexes. La question se pose
de chercher à relier ces résultats à ceux du paragraphe 3. Les constructions
qui suivent ne présentent pas de difficultés particulières, aussi nous nous
contentons d'en donner une description sommaire.

Rappelons que, si H est une bigèbre, une bigèbre graduée ou une
algèbre de Hopf, sa partie primitive, notée Prim H , est l'ensemble des
éléments de H satisfaisant à :

A(rc) = x ^ ) l - ^ - l < S ) X .

LEMME 4.1. — Soit H une bigèbre graduée ou une algèbre de Hopf,
cocommutative et connexe sur un corps de caractéristique nulle, on a :

PnmH=H^.

L'inclusion Prim H C H^ est immédiate.

D'après 3.6, H a une structure de cogèbre bigraduée et donc :

A(7^) C H ^ ^ H Q © H o € ) H ^ .

Comme H est cocommutative et connexe, on a donc :

\/x G ^(1), 3y G ^(1), A(a;) = y (g) 1 + 1 (g) y;

et comme ^(x) = 2 • rr, on a finalement :

^î^"^»». CQFD.
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Soit maintenant H une algèbre de Hopf cocommutative et connexe
sur un corps de caractéristique nulle. Rappelons [MM] que, si on note [ , ]
le crochet de Lie gradué sur H induit par la structure d'algèbre graduée
de Jf, Prim H est une sous-algèbre de Lie graduée de (H, [ , ]). En outre,
H est alors isomorphe à l'algèbre graduée enveloppante de Prim H. (On
rappelle que, si A est une algèbre graduée, le crochet de Lie gradué induit
sur A par la sructure d'algèbre graduée de A est défini par :

Va; e An^y e A^, [x, y} = x (g) y - (-1)^ (g) x.

Nous appelons ici algèbre graduée enveloppante d'une algèbre de Lie
graduée L et notons Ug(L) ce que [MM] appelle «algèbre enveloppante
universelle» de L. Nous préférons réserver le terme algèbre enveloppante
au cas d'une algèbre de Lie non graduée. L'algèbre Ug(L) peut être réalisée
comme le quotient de l'algèbre tensorielle sur L, T(L), par l'idéal engendré
par les éléments : x 0 y — (—l)71'77^ (g) x — [x, y}^ où x ç Ln et y ç. Lm'

PROPOSITION 4.2. — Si H est une algèbre de Hopf cocommutative et
connexe sur un corps de caractéristique nulle^ H est isomorphe à l'algèbre
graduée enveloppante Ug(H^) de l'algèbre de Lie graduée H^.

La proposition 4.2 résulte de 4.1 et des résultats de [MM] que nous
venons de rappeler.

PROPOSITION 4.3. — Soie H une algèbre de Hopf commutative et
connexe sur un corps de caractéristique nulle; alors H est isomorphe en tant
qu'algèbre graduée, à l'algèbre symétrique graduée sur l'espace vectoriel
gradué H^.

Cette proposition se déduit également des théorèmes de structure
de [MM]. L'algèbre symétrique graduée sur un espace vectoriel gradué
V est, par définition, l'algèbre graduée enveloppante de l'espace vectoriel
gradué V, considéré comme une algèbre de Lie graduée commutative (i.e.
de crochet de Lie gradué nul).

Il est possible de démontrer directement 4.2 et 4.3 sans avoir recours
aux méthodes utilisées dans [MM]. Nous reviendrons plus en détail sur
cette remarque dans [P3].

Les mêmes remarques s'appliquent aux bigèbres graduées. On a en
particulier la proposition 4.4.
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PROPOSITION 4.4. — Soit H une bigèbre graduée cocommutative
(resp. commutative) et connexe, sur un corps de caractéristique nulle; H est
isomorphe à l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie (non graduée) H^
(resp. à l'algèbre symétrique (non graduée) sur l'espace vectoriel H^).

5. Bigèbres tensorielles.

A titre d'exemple, nous allons voir comment les constructions que
nous venons d'effectuer permettent de décrire les structures de bigèbre
graduée et d'algèbre de Hopf associées à l'algèbre tensorielle. On renvoie à
[R] et [GS2] comme références sur le sujet.

Considérons une famille d'objets X = {rci, ...^Xn}- On notera T(X)
l'algèbre tensorielle sur K associée à X, où K est un corps de caractéristique
nulle.

Il existe sur l'algèbre T(X) une unique structure de bigèbre graduée
(resp. d'algèbre de Hopf) cocommutative pour laquelle les éléments a:i,..., Xn
soient primitifs et de degré 1. Cela résulte immédiatement de ce que ces
éléments engendrent l'algèbre T(X). On notera encore T(X) (resp. on no-
tera Th(X)) cette bigèbre graduée (resp. cette algèbre de Hopf) et on
l'appellera bigèbre tensorielle (resp. algèbre de Hop f tensorielle).

On notera Tn(X) (resp. Thn(X)) la composante de degré n de T(X)
(resp. de Th(X)).

Il est possible d'expliciter une formule pour les coproduits sur T(X)
et Th(X) en termes d'opérateurs d'interclassement (shuffles). Le coproduit
sur Th{X) est par exemple donné par :

A(^^...^,J=^ ^sgn(/3)(^^0...0^^)^(^^,^...^^^)
p+ç=fc /3

où (3 parcourt l'ensemble des opérateurs d'interclassement d'indices p et q.

On rappelle qu'un opérateur d'interclassement d'indices p et q est un
élément a de Sp-\-q tel que :

a-l(l)<^<a-l(p)

et

cr"1^ + 1) < ... < o-"1^ + q).
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Faisons maintenant opérer Sn sur les produits tensoriels x^ (g)... (g) x^
par :

(T(Xi, (g) ... 0 XiJ = X^_,^ 0 ... (̂  ̂ _,^ .

Cette opération de Sn permet de définir une injection :

K[Sn] ̂  End(T,(X))

(resp. de K[Sn] dans End(ï7^(X))).

Appliquons à la bigèbre T(X) (resp. à Th(X)) le théorème 3.5 :
l'espace vectoriel T(X) (resp. Th(X)) se décompose en sous-espaces propres
sous l'action des opérations caractéristiques. On notera e1 (resp. f1) le
projecteur de poids i associé à Th(X) (resp. à T(X)).

PROPOSITION 5.1. — La famille (e^)i<î<n d'endomorphismes de
Thn(X) (resp. (fP)i<i<n de Tn(X)) définit une famille d'idempotents
orthogonaux de somme 1 dans l'algèbre K[Sn]-

Les idempotents e\ et f\ de l'algèbre K[Sn] se déduisent les uns des
autres par Pinvolution d'algèbre de K[Sn] :

K[Sn} ——. K[Sn}

a i—> sgn(cr) • a.

En explicitant les formules pour le produit et le coproduit dans
T(X) (resp. Th(X)) en termes d'opérateurs d'interclassement, on vérifie
facilement que :

^çK[Sn]^End(Tn(X))

(resp. :

^ e K[Sn] ̂  End(T^(X))).

Par définition, e\ (resp. /^) est la restriction à Thn(X) (resp. Tn(X))
du morphisme

(log^1)*2

i\
Ce morphisme peut, d'après 1.3 et 3.1, se réécrire comme une combinaison
linéaire finie d'endomorphismes caractéristiques. Le fait que e\ ç ^[5'n]
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résulte donc de ce que les endomorphismes caractéristiques appartiennent
à K[Sn].

Le reste de la proposition ne présente pas de difficultés.

On trouvera dans [R], [L] et [GR] une description combinatoire de ces
idempotents, et dans [PI] une description géométrique.

La structure d'algèbre associative de T{X) (resp. d'algèbre graduée
de Th(X)) induit sur T(X) (resp. Th(X)) une structure d'algèbre de Lie
(resp. d'algèbre de Lie graduée). Par définition, l'algèbre de Lie libre (resp.
graduée) est la plus petite sous-algèbre de Lie (resp. graduée) de T(X)
(resp. de Th(X)) contenant X.

LEMME 5.2. — La partie primitive de T(X) (resp. de Th(X)) est
l'algèbre de Lie libre (resp. graduée).

Le lemme 5.2 est classique, il résulte du théorème de Poincaré-
Birkhoff-Witt, et de la proposition 4.4 (resp. et de la proposition 4.2).

Nous allons voir comment ces constructions permettent par exemple
de généraliser au cas gradué un théorème de Ree (cité dans [R], introduc-
tion).

On note Th^(X) l'algèbre de Hopf duale de Th(X). C'est une
algèbre de Hopf commutative. On notera x^ (g) ... 0 x^ les éléments de
la base de Th^(X), duale à la base x^ 0 ... 0 x^ de Thk(X).

Considérons alors le produit tensoriel complété :

r := r^(x)0r/i(x);
et considérons dans T l'élément :

T:= Z^ «^-^o^(^^...0^j,
( î l , . . - , î fc)

où k parcourt N* et (21,...,^), l'ensemble des familles à k éléments de
l'ensemble [l,n]. Posons enfin : S := 1 (g) 1 + T.

Le logarithme de 6' est bien défini dans l'algèbre graduée T, la somme
des termes étant finie en chacun des degrés. On peut le décomposer sous
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la forme :
(_1\m—l

^^E—S—^-E E «®-®o^,...,^
m>l k>_l îi,...,îfc

où Ç^,...,^ est un élément de degré k de Th(X).

PROPOSITION 5.3. — Pour tout k-uplet ordonné (îi, ...,^) d'éléments
de [1, n], Vêlement Qi,,...^ de degré k de Th(X) appartient à Prim Th(X),
l'algèbre de Lie libre graduée sur X.

Plus précisément, on a :

Qii^.^ik ^^k^ii ^...<S)^J.

Il s'agit de prouver que :

Çîi,..,^ = log(J)(a^ 0 ... 0 ̂ J,

où log(J) désigne le logarithme du morphisme identité dans l'algèbre
associative unitaire C(Th(X)) ; soit encore que :

Qzi,...^ = E ̂ ^ '^ - ̂  o ̂ ^(^ ^... ̂  ̂ )
J>1 J

où rj et e sont les morphismes unité et co-unité de Th(X).

Supposons m < k et calculons le coefficient Q^ ^ dans la décom-
position :

^-E E (^^-^^)®eL-
^^ (ji,...j0

On note A^ (resp. A*^],...) l'itérée m-ième du coproduit dans
Th(X) (resp. du produit dans T/i*(X), etc...).

Par définition du produit dans Th*(X) et du coproduit dans l'algèbre
de Hopf duale Th(X), x^ (g) ... (g) a;^ apparaît dans la décomposition
canonique dans Th*{X) de :

'̂[«(l) ® ... ® <(,,)) 0 ... ® «,(1) ® ... 0 O-^^))]

si et seulement si le produit tensoriel :

(^ai(l) ̂  ... ̂  ̂ Qiai)) ̂  ... ̂  (^a^(l) ̂  ... 0 ̂ (^))
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apparaît affecté du même coefficient dans la décomposition de A^(a^ 0
... (g) Xi^) dans la base canonique de TgÇX)01^.

On a finalement :

Çiï..^ = nH ° (J - ̂  ° ̂ m 0 A17711^ 0 ... ̂  x^)
= (J - 77 o e)*^, ^ ... ̂  x^). CQFD.

6. Opérations en caractéristique p.

Ce paragraphe étudie le comportement des opérations caractéristiques
en caractéristique p. On notera H une algèbre de Hopf de type fini,
commutative ou cocommutative, connexe, sur un corps commutatif K de
caractéristique p.

On note, comme dans 3, E le monoïde commutatif des endomor-
phismes caractéristiques de H, pn la jf-représentation canonique de E dans
C(H)n et ̂  la restriction de ̂  à Jfn, composante de degré n de H. On
note H9 l'idéal d'augmentation de H et Q(H) le -ftr-espace vectoriel des
indécomposables [MM] :

Q(H) ̂ ir/TlÇH^H9).

LEMME 6.1. — La K-représentation pn est unipotente de rang n + 1.

L'argument est celui du lemme 3.1.

PROPOSITION 6.2. — Soie H une algèbre de Hopf commutative ou
cocommutative, connexe sur un corps de caractéristique p. Pour n < p les
composantes Hn de cette algèbre de Hopf se décomposent en sous-espaces
propres sous Faction des opérations caractéristiques.

Plus précisément, il existe une famille de projecteurs orthogonaux
(^(E^n] dans EndK(Hn) telle que :

Hn=^H^\
i=l

où H^ := e^(Hn). En outre, ̂  opère comme k1 sur H^.
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La vérification de cette proposition est identique à celle du théorème
3.5.

Dès que n est supérieur ou égal à p, on ne dispose plus du logarithme
pour étudier la ^-représentation unipotente pn-

Nous nous contenterons de montrer, à partir de [K], comment il est
malgré tout possible d'exhiber en degrés supérieurs ou égaux à p une
décomposition «en poids» de H.

LEMME 6.3. — Pour tout k, k ^ 0 [p], le morphisme ^fcp satisfait
à régalité :

Pn((^pn-l)p-l)=Pn(J).

Nous poserons : ̂ kïn := ^kpn .

Le lemme se démontre par récurrence sur n.

Comme les opérations caractéristiques sur une algèbre de Hopf co-
commutative sont adjointes aux opérations correspondantes sur l'algèbre
de Hopf commutative duale, il suffit de prouver le lemme dans le cas où H
est commutative.

Supposons donc H commutative et, par récurrence, supposons que :

p,-l((^n-l)^l)=^_l(7).

Comme les endomorphismes caractéristiques de H sont des endomor-
phismes d'algèbre, on a : pn^^71-1)^1) = pn(I) sur II(Jf (g) H9) H Hn.

Par ailleurs, on vérifie immédiatement que, pour tout entier Z, la
restriction de v^ à Q(H) est bien définie et opère sur ce J^-espace vectoriel
comme (, où on note l la classe de l dans le corps à p éléments Fp.

Considérons maintenant x ç. Hn. On a :

^n-\x)=k'x+y,

où y ç n(Jy (g) H9) H Hn ; d'où :

(^n-l)p-l(rc) = fc^1 • x 4- z = x + z,

où z est un élément de H(H9 (g) H9) H Hn.
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Finalement, on a :

((^-I)P-I)P^) =^^p^=^ CQFD.

PROPOSITION 6.4. — Soie k entier, k ^ 0 [p], k ^ 1 [p]. Soit Tï une
algèbre de Hop f de type fini, commutative ou cocommutâtive, connexe, sur
un corps K de caractéristique p. Le K espace vectoriel H se décompose en
somme directe :

H=H^e...@H^-l\

où HTÎ := Hn F) H^ est le sous-espace propre de Hn associé à la valeur
propre k1 de l'opération caractéristique ̂ kp

Si H est commutative (resp. cocommutâtive), cette décomposition est
compatible à la structure d'algèbre (resp. de coalgèbre) graduée de H , au
sens où :

n : H^ 0 H^ —> H^^

(resp. :

A:^)-^ Q) H ^ ^ H ^ ) ,
[W=i

où si (a,b) e [l,p - l]2, on pose [a + b] = a + b si a + b e [l,p - 1] et
[a+b] = a+b — p+1 sinon.

Le polynôme minimal de ̂ n divise en effet d'après 6.3 le polynôme
C^"1 - l? scindé dans Fp, dont les racines sont les éléments de F*. Ces
racines sont simples, ̂ n est donc diagonalisable. Le reste de la proposition
en résulte immédiatement.
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