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EXEMPLES ^APPLICATIONS HOLOMORPHES
D'INDICE UN

par Rabah SOUAM

0. Introduction.

A une fonction méromorphe non constante (j) définie sur une surface
de Riemann compacte est canoniquement associé un entier naturel non
nul, son indice. Cet entier est égal au nombre de valeurs propres (comptées
avec multiplicité) qui sont inférieures à deux du laplacien A^> associé à
la métrique (singulière) "puli-back" par <f) de la métrique standard sur la
sphère unité. Cette notion d'indice intervient surtout dans l'étude de la
stabilité des surfaces minimales dans l'espace euclidien et dans l'étude de
la fonctionnelle déterminant du laplacien sur les surfaces.

S. Montiel et A. Ros [MR] ont prouvé qu'en genre supérieur ou
égal à deux, une structure complexe générique ne possède pas de fonction
méromorphe d'indice un (en genre zéro ou un l'indice est toujours différent
de un sauf le cas trivial d'une transformation de Môbius sur la sphère de
Riemann). Ils ont conjecturé l'existence de surfaces de Riemann de genre
non nul ayant des fonctions méromorphes d'indice un. Dans cet article nous
construisons une famille de surfaces de Riemann hyperelliptiques munies
de fonctions méromorphes d'indice un, ce qui apporte une réponse positive
à cette conjecture.

Je remercie le professeur H. Rosenberg pour ses conseils et ses
encouragements, le professeur S. Gallot pour l'aide qu'il m'a apportée et le
référée pour ses remarques.

Mots-cJés : Déterminant du laplacien - Indice d^une surface minimale - Première valeur
propre du laplacien — Problème de Neumann/Dirichlet.
Classification A.M.S. : 30F99 - 53A10 - 58C40.
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1. Préliminaires.

Soient S une surface de Riemann compacte et 0 : E —> S2 une
application holomorphe non constante sur S à valeurs dans la sphère
de Riemann. Considérons une métrique conforme quelconque ds2 sur E.
On désigne respectivement par A,V et dA, le laplacien, le gradient et
l'élément d'aire associés à ds2. On désigne également par Ao,Vo et cL4o
respectivement le laplacien, le gradient et l'élément d'aire associés à la
métrique canonique ds^ de la sphère unité S2.

A l'application 0 on associe l'opérateur de Schrôdinger :

L == A+ | V0 |2 .

Appelons Q^ la forme quadratique associée à cet opérateur :

Q^u,u)=- f (Lu)udA= ( { | V ^ | 2 - | V0 |2 u2}dA,
JE JT,

pour toute fonction u de l'espace de Sobolev Jf^S).

L'invariance conforme de l'intégrale de Dirichlet entraîne que l'indice
de Morse de Ç^, qui est par définition la dimension du sous-espace maximal
de H1 (T.) ou de C°°ÇZ) sur lequel Q^ est définie négative, ne dépend que
de (j). On appelle ce nombre l'indice de (f) et on le note Ind(<,&).

On peut en particulier considérer la métrique conforme singulière dsî
sur S induite par 0 de la métrique canonique ds^ de S2 :

ds^=^dsl=^^ds2.

Cette métrique est singulière aux points de branchements de 0 et l'opéra-
teur de Schrôdinger correspondant est :

L^=A^+2

où Â0,V0 et dA^ désignent respectivement le laplacien, le gradient et
l'élément d'aire associés à ds2

L'ensemble singulier de ds2 étant formé d'un nombre fini de points,
les valeurs propres et les fonctions propres de A^> peuvent être définies par
le procédé variationnel classique (cf [Ty] ou [Gu]). Ainsi les valeurs propres
de Aç!> forment une suite de réels tendant vers +00 :

(1) 0 = XoW < Ai((/>) < À2(0) < . . . ̂  \nW < . . .
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avec :

(2) Àfc(0)=infsup{^(n) | u^V^u^O},
Vk

où Vk parcourt les sous-espaces de dimension k + 1 de H1^) ; et pour une
fonction u ̂  0 définie sur un domaine f2 de E, R^(u) désigne son quotient
de Rayleigh par rapport à la métrique dsï :

|2 ^ A , / [ .,2,R^u) = f \ V^ |2 dA^ / { u2dA
Jf2 / J^î

De plus si À est valeur propre le sous-espace propre correspondant est
donné par :

VxW = {u e H1^) | / V^.V^dA^ ==\ [ uvdA^ \/v e H1^)}.
Js Js

Par régularité elliptique V\(0) C C°°ÇE). Notons que Ind((^) est aussi
égal au nombre de valeurs propres de A<^,, comptées avec multiplicité, qui
sont inférieures strictement à deux.

L'étude de tels indices est motivée surtout par l'étude de l'indice de
Morse des surfaces minimales complètes orientables et de courbure totale
finie dans R3. En effet, par un résultat d'Osserman [O], une telle surface
M est conformément équivalente à une surface de Riemann compacte S
privée d'un nombre fini de points. De plus, l'application de Gauss de M
s'étend en une application holomorphe (f) : E —> S2 dont l'indice au sens
défini plus haut est égal à l'indice de Morse de M, qui est le supremum
des indices de Morse de tous les sous-domaines compacts de M. L'indice
de Morse d'une surface minimale compacte à bord et orientable étant le
nombre de valeurs propres négatives de l'opérateur de variation seconde de
l'aire (cf [FC]).

Un second intérêt de cette notion d'indice concerne l'étude de la
fonctionnelle déterminant du laplacien sur les surfaces compactes. Etant
donné une surface de Riemann compacte S, cette fonctionnelle est définie
sur l'espace de toutes les métriques conformes sur S. A toute telle métrique

00

ds2, elle associe le produit ]~[ \k ^e toutes les valeurs propres non nulles
k=i

de son laplacien; produit auquel on peut donner un sens moyennant un
peu d'analyse complexe à une variable (voir [La] ou [OsPhSa]). Pour des
raisons provenant de la physique théorique (théorie des cordes), il y a intérêt
à considérer des métriques singulières (voir [MR] pour plus de détails). On
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peut montrer que, pour toute application holomorphe (j> : S —> S2, la
métrique ds^ est un point critique de cette fonctionnelle dans la classe C^
de toutes les métriques conformes sur E ayant les mêmes singularités et la
même aire que ds^ et, lorsque Ind((^) = 1 , ds2 est un maximum local pour
cette fonctionnelle dans la classe C^ (cf [MR]).

Dans [MR], S. Montiel et A. Ros montrent que, pour une structure
complexe générique de genre supérieur ou égal à deux, Ind(^>) >: 2 et qu'en
genre inférieur Ind(^)) = 1 si et seulement si E est de genre zéro et (f) est un
difféomorphisme. Ils montrent également que, dans tous les cas, Ind(^) = 1

entraîne que deg (j) < 1 + —;-— , où g est le genre de E. Ceci joint à

une inégalité d'Osserman permet de montrer que la caténoïde et la surface
d'Enneper sont les seules surfaces minimales complètes orientables d'indice
un dans R3 (théorème de J. Lopez et A. Ros, [LR]). Cependant, eu égard à la
fonctionnelle déterminant du laplacien, il restait à savoir si des applications
holomorphes d'indice un existent en genre différent de zéro. S. Montiel et
A. Ros [MR] ont conjecturé l'existence de telles applications et de façon
précise que, pour une surface de Riemann hyperelliptique, l'application
de 2-revêtement (ramifié) d'une telle surface à valeurs dans la sphère est
d'indice un si les images de ses points de ramification sont bien réparties
sur la sphère. Dans ce qui suit nous apportons une réponse positive à cette
conjecture.

2. Description des exemples.

Rappelons la définition suivante :

DÉFINITION. — Une surface de Riemann compacte E est dite hyper-
elliptique s'il existe un revêtement ramifié de degré deux (p : E —> S2.
L'application (j) est alors unique à transformation conforme près de S2 dès
que le genre de la surface est plus grand que un, [FK].

L'application 0 : E —> E qui échange les points des deux feuillets de
(j) est appelée Pautomorphisme hyperelliptique. Les points fixes de 6 sont
les points de ramification de (j) et sont appelés points hyperelliptiques, leurs
images par (f> sont appelées valeurs hyperelliptiques.

On a le résultat suivant :
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2.1. THÉORÈME. — Soient e un réel strictement positif et x^.x^,...,
Xn{e) ^es centres de boules ouvertes formant un système maximal de boules
ouvertes disjointes de rayon e sur la sphère unité S2.

Soit S(e) une surface de Riemann hyperelliptique telle que les valeurs
hyperelliptiques du revêtement ramifié de degré deux (f)(e) : S(e) —> S2

soient précisément les points x\, 3:2 ? • • • ? ^n(e) •
Alors, pour tout e assez petit : Ind(0(e)) = 1.

2.2. Remarques.

2.2.1 La surface S(e) existe (et est unique à difféomorphisme conforme
près) si et seulement si n(e) est pair ([FK]), ce que l'on peut toujours
réaliser (il suffit par exemple de relever à S2 un système maximal de
boules disjointes de rayon e sur l'espace projectif P^R muni de sa métrique
canonique).

2.2.2 Le théorème ne donne pas d'exemples de bas genre. La preuve
ne marche, en effet, que si le nombre n(e) des valeurs hyperelliptiques
est suffisant (ce qui correspond à e assez petit). Ceci impose une borne
inférieure au genre g(e) de E(e) grâce à la formule de Riemann-Hurwitz
(cf [FK]) : g{e) = —— — 1 . Après avoir fini ce travail, l'auteur a eu
connaissance du travail de M.Ross, [R], où il est prouvé que la surface
minimale triplement périodique P de Schwarz est stable pour les variations
périodiques préservant le volume. En désignant par A le réseau des périodes
de P, ceci signifie que la surface minimale compacte P /A dans le tore de
dimension 3 : ff^/A est stable en tant que surface à courbure moyenne
constante, [R]. Cette surface n'étant pas stable en tant que surface minimale
(cf [R]), ceci entraîne (voir par exemple [LR]) que son indice de Morse en
tant que surface minimale est un et donc que son application de Gauss
(qui est holomorphe) est d'indice un. Cette surface est de genre 3 et son
application de Gauss est de degré 2.

3. Preuve du théorème 2.1.

3.1. PROPOSITION. — Soit S une surface de Riemann hyperelliptique,
(f> : E —> S2 le revêtement ramifié de degré deux associé.

Supposons Ind(0) > 2 alors il existe sur la sphère unité S2 un ouvert
connexe 0 dont la première valeur propre pour le laplacien sphérique avec
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condition de Dirichlet au bord Af(îî) est inférieure à deux et dont le
complémentaire l sur la sphère est une réunion finie d'arcs telle que toute
valeur hyperelliptique de (f) est reliée à au moins une autre qui lui est
distincte par un arc simple de classe C2 de l.

Preuve. — L'hypothèse Ind(^) > 2 est équivalente (en tenant compte
de nos notations dans (1) ) à Ai^) < 2. Soit u une fonction propre associée
à Ai(^). Notons que 6 est une isométrie de S pour la métrique ds2 par
conséquent les fonctions uo6 et v := u-\-uo6 sont également des fonctions
propres associées à Ai (</)). Or la fonction v est invariante par l'action de 0,
elle est donc la relevée par (f) d'une fonction v sur la sphère qui y satisfait
l'équation AQV -h Ai(0) v = 0. La première valeur propre non nulle de Ao
sur S2 étant égale à deux, la fonction v est nécessairement nulle et par
conséquent la fonction u est anti-invariante par l'action de 0 :

(3) u o 0 = -u.

Un domaine nodal de la fonction u est une composante connexe de
l'ensemble : {p e S | u{p) ^ 0}. Le théorème des domaines nodaux de
Courant (voir [C]) montre que :

Le nombre de domaines nodaux de la i-ème fonction propre est
<î+l.

D'autre part toute fonction propre associée à une valeur propre non
nulle change de signe dans S (en effet, elles sont toutes orthogonales aux
constantes qui sont les fonctions propres associées à la valeur propre nulle).
Il en résulte que u possède exactement deux domaines nodaux S+ et S_
avec S+ = {p e S | n(p) > 0} et S- = {p ç S | u(p) < 0}. Appelons,
par ailleurs, So l'ensemble nodal de u : So = { p ç S | u{p) = 0}.

La relation (3) et le fait que deg 0 = 2 entraînent les conséquences
suivantes :

(i) S+ et E_ ont pour image par 0 un même ouvert de la sphère, que
l'on notera ^ et que celui-ci a pour complémentaire dans la sphère l'image
par (f) de Eo que l'on notera l.

(ii) So passe par tous les points de ramification de 0, par conséquent l
passe par toutes les valeurs hyperelliptiques de (p.

(iii) S+ est difféomorphe à fl. par <p.
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Ainsi les spectres du laplacien avec condition de Dirichlet au bord
de (0,d5^) et de (E+,ds^) sont identiques. Ce dernier ouvert étant un
domaine nodal de la fonction propre u, la première valeur du spectre de
son laplacien avec condition de Dirichlet au bord est égale à Ài(0). Notons
d'autre part que la fonction u vérifie l'équation :

1 V(Zi) I2
A^+Ai(0) ' , • u = 0

2i

pour une métrique conforme régulière quelconque sur E. Les résultats de
S.Y. Cheng [C] (théorème 2.5 et lemme 3.1) montrent alors que l'ensemble
nodal So de u est formé d'un nombre fini de cercles C^-immergés dans
S et donc l est constitué d'arcs C^-immergés dans 5"2 sauf peut-être aux
valeurs hyperelliptiques de 0. De ceci et de la connexité de f2 on déduit que
toute valeur hyperelliptique de (p est reliée à au moins une autre qui lui est
distincte sur la sphère par un arc simple de L

3.2. Remarque. — La proposition 3.1 montre que l'indice de l'ap-
plication considérée sera égal à un dès qu'il n'y a pas de domaine sur la
sphère vérifiant les conclusions de cette proposition. Il n'est pas difficile de
se convaincre intuitivement que c'est le cas si les valeurs hyperelliptiques
de 0 sont bien réparties sur la sphère :

On a en effet la minoration de J. Cheeger (voir [Ga2]) :

Àf(n)>l/^),

où h(Cl) désigne la constante isopérimétrique suivante :

'̂-^
sur tous les domaines réguliers D tels que D C 0 et où L{9D) et
A(D) sont respectivement la longueur du bord de D et son aire. Pour
des domaines D de petite aire, l'inégalité isopérimétrique sur la sphère

L2(QD) > 47rA(D) —A(D)2 montre que le rapport est assez grand.
A[D)

Par ailleurs, le bord de D étant astreint à éviter tous les arcs constituant
l, sa longueur devient très grande quand l'aire de D grandit dès que les
valeurs hyperelliptiques de (f) "remplissent" assez bien la sphère ; ce qui fait
que la constante h(SÏ} est assez grande et donc aussi Af(Q) par l'inégalité
de Cheeger. Il semble cependant difficile d'estimer la constante h(^Ï) et la
preuve du théorème 2.1 utilise un argument différent.
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Revenons à la preuve du théorème 2.1, soient donc e > 0 et
Bi, £?2, ... ^Bn(e) d68 boules ouvertes de rayon e sur S2, de centres res-
pectifs rci,a '2,. . . î^n(c) formant un système maximal de boules disjointes
de rayon e sur S2 ; les boules ouvertes Bi, Bs,..., -Sn(e) centrées en ces points
et de rayon 2 e recouvrent donc S2. Notons m(e) la multiplicité de ce recou-
vrement : c'est le nombre maximal parmi ces boules qui sont d'intersection
non vide. On voit aisément que :

-^
où A(r) = 27r(l — cosr) est l'aire d'une boule de rayon r sur 52, on en
déduit que :

(4) m(c) < 9 au voisinage de 0.

Pour une fonction u ^ 0 définie sur un domaine Q, de la sphère on note
R(u) son quotient de Rayleigh pour la métrique sphérique :

R(u) = { \ Vou |2 dAo / f y^dAo.
Jîî 1 Jfl

Considérons l'hémisphère nord U de la sphère S2 et 7 une C^-courbe simple
dans U joignant le pôle de U à un point du bord 9U. Notons par A 1(7) la
première valeur propre de Ao sur U avec condition de Neumann sur 9U et
condition de Dirichlet sur 7, on a :

Ai(7) ==inf{fi(u). nelV(7),^0}

où W{^) est l'ensemble des fonctions de ^(U) qui s'annulent sur 7. Posons

a(U) = inf Ai (7)

où 7 parcourt toutes les C^-courbes simples joignant le pôle de U à un
point de QU. On montrera plus loin (lemme 3.4) que cet infimum est non
nul et est atteint quand 7 est un arc de grand cercle.

Considérons une famille finie l d'arcs sur S2 tels que chaque point
parmi les points a;i, i = 1,... ,n(e) soit joint à au moins un autre point
Xj,j ^ î, par un C^-arc simple de cette famille. Notons Q, l'ouvert
complémentaire de ( dans S2.
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3.3. LEMME. — Avec la même notation de la proposition 3.1, on a
. 7T

pour 0 < e < — :

X?W > 1 20 a(U).m[€) sm 2e

Preuve. — On a :

Af(îi) = inf {R(u) | u e H^fî), u + 0}.

Soit u ç. H^(fî), notons Ui sa restriction à Bi pour i = 1, ...,n(6). On a :

n(e) . .

y / | VoHz |2 dAo < m(e). / | Vn |2 dAo = m(c). / | VIA |2 dAo
^^B, JS2 Jîî

et

n(€) /l /* r
V / îA?dAo > / v^dAo = / ^dAo.
frï */B, ^52 Jîî

On en déduit que :

R(u) > ——-. min R(ui).' ' ~ m(e) i<i<n(c) /

Par hypothèse, pour tout i = 1,..., n(e) , il y a au moins un C^-arc simple
7i qui joint Xi à un point de QÈi. Notons Ai (7^) la première valeur propre de
Ao sur Bi \^i avec condition de Neumann sur 9Èi et condition de Dirichlet
sur 7^ ; on a alors

R(ui)>\^i).

Comparons maintenant À 1(7^) à a (U) : en se ramenant à l'hémisphère U
(rappelons que les boules Bi sont de rayon 2e) et en prenant les coordonnées
sphériques, cela revient à comparer pour une fonction / de classe C1 sur
U ses quotients de Rayleigh, R(f) et -Re(/), relatifs respectivement aux

métriques d^+sin2^ dcf)2 et (^\ d^+sin2 f46 e\ d(j)2 sur fo,7r) xS1.\ 7 r / \ 7r / \ 2 /
On a :

R(f)= ( (/1+-A-] sin(9 de d^ ( f2sm0d0d(|)
J(o^)xs1 \ sm 0 j I J(o,5)x51
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et

w)= / (©^--^U ^f460) ̂  /Ao,i)x5i ^e/ sm\^)6) \ TT y ' /

/ ^sinf46^ d6>^.
^(0,ç)x6'1 V71 ' /

/4e \
La fonction sin ( — 0 j /sm0 est croissante par rapport à 6, d'où pour tout

^(».j)-
4e /4e \
— sin0 <, sin ( — 6 \ < sin(2e) sin0.

On vérifie de même que, pour 0 < e < — :
4

sin(2e) > 4€.
7T

Les deux inégalités précédentes entraînent que, pour 0 < e < 7r :
4iw) â ̂  w

On en déduit l'inégalité :

Al(7•) £ .n,̂ ) a(E7)-

0

3.4. LEMME. — On a : a(U) = - et cet infimum est atteint lorsque 7
est un arc de grand cercle.

Preuve. — Considérons un C^-arc simple quelconque joignant le pôle
de U à un point de QU et soit u ç ^(7), u -^ 0, le prolongement ù de u à
S2 par la réflexion a par rapport à QU est une fonction de H^(S2 \ 7) où
7 = 7 U 0(7) , de plus :

il en résulte que :

R{u) = R(u)

A^Î^S2^).
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Munissons maintenant la sphère S2 de la métrique ds^ où y? est, via
projection stéréographique sur le plan complexe, l'application (p : z —> z2.
Comme 7 joint les deux valeurs critiques de y? , y?"1 (S2 \7) est une réunion
disjointe de deux domaines Qi et fl,^ de S2 qui sont difféomorphes à S2 \ 7
par (p. Ainsi la première valeur propre Af^) de Ay, sur ̂  avec condition
de Dirichlet au bord est égale à Af^S2 \ 7) pour i = 1,2. L'argument qui
suit (cf [Gai] corollaire 4.3 ) montre qu'en général :

(5) Ai^maxAf^,).
Î==1,Z

En effet, si rj > 0, il existe alors ni G JZ^(f^), pour i = 1,2, telles que :

R(ui) < Af(îîz) + T] pour i = 1,2.

Prolongeons ̂  par 0 en une fonction ùi de ff^S2), pour î == 1,2. Ces deux
fonctions sont linéairement indépendantes et on a pour tous réels a\ et 03 :

-R(û;i'ûi +02^2) ^ ( maxAf(^) ) + rjV==i,2 y

d'où par (2) :

Ài((^ fma^Àf(^) N )+r^

pour tout 77 > 0, d'où (5). On a ainsi prouvé que :

a{U) > Ai(^).

0

Dans [Na], S.Nayatani a calculé les Afc(^)- En particulier Ai((^) = .
et le sous-espace propre associé est constitué par les fonctions (écrites en
coordonnées polaires sur le plan complexe via projection stéréographique
à partir du pôle nord) de la forme :

/ / y 4 _ i \ 2
f(r, 0) = {/l - ( -,—— ) .(acos0 + bsm0) a et b étant réels.

Et ces fonctions s'annulent chacune sur un grand cercle joignant les deux
pôles et sont invariantes par réflexion par rapport à l'équateur sur la sphère.

Les lemmes 3.3, 3.4 et (4) montrent que pour e assez petit aucun
ouvert de la sphère ne vérifie les conclusions de la proposition 3.1, ce qui
démontre le théorème 2.1.
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3.5. Remarque. — Nous terminons en donnant un critère sur la
répartition des valeurs hypereliptiques d'une application holomorphe de
degré 2 qui assure que celle-ci est d'indice un. Les exemples du théorème
2.1 en sont un cas particulier; la preuve est identique.

3.6. THÉORÈME. — Soient E une surface de Riemann hyperelliptique,
^i?^2î • • • i^k les valeurs hyperelliptiques du revêtement ramifié de degré
deux associé : (f) : S —> S2 et B\, Ba, . . . , Bk des boules ouvertes de centres
respectifs rri, 3:25. • . 5 Xk qui recouvrent S2 et telles que tout xi ^appartient
à aucune boule autre que Bi,i = 1,..., k. Notons enfin par m la multiplicité
de ce recouvrement et par r le plus grand des rayons de ces boules. Alors :

o
Si m.sm^r < - on a Ind(<^) = 1.

0
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