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SUR UN PROBLEME D’EXISTENCE RELATIF
DE FORMES DE CONTACT INVARIANTES
EN DIMENSION TROIS

par ML.E. Amine HADJAR

0. Introduction.

Le probleme d’existence d’une forme de contact sur une variété M3
compacte, orientable de dimension 3, c’est-a-dire d’'une forme de Pfaff w
telle que w A dw soit partout non nulle, a été résolu par J. Martinet [M2]
en utilisant des constructions de formes de contact invariantes sur des
tores pleins introduites par R. Lutz [L1]. Celui-ci a classifié dans [L2] les
structures de contact S!'-invariantes sur les variétés compactes de dimension
3 munies d'une action libre du groupe $!.

On résout ici le probleme d’existence relatif de formes de contact S!-
invariantes, ou l'on impose la valeur de la forme induite sur une surface
invariante donnée de M3. Précisément, on aboutit au résultat suivant :

THEOREME 3.3. — Soit un fibré principal en cercles M3 — By avec
M3 et By compactes et orientables, et une surface S réunion finie de tores
disjoints munie de l’action libre du cercle sur le deuxiéme facteur $' de
chaque composante connexe T; = S!' x §! de S. Soit p : S — M un
plongement tel que p(S) soit S'-invariant, et qui respecte les deux actions.
Si n est une 1-forme S'-invariante sur S, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

Mots-clés : Formes de contact invariantes — Fibrés principaux.
Classification A.M.S. : 53C15 — 55R10 - 55Q05 — 58A15 - 58C27.
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(i) II existe une forme de contact S$'-invariante w sur M, qui induit
p*w =mnsur S.

(ii) n et dn ne s’annulent pas simultanément.

La démonstration requiert plusieurs lemmes techniques présentés
selon le plan suivant :

Au §1, a partir d’une classification des germes de structures de contact
le long d’une surface fermée (th. 1.2), on aboutit & une maniere de raccorder
deux formes de contact contigués le long d’une surface et y induisant une
méme trace (lemme 1.3).

Au §2, on en tire une version particuliere du théoréme 3.3 sous
Ihypothése que 7 soit sans zéros (th. 2.1) en utilisant une technique
rencontrée dans [L2].

Au §3, on construit un germe de formes de contact S'-invariantes le
long d’un voisinage fermé W de p(S), $'-invariant et isomorphe & Sx[—1,1],
induisant 7 sur S et une 1-forme sans zéros sur OW (lemme 3.2). Moyennant
le théoreme 2.1 et le lemme 1.3, on pourra ainsi prolonger ce germe en une
forme de contact S!-invariante sur M (th. 3.3).

Tous les objets différentiels dont il est question sont supposés C*°.

1. Raccordement de deux formes de contact contigués
le long d’une surface.

1.1. Dans chaque partie de cet article, on consideére un fibré principal
en cercles M3 -1 By, avec M3 et By éventuellement & bord compactes
orientables de dimensions 3 et 2, une surface S réunion finie de tores
disjoints, et un plongement p : S — Ms tel que p(S) soit S!-invariant
et OM N p(S) soit ou bien vide ou bien réunion de tores T2. On considere
’action libre du cercle sur le deuxiéme facteur S' de chaque composante
connexe T; = §' xS! de S, et 1 une 1-forme $'-invariante sur S. On suppose
que p respecte les deux actions, i.e. p(x-0) = p(z)-0 pour x € S et § € S*.

L’action du groupe S$! sur T2 induit une action libre sur tout produit
T2 x I, on I est un intervalle de R, définie par :

(61,02,t)-6: (91,92+9,t) pour (91,02) S TZ, telTetfeS.
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1.2. THEOREME. — Soiti: N — N xR le plongement d’une surface
N fermée et orientable, défini par i(z) = (z,0).

(i) Si w et w' sont deux formes de contact sur N x R, telles que
*w = pi*w’, ot u est une fonction sans zéros sur N, alors il existe un
germe de difféomorphismes ¢ le long de i(N), tel que

@livy = identité et wAP*w' =0.

(ii) Si, de plus, N = T? et w, w’ sont S$'-invariantes, ¢ peut étre choisi
équivariant.

La partie (i) est une conséquence d’un théoréme de A. Givental
(cf. [Ar]). On présente une preuve adaptée au cas invariant qui nous
intéresse. La méthode de démonstration est basée sur une idée due a
J. Moser [Mo]. Elle a souvent été utilisée, en particulier par J. Martinet,
R. Lutz et A. Weinstein ([M1], [M2], [L1], [L2] et [We]).

Démonstration ([Ha]).

(i) On suppose p = 1 quitte & multiplier w’ par un facteur convenable.
— Cherchons tout d’abord, un difféomorphisme h d’un voisinage V'
de i(IN) sur un voisinage h(V') et une fonction A sans zéros sur V, tels que
Mivy =1, hliny = identité,
(1) R*W'|i(ny = wliny 5 et
h*d()\wl)h(N) = dw|i(N) .

0 0
Sachant que i* (aj(w A dw)) et i* (EJ(UJI A dw')) sont des formes
volumes sur N, il existe deux fonctions uniques « et v sur N vérifiant
respectivement

(O Y (9
2) a-i (EJ(W /\dw)) =i (aj(wAdw))
et
(DN D 9,
(3) 1/~z(gzj(w /\dw))-z((atjdw)/\(atjdw)).
De méme, il existe un unique champ de vecteurs X sur N tel que

(4) XJi*(%J(w’ Adu)) = i*(w’(%)%de - w(%)ajdw’) :

Soit F son flot. On pose h(z,t) = (F(z,t), a(x)t) et A(z,t) = 1/(14+v(z)t),
pour € N et [t| < €, € étant un réel positif arbitraire suffisamment petit
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pour que 1+ v(z)t soit non nulle sur N x]—¢,¢[. On choisit € de fagon que
h soit un difféomorphisme de N x| — ¢, e[ sur son image. Le couple (h, \)
vérifie alors (1).

— Les formes w; = w + t(h*(M\') — w), t € [0, 1], restreintes & un
ouvert U suffisamment petit de N x R contenant i(N) sont de contact. En
effet, w A dwy|i(n)y = w A dwli(ny qui est sans zéros. On sait, d’apres [M2],
qu'il existe, pour chaque ¢, un unique champ de vecteurs Z; (sur U), que
I’'on peut prolonger en un champ complet sur N x R, tel que

) {on ="
wi N\ (wt - thwt) =0
ce qui équivaut a wy A hfwy = 0, ou hy est la famille de difféomorphismes
: d
obtenue par intégration de ’équation différentielle & Zy(u), avec hg =

identité. De plus, on a w;|;vy = 0; ainsi, de (5), on déduit

{wt(Zt)!i(N) =0
wi A (Ze)dwe)|ivy =0,

et donc, grace a la condition de contact sur w;, Zi|;ny = 0, ou encore
h¢li(ny = identité. Le difféomorphisme ¢ = h o hl_1 vérifie alors (i).

(i) Les objets a et X sont Sl-invariants, par conséquent h est
équivariant. L’équivariance de h; résulte de 'invariance de Z; due a celle
des objets v et h. Ainsi ¢ = ho hl_1 est équivariant.

C.QF.D.

1.3. A présent, grace au théoréeme 1.2, nous allons pouvoir raccorder
deux formes de contact le long d’une surface fermée.

DEFINITION. — On dira que p(S) sépare M en deux ouverts dis-
joints Uy et Uy si Uy Uy =Ua \ Uy =p(8S) et M = U, UUy U p(S).

Dans ce cas OM N p(S) est vide.

LEMME. — On suppose que p(S) sépare M en deux ouverts disjoints
U, et U,. Soient w; et wy deux formes de contact S$'-invariantes, de méme
orientation et définies sur des voisinages de U, et Us,. Si p*w; = up*wo, ol
1 est une fonction strictement positive, alors il existe une forme de contact
Sl-invariante w sur M, égale & wy, sur un voisinage de U, et & wo sur Us
sauf peut-étre sur un voisinage arbitrairement petit de p(S).
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Démonstration. — Sachant qu’il existe un voisinage arbitrairement
petit de p(S), S'-invariant et isomorphe au fibré trivial S x R de groupe S!
par un isomorphisme envoyant tout point p(z) sur (z,0), le théoréme 1.2
nous assure ’existence d’un difféomorphisme équivariant ¢ d’un voisinage
ouvert Sl-invariant et arbitrairement petit V de p(S), sur un voisinage
#(V), et d’'une fonction A\ Sl-invariante et sans zéros sur V, tels que
Plpsy = identité et w; = A@p*wo sur V. On choisit V' difféomorphe &
Sx] —1,1[; comme Aop = p > 0, on en déduit que A > 0. Les formes
w1 Adwy et wa A dwy ont la méme orientation, par conséquent ¢ est positif.
Il existe un voisinage compact V' de p(S), V' C V, et un difféomorphisme
q~6 de M équivariant tels que ¢~§|V/ = ¢|y et ¢~> = identité en dehors de V.
Soit A une fonction $!-invariante et sans zéros sur M telle que A|ys = A|y-
et A =1 en dehors de V.

On conclut en posant

{w =w sur U;
w = Ap*ws sur Us .

La forme de contact w est S!-invariante sur M ; elle coincide avec w;
sur U; UV’ et avec wy sur Us \ V.

C.QF.D.

2. Le cas ou 7 est sans zéros.

On démontre le résultat général (théoréme 3.3) en se ramenant au cas
particulier ou 7 est sans zéros. Le théoréme suivant est donc fondamental.

2.1. THEOREME ([Ha]). — Pour toute 1-forme S'-invariante et sans
zéros n sur S, il existe une forme de contact S$'-invariante w sur M telle
que p*w = n. L’orientation de w est arbitraire.

Ceci est une conséquence immédiate des deux lemmes suivants :

2.2. LEMME. — Soit 1 une 1-forme S'-invariante et sans zéros sur
S, et w une forme de contact S'-invariante sur M. Si p*w est homotope
an comme forme S'-invariante et sans zéros, alors il existe une forme de
contact S'-invariante & sur M, induisant p*@ = n sur S, et qui coincide
ave w en dehors d’un voisinage arbitrairement petit de p(S).
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2.3. LEMME. — Pour chaque classe d’homotopie de 1-formes S!-
invariantes et sans zéros sur S, il existe une forme de contact S-invariante
w sur M induisant sur S une 1-forme p*w dans cette classe. L’orientation
de w est arbitraire.

2.4. Démonstration du lemme 2.2.

— Si p(S) rencontre M, on considére un voisinage S'-invariant V;
de M Np(S), difféomorphe & (OM Np(S)) x [0, 1] et tel que V¢ soit disjoint
de p(S) N\ OM. Soit F : M — M \ Vp un difféomorphisme égal & l'identité
en dehors d’un voisinage Vi de M Np(S), et qui respecte les actions de S!
sur M et M \ Vy; Pensemble OM N (F o p)(S) est vide. Si @ est une forme
de contact S'-invariante sur M, égale & w en dehors d'un voisinage V5 de
p(S), et telle que (Fop)*w = 1, alors la forme de contact @' = F*(w|av;)
est S$l-invariante, induit p*@’ = 5 sur S et coincide avec w en dehors de
V1 U V5. Les voisinages Vg, Vi et V5 sont arbitrairement petits.

On est donc ramené au cas ot OM N p(S) est vide.

— Soit, pour tout t € R, le plongement j; : S — S x R défini par
ji(z) = (z,t). Soit {a1,as} la base de 1-formes sur S dont la restriction
4 chaque composante connexe T; = T2 de S est {df;,df:}. Soit V un
voisinage de p(S) S!-invariant, arbitrairement petit et isomorphe au fibré
trivial S x R de groupes S§! par un isomorphisme ¢ : S x R — V tel que
pojo =pet p*(wA dw) soit de méme sens que a; A dt A ap. La forme
(pojo)*w = p*w est sans zéros sur S. Il existe donc unréel €, 0 < € < 1, tel
que (o ji)*w soit sans zéros sur S pour tout ¢t € [—¢,e]. Comme (¢ o jo)*w
est homotope & 7 comme forme S'-invariante et sans zéros sur S, les formes
(poj_e)*w et (v o je)*w le sont aussi.

Soit m; = a1 + biaz, t € [—1,1], une homotopie de 1-formes S'-
invariantes et sans zéros sur S telle que

(1) Nee=(pojec)w, m=n et = (poj)w.
Posons ~ (2kt/e) in(2rkt/e)
ay cos(2rkt/e) —sin(2nkt/e ag
(@) - (sin(27rkt/5) cos(27rkt/5)> (bt>

La forme w'(,t) = a;(z)oy + by (x)ag sur S x [—1,1] est S'-invariante
et vérifie :

oukeN.

(2) Jrew' =mn_c, jow' =m et jiu' =7 .
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Pour un choix convenable de k, w’ est de contact sur S x [—1,1]. En effet

3bt 8at (12 + b2
/ / t t
w ANdw' = (a — —by— + 27k
Yor ' ot
qui est sans zéros et de méme sens que a; A dt A az pour k assez grand,
ob. da
puisque la fonction a; — — b;—— est bornée et a? + b2 > 0 sur le compact

ot ot
S x [-1,1].

)al/\dt/\ag

Les formes w’ et p*w induisent une méme forme sur j_.(S) U jo(S)
d’apres (1) et (2). On peut donc les raccorder pour obtenir une forme de
contact S'-invariante w” sur S x R, égale & w’ au voisinage de jo(S) et &
©*w en dehors de S x [—¢, €] (lemme 1.3). Sachant que @ o jo = p, la forme

de contact
=w sur M\V

{dz =(p )" sur V

induit bien n sur S. Elle est S'-invariante sur M et de méme orientation
que w.

&

C.Q.F.D.
2.5. Démonstration du lemme 2.3. — De méme qu’en (2.4), on se
ramene au cas ou OMNp(S) est vide. Soient T5,% = 1, ..., r, les composantes

connexes de S. Une 1-forme S!-invariante et sans zéros sur S s’écrit en tout
point (61,62) de T;

a;(01)df; + b;(01)dh , ou (a;, b;) est un lacet dans R* \ {0} .
Le groupe d’homotopie des 1-formes S!-invariantes et sans zéros sur S est

donc Z", I'isomorphisme étant

(n1,...,n,) — classe de Np,, . n,. »

'I]nl’_“’nr(al,GQ) = cos(niel)del + sin(niﬁl)deg pour (01,92) eT; .

Soit donc (ny,...,n.) € Z". Nous allons montrer qu'’il existe une
forme de contact S'-invariante w sur M, d’orientation arbitraire et telle que
p*w soit homotope, comme forme S!-invariante et sans zéros, & nn, . n,.-

2.5.1. Rappelons que ’ensemble singulier d’une forme de contact §'-
invariante sur M est ’ensemble des points de B au-dessus desquels son
noyau est tangent a la fibre; c’est une sous-variété compacte de dimension
1 de B. Soit ¥ une réunion finie de cercles deux & deux disjoints plongés
dans B. Alors on sait, d’apres [L2], que :
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THEOREME. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) II existe une forme de contact S'-invariante wy sur M admettant
Y comme ensemble singulier. L’orientation de wy est arbitraire.

(ii) Les composantes connexes de B\Y. peuvent étre munies de signes
+ ou — de fagon que deux composantes adjacentes aient des signes opposés.

On note Z le champ de vecteurs associé a I'action de S' sur M, et
a une forme de connexion telle que a(Z) = 1 et Z|da = 0. L’invariance
de wp entraine que wo = (¢* f)a + ¢*3, ou f est une fonction et 3 est une
1-forme sur B.

Remarques [L2]. — On a ¥ = f71(0); la condition de contact
implique que df est sans zéros sur X.

— La fonction f prolonge la fonction (x,t) — ¢ définie sur un
voisinage de ¥ difféomorphe & ¥x] — 1,1][.

— On attribue le signe + & f~1(]0, +-00]) et le signe — a f~1(]—o0, 0[).

2.5.2. Premiére étape.

Soient g; : T; xR — S xR les projections (61, 62,t) — (61, t). Soit pour
tout 4,4 = 1,...,7, un voisinage S'-invariant V; de p(T;) tel qu’il existe un
isomorphisme de fibrés principaux (¢;, ;) : (T; x R, St x R) — (V;,q(V3))
vérifiant p;(z,0) = p(x); les V; sont supposés deux a deux disjoints.

Soit 7; le cercle dans ! x R image de I’application 6 — (6, sin(—n;0)).
Posons

S = vi(v), BF = 0i(S'x{-2}), TF =i(S'x{2}) et T; = ;(S"x{-3}).

L'ensemble ¥ = |J(Z; U =) U S U E7) vérifie la propriété (ii)

i
du théoreme 2.5.1. Par conséquent, il existe une forme de contact S!-
invariante wg sur M, d’orientation arbitraire et admettant ¥ comme

ensemble singulier.

D?apres (2.5.1), elle s’écrit wy = (¢* f)a + g* 3, ot f peut étre choisie
telle que

(1) (fo;)(0,t—sin(n;f)) =t pour |¢| <1/3,

(2)  (fou)(O,t+2)=—t et (fou,;)(0,t—3)=t pour|t|<1/3.
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2.5.3. Deuxiéme étape.

Soit k un réel positif quelconque. Les formes
w1 =wo+kdg*f) et wo=wo—kd(¢"f)

sont de contact et S'-invariantes sur M ; elles admettent ¥ comme ensemble
singulier et ont I'orientation de wy.

PROPOSITION.
(i) Les formes w; et we induisent la méme forme sur chaque surface

E:“ et ¥ .

(ii) Pour k assez grand, la forme cos(n;0,) df, + sin(n;01) dfs est
homotope & p*wi|r, comme forme S'-invariante et sans zéros sur T; si
n; Z 0, et a p*W2|Ti si n; S 0.

Preuve. — On a wy—wz = 2k d(¢* f); d’apres (2), le noyau de cette
forme est tangent aux surfaces ¥ et £, d’ou (i).
Soit (61, 62) € T;, alors
P w1 (01,02) = (kpa + ps3)(61) db1 + p2(01) dbs
et
pwa(b1,02) = (—kp1 + p3)(61) dby + pe(61) dos

ou p1, p2 et pg sont les fonctions sur le cercle définies par
9 .
p1(61) = ée_l(djif)(al,o) s p2(01) = (7 )(01,0) ,
et

ps(01) = (55-1(519)) 61,0)

Si n; = 0, 7; coincide avec S! x {0}. Donc p; = pp = 0 et p3 est sans
zéros vu la condition de contact sur wg. Par conséquent p*ws |7, et p*ws|r,
sont homotopes & df; comme formes $'-invariantes et sans zéros sur 7;.

Si n; # 0, pour k assez grand

t(k - (Inal/na) - i+ ps, p2) + (L= ) (k- (sl /na) - g, p2)
est une homotopie de lacets dans R? \ {0}, car u? + p3 > 0. D’autre part,
ona
k- ([TLZ|/77,1) 'ﬂl(el) . cos(niﬁl) = k- |7’L1| -cosz(nlﬂl) >0
si (91,0) €vn SIX{O}
p2(01) - sin(n;6,) >0 si (61,0) ¢ v NS x{0} .
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Il en résulte que
t(k - (Inil /) - pa(61), n2(01)) + (1 — t)(cos(n;61), sin(n61))
est une homotopie de lacets dans R? \ {0}. Par conséquent, les lacets
(k- (Inil/ns) - py + ps, p2) et (cos(niby),sin(ng61))
sont homotopes dans R? \ {0}; d’ou (ii). 0

2.5.4. Troisiéme étape.
Soit l'ouvert de M, U; = (f1 U Ci>, ou C; est la couronne
4,m:>0
ouverte de B contenant ¥; et délimitée par les cercles }]j et ¥, . Posons
Uy = M \U,. La surface |J (EZL U X} ) sépare M en Uy et Us. De plus,
i,m;>0
w1 et ws induisent la méme forme sur cette surface (prop. 2.5.3).

D’aprés le lemme 1.3, il existe une forme de contact §'-invariante w
sur M, égale & wy sur Uy et & we sur U sauf peut-étre sur un voisinage
arbitrairement petit de Uy \ Us.

Ainsi )

. prwilr, sin; >0
prwlr, = " .
prwalr, sin; <0.

La forme p*w|r, est donc homotope a la forme cos(n;8;) dé; +
sin(n;01) dfs comme forme S'-invariante et sans zéros sur T; (prop. 2.5.3).
De plus, w est de méme orientation que wyp; ce qui acheéve la démonstration.

C.Q.F.D.
3. Le cas général invariant.

3.1. Soit j : Ny — M} un plongement d’une surface N dans unc
variété M’ de dimension 3, et w une forme de contact sur AM’. Alors
les formes j*w et dj*w ne s’annulent pas simultanément. En effet, si v;
et v sont deux vecteurs tangents & N en un point z et linéairement
indépendants, la condition de contact au point j(x) donne

j*vl_[j*UQJ (UJ A dw)g(z) # 0 )
ce qui implique que

(dj*w)e(v1,v2) £#0 81 (j*w). =0.
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Si mo est une 1-forme sur NV, il est donc nécessaire que 79 et dno
ne s’annulent pas simultanément pour que 7y puisse étre induite par une
forme de contact sur M'. Il est facile de construire un germe de formes de
contact le long de j(NN) qui induise une telle forme g (cf. [Ha]). Le germe
de structures de contact associé est unique (a difféomorphisme pres laissant
fixes les points de j(NN)).

On montrera dans ce paragraphe que dans le cas invariant (hypotheses

dans 1.1), la condition “n et dn ne s’annulent pas simultanément” est aussi
suffisante.

3.2. Construisons tout d’abord le long de p(.S) un germe de formes de
contact S'-invariantes et induisant sur S une 1-forme S'-invariante donnée.

On considere les actions libres du groupe S! définies dans (1.1).

LEMME. — Soit n une I-forme S'-invariante sur T? ne s’annulant
pas simultanément avec dn. Alors il existe une forme de contact S'-
invariante w (d’orientation arbitraire) sur T2x]| — 1,1| induisant n sur
T2 x {0}, et deux plongements p; : T2 — T2x]0,1[ et p2 : T? — T2x]—1,0[
qui respectent les actions de S', tels que

(i) p1(T?) Up2(T?) soit le bord d’un voisinage compact de T? x {0}
dans T?x] —1,1[ :

(ii) les formes pjw et pjw soient sans zéros sur T2.

Démonstration. — La forme 7 étant S'-invariante s’écrit, en tout
point (61,62) € T2, n(61,62) = a(61) dby + b(#1) dfz, ou a et b sont des
fonctions sur le cercle. Soit la forme de Pfaff sur T2 x R définie par

w(&l, 02,t) = (a(6‘1) — tb(¢91)) d01 + (b(el) + ta(@l)) d92 + 6(91) dt s

ol ¢ est une fonction arbitraire sur le cercle. Elle est S'-invariante et induit
bien 7 sur T2 x {0}. Elle est de contact en tout point de T2 x {0} si et
seulement si la fonction
db
a’®+bv? — cd—a1 + b@c; est sans zéros sur le cercle .
On pose K = a~1(0) N b=1(0). Le fait que 7 et dn ne s’annulent pas

simultanément signifie que %h( est sans zéros; donc K est fini. Soit J un
1

db
voisinage ouvert de K dans S! tel que w] 7 et b|j g ne s’annulent pas,
1
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et J’ un voisinage fermé de K tel que J' C J. Soit m un réel positif et ¢
une fonction sur le cercle telle que

|e| = constante sur J’

c=0 en dehors de J
c db <0 sur J
db,
dc . .
cet — soient bornées par m .
db,
. 2 | 19 db c
Pour m suffisamment petit, on a a* + b= — cw + bEﬁ_ > 0 partout;
1 1

donc w est de contact sur tout un voisinage de T2 x {0}.

—— Soit € un réel positif suffisamment petit pour que w soit de contact
sur T2 x [—¢,¢]. On considéere un plongement p; : T? — T2x]0,¢[ défini
par p1(01,02) = (61,02, f(01)), ou f est une fonction sur le cercle. La forme
pjw est sans zéros pour un choix convenable de f . En effet :

Cette forme est sans zéros si et seulement si la fonction

2
Y= (a — fb+ c%) + (b+ fa)? est strictement positive.

Sur S' N\ J, on a ¢ > 0 quel que soit f; sur K, cette condition se

s s df ,
réduit & —— sans zéros.
1

Sur J \ K, |a/b| est bornée par un réel positif m’. Soit donc
d

f St —]0,¢] telle que 0 < f < 1/m/ et % soit sans zéros sur K. La
1

condition ¢ > 0 est vérifiée sauf peut-étre sur J \ K. Or, sur J \ K, on a

la/b] < m' < 1/f, ce qui implique que b+ fa est sans zéros sur J \ K, d’out
p>0sur J\ K.

— Le plongement py sera par exemple (61,602) — (61,02, —f(61)) .

— L’ensemble {(61,602,t), |t| < f(01)} est un voisinage compact de
T2 x {0}, dont le bord est p1(T?) Upa(T?).

— L’image réciproque de w par le difféomorphisme (6;,62,t) —
(01,02, —t) est de sens opposé & w. Elle aussi vérifie (i) et (ii).

On se raméne au cas € = 1 grace au difféomorphisme (z,t) — (z, et).

C.Q.F.D.

3.3. On oriente M de maniére arbitraire. Du théoreme 2.1 joint aux
lemmes 1.3 et 3.2, découle le
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THEOREME. — Soit 1 une forme de Pfaff $'-invariante sur S. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) II existe une forme de contact S$'-invariante w sur M qui induit
p*w =mn sur S. L’orientation de w est positive.

(ii) n et dn ne s’annulent pas simultanément.

Démonstration. — La propriété (ii) découle de (i) d’apres 3.1. Inver-
sement, soit 7 une 1-forme S'-invariante sur S et vérifiant (ii). L’ensemble
S" = p~1(OM N p(S)) est soit vide soit réunion finie de tores T2 disjoints.
Soit V' (resp. V') un voisinage de p(S\ S’) (resp. de p(S’)) S'-invariant et
isomorphe au fibré trivial (SN S")x] —1,1[ (resp. S’ x [0, 1[) de groupe S*
par un isomorphisme envoyant tout point p(z) sur (z,0). On choisit V et
V' suffisamment petits pour que V NV soit vide. D’apres le lemme 3.2, il
existe une forme de contact $'-invariante w; sur VUV’ induisant p*w; = 7
sur S, et deux plongements p; : S — VUV’ et py : S\ S’ — V respectant
les actions de $!, tels que :

— p1(S) et p2(S \ S’) soient disjoints,

— p(S") U pi(S) U pa(S N S') soit le bord d’un voisinage fermé
W c (VUuV’) de p(S),

— pjw; et piw soient sans zéros sur S et S\ S’

Soient S; et Sy deux exemplaires de S\ S’. Soit p’ : S;US'USy — M
le plongement qui envoie les points de S; U S’ par p; et ceux de Sy par
p2. On pose U; = W N Im(p') et Uz = M ~ W. Ainsi Im(p’) sépare M
en deux ouverts disjoints qui sont U; et Us. La 1-forme ' = p™*w; sur
S1 U S U Sy est S'-invariante et sans zéros. Il existe donc une forme de
contact S'-invariante wy sur M telle que p™*wy = 1’ (th. 2.1).

Les formes w; et wy sont choisies d’orientation positive. A présent,
on raccorde w; et wo le long de Im(p’) pour obtenir une forme de contact
Sl-invariante w sur M, égale & w; sur W (lemme 1.3).

On a donc : p*w =p*w; =7 .

C.Q.F.D.
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