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FONCTIONS MULTISOMMABLES

par B. MALGRANGE et J.-P. RAMIS

Introduction.

La notion de multisommabilité, ou sommabilité à plusieurs niveaux,
est une généralisation de la sommabilité de Borel [Bo] ; elle a été introduite
par Ecalle [El], [E2] comme un cas particulier de procédés de sommation
par "accélération", le cas qu'il appelle "accélération moyenne". Elle a
été étudiée notamment par Martinet-Ramis [MR2], Baiser [Bal], [Ba2] et
Jurkat [Ju].

Chez ces auteurs, cette notion est introduite principalement en vue de
son application aux solutions d'équations différentielles ou à d'autres objets
locaux, au voisinage de points singuliers. Mentionnons aussi qu'elle a été
retrouvée indépendamment par Tougeron [Tou] à propos de problèmes tout
à fait différents, de nature géométrique.

Ce bref article a pour objet de donner une présentation de cette notion
qui est, à notre avis, particulièrement simple et adaptée aux applications;
signalons en passant que nous prenons une définition légèrement plus
générale que les auteurs cités (les intervalles emboîtés qui interviennent
ne sont pas supposés ici avoir une bissectrice commune).

L'un et l'autre, nous avions eu ces dernières années de nombreuses
conversations avec J. Martinet sur le sujet traité ici et des questions
connexes. Tout ceci est proche de ses derniers travaux mathématiques,

Mots-clés : Sommabilité - Equations différentielles.
Classification A.M.S. : 34E05 - 40G99.



354 B. MALGRANGE & J.-P. RAMIS

cf. [Mar]. Il nous est difficile de traiter de ces problèmes sans penser au
mathématicien si enthousiaste et à l'ami qu'il était. Et il est naturel de
présenter ce travail dans ce colloque, en hommage à sa mémoire et à celle
de C. GodbiUon.

1. Sommabilité et Â;-sommabilité : rappels.

Nous rappelons ici sans démonstration un certain nombre de résultats
sur la sommabilité de Borel et sa généralisation, la fc-sommabilité, due à
Ramis [Rai], [Ra2]. Pour les démonstrations, nous renvoyons à ces articles;
on pourra aussi voir, pour k = 1, l'exposition donnée dans [Mal] (le cas
général est analogue); cf. aussi [Si2], Appendices.

1.1. Notations. — Pour s > 0, C[x]y désigne l'espace -en fait
l'anneau- des séries formelles / = V^ a^x^ qui sont telles que la série

n^o
^ T—^71 converge au voisinage de l'origine; par Stirling, il revient au
n>o v '
même de demander que la série V^ n f1 converge au voisinage de

n^i1 (ns)
l'origine. Soit d'autre part C -p-> C l'ensemble obtenu en faisant un
"éclatement réel" de C en 0; explicitement C = R-(- x (R/2?rZ), p(r,0) =
re^; on pose 5 = p'^O), C* = C - {0} et on identifie par p C - S à
C* ; pour 6 € 5, on désigne par VQ l'ensemble des ouverts U de C* qui sont
traces sur C* d'un voisinage ouvert de 0 dans C ; une base de Ve est formée,
par exemple, des ouverts {[ argrc — 6\ < e ; \x\ <e}, e> 0.

1.2. On introduit sur S un certain nombre de faisceaux.

i) On désigne par A le faisceau suivant : pour 0 € 5, Ae est
l'ensemble des / holomorphes dans un U € Ve et admettant à l'origine
un développement asymptotique / = V^ anXn ; ce développement est pris

n>o
au sens usuel de Poincaré, c'est-à-dire qu'on a, pour tout n, dans U

l/^-^a^"1!^^!".
o

On désigne aussi par ̂ ^ le sous-faisceau de A formé des / vérifiant
/=0.
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ii) Pour s > 0, A(s) ^t le sous-faisceau de A suivant : A(s),e est

l'ensemble des / définies dans un U ç. Ve comme ci-dessus, et telles qu'on
ait, pour x € U et c > 0 indépendant de n > 1

n-i
l/^-^a^^l^c71^!)5^71.

o

iii) Pour k > 0, A<'~k désigne le sous-faisceau de A^ suivant : A^1^
est l'ensemble des / holomorphes dans un U ç. Ve et y vérifiant pour A > 0
et B > 0 convenables \f(x)\ < Ae~B^X\\

Cela posé, le premier résultat, qui se déduit facilement de la formule
de Stirling, est le suivant

1.3. Pour s > 0, on a A(s) H ̂ <0 = ̂ -fe, avec k = 1/s.

Soit maintenant 1 un intervalle fermé de 5, dont la longueur sera
notée |J| ; notons Tj (ou plus simplement T) l'application "série de Taylor"
f^fde F(J, A) dans C[a-]. Il est clair que T envoie r(J, A(s)) dans C|rr]^
(s > 0) ; on a le résultat suivant, toujours avec k = 1/5.

1.4. Pour |J| < -ï T est surjectif; pour |J| > ^ ii est injectif.
K K

La première assertion se voit classiquement par "transformation de
Laplace incomplète", tout au moins lorsque k = 1; le cas général s'obtient
par une généralisation du même procédé. Compte-tenu de 1.3, la seconde
est équivalente au lemme suivant, dû à Watson [Wat] : pour |J| > —, on a
r(I,A^-k)=Q.

1.5. DÉFINITION. — Soie / e C[a-]^ avec s > 0 et k = 1/s; si 1
7T A

est un intervalle fermé de S de longueur >. —, on dit que f est k'sommable
K

sur 1 s'il existe f e r(J, A(s)) vérifiant Tf == /.

D'après 1.4, / est nécessairement unique. On l'appelle somme de /
sur J.

Pour k = 1, un résultat classique [Wat], [Ne] montre que la notion
précédente coïncide avec la sommabilité de Borel, définie au moyen de
la transformation de Laplace; cette caractérisation se généralise à À* > 0
quelconque [Ra2],

Nous allons voir que, dans la définition précédente, il est possible d'éli-
miner la référence aux espaces A(s) î pour cela, on s'appuie sur le résultat
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suivant, dû à Ramis [Ra2] (Sibuya [Sil], [Si2] a obtenu indépendamment
un résultat voisin).

1.6. THÉORÈME . — Soit {Ui} un recouvrement ouvert de S ;
supposons donné, pour chaque i, un fi ç. T(Ui,A) et supposons qu'on ait,
V(î,j) : fi-fj C r^nî/y,^-^. Alors, Vî, on a fi ç TO,^)), s = 1/fc.

Esquissons le principe de la démonstration : tout d'abord, on peut
supposer, en raffinant le recouvrement, que les intersections 3 à 3 des Ui
sont vides et que les Ui n Uj sont des intervalles de S; on démontre alors
le résultat suivant :

1.7. Soient g^ e T(Ui H Uj, A^'^ donnés, avec gij = -gji ; il existe
des Qi ç. T(Ui, A(s)) tels qu'on ait g^ = ̂  - gj.

[Principe : par linéarité, on peut supposer que les py sont nuls sauf
pour une paire (i, j) ; il s'agit alors de trouver un g e r(V, -4(a)), V le secteur
ramifié qui recouvre deux fois Ui n Uj, la différence des déterminations de
g dans Ui n Uj étant égale à gij ; ceci se fabrique facilement par intégrale
de Cauchy].

Pour démontrer 1.6, on applique alors 1.7 à gij = fi — fj\ on a
9i - 9j = fi - /j» d'où fi - Qi = fj - gj ; les fi - gi se recollent en un
h e r(S',^4); donc h est convergent à l'origine. Alors fi, qui diffère de ̂
par /i, est dans r(Ui,A(s))'

Le théorème 1.6 a le corollaire important suivant (cf. [De]).

1.8 COROLLAIRE. — L'application T : ns.^/^-^) —^ C[x]
est un isomorphisme ̂ (S,A/A<~k) ̂  C[x]^ (k > 0, s = 1/Jk).

En effet, on déduit facilement de 1.3 et 1.4 que l'application T :
r^S',^)/^""^) —> C[.r]^ est bijective; d'autre part le théorème 1.6
montre que l'application naturelle rÇS.Açs)/^'^ —> I^S',^/^^) est
surjective; enfin l'injectivité de cette application est évidente.

Dans la suite, nous noterons Ts l'isomorphisme 1.8. Voici maintenant
la caractérisation de la fe-sommabilité que nous avions en vue.

1.9. THÉORÈME. — Soie / ç C[x],; posons f = T^f e
r^S,^/^"^); soit J UJQ intervaiJe fermé de S, de longueur > —. Pour

A "/

que / soit sommable sur I , de somme g ç T(I, A), il faut et il suffit que la
classe de g modulo A^'1^ soit égale à /|J.
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Cela résulte immédiatement de ce qui précède, car on a en fait
/ € ^(S,A(s)/'^<•~k)f A noter qu'on a automatiquement g € F(I,A(s))'

Cette caractérisation peut être commode dans les applications; nous
n'en parlerons pas ici mais un peu plus loin, dans le cas plus général des
fonctions multisommables.

1.10. Remarque.— Lorsqu'on a k < 1/2, avec les définitions
précédentes, la notion de fc-sommabilité est sans intérêt. Pour s'en sortir,
on peut faire une ramification x = y19, avec p > l/2k (nous laissons le
lecteur vérifier que les résultats ne dépendront pas de p) ; un autre procédé
consiste à travailler avec des intervalles 1 du revêtement universel S de 5;
nous laissons aussi le lecteur vérifier que ce procédé est encore équivalent
aux précédents.

2. Multisommabilité.

Le lemme de Watson dont il a été question en 1.4 se généralise de la
manière suivante :

2.1. PROPOSITION ("lemme de Watson relatif). — Pour 0 < k <
£, soit 1 un intervalle fermé de S (ou plus généralement de son revêtement
universel S), de longueur > — ; on a r(J, A<~k/A<~e) = 0.

K

Pour ne pas rompre le fil de l'exposé, nous renvoyons au §3 la
démonstration de cette proposition. Soient maintenant fe i , . . . , kn des réels
donnés, avec 0 < k\ < ' • • < kn ; dans la suite, on se limite pour simplifier
l'exposé au cas fci > 1/2 (sinon, raisonner comme en 1.10). Soient donnés
I\ D • • • D In des intervalles fermés de S emboîtés, avec \Ij\ > —.kj

Soit / € C[x]^, avec 5i = 1/fei ; posons /o = Tj^f ç F(S, A/A^-^ ),
et soient /i,... ,/n donnés, avec fjÇ.T^I^A/A^'^1) pourj=l,... ,n—l,
/ner(Jn,^).

2.2. DÉFINITION. — On dit que f est ( fc i , . . . , fcn) sommable
sur (Ji,..., In), de somme (/i,..., /n) si, pour j = 1,..., n, on a
fj(mod.A^^)
-/.-il^
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La proposition 2.1 montre, par récurrence sur n, que la somme
(/lî • - • i /n) est unique. La définition précédente s'exprime de façon com-
mode au moyen de la construction suivante, variante d'une construction
suggérée dans une lettre de Deligne à Ramis (ce type de constructions sera
développé plus systématiquement, sous le nom de "Cauchy sauvage", dans
un ouvrage en cours de rédaction de J.-P. Ramis; voir aussi [Mar]). Soit
A C C un disque fermé de rayon r > kn ; on le munit du faisceau À sui-
vant ; pour fibre en 0, on prend C[x] ; en (p, 0), 0 < p < r, on prend la fibre
suivante :

(c[x]=Ae/A^\ sip<k,
\ ^/^ô~ j ^ si kj <, p < kj+i (on pose r = kn^i)
l AQ si p = r

Soit alors Ij le fermé de A : {p < A^-n, '0 ç. Ij} et soit î = {|.r| <
fci} U A U •^ U în^ La définition 2.2 signifie que F = (/o,..., fn) est une
section de A sur 1 (en fait, sur un ensemble un peu plus grand car A est
constant sur les segments kj < p < fcj+i, mais peu importe).

La définition et la construction qui précèdent permettent de voir
immédiatement "par localisation sur les rayons" certaines propriétés des
fonctions multisommables. Donnons à titre d'exemple la propriété suivante,
signalée par Tougeron [Tou].

2.3. PROPOSITION. ̂  — Soie ^(x, î/i, . . . , yp) holomorpbe à Pori-
gine dans C^1, et soient /î,..., fp des séries ( fc i , . . . , kn) sommables sur
(Ji,..., In), avec fi(0) = 0. Alors <l>(rr, /î,..., fn) a la même propriété.

Il suffit de voir ceci : soient /î,..., fp ç Ae/A^ (k = un kj), les /,
étant nulles à l'origine; alors Ï(x, /î,..., /p) est bien défini dans le même
espace : or ceci est évident : on prend des représentants /î,... ,/p; par la
formule de Taylor à l'ordre 1, $(rc, yi) - ̂ (x, Zi) = E(^ - Zi)^(x, y^ ̂ ), on
voit que modulo A<i~k, ^(x,fi) ne dépend pas des représentants choisis.

Plus généralement le même résultat se voit, avec la même démonstra-
tion, si l'on suppose seulement que ^(a*,2/i,...,2/p) est holomorphe en
î/i , . . . ,2/p au voisinage de 0, à valeurs ( fe i , . . . , fcn) sommable en x sur
(Ji,..., In) (la définition évidente qu'il faut prendre est laissée au lecteur).

Dans le cas où les secteurs Ji,..., In ont même bissectrice, la notion
de multisommabilité introduite ici coïncide avec celle des auteurs cités dans
l'introduction; pour le voir, compte-tenu des théorèmes de décomposition
établis dans [Bal] et [Tou], il suffit d'établir le résultat suivant :
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2.4. THÉORÈME. — &'/esé(Â;i,...,A;n)-soniœablesur(Ji,...,Jn),
on peut écrire f = E/^, avec /, kj-sommable sur Ij, et réciproquement.

La réciproque est triviale, et il suffit donc d'établir l'assertion directe.
Par récurrence, il suffit d'établir qu'on a / = f ' - ^ f " i avec /' (fci , . . . , kn^i)-
sommable sur (Ji,..., Jn~i) et /" feyi-sommable sur In. Soit I ' l'ensemble
analogue à 1 construit avec (fci , . . . , kn-i) et (Ji,..., In-i). [Attention! Ici
kn ne joue aucun rôle, et il faut le remplacer par r]; posons I " = {\x\ <,
kn}^In ; on a J = J'HJ", et il faut démontrer qu'on peut écrire F = F ' + F " ,
avec F ' € r(7',J), F" € rÇF^A). On voit facilement qu'il suffit a fortiori
de démontrer le lemme suivant :

2.5. LEMME. — Soit h € rÇIn-i.A/A^^); on peut écrire
h = h' + A'7, avec h' G r(In-i,A), h" e T^A/A^-).

Ecrivons pour simplifier 1 pour In-i et k pour fen; soit ^ l'homomor-
phisme de connexion dans la suite exacte r(J,.4) —> ̂ (I,A/A<~~k) —>
ffl(J,«4^~fc); comme S est de dimension un, en représentant la 1-
cohomologie par des recouvrements sans intersections 3 à 3, on montre
immédiatement l'existence d'un g € ff^-S',^^) tel qu'on ait g\I == 6(h).
Soit {Ui} un recouvrement de S et soient gij € FÇUi n Uj^A^^) représen-
tant ^; en appliquant (1.7), et en prenant pour g la classe commune des
gi e F(Ui,A) module A^^, on trouve un g € FÇS^A/A^^) tel qu'on ait
f(g) == ^. On prend alors A" = §; sur J, on a tf(/i — fa") = 0 donc (suite
exacte ci-dessus) h — h11 se relève en un h1 € r(J, .A) ; d'où le lemme.

On remarquera que dans ces raisonnements seuls interviennent 1.7 et
le fait que S est de dimension 1.

3. Démonstration de 2.1.

Reprenons les notations de 2.1 ; pour démontrer cette assertion, il re-
vient au même d'établir que l'application r(J, A/A^) —> r(J, A/A^^)
est injective.

i) Une première manière d'y arriver est donnée dans [Ma2], pro-
position (IX.4.4). Le principe de cette démonstration est le suivant; par
une ramification, on se ramène au cas k = 1; on peut supposer qu'on a
I == [ — — , — ] ; alors après inversion y = —, la transformation de Laplace

2à Zà X
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établit un isomorphisme de ̂ (I.A/A^'1)' avec l'espace des germes AQ en
6 = 0 (le symbole ' signifie qu'on se restreint aux classes de fonctions nulles
à l'origine). D'autre part, on voit que la même transformation donne un
isomorphisme TÇI.A/A^)' (t > 1) avec l'espace des germes / e AQ qui
se prolongent dans un secteur |argz| < e en une fonction d'ordre V, avec
-. -h -j^ = 1 ; alors, l'injectivité cherchée résulte du principe du prolongement
analytique.

ii) Voici une autre manière de faire, due à Martinet-Ramis : on
s'appuie sur le théorème "taubérien" suivant [MR1]

3.1. THÉORÈME. — Soient 0 < k < £, et soit 1 un intervalle fermé
de S (ou S), de longueur > -; soit f ç. C[x]^ t = 1/i; a fortiori, on a

A "

donc f ç. C[x]y, s = 1/fc. Si f est k-sommable sur I , il est £-sommable sur
I , de même somme.

2.1 entraîne immédiatement (3.1); soit en effet g = T^f ç.
FÇI.A/A^), et soit / € T(I,A) tel qu'on ait / = ^(mod.^-^); l'in-
jectivité de l'application T^I.A/A^'^ —> FÇI.A/A^-^ montre qu'on a
/ = p(mod. «4^"^), ce qui est le résultat cherché.

Inversement, 3.1 entraîne l'injectivité précédente. Supposons d'abord
k > . ; soit g ç TÇI^A/A^'^) et supposons qu'on ait g == OÇmod.A^^)',
d'après le lemme (2.5), on peut écrire g = g/ — ^", p' e TÇS^A/A^'^,
g" € r(J,,4); alors g ' est Â;-sommable sur J, de somme p"; d'après 3.1, il
est donc <-sommable sur J, de somme g " ; ceci entraîne le résultat cherché.
Le cas k < — se ramène au précédent par ramification.

2t

iii) Nous avons indiqué les deux démonstrations précédentes à cause
de leur intérêt propre. En voici une troisième qui a l'avantage d'être rapide
(en fait elle ne diffère pas essentiellement de i)); comme ci-dessus, il suffit
de traiter le cas f c = l , J = [ — • _ - , — ] ; posant encore y = 1/rr, on est ramené
\ i . ~ ~a la situation suivante :

Soient ai < 02 < /?i < 03 < fh < - • • < un < /3n~i < /?n des réels,
avec ai < — — < 02, f3n-i < -^ < Ai» et soit r > 0; pour j = 1,..., n, soit
Uj l'ouvert {\y\ > r \aj < argy < /3j}, et soit fj une fonction holomorphe
dans Uj ; on suppose
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a) que les fj sont à décroissance d'ordre 1, i.e. qu'on a

\f,(y)\ < Ae-^l, y e U^ (A > 0, B > 0) .

b) que, dans Uj n [7y+i, /j+i - fj est à décroissance d'ordre t. Le.

\fw(y) - f,(y)\ < ce-^y^ (i < j < n -1).
Pour démontrer 2.1, il suffit alors de démontrer que, pour tout j,

fj est à décroissance d'ordre (. dans un secteur î/' c Uj, U' étant de
même ouverture que Uj (en fait, en précisant la démonstration, on pourrait
même prendre U'j = Uj, mais peu importe). Choisissons pour Î7' un
secteur arg(î/ - dj) €]ap/?y[, avec dj e Uj, et soit ^ la transformée de
Laplace gj(rf) = ^ fj(y)e~yrïdy, avec ^ une demi-droite d'origine a,j et
d'argument variant dans ]ûy,/3y[; alors ^ est holomorphe dans l'ouvert
^ = U {^(^e^) > ~~^}î d6 Pl11^ Pj ^t à croissance exponentielle

ô€]a^[

d'ordre 1 à l'infini dans Vj. La transformation de Laplace inverse redonne

fj dans U'j par la formule fj(y) = —— / gj^e^d^ ^j un chemin dans
27Tt J^

Vj, partant de l'infini dans une direction d'argument < -— - arg(î/ — cij)
2

et aboutissant à l'infini dans une direction d'argument > — — arg(y — a,) .
Pour démontrer que fj est à décroissance d'ordre t dans t/', un argument
classique de déformation du contour 7j que nous laissons au lecteur montre
qu'il suffit d'établir le résultat suivant :

3.2. LEMME. — Pour j = l,...,n, gj se prolonge dans C en
une fonction entière d'ordre ( ' (- + jj = 1), i.e. vérifiant, avec A' et B'

convenables \gj(r])\ < A'e3'^ .

Ce lemme se voit ainsi; on démontre d'abord le résultat suivant : pour
j = l , . . . , n—l ,^ j—^+i (qui est défini a priori dans l^nVj-n) se prolonge
en une fonction entière d'ordre < (.' ; pour voir ce résultat, on choisit 6j et
6j^.\ de même argument €]û^+i, f3j;[ et on remplace ces demi-droites par une
demi-droite qui leur est parallèle et continue dans Uj H Uj^ (ceci change
les contours d'intégrations par des chemins compacts, donc modifie gj et
gj^.\ par des fonctions entières de type exponentiel); le résultat découle
alors facilement de la décroissance de /,-n - fj dans Uj n Uj^ (propriété
b )). On en déduit, par récurrence sur j le résultat suivant : gj — g\ est
une fonction entière d'ordre < V (noter que les Vj contiennent tous un
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voisinage de l'origine, ce qui donne un sens à l'assertion précédente); par
suite, il suffit de démontrer le lemme pour g\.

Mais cela résulte de ce que gn — 9i est entière d'ordre < C, et de
ce que V\ U Vn recouvre C (c'est ici que l'hypothèse sur la longueur de 1
intervient!). Cela démontre le lemme et la proposition.

3.3. Remarque. — Au §1, nous avons donné une version assez
grossière de la sommabilité de Borel; il est connu (voir p. ex. [Ne]) que
les propriétés d'unicité de la somme persistent sous des conditions plus
faibles, ne faisant intervenir que le comportement des fonctions dans des
ouverts du type {\y\ > r, a < oigy <: TT + a}, avec y = \jx\ le même
résultat subsiste pour la fc-sommabilité. Il conviendrait donc d'étudier les
raffinements analogues de la notion de multisommabilité. Cela pourrait
être utile pour certaines applications; toutefois, la version donné ici est
suffisante pour les équations différentielles.

3.4. Remarque. — Comme la sommabilité de Borel, la multisom-
mabilité est susceptible de définition par transformation de Laplace ; il faut
prendre des transformations de Laplace itérées, cf. [Ba2] et [Tou]. Nous
laissons le lecteur vérifier que ces définitions, comme les définitions par
accélération [El], [MR2] s'étendent à la situation considérée ici, où les sec-
teurs n'ont pas nécessairement même bissectrice.

4. Equations différentielles linéaires.

Montrons comment le point de vue exposé ici permet de trouver
rapidement les propriétés de multisommabilité des solutions des équations
linéaires au voisinage d'un point singulier. Des résultats analogues sont
démontrés dans [BBRS] et [Bri]. Signalons par ailleurs que, au cours du
colloque, nous avons eu connaissance d'un manuscrit de B.L.J. Braaksma
qui étend ces résultats aux équations non-linéaires [Br2].

Il nous faut pour cela rappeler rapidement les résultats de base de la
théorie des équations à coefficients méromorphes; pour les démonstrations,
nous renvoyons à la littérature, notamment à [Was], [Rai], [RS], [Ma2] et
aux articles qui y sont cités.

Soit D = — — M un système différentiel au voisinage de 0 € C, avecdx
M une mx m matrice méromorphe en 0. On a les résultats suivants
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i) Soient fci < • • • < kn les pentes > 0 du polygone de Newton de
D (on omet la pente éventuelle 0). Quitte à faire une ramification, on
peut supposer, ce que nous ferons, que les ki sont entiers, et qu'il existe
une transformation méromorphe formelle S € Gl(n,C[a:][a-~1]) telle que
D' = S~1DS ait la forme suivante :

D' est une somme directe de systèmes de la forme ep(— — —Qe"^ =
dx x

d dp C ^ v^ a».
T- - -T- — —, avec C une matrice constante, et p = > — les divers pdx dx x ^ *. /_^ ^r7 r

étant de degré £ égal à fc i , . . . , kn ou 0 (dans ce dernier cas, on peut prendre
P=l) .

ii) Soit V le noyau de D : A^ -> A^x-1}', on pose de même
V<° = V n (.A^, V^ = V H (^-^ (fc > 0); ces derniers
espaces sont respectivement les noyaux de l'action de D sur (.4<o)m et
sur (.À^^)71; rappelons que ces actions sont surjectives ("théorème des
développements asymptotiques" le premier énoncé est dû à Hukuhara-
Turrittin; le second est un cas particulier simple de résultats de Ramis-
Sibuya). Soit en particulier F ç. C^x^ vérifiant DF = 0; pour tout 6 ç 5,
il existe (Borel-Ritt) un F' e Ay de série de Taylor en 0 T F ' égale à F;
on a D F ' € (Af0)"", donc il existe G € (A^0^ tel qu'on ait D F ' == DG\
alors F = F' - G est un prolongement de F à Ay qui vérifie DF = 0.

iii) Appliquons ce qui précède à la situation considérée en i) ; posant

D' = — - N , la relation D' = S^DS s'écrit ds = M S - S N ' , donc,dx ^ dx
pour tout 0 ç 5, S peut être représenté par un S ç. Gl(n, Ae) qui vérifie la
même équation.

Désignons en particulier par V, 1̂ °, etc. , les espaces analogues
à V, V^ etc. , avec D remplacé par D'; l'application F -> S F est
un isomorphisme V^0 -^ V^0 et V^ -^ V^'1' (k > 0); la
structure des V/^ se déduit donc de celle des V^"^; cette dernière
résulte immédiatement de la forme de JD'; pour que cet espace contienne
une composante en e^x (croissance modérée), il faut et il suffit qu'on ait,
en posant £ = d°p

Fa) £>k
fb) Rea^-^<0.
Dans la suite, on appellera "direction de Stokes de p" les 0 tels qu'on

ait Rea^e-^ = 0; on appellera "direction de Stokes de D, de hauteur fc/'
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les directions de Stokes des p qui interviennent dans D\ et dont le degré £
est égal à kj.

iv) Soit F € Cl.r]771 tel que DF converge, i.e. soit égal à G €
(^{a;}^"1^ (on aurait pu partir plus généralement d'un F ç. Cl.rHo:"1]171,
mais ce cas se ramène immédiatement au précédent en ôtant les termes
polaires). En raisonnant comme ci-dessus, on trouve un recouvrement Ui
de S et des Fi e Y^U^A^ vérifiant FF, = F, DFi = G; dans Ui D Uj,
on a Fi - Fj ç T(Ui n l/pl^0); donc il existe £ tel qu'on ait, V(î,j)
Fi — Fj e (Ui H Uj, y^"^). Par conséquent, en appliquant (1.6), on trouve
qu'on a F ç. C[.r]^1, avec se = 1/fc^ [Rai]; de plus ce résultat est précis
(même référence); supposons en effet qu'on ait F ç. C [x] ̂ , et posons
s = 1/t; si kf, < k < fc^+i, en utilisant (1.4) au lieu de Borel-Ritt et
Ramis-Sibuya au lieu de Hukuhara-Turrittin, on trouve une représentation
de F par des F, telle qu'on ait Fj - Fi e F(Ui H Uj, V^-^ ; mais, comme
y^-k ^ y^-ke+^ ̂  trouve qu'on a F € C[a;]^. De même, si k > kn,
on a V^-^ = 0, donc F, — Fi = 0, et F converge.

Nous pouvons maintenant en venir à la multisommabilité. Restons
dans la situation précédente, et supposons que se est la meilleure valeur
pour laquelle on a F e C[a;]^. Soient le D - • • D In des intervalles
fermés emboîtés de S, de longueur respective — , . . . , — ; on suppose quekt kn
les extrémités de Ij (j =< , . . . , n) ne sont pas des directions de Stokes de
D de hauteur kj. Sous ces hypothèses, on a le résultat suivant :

4.1. THÉORÈME. — F est (ke,..., kn)-sommable sur (le,..., In)'
Plus précisément, on a une décomposition F = F^ + • • • Fn avec Fj kj-
sommable sur Ij les DFj étant convergentes (j = = < , . . . , n).

Quoique ce ne soit pas indispensable nous commencerons pour la
clarté de l'exposé par prouver la première assertion; par récurrence sur j
(j = = < , . . . , n), il suffit de prouver le résultat suivant :

4.2. Soit F e rÇIj^A/A^"^)"1) vérifiant DF = G, avec G
convergent; alors F se prolonge en F ' ç. rÇIj^A/A^"'^1)"1') vérifiant
DF' = G (pour j = n, on convient que .A^"^1 = 0).

En utilisant Ramis-Sibuya, on trouve un recouvrement ouvert {î7p}
de Ij et des Fp G T^A/A^'^1) qui prolongent F et vérifient
DFp = G; sur Up H l^, on a D(Fy ~ Fç) = 0, donc F; - Fç e T(Up n
i7ç, V^-^/V^-^+i) ; le résultat est donc conséquence du lemme purement
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combinatoire (ou "géométrique") suivant :

4.3. LEMME. — Avec les notations précédentes, on a

H^I^V^^/V^-^) = 0 .

Ce lemme est évident pour V remplacé par V: en effet V'^J /V^-H-I
est somme directe de faisceaux i\Cj, J un intervalle ouvert de S de longueur
—, d'extrémités des directions de Stokes, i\ désignant le prolongement par

0. Tout revient donc à montrer que, si 1 est fermé de longueur —, et distinct
kj

de J, on a H1^!, îiCj) = 0, ce qui est évident.

Pour voir que le même raisonnement s'applique à V, on utilise
le fait qu'on a un isomorphismë y^'^/y^-^+i ^ V^-^/y^-fcj+i
(cf. [Ma2], théorème (VIII.2.2); d'une façon imagée, "le phénomène de
Stokes disparaît" lorsqu'on se restreint à y^-^/V^-^+i) ; d'où le lemme.

Montrons que le même lemme permet d'établir aussi la propriété
de décomposition annoncée; il faut ici raisonner de façon un peu plus
sophistiquée et s'appuyer sur les faits suivants :

4.4. On a un isomorphismë ^(S^A^-^ ^ C[x]JC{x} (k > 0,
s=l/k).

Ceci se voit en utilisant la suite exacte

O^H^A^-^H^A^H^S^A/A^-^H^S^-^ -^ H^A)

II II II \ /
0 C{x} C[x], 0

[Le second isomorphismë est l'énoncé (1.8); la dernière flèche horizontale
est nulle par (1.7)].

4.5. Soit J C 5, fermé, de longueur —. On a un isomorphismë
K

[f € C[x],, k - sommable sur I}/C{x} ̂  H^(S - J,^"*)

["c" signifie comme d'habitude "à support compact"]

En effet, soit / e C[a;], et soit / = F,-1/ e H^^A/A^) et soit
6f € ff^S',^^-*) l'élément qui lui correspond par 4.4. Pour que / soit
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fc-sommable sur J, il faut et il suffit qu'on ait 6f\I = 0, ce qui signifie
précisément que 6f provient d'un élément unique de H^{S — I^A<i~k)^ en
vertu de la suite exacte

^(I.A^^H^S-I.A^^H^S.A^-^H^I.A^-^H^S-I.A^)

0 0

[Le premier élément est nul par le lemme de Watson, cf. (1.4); le dernier
est nul pour des raisons de dimension].

4.6. Les isomorphismes précédents se restreignent de la manière
suivante

a) H^S^V^) ̂ ker^C^C/C^}7")

b) {F € ^IM^1? k-sommables sur J, et tels que DF converge}
/C^^J^-J.y^).

On obtient ces résultats en utilisant les précédents et le théorème de
Ramis-Sibuya (nous laissons les détails au lecteur).

Prenons alors F comme dans 4.1 et soit ^>(F) l'élément de ^{S^
y<-^ qm im correspond par 4.6.a; soit y (F) la classe définie par ^p{F)
dans flFl(5,V<-^/V<-fc<+l); d'après 4.3, la restriction de ^(F) à le est
nulle, donc ^(F) provient d'un élément de H^(S - I^V^/V^-^)',
celui-ci se relève à son tour en un élément de H^(S — Ie,V<~k€) que
nous noterons ^pe(F) (utiliser la suite exacte de cohomologie, et le fait
que H ^ ( ' ^ ' ) = 0); soit Fe un élément de C[a;]^ qui lui correspond par
4.6.b; il est fc^-sommable sur 7^, vérifie "DFe convergent" , et on vérifie
immédiatement que 7p(Fe) = 1p(F) ; donc on a y(F-Fe) € H1 (S, V^-^+i)
et par conséquent F — F^ç. C[:r]^ . D'où par récurrence, le résultat.

A titre d'exercice instructif, nous suggérons au lecteur de traduire les
raisonnements et les résultats précédents dans le langage "(A, A)" introduit
au §2.
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