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SUR LA CATEGORIE
DE LUSTERNIK-SCHNIRELMANN
DES ALGEBRES DE COCHAINES

par Bitjong NDOMBOL

Introduction.

La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’un espace topologique X,
notée cat(X) est le plus petit entier naturel n tel qu’il existe un
recouvrement de X par n + 1 ouverts contractiles dans X ; s’il n’existe
un tel recouvrement pour aucun n, on pose que cat (X) est infini. Cet
invariant, initialement défini par Lusternik et Schnirelmann en 1934 [23]
pour estimer le nombre de points critiques d’une fonction différentiable
sur une variété, s’est révélé étre d’une grande importance en homotopie.
Il est évident, d’aprés la définition, que les sphéres S*, k > 1, sont de
catégorie un; tandis que les espaces contractiles sont de catégorie zéro.

Pour deux espaces topologiques X et Y, on a l'inégalité
cat (XxY) < cat(X) + cat(Y),
qui peut étre stricte.

Lorsque Y est une sphére S*, T.Ganéa a énoncé la conjecture
suivante :

Conjecture de Ganéa: cat (XxS*) = cat(X) + 1.

Cette conjecture n’est toujours pas résolue, méme pour des c.w.
complexes 1-connexes de type fini ; elle illustre la difficulté que constitue
la détermination de la catégorie d’un espace topologique: ainsi on ne
sait pas la calculer pour tous les groupes de Lie compacts.

Mots-clés : Catégorie de L.-S. - Algebres de cochaines - Bimodules différentiels -
Conjoncture de Ganéa.

Classification A.M.S. : 55P50 - 18G55 - 17A50.
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Cette difficulté a conduit plusieurs auteurs a définir des invariants
homotopiques qui approximent la catégorie par défaut.

Parmi ces approximations, rappelons la définition purement algébrique
donnée par Y. Félix et S. Halperin [6] :

Soit X un c.w. complexe l-connexe de type fini, de modéle de
Sullivan A(¥V), on construit un diagramme commutatif

AW) B A)/AY)
) " v
A(V) ® A(W)

ou p est la projection, i I'inclusion et ¥ un quasi-isomorphisme : alors
cat, (X) est le plus petit entier naturel n tel que i admette une rétraction
d’algebres différentielles. Ces auteurs montrent que cat, (X) est exactement
la catégorie du rationalis¢ de X et minore la catégorie de tous les
espaces l-connexes ayant le méme type d’homotopie rationnelle que X.
Les travaux de Y. Félix, S. Halperin et J. C. Thomas [7], [8], [9] ont
montré que cette notion était fondamentale en homotopie rationnelle ;
elle leur a permis en particulier de dégager des propriétés remarquables
de l’algebre de Lie d’homotopie rationnelle m«Q(X) ® Q pour des
espaces X tels que cat, (X) soit fini.

- Motivés par la richesse des applications de cette définition, S. Halperin
et J. M. Lemaire [13] I'ont étendue aux algébres de cochaines sur un
corps k de caractéristique quelconque, en remplagant les modéles de
Sullivan par les « T-modéles », dans le but d’étudier les algébres de
Hopf H«(QX;k) pour des c.w. complexes X 1-connexes de type et de
catégorie finis. Ils ont défini trois invariants Acat, [Mcat et rMcat
suivant que dans I’analogue du diagramme (1), le morphisme i admet
une rétraction d’algébres différentielles, de modules différentiels & gauche
ou de modules différentiels a droite. Ces trois invariants minorent pour
une algébre des cochaines d’un espace topologique X la catégorie de
tous les espaces ayant le méme modéle d’Adams-Hilton que X. Les
deux invariants [Mcat et rMcat ont I'avantage de ramener le probléme
de la catégorie de Lusternik-Schnirelmann dans des catégories abéliennes
qui sont en principe plus maniables. En effet en 1987, B. Jessup [18] a
montré que la conjecture de Ganéa est vraie pour [Mcat pour des
algébres commutatives a coefficients dans Q (dans ce cas IMcat = rMcat
et cet invariant est noté Mcat,) et que Mcat, est invariant par extension
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de corps. En 1988 K. Hess [16] a établi I’égalité cat, = Mcat,, et obtenu
ainsi la conjecture de Ganéa et I'invariance par extension de corps pour
cat,.

Le présent travail étend ceux de ces deux derniers auteurs a un
corps de caractéristique quelconque. A cet effet, on introduit une
nouvelle définition d’un invariant biMcat en exigeant I’existence d’une
rétraction de bimodules dans I’analogue du diagramme (1), et on
démontre les deux théorémes suivants, qui étendent & un corps de
caractéristique quelconque les théorémes de Jessup et Hess respectivement :

THEOREME 1. — Soient A et B deux k-algébres de cochaines
1-connexes de type fini ; alors

biMcat,(A4) + e (B) < biMcat,(4®B) < biMcat,(4) + biMcat,(B).

THEOREME 2. — Soit A une k-algébre de cochaines 1-connexe de type

fini ; alors )
Acat, (4) = biMcat,(A4).

Ces deux résultats montrent qu’en particulier Acat est invariant par
extension de corps et vérifie la conjecture de Ganéa.

Notons que le théoréme 2 est le meilleur possible, car au moins
dans le cas des algebres différentielles générales E. Idrissi ([17]) construit
des exemples d’algebres différentielles telles que IMcat et rMcat soient
distincts et tous les deux strictement majorés par biMcat. Ces exemples
justifient l'introduction de biMcat. On ignore toutefois si les invariants
IMcat, rMcat et biMcat peuvent prendre des valeurs différentes sur les
cochaines d’un espace topologique.

La démonstration de ces théorémes passe par des constructions de
modeles algébriques qui nécessitent parfois une certaine technicité (par
exemple la construction du 7-modé¢le libre minimal d’un 7-modéle libre
minimal tronqué). Ces calculs auraient pu étre en partie évités en
dégageant les propriétés ad hoc de la différentielle comme le fait K. Hess
dans [16], mais nous avons estimé que des formules explicites pouvaient
étre utiles pour des travaux ultérieurs.

Je voudrais exprimer ma reconnaissance a Y. Félix et a J. M. Lemaire
dont les conseils ont permis I’aboutissement de ce travail.

Cet article comporte six paragraphes :

— dans la section 0, nous rappelons quelques définitions et résultats
sur les algébres de cochaines ;
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— T'un des problémes qu’on observe lorsqu’on étudie des algébres
non commutatives est qu’une algébre 4 n’est pas libre comme A-
bimodule. Pour contourner cette difficulté, nous construisons dans la
section 1, une résolution « quasi-libre» d’un 7-modéle libre minimal
T(V) comme T'(V)-bimodule, différentiel et nous en tirons une résolution
quasi-libre de T(V)/T>"(V) comme T (V)-bimodule différentiel, en
utilisant une construction de [9]: ce qui nous permet d’avoir une
caractérisation plus maniable de biMcat ;

— dans la section 2, nous présentons une construction du 7-modéle
libre minimal du produit tensoriel de deux algébres de cochaines
1-connexes de type fini;

— les constructions des paragraphes 1 et 2 conduisent a la
démonstration du théoréme 3.5 qu’on trouve au section 3 ;

— la section 4 est consacrée a la construction d’un 7-modele libre
minimal explicite d’un 7-modgéle libre minimal tronqué. Cette construction
nous permet d’obtenir une démonstration du théoréme 5.3 qu’on trouve
a la section 5.

Signalons pour conclure cette introduction quelques propriétés qui
montrent l'intérét et les limites de Iinvariant Acat. Tout d’abord,
comme le théoréme 5.3 montre Acat, ne dépend que de la caractéristique
p du corps k, nous le noterons Acat,. Pour chaque p, Acat,(X) est
un minorant de cat(X), qui peut étre plus précis que la catégorie
rationnelle : ainsi pour un espace de Moore M = M(G,n) ou G est un
groupe abélien fini et n > 2, on a Acat, (M) = 1 si p divise 'ordre de
G et Acat, (M) = 0 sinon, alors que bien entendu cat,(#) = 0. On
montre aisément que Acat, (X) =1 si et seulement si [lalgebre
H«(QX,Z/pZ) est une algébre tensorieile.

Une généralisation de cette observation est le théoréme principal de
[9], qui affirme que Acat,(X) majore la profondeur de I’algebre de
Hopf H«(QX;Z/pZ) et qui permet d’établir des résultats remarquables
sur la structure de cette algebre de Hopf lorsque X est de catégorie
finie.

En revanche Acat,, qui ne dépend que du modele d’Adams-Hilton
de X, ne permet pas de distinguer la catégorie d’espaces tels que
X, = S; U e’ par exemple, lorsque f parcourt mg(S®) = Z/12Z; tous
ces espaces vérifient Acat, = 1 pour tout p, alors que cat (X;) = 2 si
f est un multiple impair d’un générateur de w4(S°®).
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0. Rappels et notations.

Toutes les algebres différentielles que nous considérons dans ce texte
sont des algébres de cochaines (la différentielle est de degré 1) sur un
corps de base k de caractéristique quelconque et sont supposées connexes,
1-connexes et de type fini. La catégorie formée de tels objets et des
morphismes idoines sera notée k-ADG¥ .

Dans tout ce qui suit, étant donné un k-espace vectoriel gradué W,
nous noterons s: W — W l'opérateur de suspension (de degré — 1) défini
par (sW)" = W"*' et s7': W > W la désuspension définie par
(sT'W)rtt = W™ C’est un opérateur de degré 1. On notera enfin W’
le dual de W. Les produits tensoriels sur k seront notés simplement
par ® .

Soit A fixé dans k-ADG?¥ ; nous noterons sMod, la catégorie des
A-bimodules différentiels, munie des morphismes ad hoc.

0.1. DEFINITION. —  Soit A dans k-ADGY¥; une extension libre
élémentaire de A est une injection de k-ADG¥ de la forme

1) 4> A 1L T(V) telle que dv e A pour tout ve V,

ou V est un k-espace vectoriel gradué et 1| désigne le coproduit dans la
catégorie des k-algeébres graduées connexes.

0.2. DEFINITION. — On appelle extension libre de A toute composée
(éventuellement infinie) d’extensions libres élémentaires.: de fagon précise,
i: A—> ALl T(V) est une extension libre si

1) ¥V = ) V(i) est une suite croissante de k-espaces vectoriels gradués
iel

vérifiant V(0) = {0},

2) linclusion i, : A 11 T(V(n)) » A 1L T(V(n+1)) est une extension
libre élémentaire,

3) pour tout iel, il existe n; tel que pour tout n = n;,
(V)= = (V(n+1)=".

0.3. DEFINITION. — Soit M dans ;Mod,, une extension libre élémentaire
de M est une injection de ,Mod, de la forme

VDMoMOARX® A

ou X est un k-espace vectoriel gradué, tel que Vx e X, dxe M.

On définit de maniére évidente les extensions libres dans ,Mod,.
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0.4. Remarque. — D’aprés H. Baues [2], la catégorie k-ADG¥ (resp.
4Mod,) est une catégorie de cofibrations: 'objet initial est k (resp. 0),
les cofibrations sont les extensions libres et les équivalences faibles, les
quasi-isomorphismes.

Pour la commodité du lecteur nous énongons les lemmes suivants,
qui font partie des axiomes définissant une catégorie de cofibrations.

0.6. LEMME.

(ia) La colimite d’un morphisme ®: A — B dans k-ADG¥ et d'une
extension libre A - A 11 T(V) est une extension libre B - B 11 T(V).
Si de plus @ est un quasi-isomorphisme, . il en est de méme de ® Ll Id:
A1l T(V)—> B 1L TWV).

(iia) Soit ®: A —» B dans k-ADG¥ ; si (BLLT(V),d) est une extension
libre de B, alors il existe une extension libre (ALLT(V),d") de A dont
la colimite avec ® est isomorphe a (BLLT(V),d).

(ib) La colimite d’'un morphisme ® : M — N dans ,Mod, et d’une
extension libre i: M > M® AR X X A est une extension libre
N> N®AQ®XR®A. Si de plus ® est un quasi-isomorphisme, il en
est de méme de ® @ 1d.

(iib) Soit ® : M — N dans ,Mod, ,;, si (N®ARX®A,d) est une
extension libre de N, alors il existe une extension libre (M ARXX®A,d’)
de M dont la colimite avec @ est isomorphe @ (NOARXR®A,d). O

0.7. LeMME. — a) Soit ®: A — C dans k-ADG¥ ; il existe un

diagramme commutatif
N

A 1L T(V)

ou i est une extension libre et ¥ un quasi-isomorphisme. O

b) Soit ® : M — N dans ;Mod, ; il existe un diagramme commutatif :
(0]

M N

i b 4
M®PARX® A

ou i est une extension libre et ¥ un quasi-isomorphisme. O
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0.8. Remarque et définition ([13]). — Soit A dans k-ADG¥ ; d’aprés
le lemme 0.7, l'unité m :k — A4 factorise a travers le diagramme

n

k A

¥

k LL T(V)

Ork 1L T(V) =@ T(V). Lalgebre differentielle (T(V),d) est alors appelée
T-modéle libre de 4.

Si en outre dV < T?*(V), on dit que cest un 7T-modéle libre
minimal ; il est unique a isomorphisme pres. Pour un 7-modele libre
minimal de k-ADG¥, on a V®= V' = 0 et V est de dimension finie
en chaque degré.

De plus V est isomorphe a s~ '(HxQA)' , Q désignant le dual de la
bar construction (au sens de [13]) et lorsque A4 est I'algébre des cochaines
d’un espace topologique X, l’espace vectoriel V' est isomorphe a
s H(HQX)' ou QX est I’espace des lacets de X.

0.9. Remarque. — FEtant donné des algébres de cochaines (resp. de
chaines) 4 et B, nous dirons que 4 et B sont quasi-isomorphes et
nous noterons (abusivement) 4 ~ B, s’il existe une suite finie (4,),
0 < i < ndans k-ADG¥ (resp. dans la catégorie des algébres de chaines)
avec A, = A et A, = B telle qu’il existe un quasi-isomorphisme entre
A; et A;.,. Le foncteur Q est compatible avec la relation d’équivalence
ainsi définie ; de sorte que 4 ~ B équivaut a Q4 ~ QB. Cette propriété
se traduit sur les c.w. complexes l-connexes de type fini par: deux c.w.
complexes 1-connexes de type fini ont méme T-modéle libre minimal si et
seulement s’ils ont méme modéle (minimal) d’Adams-Hilton.

0.10. LEMME. — (i) Pour tout diagramme commutatif dans k-ADG¥
A————B
A1l T(V) C

ou i est une extension libre et m un quasi-isomorphisme, il existe
0:4 1L T(V) > B tel que nob ~ et Boi=®.
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(ii) Pour tout diagramme commutatif dans k-ADG*

4 )

B

oy
i 78 T

4 L1 T c

ou i est une extension libre et ™ un quasi-isomorphisme, il existe
0:4 1L T(V) > B tel que toB ~ et Boi=®.

Dans (i) et (i), si m est surjectif, on peut choisir O de fagon que

nof = .

0.11. LeMME. — (i) Pour tout diagramme commutatif dans ,Mod, :

0]

M N

P4

i 6 n

MOA® XD 4 P

ou i est une extension libre qui est un quasi-isomorphisme ; il existe
O MPARX®A—> N tel que tob ~ et Boi=.

(ii) Pour tout diagramme commutatif dans ,Mod,

M

N

oy

i 9 T

MOARX® A P

o i est une extension libre et ™ un quasi-isomorphisme, il existe
OMPARX®A—> N tel que toB ~ et Boi = O.

(ili) Dans (i) et (ii), si m est surjective, on peut choisir § de facon
que To O = \s. O

0.12. DerFiNtTiON. —  Soit (M,8) dans sMod,. Une résolution quasi-
libre de (M,d) est un morphisme de A-bimodules différentiels

V:(AR®RX®A,d) > (M,d) qui factorise 0 — (M,8) comme dans

le
lemme 0.7.
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C’est donc un mode¢le cofibrant de (M,5) dans ;,Mod,. On observera
que 'on a X = | X(n)
1) dX(n+t1l) c A ® X(n) ® A4,
2) ¥ est un quasi-isomorphisme.
Soit (T(V),0) un T-mode¢le libre dans k-ADG¥ et considérons

p

(T, 0 (Tr(»)/T°"(V),0)

T

(0.13) ¥

ST(V) LL TOW)

une factorisation de la projection donnée par le lemme 0.7 a).

C’est un diagramme commutatif dans k-ADG¥, ,Mod,, k-Vect,
(k-espaces vectoriels différentiels gradués) ou 4 = (T(V),0).

Une rétraction linéaire r de i est un morphisme
r:T(V) LL T(W) - T(V) dans k-Vect, tel que roi = Id.

Si r est un morphisme dans k-ADG¥ (respectivement s,Mod,), on
dit que r est une rétraction d’algebres différentielles (respectivement
A-bimodules différentiels).

0.14. Remarque. — De I'isomorphisme

TV LLTW) =~ T(V) @ [WeWRT(VaeW)®W] ® T(V)
dans ry,Modyy,
on déduit que le foncteur d’oubli

U : k-ADG¥ - ,Mod, — k-Vect,

transforme les cofibrations en cofibrations et les équivalences faibles en
équivalences faibles, c’est-a-dire que c’est un foncteur modéle au sens
de Baues [2].

0.15. DermaTioN. — (i) Soit (T(V),0) dans k-ADG¥ un T-modéle
libre minimal. Alors Acat (T(V),0) (respectivement biMcat (T(V),0),
e.(T(V),0)) est le plus petit entier naturei n tel que le morphisme i de
(0.13) admette une rétraction dans k-ADG¥ (respectivement 1., Modyy,,
k-Vect,) . S'il n'existe de rétraction dans une de ces catégories pour aucun
n, on pose linvariant correspondant égal @ + oo .
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(ii) Soit A dans k-ADG¥ de T-modéle libre minimal (T(V),0) ; l'égalité
ordonnée ci-dessous définit ces invariants sur A :

(Acat A,biMcat A,e,(A))
= (Acat (T(V),0), biMcat (T(V),0), ex(T(V),0)).

0.16. Remarques. — (i) Nous avons la suite d’inégalités :
Acat A > biMcat A > e A

(ii) ces nombres sont invariants par quasi-isomorphisme ;

(iii) e (T(V),0) est le plus grand entier naturel n tel qu’il existe une
classe de cohomologie non nulle dans H*(7T(V)) représentée par un
cycle dans T>"(V) ;

@iv) soit (T(V),0) un T-modéle libre non minimal de
A e k-ADG¥. Alors Acat A (respectivement comme ci-dessus) est le plus
petit n tel que le morphisme i de (0.13) admette une rétraction a
homotopie prés dans k-ADGF (respectivement comme ci-dessus).

Soit q un foncteur contravariant de la catégorie des espaces
topologiques 1-connexes a valeurs dans une catégorie de cofibrations &
tel que ¢ transforme les équivalences d’homotopie en équivalences faibles
et les fibrations en cofibrations : on peut définir pour un c.w. complexe
X de type fini I'invariant gcat (X) comme suit :

si p,: X(n) - X est la n'*™ fibration de Ganéa de X (voir section 4),
gcat (X) est le plus petit entier naturel n tel qu’il existe

r: qX(n) - qX morphisme de II%,., (suivant les notations de [2])
vérifiant roq(p,) ~ Id. S’il n’existe de r pour aucun n on pose
gcat (X) = + oo. Il est clair que qcat (X) < cat (X).

Lorsque le corps k est de caractéristique zéro et ¥ la catégorie des
algébres commutatives a coefficients dans k, qcat (X) = cat, (X). Dans
[5] J. P. Doeraene montre que si (7'(V), d) est le T-modéle libre minimal
de X alors (T(V)/T>"(V),0) est dans la méme classe d’homotopie que-
C*(X(n),k) de sorte que lorsque le corps k est de caractéristique
quelconque

gcat (X) = Acat (X) si € est k-ADG*
et
gcat (X) = e (X), si ¥ est k-Vect,.

L’invariant biMcat n’a pas d’interprétation évidente en termes de gcat :
nous verrons qu’en fait il coincide avec Acat.
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1. Résolutions quasi-libres d’'un 7-modéle libre minimal
et d’'un 7-modéle libre minimal tronqué
comme bimodules différentiels.

Soit (T(V),d) un T-modéle libre minimal. Posons M = s(V®**") et
considérons les isomorphismes de k-espaces vectoriels gradués :

Wit TN M' - T>™(V) ou M’ est une copie de M
DRy, » (—H)0® Y,
et
Whii: M"QT(V) > T>™(V) ou M" est une copie de M
Y, QP - Y, D

on définit des différentielles &,,, et d,., sur T(V)® [kBM'] et
[kédM"] ® T(V) respectivement, en posant :

3 1(@®sY) = (Wi 1+ dps ) @RsY)) 00 dpy = — (Wpe)) ' OWnyy
Ons 1 (U, @B)=(wn11+dn ) (Y,QP) ol dn. =—(Wniy) ' OWny,.

Nous savons d’aprés [9] que (T(V)RKk®DM'],d,.,) est une résolution
quasi-libre de (T(V)/T>"(V),d) comme T(V)-module differentiel a
gauche. De méme, (KOM")®T(V),5,.,) est une résolution quasi-libre
de (T(V)/T>"(V),d) comme T(V)-module différentiel a droite.

En particulier, nous avons :

(@) Fe: (TNQKSM'],8,.1) = (T(V)/T™"(V),d) définie par
Filronexk = P®Id ou P: T(V) - T(V)/T>" (V) est la projection
canonique
F, k@M =0
F, est un quasi-isomorphisme.

(il) Fa: k®&M"] ® T(V),8,41) = (T(V)/T""(V),d) définie par
Fylyerovy = Id ® P ou P est défini en (i)

F,,M"®k=0
F, est un quasi-isomorphisme.
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Résolution quasi-libre de (T(V),0) comme T(V)-bimodule différentiel.

Considérons le 7'(V)-bimodule libre 7T(V) ® [k®sV] ® T(V) sur
lequel on définit une dérivation d, de degré un de la maniére suivante :

pour tout ve V:

4RI =11
4,(1®1®Y) = 1 ® 1 ® dv
d(1®v®]) =r@1®1 -1®@1®v— SOv)
ou P'application
S: T*(V) > T(V) ® sV ® T(V) est définie par:
pour tous vy, ..., v, €V

SO® @) = 1 @1, @1, ® - ® v,

m—2
+ z (_l)lvli“’""”m—l"vl e ® vj_1® sv; ® Vit ® -
j=2

+ (_I)Jv11+~~»wj~_1\vl e ® Vo1 ® SV, ® 1.

Soit enfin le morphisme de 7'(V)-bimodules :

H :TW)® k®sV] ®T(V) - T(V) défini par:

H(1®1®1) =1
H,(1®@sv®1) =0 VYveV.

Nous avons le:

1.1. Lemme. — (i) (d,)* = 0,

® vy,

(i) (TN RXKDsVIRQT(V),d,) est une résolution quasi-libre de (T(V'), 0)

comme T(V)-bimodule différentiel.

Démonstration. — (i) Considérons le cylindre sur (7(V),d) a savoir
(TV'eV"®sV),d) (cf. [3]) ou V' et V" sont deux copies de V et la
différentielle d est définie comme suit : si on note ¢’ (respectivement 0")
la différentielle canonique de T(V’) (respectivement T(V”)) et j
(respectivement j”) I'identification de T(V) a T(V') (respectivement a

T(V").
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On pose :

dv' =0V, Y eV
dvll — allvll s VU" E VII
dsv = v" — v — S(0v)

ou lapplication: S: T (V) - T(V'@V"®sV) est la (j',j")-dérivation
de degré + 1 qui prolonge l'identité de V sur s}'; explicitement si a
et b sont dans T*(V):

S@a®b) = S(a) ® j*(b) + (= 1)*j'(a) ® Sb).

Soit en outre j le morphisme de T(V)-bimodules de
T(V) ® [k®sV] ® T(V) dans le T(V)-bimodule T(V'@V"®DsV) défini
par:

jo®1I®1) = v", YveV
A®I® =v, YveV
jl®sv®1) = sv, YveV

j est un isomorphisme sur le sous-7'(V)-bimodule différentiel des mots
de poids inférieur ou égal a 1 en sV et d, = j~'dj; d’ou la partie (i)
du lemme.

(ii) 11 nous suffit de montrer que H,; est un quasi-isomorphisme.
Pour ce faire, filtrons T(V) ® [k®sV] ® T(V) par la longueur des
mots a droite, c’est-a-dire posons :

F(T(V) @ [k®sV] @ T(V)) = T(V) @ [k®sV] ® T77(V);

cette filtration décroissante définit une suite spectrale du premier quadrant
qui converge vers H*(T(V) ® [k®sV] ® T(V)). Le terme E' de cette
suite spectrale est H*(T(V) ® [k®sV] ® T(V).d,) ou dy =0, ® 1, &,
¢étant la différentielle de 7(V) ® [k®sV] en tant que résolution quasi-
libre de k comme 7 (V)-module différentiel a gauche ; autrement dit, le

terme E' de cette suite spectrale est exactement k ® 7(V) = T(V).

En outre, la suite spectrale obtenue en filtrant T(V) par la longueur
des mots a son terme E' isomorphe a T(V), car ¢ est minimale. Le
morphisme de suites spectrales induit par H, est l'identité au niveau
E', Cest-a-dire que H, est un quasi-isomorphisme. 0
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Résolution quasi-libre de (T(V)/T>"(V),d) comme T(V)-bimodule
différentiel.

On définit une structure de 7(V)-module a droite (respectivement a
gauche sur T(V) ® [k®M'] (respectivement [k®M"] ® T(V)) de la
maniere suivante :

soient
vel, deT(V), sy,eM', sy,eM”,
U=9® - VU, V=9 ®@YsT
) @) x v = 0@ ve |
@Rsy,)) X v =0Q® (er:+1)—1(‘1’1®”)

(o) {vX(1®(I))=1®v®<D
v X (sY,QD) = (Wni1) ' (v®V,).

On prolonge ensuite ces actions par additivité et k-linéarité.

1.2. LEMME. — (i) Les actions définies en (o) et (a") sont compatibles
avec les différentielles.

(i) F, et F, sont des morphismes de T(V)-bimodules différentiels.

Démonstration.

(i) La vérification est immédiate, dés que (i) est établi.

(i) On le vérifie pour (o). Il suffit de montrer que

8 (P®sY, X 0) = 8,4, (@®sY,) X o= (=D VD ® sy, x dv
en remarquant que pour tout n dans 7°"(V)

Whe)"'M) X v = Whe1) (M X )
on a:

81 (@Y, X v) = (= 1) 8,11 (Wrih) (PR, ®V)
= (DR, ®v—(=1)*(W,.,) ' (0(@®V,®v))
= (=D PRY,®v— (=D (Whs1) T (0(@RV1)®V)
— (= DY(We ) T @BV, ® )
= (W) H(OQVY) X 0= (Wis1) ™ OWns 1 (PRsY) X 0
—(- I)WHWWI)@S\III X Ov
=8,:1(@®sYy) X v— (= 1) MO@ sy, X v

ce qui montre que l'action définie en (a') commute aux différentielles.
Le cas de (a”) se vérifie de mani¢re analogue. O
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Considérons le produit tensoriel de T(V)-bimodules différentiels :
T(V) @ k&M'] @11 T(V) @ [k®sV] ® T(V),

muni de la différentielle du produit tensoriel qu’on note D,.,.
Ce produit tensoriel, en tant que 7(V)-bimodule est isomorphe au
T(V)-bimodule libre T(V) ® [k®sVOM @M ®sV] ® T(V).

DerFmviTioN (cf. [8]). — Soient A dans k-ADG,, M un A-module
différentiel a droite et N un A-module différentiel a gauche, on définit

Tor*(M,N) = H¥*(P®,4N) = H*(M®40)

ou P est une résolution quasi-libre de M comme A-module différentiel a
droite et Q une résolution quasi-libre de N comme A-module différentiel
a gauche.

1.3. LEMME. — Soient M et M' deux A-modules différentiels a droite,
N, N’ deux A-modules diférentiels a gauche et f: M — M’ un quasi-
isomorphisme alors, f ® Id : M @ ,N - M' ® 4N est un quasi-isomorphisme
si

i) N est quasi-libre ou ii)) M et M' sont quasi-libres.

De méme si g:N —> N est un quasi-isomorphisme alors
Id® g: M ®,N’ est un quasi-isomorphisme si

1) M est un quasi-libre ou 2) N et N' sont quasi-libres.

Démonstration. — f induit un isomorphisme entre Tor*(M,N) et
Tor*(M’,N). Si i) ou ii) est vrai on a H*(M®,N) = Tor'(M,N)
~ Tor*(M',N) = H¥*(M'®,N) ; d’ou le lemme. O

1.4. PropPOSITION. — (T(V)Qk®sVOM &M ' ®sVI®T(V),D,.,) est
une résolution quasi-libre de (T(V)|T>"(V),d) comme T(V)-bimodule
différentiel.

Démonstration. — H,; et F, sont des quasi-isomorphismes dans
rimModry, et F, ® ry,H, est un morphisme de T(V)-bimodules
différentiels : c’est en fait la composée F, ® ryIdold ® rv,H,. Par
le lemme 1.3 chacun de ces morphismes est un quasi-isomorphisme
comme morphisme de 7(V)-modules a gauche; autrement dit

F,® rnH, : T(V) ® k@sVOM @M’ ®@sV] » T(V)/T>"*(V) est un
* quasi-isomorphisme, d’ou la proposition. O
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Notons ci-dessous I’écriture explicite de la différentielle D, ., sur les
générateurs : elle nous sera utile dans la suite.

Soient ve V, syre M’

D, (1®@sv®1) = d,(1®@sv®1)
Dy (1®sY®1) = 6,::(1Qs¢) ® 1.
Si on pose :

V=9,® - Q@ VYn:y X =l + -+ [l
W=)v,® vy, a() =lv,|® ... ® v, ||

lj~1

(1.5) D,..(1®sy®sv®1)
=Y Rsv@1-(—D"N; @ s(Y,®...0V,,,®v) & 1
(DY ®sY ®@v—(wy 1) '(O)) ® 50 ® 1
+ Z(_I)I¢|1®S¢®svil®vi2® ®Uz‘k
I

+ Zi (- l)w‘+a(j)(wz+1)4l(\l’®vil® ce

I j=2

®vy_ )@, ®v,, ,® - @,

H+1

+ Z (= I)W‘Jra(k)(w;zﬂ)_1(‘1’@”1‘1@ s ®Uik,,)®svik®1 .
1

Dans la catégorie k-ADG¥, tout objet est fibrant et les objets
cofibrants sont les 7-modéles libres. Dans les catégories ,Mod,, tout
objet est fibrant et les objets cofibrants sont les résolutions quasi-libres,
tandis que dans k-Vect, tout objet est fibrant ou cofibrant.

Les lemmes qui suivent sont un cas particulier du résultat plus
général suivant : les invariants Acat, biMcat, et e, sont des invariants
homotopiques dans les différentes catégories homotopiques sous-jacentes.

1.5. LemMeE. — Soit ®:T(V)® X T(V) » T(V)/T"(V) une
résolution quasi-libre de (T(V)/T>"(V), 0) comme T(V)-bimodule différentiel
telle que :

a) @ est surjective

b) sV est un facteur direct de X et linclusion :

iy: (TRK®sVIRT(V),d) » T(V) ® X ® T(V) est différentielle
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c) le diagramme suivant est commutatif dans rq,Modpy,

T(V) ® k@sV] ® T(V)—— (T(V)
io P
T ® X ® T(V) (V) T>"(V)

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) biMcat (T(V),0) < n.
(i) llexister : T(V) @ X @ T(V) - T(V) ® [k@®sV] ® T(V) dans
ronModyy, tel que roi, = 1d.
(iii) Il existe R: T(V)® X ® T(V) » T(V) dans ry,Modyy, tel
que R(I®1I®I1) =1 et R(I®sv®1) = 0.

Démonstration. — Soient
TW)——>TWV)/T""(V)
i v
T(Vew)

et I'isomorphisme de 7'(V)-bimodules différentiels :
TVew)=T()@ T(V) @  WeWT(Vew)eW] ® T(V).
Le diagramme suivant est cocartésien dans rq,Modyy,:

() : TNSTMRSIWOWRT(VOW)RWIRQT(V)

H | ~h=H,®Id
TV Rk®VIRT(V) b T(NQkSsVIRT()ST(V)

RIWOWRXT(VOW)RWIRT(V)
de sorte que i admet une rétracticn si et sculement si i, en admet une.

Examinons ensuite dans r,Modry, le diagramme commutatif :

h TVRkOsVIQT(V)BT(V)

Tekosviery) TRWOWOT(VOWOWIRT(Y)

i YT Voh

TN@XQT(V) V) T>"(V)
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D’aprés le lemme 0.11, il existe :

Y:TNRXRT(V)
STNRkDEsVIQT(N@T(VQIWOWRT(VOW)QWIRXT(V)

dans p,Modyy, tel que yoi, = i, et Yyohoy =d
N: TNRk®sVOWOWRT(VOW)RWIRQT(V)->T(V)QXRT(V)
dans ryyModyy, tel que noi, = i, et don = Yyoh.

Supposons qu’il existe r: T(V@®W) —» T(V) dans py,Modyy, tel
que roi=1Id.

On a le diagramme commutatif dans ;,Modyy,:

T @KSVI® T(Y) = T ® kes] ® T(V)
io r ~ H,
() ® X ® T(V) roher T(v)

D’aprés le lemme 0.11, il existe r:
TV @ X®@ T(V) » T(V) ® kdsV] ® T(V)
dans p»Modyy, tel que roi, = Id d’ou (ii).
Réciproquement, supposons qu’on a r:
T(V)® X ® T(V) > T(V) ® k®sV] ® T(V)
dans r»Modyy, tel que roi, = Id.

On a r = rom qui est un rétracte de i, ; autrement dit, i admet un
rétracte et (ii) = (i).

Montrons que (ii) <> (iii) : supposons que i, admet un rétracte r dans
ryModyy; on prend R = Hyor et l'on a R(I®I®1) =1 et
R(1®sv®1) = 0 d’ou (iii).

Réciproquement, si on a R: T(V)® X ® T(V) » T(V) dans
rnModyy, tel que R(IQI®1) =1 et R(IQsv®1) =0, on a le
diagramme commutatif dans ,,Modyy,

TV)®@ k®sV]® T(V) = T(V) ® k®sV] ® T(V)

io FoeT ~ H,

) ® X ® T(V) K T(V)
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D’aprés le lemme 0.11, il existe r:
T ®XRTW)->T(V) ® kdsV] ® T(V)

dans ;nModyy, tel que roi, = Id d’ou (ii).

2. T-modéle libre minimal d’un produit tensoriel.
Soient (A4,d) et (B,5) dans k-ADG* de T-modéles libres minimaux
respectifs (7'(V),0) et (T(U),d); on a un quasi-isomorphisme :
(T(V) ® T(U),0®8) > (AR B,d®3).

Il suffit donc, pour avoir le 7-modéle libre minimal de (A®B,d®3J)
de construire le T-modéle libre minimal de (T(V)®T(U),0®3d). Le T-
mode¢le libre minimal de (T'(V)®T(U),0®0) a pour espace des
générateurs :

W= s (HeQT(V)RTU))) = s ' Hx(QT(V)QQT(U)))

= s{(HLQTV)QHLQT(U)) .
Mais nous savons que (H«QT'(V)) = sV et que (H:QT(V)) = sU;
de sorte que W=V @ U@ s '(sV®sU).

Définissons ensuite sur T(W) une dérivation D de degré un par:
YVveVetueU:

Dv = 0v, Du = du,
Ds (so®@su) = v @ u — (— D"y ® v — [(Qv)#u+ (—1)"v# (Su)].

Expliquons la notation # introduite ci-dessus.

Soient v, vy, ...,v,€ V et u, uy, ..., u, € U; nous posons
D (0@ -®uy) # u
p
=3 D, ® - Qv @ s H(s,@su) Rvjo; @ -+ @ v,
=1

ou ¢; = [v| + oo F | + (vl F v ) ul
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2) v# (U®---Quy)
k
= z (_l)diul @ QU ® s (v®su) ® Upey ® -+ ® uy
i=1

ou d; = (lo[+ D) (Juy|+ - +u;_y))

3) n®-- Q) # (Uu,®-- -j@uk)
= (=DM, #u® - Qu)] ® 1, ® - ® Up
p-1

+ Z (_l)gpkvl ® - @y ® [v;# (U - Qup)] ® Vis1 ® -+ @ v

j=2
+ (_1)\vl;+<-<+ Up“l‘vl ® ® vp—l ® [%#(“1@"'@%)]
ou for = (lug|+ -+ +lug)(lop+ - - - +[v,]) et
ok = [0y + o0+ ju4| + (’vj+1+"'+|vp|)(|ull+"‘+'uk|)-

On impose de plus a # d’étre k-linéaire.
Considérons le morphisme d’algébres V: T(W) - T(V) ® T(U)
défini par :
o) =v®1l, YveV
V) =1®u, YuelU
V(s '(sv®su)) = 0, VoeVetuel.

2.1. LeMME. — Lorsque 0 = & = 0:

(i) D2 =0

(i) V¥ est un quasi-isomorphisme et (T(W),D) est le T-modéle libre
minimal de (T(V)QT(U),0).

Démonstration. — Posons V =k ® sV et U = k @ sV. Ce sont
deux coalgebres a différentielles et & comultiplications réduites triviales.
Nous avons (T(V),0) = QV et (T(V),0) = QU ou Q est la cobar
construction : considérons ensuite

(TVQRT(U),0) = QFV ® QU « QBOQVRQU) - QBAVE®BQU)
> QVRU)

ou toutes les fleches sont des quasi-isomorphismes et B la bar
construction. Comme Q(V®U) = T(UD V®s~ '(sV @sU)), il suffit alors
de montrer que T(U® V®s '(sV®sU)) muni de la différentielle d de
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la cobar construction est isomorphe a (T(U®V®s™ '(sV®sU)),D)
lorsque 0 = & = 0. Mais on sait que d est complétement déterminé par
la comultiplication réduite de ¥ ® U qui est donnée par la composée :

I[d® T ®Ido A ® A :
VelU-7eVelel-reUleVeUl.
Cette différentielle est évidemment nulle sur U et V; de plus on a:

ds '(sv®su)) = sT' ® sT' o Aos(sH(sv®su)) comme A(sv®su)) =
(—DPDETT Qv @su®1 + s ®1 @1 ®su®1 on a alors:
ds N(sv®su)) = (= 1) ® u — (—1)"u ® v et partant 'isomorphisme
cherché. |

3. Conjecture de Ganéa pour biMcat.

3.1. DEFINITION. — Soient A et B dans k-ADG¥ : on dit que A est
un rétracte homotopique de B dans ,Mod, s’il existe f: A — B dans
k-ADG* tel que, dans le diagramme suivant, i admette une rétraction r
dans 4Mod, :

LT

3.2. LeMME. — Soient A et B dans k-ADG¥ tels que A est un rétracte
homotopique de B comme A-bimodule différentiel : Alors

biMcat(A4) < biMcat(B).

Démonstration. — Supposons que A = (T(V),0) et B = (T(U),d)
sont des T-modéles libres minimaux et que biMcat (T(U),d) = n.

Considérons

H (T RKk®sVI®T(V),d,) = (T(V),0)
et
F:T(V)Q k@®sVOM @M ' ®sV]® T(V) » T(V)/T> (V)

les résolutions quasi-libres construites dans la section 1. L’algébre T(V)
étant un rétracte homotopique de 7(U) comme 7(V)-bimodule différentiel,
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on a le diagramme commutatif suivant dans 5,Modry,:

T — 1)

r

\ Vo
T(VRW)
avec r,o0i, = Id.

L’égalité biMcat (T(U) = n entraine qu’on a le diagramme commutatif
suivant dans p,Mod ey, :

T(U) - T(U)/T(U)

i v,
T(U@ Y) avec r,oi; = Id.

Notons f: T(V)/T>"(V) - T(U)/T>"(U) le passage de f au quotient.

Nous avons le diagramme commutatif suivant dans p,Modqy,:
iyofo H,

I' 1

D’apres le lemme 0.11, il existe © dans ;,Mods, qui reléve fo F et
étend i,o0fo H,.

Considérons enfin le diagramme commutatif

iyo H,

TV) ® k®sV]® T(V) T(VOW)
ro#
T(V) ® k@sVoM @M ®sV]® T(V) T(U)/T>"(U)

dans pyyModyy,. D’aprés le lemme 0.11, il existe B dans 7q,Modyy,
qui étend ijo H, et reléve r, 00 a homotopie pres. O
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3.3. LeMME. — Soit A dans k-ADG¥. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) biMcat(4) < n,

(ii) A est rétracte homotopique comme A-bimodule différentiel d’une
algébre B dans k-ADG¥ de longueur de produit inférieure ou égale
an.

Démonstration. — Supposons que A = (T(V),0) est un T-modele
libre minimal.

biMcat (T(V),0) < nentraine que (T(V), 0) est rétracte homotopique
de (T(V)/T>"(V), ) comme T(V)-bimodule différentiel, via la projection,
et T(V/T>"(V) est de longueur de produit n, d’ou (i) = (ii).

Réciproquement, supposons que (7°(V), d) est un rétracte homotopique
en tant que 7(V)-bimodule différentiel d’'une k-4DG¥ (B,dg) de longueur
de produit inférieure ou égale a n; nous avons le diagramme commutatif
dans 7,Modyy,:

1) —— 8

. I'p

) Vs
TV@W)
tel que rzoiz = Id.

Signalons que f est un morphisme d’algebres différentielles. Comme
B est de longueur de produit inférieure ou égale a n, f envoie T°"(V)
sur zéro, donc factorise a travers T'(V)/T>"(V); c’est-a-dire qu'on a
les diagrammes commutatifs suivant dans k-ADG% :

s
T LTy () Lo B
T(V) " L rvew)
i v
fou
TV® X)— B
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Dans ce dernier diagramme, on a utilisé la factorisation de la projection
T(V) = T(V)/T"(V)
\ [ v
T(VeX)
D’aprés le lemme 0.10, il existe :
0. TVRX)->T(VaW) tel que Boi =iz et Y500 ~fo.

Prenons r=rzob; on a roi=rzoboi=rzoig=1d dou
biMcat (T(V),0) < n. O

3.4. LEMME. — Soient (T(V),0) et (T(U),d) dans k-ADG¥ alors
biMcat (T(V)RT(U)) < biMcat (T(V)) + biMcat (T(U)).
Démonstration. — Posons
biMcat (T(V)) = n et biMcat (T(U)) = m;

nous avons par conséquent les diagrammes suivants dans ;,Modyy, :

Py

W) — T/ T"(V)
3 Yy tel que ryoi, = Id.
TVewW)

anLHMwa

Yy tel que ryoiy = Id.

Twex)

Ce qui donne dans ,Modyy,:
PV ® PU
—_—

TNHeTw).. T(V)/T*"(V) ® T(U)/T""(U)

T Ty @1y

Yy ® Yy
TVew) ® T(USX)

[w

T(V) ® T(U) LL T(Z)
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En posant r=r,®ryoy, nous avons roi=r,®ryoyol
=ry,®@ryoiy,®iy=1d, de sorte que T(V)® T(U) est rétracte
homotopique de T(V)/T>™(U) ® T(U)/T>™(U) comme T(V) ® T(U)-
bimodule différentiel et T(V)/T>"(V) ® T(U)/T>™(U) est de longueur
de produit m + n; on a alors biMcat (T(V)®T(U)) < m + n d’aprés
le lemme 3.3. O

Soient (T'(V),0) un T-modé¢le libre minimal dans ADG;, M et N
deux T'(V)-bimodules différentiels.

3.5. DeFiniTioN. — Une application f: M — N est un morphisme de
T(V)-bimodules différentiels si :

(1) Pour tous a, B dans T(V) et m dans M

fle.m.B) = (=)o f(m).B
ou |f| désigne le degré de f et |a| celui de o
df = (—1)°fd.

Considérons le produit T(V) ® T(U) ou (T(V),0d) et (T(U),d) sont
deux T-modeéles libres minimaux ; nous nous proposons d’établir la
double inégalité
biMcat (T(V),0) + ex(T(U)) < biMcat (T(V)® T(U))

< biMcat (T(V)) + biMcat (T(U)).
Pour cela, nous adoptons les notations suivantes: soient n et p deux

entiers naturels ; posons :

W =VeUds (sVsU)

M, = sV
Mn+p — S(W®n+p+1)
14 =k ®sV

W =k@sWw
M, =k@®sVOM,®M,®sV

A

Mn+p = k @ SV@ MrH—p (‘B Mn+p ® SV
et considérons les résolutions quasi-libres suivantes :

G,:TWV)®V® T(V)—- T(V) comme T(V)-bimodule différentiel
G,:T(V)® M, ® T(V)
- T(V)/T>"(V) comme T(V)-bimodule différentiel
G, TMRWRT(W)— T(W) comme T(W)-bimodule différentiel
Gn+p: T(W) ® Mn+p ® T(W)
- T(W)/T>""?(W) comme T(W)-bimodule différentiel.
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3.6. TuEOREME. — biMcat (T(V),d)+ e (T(U)) <biMcat (T(V)Q T(U))
< biMcat (T(V)) + biMcat (T(U)).

Démonstration. — Seule la premiére inégalité nécessite une preuve.

Si e(T(U))= + oo, il n’y a rien a démontrer. Supposons que
e(T(U)) = p < + oo et posons

biMcat (T(V)® T(U)) =n + p.

Comme biMcat (T(V)QRT(U))Z2e(T(U)RT(V))=e(T(U))=p, on a
n = 0; il nous suffit alors de démontrer que biMcat (T(V)) < n. Mais
ex(T(U)) = p signifie qu’il existe une classe de cohomologie X dans
H*(T(U)) représentée par un cycle x dans T>?(U).

Pour démontrer que biMcat (T(V)) < n, nous définissons deux
morphismes de T'(V)-bimodules différentiels a savoir :

TV @M, ® T(V) - T(W) ® M,., ® T(W) de degré |x|
et
q: T(W) - T(V) de degre — |x|

tels que la composée qo Romn vérifie goRoN(I®I®1) =1 et
qgoRoM(1®sv®1) =0 pour tout v dans V; R étant la rétrac-
tion R:T(W)® M,,+p ® T(W) > T(W) fournie par I’hypothése
biMcat (T(V)®@ T(U)) < n + p qui est aussi un morphisme de 7T(V)-
bimodules différentiels. Remarquons au passage que T(V) ® T(U) et
T(V) ® H*(T(U)) sont, bien entendu, des T(V)-bimodules différentiels.

1™ étape : Construction de n;:
TN RVRTWV)-»TW)® W T(W).

Notons m le quasi-isomorphisme surjectif d’algebres différentielles
n:T(W) > T(V)® T(U) (c’est aussi un quasi-isomorphisme de T(V)-
bimodules). On bigradue T(¥) ® V@ T(V) et T(W)® W ® T(W) en
posant

Vo= yh*, sV = sV"*, sU = sU* ;
U= U"*, TSV ®sU) = s ' sV ®sU)"*,
sV sU = sV @ sU .

Filtrons ensuite T7(V) ® V ® T(V) et T(W) ® W ® T(W) par le premier
degré et T(V) ® T(U) par le poids des mots.
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Définissons 1,: T(V) ® V® T(V) » T(V) ® T(U) par

N(I®1I®1) =1@ x
N(1®@sv®1) =0, Vvel.

Montrons que n commute aux différentielles :
Ned(1®sv®1) = N 1I®1 - 1®1Qv—S(dv))
=(=D""y@x — (=D @ x =0 = dn,(1Qsv®1).

N F(TMNRVRT(V)) = Foipy(T(V)®T(U)). En appliquant le lemme
3.7 ci-dessus, et puisque mo G, est un quasi-isomorphisme surjectif qui
préserve les filtrations, il existe

M: TR VR TWV)-»T(W)® W® T(W), morphisme de T(V)
bimodules différentiels, de degré |x| tel que:

(i) moGyomn, =M,

(it) n,F, < F,.,; cette deuxiéme condition implique que pour tout
V dans V&' et v dans V, G,.,(V®N,(1®@sv®1)) = 0.

2¢ étape : Prolongement de n,.

On prolonge m; en un morphisme de 7(V)-bimodules différentiels
de degré |x| noté n.

N:TV)Q M, ® T(V)-» T(W)® M,,ﬂ, ® T(W) de la maniére sui-
vante :

n=mnsur TN ®V T(V)

Yy e V2! on pose n(1@sY®@1) = (= DYWL (Y®x) ou W, est
P’isomorphisme

Weei : T(V) ® M, - T7 "7 1(V)
vérifions que n commute aux différentielles

dN(I@sY®1) = (—HV"" " YR x®1Q® 1 — W,!,.,(0V®x).
nd(1Qsy®1) = n(Y®1Q1— W, 11 (V)
=DV X 1@ 1- W l(0V®x);
ce qui montre que n commute aux -différentielles sur M, .

On définit enfin n sur M, ® sv par récurrence.
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Soit n, le degré minimal de V' ; considérons s{y ® svou Y = Y, ... V.,
tel que |¥;| = |v| = n,; on a 0y = dv = 0 puisque 0 est minimale.
dl@sy @sv @ 1) =Yy @sv ® 1 — (= 1)y,

®sW®..Ne: @) @1+ (-DHVRsY @0
Nd1RsY@sv®1) = (- HV'"" Yy @ n(1@sv®1)
= (=D @ Wi (Y@ @Y, 1 ®@v®x) + (— 1) s(Y®x) ® v

ou t=l + -+ [Wpil, c=[VlIx] + [vllx]+ [Yy;| et
b= V| + |V|x| d’aprés I’étape 1,

N1swv®1) e F,T(W) ® W® T(W)
et comme Y e V®"*! on a G, ,((— DYV @ n(l®sv®1)) = 0; par
conséquent G, Md(1Q®sY®sv®1) = 0.

Mais dn(d(1®sYy®sv®1)) = 0 car n commute aux différentielles sur
TV) @ k@®sVOM]® T(V); de sorte que Nd(lQ@sYy®sv®1) est un
cycle dans Ker G,., qui est acyclique; il existe donc B e Ker G,., tel
que df = Nd(1®sY®sv®1) et on pose N(1RsYRsv®1) = P; et n

commute aux différentielles.

Supposons avoir construit m sur tout ¢lément 1 @ sY @ sv @ 1
tel que |1@sY@sv®1| <m, mn commute aux différentielles et
N(lRsY®sv®1) e Ker G,,, soit 1 @ sy ® sv ® 1 tel que
NMRVY@sv@ 1| =m.

Sionpose Y =Y, ® - @ Vpir X = [Yp| + -+ [Pyl
61):21;,-1@ ®ukk, a(j) = |pi1|® e ® ivij_1|
1

D, .(1®sy®sv®1)
=Y @svR@1I—(—1)V, @ s(Y,® - QY1 Qv) @ 1
+ (D1 sy ®v— (Wyry) 'OV ® sv ® 1
YD1 sy @0, @0, ® -+ ® vy,

I

k-1

Y (DYWL )TV, ® - ®uy ) ® s, vy, ® - ® vy,

I j=2

+ Y (=DYFERW )T ®0,® - Quy, )@ s, ® 1
I
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dn d(1@sy®sv®1) = 0 car n commute aux différentielles sur
T(V) @ k®sVOMOM@sV)<"] @ T(V)
et G, [A1I®@sY®sv®1) = 0

d’apres I’étape 1 de I’hypothése de récurrence ; Ker G,., étant acyclique,
il existe donc BeKerG,,, tel que df = nd(1®sY®sv®1); on pose
donc N(1®sYy®@sv®1) = B; n commute aux differentielles. On prolonge
n en un morphisme de T(¥)-bimodules différentiels de degré |x|.

3¢ étape: Construction de q: T(W) — T(V) morphisme de T(V)-
bimodules de degré — |x|.

Posons H*(T(U)) = k-x @ S et prenons la forme linéaire P définie
par P(x) =1 et P(s) = 0 pour tout s dans S; alors P=1dP:
T(V) ® H¥(T(U)) —» T(V) est un morphisme de 7(V)-modules diffé-
rentiels a gauche.

Montrons que P est un morphisme de 7'(V)-bimodules.
Soient V., V,e T(V); il suffit de vérifier que
P((Vi®x).V5) = (=DV1 ® Vs
P((V1®x).V,) = (= D)"P(V,@V,@x)w = |V,|x|
=DV, = (D eV,
ou a = [Villx|, p = [Vyllx| + [VilIx] + [Vallx] et g = [Vyl]x].

Posons T(U) = Z(T(U)) ® K ou Z(T(U)) désigne les cycles de
T(U) et définissons un morphisme de T'(¥)-bimodules :

en effet

0: T(V) ® T(U) » T(V) ® H*(T(U)) par

0 commute bien aux différentielles.

Posons enfin ¢ = Po0.
4¢ étape: Rétraction.
Par hypothése, biMcat (T(V)®T(U)) < n + p; clest-a-dire qu’il
existe un morphisme de T'(W)-bimodules :
o: T(W)® M ® T(W) - T(W) vérifiant
o(1®1®1) =1
o(1®sv®1) = 0 pour tout w dans W.
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Posons enfin r = gomopomn; cest un morphisme de 7(V)-bimodules
TWV)® M ® T(V) > T(V); on a

r(l®1®1) gomopon(l®I®!l) =gonop(x®I®1)
gon(x®I®1) = q(1®x) = 1.

r(1®sv®1) = gonopon(I®sv®1) = gon (N;(1R®sv®1)).

Mais ton;(1®sv®1) = 0 et donc r(1®sv®1) = 0; c’est-a-dire que r
est bien la rétraction cherchée.

Soient A dans k-ADG¥ et K, M et N des A-modules a gauche
filtrés ; c’est-a-dire que chaque objet est muni d’une filtration F,
décroissante vérifiant dF, < F,.,.

3.7. LemME (*). — Etant donné un diagramme de A-modules différentiels
filtrés '

tel que :
) f(F,M) ¢ FpyuuN et n(F,K) c F,N.
(2) M est A-quasi-libre minimal.
(3) Pour tout p, la restriction F,(K) = F,(N) est surjective.
(4) Le gradué E°(I) associé au noyau I de m est acyclique.
(5) Pour tout n, il existe ¢(n) tel que F,(K") = 0 pour p > ¢(n).
Alors il existe g : M — K morphisme de A-modules différentiels tel

que
g(FpM) < p+m(K) et nog = f

Démonstration. — Posons M = A ® X ou X est un k-espace vectoriel
gradué : on raisonne par récurrence sur une base (a,);.; de X; soit
a;e F, tel que g soit déja défini sur da, et gda,e F,.,K; on a
ngda; = fda; = df(a;); d’aprés I’hypothése (3), il existe u; € Fp.,,(K)
tel que m(u;)) = a;. L’¢lément du; — gda, € F,.,.,(K); son image dans
E, .., est un cycle donc un bord par I'’hypothése (4); il existe

(*) Ce lemme m’a ét¢é communiqué par Y. Felix.
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bl F,ipn.y(I) tel que db} — du;, + gda, € F,, ,,,(K). La trace de
cet ¢élément dans EJ,, est un cycle donc un bord; il existe donc
ble F,.ni(I) tel que db} — (dbj—du,+gda)e F,.,.,(K): on réitére
le procédé et d’aprés I’hypothése (5), si n = |a;|, il existe @(n) tel que
la composante de da; dans F,(K) est nulle pour p > ¢(n). On obtient
donc gda; = d(—u;£bj£b}% .- £b¥™ ") ; on pose alors

ga; = — u; £ b} £ b} £ .- £ b e F,. ,(K),
de plus dga; = gda; et tog = f: d’ou le lemme. 0
3.8. ProrosiTioN (Invariance par extension de corps). — Soient

k < K une extension de corps et A dans K-ADG, ; alors
biMcatg(A) = biMcat, A.

Démonstration. — On reprend mot pour mot la démonstration du
théoreme 3-2 de [18]. O

4. T-modéle libre minimal d’un 7-modéle libre minimal tronqué.

Soit (X,*) un espace topologique pointé simplement connexe ayant
le type d’homotopie d’un c.w. complexe de type fini: dans [11] T. Ganéa
définit par récurrence une suite de fibrations homotopiques (p,) de la
maniére suivante: p, est la fibration de base X, d’espace total EX
(espace des chemins de X d’origine *) de fibre QX . L’espace des lacets
de X en =

QX S ExX ~ +« 2 x;

on pose F(0) = QX et X(0) = =; I’écriture X ~ Y signifie que X et ¥V
ont le méme type d’homotopie.

Si on suppose la n*™ fibration construite

Qx = x@m) I x,

en considérant p,.,: X(n) u CF(n) - X lextension de p, au cone de
I'inclusion i, de la fibre dans X(n) qui envoie le céne CF(n) sur le
point de base =, et en transformant par le procédé usuel p,., en
fibration, on obtient p,.,. On sait de plus que F(n) a le type d’homotopie
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du joint itéré n + 1 fois de QX qu’on note
QX*"*D = QX % ...+ QX (n+1 copies).
Cette construction peut étre schématisée par le diagramme suivant :

i
" EX o~ —

Qx X
ji
QY=Y -5 zox = x(1) 2o x
o

jfl

Qxxorn X(n) P X

4.1. DEFINITION. — X(n) est le n'®™ espace de Ganéa de X et la
catégorie de Lusternik-Schnirelmann de X notée cat (X) est le plus petit
entier naturel n tel que p, admet une section homotopique. S’il n’existe
de section pour aucun n, cat (X) est infini.

Cette définition est équivalente a celle plus courante donnée par
Lusternik et Schnirelmann et a celle introduite par G. W. Whitehead
dans [26].

Observons que le fibré homotopique :

Q@x*e0) 20, ox i) 20 oy

admet une section qui est:
Q@j,0 -+ 0j,) 0 0gx ou Aoy : QX - QXQX

est I'adjointe de I'identité : QX (n) a par conséquent le type d’homotopie
du produit QX x Q(QX***V),

En prenant I’homologie a coefficients dans une corps k de
caractéristique quelconque, on obtient la suite exacte courte d’algébres
de Hopf cocommutatives :

Q
k — Hx (QQx* ) 29", by axm) 29" g x > k
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qui donne l'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués
Hx*QX(n) = H*QX ® H % (QQX*"*D))

qui est en fait un isomorphisme de H * QX-modules a gauche et de
H * (QQX*"* 1)) comodules a droite.

Soit (T(V),0) le T-modéle libre minimal de (X,*); on sait que V
est isomorphe a s™'(H*QX)' ou la notation U’ désigne le dual de U
et s~! l'opérateur de désuspension.

On a ainsi:

HxQX(n) =~ (k®sV') ® H * (QQX*"D))
= (k®sV') @ T(U) avec U= Sn—l(S—1V,)®,H_l

ce qui donne I'isomorphisme de k-espaces vectoriels
STHH*QX(n)) 2 Vs 'SVRTHE* V" ) @ s I TH (2 Ve,

Posons W, = s ' (sVT*(s*V®"* ) @ s TH(s*V®"*1). Soit (T(V),0)
un 7-modéle minimal. Nous nous proposons de montrer que
le T-modéle minimal du quotient (7(V)/T>"(V),0), n>1 est
(T(VeW,),D), ou la différentielle D sera explicitée ci-dessous.

4.2. LeMME. — Soit (T(V),0) une algebre tensorielle sans différentielle ;
on a l'isomorphisme d’espaces vectoriels gradués

sTH*Q(T(V)/T""(V),0))
~ V@ S—I(SV® T+(Sz V®n+1) (‘B S—1T+ (SZ V®n+1)

ou Q désigne le foncteur dual de la cobar construction.

Démonstration. — L’espace vectoriel V étant de dimension finie en
chaque degré, nous I'identifions une fois pour toutes a son dual V.
Notons B() = T(sV@® sV®2@ --- @ sV®"...), muni de la différentielle
d définie par :

ds0,®...®v)) = (—1)"'sv; @ 5(1,® . .. ®))

+ 1 (=120, ®0v,) ® s(;® ... @ v;) + ...
+ (=D (0,® . L @) ® so;.
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B(n) = T(sV®sV®*®...®sV®") et remarquons que
QITWV)/T"*(V)) = B(n).
On bigradue B(o0) en posant: sV® = (sV®j)j’1*, j=1. La
differentielle d est alors de bidegré (—1,0).
Il résulte de la proposition (4-2-12) de [20] que l'algébre H, 4 B(n)

est un H,,B(c0) module libre a gauche, concentrée en des degrés
multiples de n — 1. Plus précis¢cment on a la formule suivante pour le
Tor: pour tout p > 0; on a l'isomorphisme d’espaces vectoriels

H,_, B(n)
p**

Hy ,B(n) Hy ,B(n)

(k7k) = Torp,o,a (k’k) @ (s_l)"_lTorp+n,0,x (k9k)
— (SV)®p @ (S—l)n—l(sV)®n+p — (SV)®p @ sp+| V®n+p

Tor

car H,,B(o0) est concentr¢é en premier degré 0 et que
H, B(0) = H, B(n). L’espace vectoriel ci-dessus étant concentré en
pre;niers degrés‘O et n — 1 on en déduit que l'algébre Hy . B(n) est
engendrée en premiers degrés 0 et n — 1.

Remarquons que H,4B(0) = k @ sV et considérons la suite exacte
de complexes

0 — B(n) > B(c0) - B(c0)/B(n) - 0

on a, pour tout k>0, sH,. , *B(c0)/B(n)= H4B(n) mais
(B(20)/B(n)nx = T(sV) @ sV @ T(sV).

Filtrons ensuite T(sV) ® sV®""!' @ T(sV) par le poids en sV, on a
F,B(0)/B(n) = sy®"*!
F,B(0)/B(n) = sV @ sV 1 @ sV® ' @ sV,

il est clair que tout ¢lément de B(o0)/B(n) est un cycle. Remarquons
de plus que tout élément de F.,B(c0)/B(n) est un bord ; en effet soient

SU; @ S(0,® ... QVnss) @ SV,
et

S0, .80, ... SU; @ S(0;+1® - - ®Vjsn+1)

dans F.,B(o0)/B(n), on a

5U; ® S(0,Q - - RVpyz) @ SV, 3 = (— 1) 01335(01®‘ C®Upig) *SUpyg
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et

SU;.SVy ... SV, @ S(0,41® . . ®Vjspsq)

= (—1)"1'ds(v;®v,) ® 505 ® sV; ® 5(V;411® ... ®Vj2 1),
ou d est la différentielle quotient.

Observons d’une part que les €léments de F,B(c0)/B(n) ne peuvent
pas étre des bords car d est décomposable et d'autre part que si un
élément de sV ® sV®**! est un bord, il ne peut étre que le bord d’un
élément de sV®""*; mais un tel élément a aussi une composante non
nulle dans sV®""! ® sV ; autrement dit

(1) H,_,4+Bm) =’V @ sV s*Vert!
— 52V®n+1 @ S2V®n+1 ® SV.

L’algebre k @ sV ayant un produit trivial, les isomorphismes (1)
sont des isomorphismes de (k@s)V)-modules & gauche et a droite.

Soient A une algébre graduée et W un A4-module & gauche et a
droite, nous notons T,(W) la A-algébre tensorielle sur W : nous avons
alors un morphisme d’algebres THO'JB(,;))(H,,_L*B(n)) — H, +B(n) qui est

I'identité H, 4 B(n) ® H,_, +B(n); ce morphisme est surjectif car il est
surjectif sur les générateurs (Hy 4 B(n) est engendrée en premiers degrés
0etn—1).

Montrons qu’il est bijectif ; pour cela, nous comparons les séries de

Poincaré de Ty, am)((Hn-1,5+B(n)) et de Hy 4 B(n) : d’apres la proposition
A-2-4 de [20]

P(Hy xB(n))~ Y(u,v)

Hg . B(n)

=1+ Y (=1YPP(Tor,5.  (k,K)(u,0))

pz21

+ Y (= 1)PP(s" Tor, 5 " (k,K) (4,0))

p=1

1+ Y (=DuPPV)@)P + ) (= Du*(P(V)©)"**

pz21 p=21

Y (= DPuP(P(N)@)P + 3 (=D u*(P(V)©)"*

p=20 p=21

(A +u-P(V)(@) = u* (P(V)(©)" + 1/(1+u-P(V)(v))

It

I

et donc

P(Hy 5 B(n))(u,0) = (1+uP(V)(©))/(1 = u*(P(V) ()" ).
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De l'autre c6té, on a I'isomorphisme d’espaces vectoriels
Ty o) (Hu-15B(n)) = H, ,B(n) ® T(s*V®"")

et on a

P(Ty ,pny)(Hy—1,5B(1)) (,0) = P(Ho s B(n))(u,0) - P(T(s* V")) (u,0)
= (1+uP(V)(@©)- P(T(s*V®"" 1)) (u,0)

d’apres le corollaire (A-2-5) de [20]

P(Th, e ((Ha-1,5Bm))(u,0) = (1+uP(V))-(1/A=u*(P(V)(0))n+1).

Ce qui montre donc que Hy 4 B(n) = H, ,Q(T(V)/T>"(V)) est isomorphe
a Ty, mm)((Hy-1,xB(n)) et par conséquent on a le lemme. O

Considérons l’algebre tensorielle T(V@®W,) dont la multiplication
sera notée par un point, et introduisons pour simplifier I’écriture, les
notations suivantes :

4.3. Notations. — Soient Ui, ..., Uy € VO v, vy, ..., v,€V et
x, yeT(VOW,).

On pose :

[x-s (U@ - ®5*U,] L (sUpyr+y) = x5 ' (SPU® - ®5°Upir)y

[x-s (50 @U@ - ®5°Up)] L (sUpi1y)
= x5 (0@’ U,® -+ - ®5*Upps 1)y

si on écrit :
— 1 +1
Upii = U1 @ -+ @ Upiy

ot v o= Ui si 1<i<p
! ubP pour p<i<n+p+1.

On définit alors :

(Ul ..... vp) 1 SUm+l = S‘I(SX1®SZ(XZ®' . .®xn+2)).xn+3 i xn+p+1
+ X1 8T H(SX, @5 (X5® - - X)) Xpug s ot Xn+p+1

+ Xye e Xy 08T (%, ®8° Upyy)
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[x-s7'U® - - - ®s2U,) - (vy+ -+ -+ )] L (sUpsv+y)
= X'S_I(S2U1®' : '®32Um®82(x1® t 'xn+1))'xn+2 s Xpyp+1ty
+ X'S_l(S2U1®‘ : -®SZU,,,)°[(U]' . "Up) 1 (SUm+1]'y

[x-s Y (sv®@s5*U,® - - - ®5°U,,) - (vy+ - -+ v,)] L (sUpsi+y)
=X'S—1(SU®SZU1® e ®32Um®52(x1® t '®xn+1))°xn+2' cctXpipr1ty
x5 N sv®*U,® - - - ®5*U,) +[(vy+ -+ ++v,) L (sUpis]-y.

On impose ensuite a | d’étre k-bilinéaire.
Pour U; e V®"*'' U; = u} ® --- ® u!"', nous écrirons souvent :
U =U® u'! ou U'e per et ultte V.

Posons :

WP =sT1TP(s*Ve" ) @ sT (sVRTP(s*V®"* )

IWnp @ anp .

Soient 8,, &,: T(V@®W,) » T(V@®W,) les deux dérivations définies sur
les générateurs par :

dp=0w =0, YoeV
SpsU, = 8os '(sv®s%U,) = 0, VU, e Ve *!
dsU, = U, e T(V); 85 "(sv®s°U,)
= — (=D"-sU, + s@@UY)-u?"?
pour ve V, U, Uye V®"*!:
8y T (U, ®5%U,) = (—1)VisU,-sU,
8y N (sv®5*U,®5°U,) = — (—1)" 0™ Y (sv®sU,)-sU,
8,57 1(s*U,®5%U,) = 6sU, 1 sU,
3.5 M (sv®*U,®5%U,) = 8,5~ '(sv®s%U,) L sU,.
Plus généralement, si I'on a U, ..., U,,, € V®"*! pour m > 2 et
velV:
3 MU ® - - - ®S Uy )= (=1 U™ (82U, ® - - - ®5%U,,) *sU s
+ 8 (U ® - - - ®5*U,) L sUps .
Sps M (sv®5U,® - - - ®5°Uppsy)
= — (= DPHIE T s (0@ UL® - - @5 Up) + SU
+ 85 (sv®s*U,® - - - ®5*U,,) L sU,. .
s MSU® - - @5 Upyy) = 851U ® - - - ®5*U,) L sU,. ;.
35 (0@, ® -+ - @5 Upsy) = 85 H(sv®U,® - - - ®5*U,,) L sU,,. .
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4.4. Remarques. — Pour m > 1, on a:
() 805_1(52(—/169' : '®52Um+1)€ @ 1W:‘1'1W;:"H_p
p=1
(i) BOS_I(SU®S2U1®' : ‘®52Um+1)e @ Wh- Wyt
p=1

(iil) 3,5 ' (S*U,® - - ®s*Up4y) € T+(V) 1 T+(W§m)
(iv) 515_1(50®32U1® e '®SZUm¢1) €@  Wh- Wyt

p=1

eV-.wre . w'r.

Si on note D,: TW@®W,) > T(V®W,) la dérivation D, = &, + §,,
on a de maniére immédiate, pour m > 1:

Dy '(s*U,® - - ®5*Upsy) = (= 1)1 7nsT (52U, @ - - - ®5°U,) - sUp s
+ Dos '(s*U,® - - - ®5°U,,) L sU,.,.
Dy M (sv®s*U,® - - - @ U4 1)
= — (=) U N @ 5*U,® - - @52 U ) Uty
+ Dps Hsv®5U,® - - - ®52U,,) L sUpyy.
4.5. Remarques. — (i) On bigradue T(V@® W,) en posant :

Vo= ViR = (TR et W= W),

(ii) Si on filtre T(V@®W,) par le premier degré, D, ne modifie pas
la longueur des mots.

Considérons o : sV®** 1. T(V) - T>"* (V) défini par
sY-® > Y-
® est un isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués.

Soit y: TW@W,) - T(V)/T"(V) le morphisme d’algebres défini
par:

Yy() = p(v), YveV
Y(x) =0, Vxe W,

oup: T(V) - T(V)/T>™(V) est la projection naturelle.
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Soit enfin 6: T(V@OW,) - T(W®W,) la dérivation de degré un
définie sur les générateurs par :

dv=—0v, YeV, dsU, = o~ 1(0U)), YU, e y®*!
s ' (sv®s*U,) = — [OvLsU,+(—1)"vLdsU,].
Plus généralement, pour U,, ..., U, € V"' m> 1, etve V:

3 ' (SPU® - - - @5 Upyy) = 8s (U, ® - - - ®5*U,,) L sUpsy
— (=D U m Y (P ® - - - ®5%U,,) L 85U,
3 M sv@5 U, ® - - ®5*Upr1) = 85 (sv®5*U,® - - - ®5%U,,) L sUps
— (=T U T (@5 U@ - - - ®52U,,) L 85U, .

Considérons la dérivation D = Dy —6: T(V@®W, - T(V®W,); on
se propose de montrer que D est une différentielle.

Signalons que pour ye Wit Sy e T (V) LL TH*(Ws™ ).
4.6. ProrosiTioN. — (i) D* = 0.
(ii) (T(Ve®W,),D) est le T-modéle libre minimal de (T(V)/T>"(V),0).

Démonstration. — 0 étant une différentielle sur T(V), il est évident
que D =0, Yoe V.

Remarquons que DsU, = (0—o~'dw)(sU,), dou DU, =0,
YU, e Vern+t,

La différentielle sur T(V) ® W, ® T(V)sécrit: D = © — o~ ' do.

Soient w,: T(V) @ W, ® T(V) > T(V) ® W, ® T(V) le mor-
phisme de T(V)-bimodules de degré 1 défini par: pour tout v dans V
et U dans V®"*!

wo(s M (so®5%U)) = — (= DY-sU + s(@u®@ - - @uy) =ty 4

ot U=u® - ®u, ® u,:,; w, est injectif.
Soient vy, ...,v,€ Vet Ue V®*!
wy(vy- -0, LsU) = —(=1)"r" "l (pyevee v)sU + o vy v, U)

par un calcul direct, on vérifie que:

Dw,y(v,- - -v,LsU)

= — (=Dt g(py. - v,)-sU + vy+ -+ 0,07 '(0U)
+ (_1)‘vll+-<-+‘up a(v1 ..... vp_ 1).s(vp®ul®. . .un).unfl
— vy e 007 (00, U) — (— 1) (vye - Up-1) 0 (v, 0U)

= — wy(0(vy- - -v,) LsU) + (=D " (pye e v,)Lo™'(00))
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de sorte que la différentielle D sur T(V) ® ,W) ® T(V) sécrit:
D = w, — (w,)"'Dw,; en particulier on a:

*) D(v,:--v,LsU)
= — (= 1)et g e v,)sU + 07 '(vye -+ -+ v, U)

et D* = 0 sur ,W} puisque D? = 0 sur T(V) ® WL ® T(V).

Soient vy, ...,v,eV et U eV®'', U =u® - @ uf ® u™’!
on pose

(%) X = U si 1<i<p
! u; P pour p<i<n

Supposons que D? = 0 sur ¥V @ W;™, et considérons y,, y,e Wir*':

= 5_1(52U1® . '®52Um®52Um+1) s Yo T S_I(SU®SZU1® o '®32Um+1)
Ds ' (s*U,® - - - ®5°Upyy) = (— 1) 0ns™ (52U, @ - - ®5°Up) + sUp 1
+ Ds7'(s*U,® - - - ®s*U,,) L sU,..,

— (_1)|U1'+'”+‘U”“S_1(S2U1®‘ "®32Um) J_ 63Um+1
Ds™H(sv@s U@ -+ ®5°Upi+1)
_ (_1)u|+:U1|+---+ UmS_l(SU®SZU1®' . '®S2Um)'SUm+l

+ Ds” ' (sv®s*U,® - - - ®52U,,) L sUp .y
+ (= DY Unls T Y@ 52U, Q - - - ®5°U,,) L 85U,y .
Calculons D[Ds™'(s’U,® - - - ®5°U,,) LsU,, 1] et
D[Ds™ *(sv®s5°U,® - - - ®5°U,,) LsU, 1 1] .
Les termes (8,—8)s ™ !(s*U,® - - - ®s?U,,) et
(8,—8)s H(sv®5*’U,® - - - ®s*U,,)

sont des sommes de termes de la forme x-s 'wg,ev,...v, ou
xeT(VOWS"), et s"'w,e Wi, avec 0 < g<metuveVl.
D[x-s 'y v;...0,) LsUpq ]

= D(x-s_‘(wq®sz(xl® C @Xpi 1)) Xprgt e Xn4p+1)

+ D(x's_lwq)'[(x1° e ‘xp)—i—SUrrH' 1]
- (_ l)ixH;w‘l'x's_lwq)'D[(xl' : 'xp)J—SUm+1]'

Dans la formule qui précéde, on a utilis¢ la notation (xx).
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En appliquant (x) on montre de fagon directe I’égalité :
Dlx+s7'wg+vy...0,)LsUpsq] = D[x-s7 Wy 0, « -+ -+ v,] L sUpiy
— (= 1yEriegt it (e g T e vy 0,) L BSU ey
— (= D)FFIeg el gl e g T M ey 0,0 SU sy
et par conséquent on a les formules :
D[(6,—8)s '(s*U,® - - - ®5*U,,) LsU,. 1]
= D[(8,=8)s '(s*U,® - - ®5*U,)] L sU,.,
+ (=Nt UR(E - 8)s T (U, ® - - - ®s2U,,) L 8sU,, .,
— ()T, = 8)s T (P UL® - - - ®5*Up) + sUp s
D[(8,—8)s ' (sv®5*U,® - - - ®5U,,) LsU,, . 1]
= D[(6,—8)s '(sv®s*U,® - - - ®s*U,)] L sU,+4
— (=PI R (G~ 8)s T (v @5 UL ® - - - ®5%U,,) L 85Uy,
+ (= )P UG = 8)s T H(s0@ 5P U, ® - - - ®5%UL) + SU sy -
Calculons ensuite :
D[8,s ' (s*U,® - - - ®5*U,p) LsU 4]
et
D[8,s ' (sv®s5*U,® - - - ®5°U,,) L sU,,1].
En effet, nous avons:
D[8;s ' (s*U,® - - - ®5*U,) LsU 1]
= D[(—1)""sU,-s7'(s*U,® - - - ®5*Ups1)
+ (— 1)U (2 U, ®5%U,) s 7 (S Us® - - - @5 Uy 1)
— (— DU U=l (PU R - - - ®5°Upy) » 8 (U @5 Uy )] -
Observons ensuite que :
D(— 1)/ s U@ - @™ Up) 7 (5" Ups1® - - - @5* U 1))
= (- 1)\U1|+--4+|UPLDS—1(52U1®. .. ®szUp)'s_ 1(52Up+1® .. '®52Um+1)
= sTISUL® - - - ®5%U,) + Ds ™ (sPUp 1@ - - - ®5*Upy )
= (=D HUDsTHPU,® - - 52U s H(PU,® - - - ®52U )] L sUpyy
= (= DYert* g (52U, @ - - - @5%U,p) + 8 (s2Ups 1@ - - - ®@52Up) * 5U sy
- 5T - - ®52U,) - (Ds T (s, 4@ - - - ®52U ) LsUps )
+ (= 1)Vt TR (2 UL® - - - @52UL) + 5T (P Up @ - - - ®5%U ) L3sU 1) -
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Mais alors, en posant
a=—s'*U,® - ®s*U,)+ (Ds ' (s*°Up+1® - - - ®5*U,) LsU 1)
on a
a= =[G U® - ®s’U,) - DsT ' (s°Upsr® - - - ®5°Up)l LsUps s
sauf si p = m — 1, et dans ce cas:
o= —s'(UV,®: - -®5*U,_) [(Up—8sU,)LsU,. ]
= = [s7'(U® - ®s*Up_1) Ul LsU, iy
+ s IPU® - ®5*Up) s Uy
+ [T (SU® - - - ®5*Upry) - 08U,  LsU,, .y
de sorte qu’on a en définitive :
D[8,s'(s*U,® - - - ®5*U,,) LsU 1]
= (—1DU* S sT (U@ - - - ®52U,) L 8sU 4y
— (= DU RS s (S U® - - ®52UL) - SU sy
+ s7TI(SPUL® - - ®82U ) - Uy
+ D[y '(s*U,® - - - ®s*U,,) L sU,.,.
De maniére analogue, on montre que:
D[8,s '(sv®s*U,® - - - ®s*U,) LsU,, . 1]
= — (=D HnE T (s0® 5P U, @ - - - ®5°U ) L 3sU sy
+ (= DYt Ry T s0@ 52U, Q - - - 52U +sU ey
+ 505U, ® - - - ®5*Uy) - Ups sy
+ D[3ys M (sv®5U,® - - - ®s*U,) L sU,,.,.

En additionnant tout ce qui précede pour chaque cas approprié, et en
appliquant ’hypothése de récurrence, on obtient :

D[Ds™ (U, ® - - - ®5U,,) L sU,.,]
= (= 1)U U DN RUL® - - - ®52U,) L 8sU,, -,
+ s U® - ®5*Up) s Uyt
—(—D)/NT R DTS2 U@ - - - @5 Uy) - SU 4y
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D[DS_](SU®2U1® S ®s? Un) L sUpn- 1]
= —(— DU DT (sv@5° U, ® - - - @52 Uy) L 8sU,.
+ s (sv®5*°U,® - - - ®5*U,,)» Upys

_(__ 1)-v‘+\U1:+»~+iUm‘Ds—1(SU®SZU1® . ’®S2Um)'SU,,,+1.
Calcul des autres termes :

D[~ (=D nls " (s"U,@ - - - ®@5*Up) L8sUp 1]
et

D[—(— 1)1+ H g™ Y50 @ 52U, @ - - - ®52U,,) L8sU 4 1]
se calculent directement. On montre sans difficulté qu’en effet on a:
D[—(—1))0* s (U, ® - - - ®5°U,,) LOSU 4 1]
= -5 1(*U,® - - ®s*U,,)+8sU,, 4,
—(— D)/ R DT YU ® - - - ®52U,,) L 8sU,,.

+ 5s7TI(U® - ®52U,) L o (0 Upyy)
et

D[— (=)0 Unlg™ 1 (R 2 U, ® -+ - ®52U,,) L8sU 1 1]
= -5 Y (sv@®sU,® - - - ®s5*U,,) - 8sU 1
T4 (D) DT (50 52U,® - - - ®52U,,) L 8sUps
+ s (v®SU,® - - -®s5*U,) L w™ (0% U, ).
On écrit finalement les quantités :
DA% (U@ - - @82 ULy 1)
= (=) U DgT (52U, ® - - - ®5°U,) » Uty
—sT'U® - - ®5*Up) s (Upsy—05Ups 1)
+ D[Ds '(s*U,® - - - ®52U,,) LSUn+ 1l
D[ ', ® - - - ®5U,,) L3Un1]

DZS_!(SU®52U1® s ®52Um+ 1)
= — (= )Nt DT (sv@5TUL® - - - 52U L) - sU sy

—s (05U, - - - ®5°Up) * (Upy 1 — 08U 1)
+ D[Ds™ {(sv®5°U,® - - - ®5°U,,)LSUn+1]
+ D[s {(sv®@5U,® - - - ®5°U,)L05Up+1]
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dans lesquelles on fait les remplacements adéquats pour conclure que :
D?, = D%, = 0.

(i1) D est évidemment décomposable et y commute aux différentielles.

Filtrons Ker { par la longueur des mots, c’est-a-dire posons :

F, Ker ¥ = {mots de Ker { de longueur supérieure

ou égale 4 m+n+1}.
F,Ker{ = Ker {.

On a DF, < F, car D est décomposable. La filtration F, Ker
définit une suite spectrale (E™,d™) du premier quadrant qui converge
vers H* (Ker ). La partic de D ne modifiant pas strictement
la longueur des mots est D,. On en déduit que le terme E' de cette
suite spectrale est H* (Ker {) lorsque 0 = 0; et dans ce cas, d’aprés le
lemme 4.5 ci-dessous, Ker \ est acyclique, c’est-a-dire que E' = 0, et
donc V est un quasi-isomorphisme. a

4.7. LEMME. — Lorsque 0 = 0, (T(V@®W,),D) est le T-modéle libre
minimal de (T(V)/T>"(V),0).

Démonstration. — On sait d’aprés le lemme 4.1 que le T-modéle
libre minimal de (T(V)/T""(V),0) est de la forme T(VOW,),d).
En remarquant que tout quasi-isomorphisme de but une algébre sans
différentielle est surjectif, et d’aprés le lemme 0.10, il existe:
G: (TWVeW,),D,) > (T(V@®W,),d), morphisme d’algebres différen-
tielles, faisant commuter le diagramme suivant :

f

(T(V@W,),d) (r(V)/T77(V),0)

G v
(T(V@W,),Dy)

I nous suffit de montrer que le morphisme QG induit sur les
indécomposables est injectif.

Soit veV, xeT(V), U,e V®"*'; posons G(v) = a + x avec a
indécomposable et x décomposable; on a Y (v) = v, cest-a-dire que
a = 0 entraine v = 0 et QG est injective sur V.

Filtrons T(V) et T(V@®W,) par la longueur des mots ; le morphisme
T(G) induit sur les gradués associés par G est injectif puisque Q(G)
est injectif sur V. Le terme Dy sU, est non nul dans T"*"'(V) et donc
O(G)(DysU,) est non nul dans T"*Y(V@®W,); autrement dit G(sU,)
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contient un facteur indécomposable non nul de la forme sU avec U
dans V®"**'; supposons que Q(G)(sU,+v) = 0 avec v dans V: posons
Gv) =a+ x et G(sU;) =b + y ou x et y sont décomposables; on
a f(a) =v et f(b+y) =0, cest-a-dire que f(b) est décomposable :
par conséquent sU, = v = 0, ce qui montre que Q(G) est injective sur
V@ syertt,

Le terme Dy (s~ '(sv®s*U,) contient un facteur quadratique et par le
méme raisonnement que plus haut, on montre que Q(G)(s™ '(sv®s*U,)
est non nul et qu’il contient un facteur indécomposable dont la
différentielle est dans T*(V @ W,) ; comme I'image par Q(G) d’un élément
de V®sV®* ! ne peut pas contenir de tel facteur, on en déduit que
QO(G) est injective sur V @ W, .

Supposons Q(G) injective sur V @ W;P? avec p =1, et soient
Uy, ..., Uy, €V veVl.

On a
Dy '(5°U,® - - - ®s” b)) = (— a5 U,® - - '@52Up)'SUp i1

+ Dos '(s*U,® - - - ®s°U,) L sU,.,.

La différentielle de s~ '(s’U,® - - - ®s°U,,,) contient un terme quadratique
non nul; par le méme raisonnement que ci-dessus on montre que
Q(G)(s™'(s’U,® - - -®5°U,+,)) est non nul. Soit x dans V @ W37 tel
que Q(G)(s '(s°U,® - -®s°U,.,)+x) =0: on a alors les parties
quadratiques de Dys '(s*U,® - - - ®5°U,.,) et de D,x qui ont la méme
image par T(G) (au signe pres), le morphisme induit par G lorsqu’on
filtre T(WOWP) et T(V@W,) par la longueur des mots: or TQ(G)
est injectil et Dyx ne contient pas de facteur dans W} -sV®*"! et donc
sTUSU® - - - ®s*U,+,) = x = 0. En reprenant le méme raisonnement
sur ,WF*! on montre que Q(G) est injective. |

5. Catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’une algébre de cochaines.

On se propose, a travers ce qui suit, de montrer 1’égalité
Acat, (T'(V),0) = biMcat, (T(V),0); pour ce faire on exploite la
technique introduite par K. Hess dans [16].

Posons W, = @ W%*, p > 1, ou = désigne le degré cohomologique,
et comme signalé en section 4
Wox = [s ' Tp(s* VO VY@s ' (sV @ Tp(s* VO 1*;

ordonnons la famille {W¥"?}, ,, par lordre lexicographique.
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T(V@®W,)> " étant I'idéal des mots de longueur supérieure ou égale
an+ 1, nous avons: Kery = T(V@OW,)>""'.

Supposons qu’on a un morphisme de 7'(V)-bimodules différentiels :
r: (TWVew,),D) - (T(V),0) tel que r|T(V) = Id (car (T(V®W,),D)
est une extension libre de 7(V) comme T(V)-bimodule différentiel) ; on
a alors pour toute application k-linéaire ¢ de degré zéro o:
Wieh > T(V@W,)

1) un morphisme d’algebres :
p: TWOW;®P) - T(VOW,)

2) une application k-linéaire :
0: TWeW,®") > T(V)

définis par

pIT(V) = 1d; O|T(V) =0

p(x) = ro(x), Vxe Wi

0(x) = 0(x) — @(x), Vxe W;®»
0 se prolonge de la maniére suivante: soit X = x;----- X, avec
x,eVe@® W;®® i x, est le premier facteur de X qui est dans
W ®P (cest-a-dire x,,- - - ,X,-1€ T(V)), on pose

O(X) = Xy xt_l.e(xt).p(xt+l.....xq)_
5.1. ProposITION. — S'il existe ¢ : W, - T(V@®W,), homogéne de
degré zéro vérifiant :
5.2) Do(x) = pDx—0Dx, VYxe W,

alors
biMcat, (T(V),0) = Acat, (T(V),0).

Démonstration. — Supposons ¢ définie sur W, ®* telle que (5.2)
soit vérifiée ; de par sa définition, D est stable sur T(V@W;®"F)): ce
qui donne un sens au terme de droite de (5.2).

Montrons que :

a)ro0 =0 sur T(V@W;®»))

b) pD = Jdp sur T(V@ W ®"))

¢) 0D = DO sur T(VOW;®"P)).

a) 0x = 0, Vxe T(V) et donc ro0(x) = 0 sur T(V).
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Soit X = x;+.--- x, tel que x;e V@ W;®h;
0(X) = xy+---- Xo100(x) p(Xyype - e X,) ou  xy,...,x,€T(V).
rof(X) = xyo---- XioqorO(x) s p(xpgppe - v - x,) car r est un morphisme

de T(V)-bimodules. Il suffit donc de montrer que :
rof(x) =0, Vxe W;®h,
Soit x e W;®h .
rof(x) = rlp(x)—e(x)] = p(x) — p(x) = 0.

b) 11 est ¢vident que pD = Dp sur T(V); p étant un morphisme
d’algebres, il suffit de vérifier I’égalité sur les générateurs.

Soit x e W ®h .

op(x) = dre(x) = r(De(x)) = r[pDx—0Dx] = pDx.
¢) Soit xe T(V), on a DBx = 6Dx = 0 car Dx e T(V).
Supposons que x € W "

DO(x) = Dp(x) — Do(x) = pDx — pDx + 6Dx = 6Dx.

Soit X = xq+---- x, tel que (X) = x;----- Xeo1o00x) POy o= » X,).
DO(X) = D(x;+-- -+ Xeo 1) 0(x) p(Xpaqe -+ x,)
+ (=)t Ry X212 0(DX) p(Xpaye v v 2 X,)
+ (— ])ix1;+. + thl ----- xt*l.e(xt)'ap(xu»l ..... xq)
= 9(1)(_)(‘,l ----- xt—l)'xt'p(xz ..... xq))
+ (=B R (e xz—lez'P(le ..... x,))
+ (_1)111:+..4+‘Xzfe(x1 ..... xt—l'xt°ap(xt+1 ..... xq))
= 0(DX).

Le point b) montre que p commute aux différentielles ; par conséquent,
et compte tenu la construction de p, Mcat (T(V),0) = Acat (T'(V),0);
en revenant a la définition, on a I’égalité voulue. O

5.3. THEOREME. — Soit (T(V),0) un T-modéle minimal connexe et
1-connexe, de type fini : alors

biMcat (T(V),0) = Acat (T(V),0).
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Démonstration. — 11 nous suffit de construire un morphisme de
k-espaces vectoriels gradués homogéne de degré zéro

oW, > T(VeWw,) vérifiant (5.2).
Nous le faisons par récurrence sur (p,k).
Posons ¢ = Id sur W} ; par conséquent :
Vxe Wi, p(x) = r(x) et 0(x) =r(x) — x = (r—Id)x

r et Id étant T(V)-bilinéaires, p =r et 6 =r — Id sur T(VOW}), de
sorte que:
Do(x) = Dx

r(Dx) — (r—1d)Dx
pDx — 6Dx ;

Il

C’est-a-dire que (5.2) est vérifiée.

Supposons ¢ définie sur W;®® vérifiant (5.2) et soit y e W¥»

p=1.
Dy = (6,+8,—9)y

D, = 3, + &,;
@ =®yeT (V) LT (W;®")y @ (T(V))>""' @ WP=P-T*(V)
Sy € TW;P);  Dye T(V@OW;®P)
posons o = pDy — 0Dy.

Do = pD?y — OD?* = 0, car 0 commute aux différentielles sur
T(Vew,®»).

Il s’agit de montrer que o est somme de mots de longueur supérieure
ou égale a n + 1.

Dy = v,(y) + v2(p) + v:(») + v.(»)

v:(y) € T(V)>"""
Y2(0) € TH(V) LLT (W7 ®¥)

avece :

Ys(y) € WL @R T*(V)
Y4(y) € TZ*(W;5®P)

Y.(») e TH(V) LLTH (W, @")
@) (P=0)1:(0) = P12 () = () e T(X)>""".
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b) Posons y,(y) = 3 x;+--- - Xe* Xppps oo x, avec x,€ W;®P et
Xy o e s X1 € T(V). ‘
(P=Om(0) =
LT X1 P(X)  P(Xes g v v v o Xg) Xye - - e X 10(x)  p(Xpsye oo - x,)]
7
=[xy ee-e X1 QX)) p(Xppqe - X)) € T(V@W;@Ry>n+1,

¢) Ecrivons y,(y) = X-4 ou (Xe Wi ™) et Ae TH(V):

(P—0)(X-4)

Il

p(X)-4 - 0(X)-4
o(X)-Ae T(VOW;®P))>nt1,

d) Le terme v,(y) = Y. x12y, X;,z,€ W;@F

13

(p—e)<z x,-z,»> = Y () PED — 0P

i

= Z p(x)-p(z)e T(V® W;(ka))>n+1.

Nous avons ainsi montré que o est un cycle dans Ker{y qui est
acyclique ; il existe donc Be T(V@®W,)>"*! tel que DB = a, et nous
posons alors @(y) = b, de sorte que (2.1) est vérifie, d’ou le théoréme.

5.4. CoroLLAIRE. — Soit k « K une extension de corps. Pour toute
K-algebre différentielle A connexe et 1-connexe de type fini, on a :

AcatyA = AcatgA. ]

Si le corps est de caractéristique p, on omettra I'indice k et on écrira
dorénavant Acat,, et on a:

5.5. CorOLLAIRE. — Soient (4,d) et (B,d) deux k-algébres différentielles
connexes et l-connexes de type fini, on a :

Acat, 4 + e,B < Acat, A ® B < Acat, A + Acat, B. O
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