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REGULARITE HOLDERIENNE
DE L’OPERATEUR 0
SUR LE TRIANGLE DE HARTOGS

par J. CHAUMAT et A.-M. CHOLLET

Introduction.

Soit T, le triangle de Hartogs de C?,
T = {zeC%|z,| < |z,| < 1}.

Ce domaine pseudoconvexe célébre jouit de propriétés trés intéres-
santes. En effet, sa frontiére est une sous-variété de classe C' par
morceaux en dehors de 0 mais n’est pas une variété au voisinage de
0. Son adhérence T n’a pas de base de voisinages de Stein. Plus
précisément, toute fonction holomorphe dans un voisinage de T se
prolonge en une fonction holomorphe dans le polydisque unité de C?,
P ={zeC?|z;/ <1,|z,/ <1}. On a méme beaucoup mieux: toute
fonction de 4*(T), la classe des fonctions indéfiniment dérivables sur
T et holomorphes dans T, se prolonge en une fonction holomorphe
dans P. On en tire alors que, si { est un point de P\T, il n’existe pas
de couple (h,,h,) de fonctions de 4®(T), solution de I’équation

* hi(2)(Ci—z1) + hy(2)(C—2,) = 1
pour tout z de T.

On déduit de 1a, par un argument classique [4] et [5], que, si on
note a(z) la (0, 1) forme différentielle réelle analytique et J-fermée dans

Mots-clés : Formules intégrales - Equations de Cauchy-Riemann - Triangle de Hartogs.
Classification A.M.S. : 32A25 - 32F15.
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un voisinage de T, définie par

a(z) = (+42,— 1) dz,+(2,—C,) dz,) [z — (| 7*,
I’équation du = o n’a pas de solution u dans C*®(T).

Cet exemple montre I'importance de I’hypothése de s-H convexité
_introduite dans [1] et [2]. Elle assure, pour un compact K de C”,
 Pexistenge d;une-bonne base de. yeisinages de Stein et permet de résoudre
‘Téquation

**) ou=f

dans C®(K) et dans les classes ultradifférentiables sur K a I'aide d’une
formule intégrale. En effet, sous cette hypothése, on peut trouver, pour
chaque { proche de K, un couple de fonctions (h,,h,) holomorphes en
z dans un voisinage V; de K, suffisamment réguliéres en { et vérifiant
I’équation (*). On,sait I'importance de I’existence d’un tel couple encore
appelé section idu' fibréde Cauchy-Leray lorsque Den: souhaite construire
un noyau intégral pour résoudre (**).

On montre ici que, en I’absence de base de voisinages de Stein et
a la différence du cas C®, I'on peut résoudre I’équation (**) dans les
classes holdériennes C**(T), p entier, p> 1, et a, réel, 0 < a < 1.
On exhibe tout d’abord, pour chaque p entier, un couple (h,,h,),
solution.ide I’équation (*). Contrairement a la situation des compacts
s-H convexes,.Jes fonctions h; et h, sont holomorphes seulement dans
T. et ‘d’une -régularité dépendant ude yp -sur ;T. On construit ensuite,
comme dans le travail des-auteurs [1] 'déja cité, un opérateur intégral
dépendant de p résolvant I’équation du = f dans les classes correspondantes
CP4(T).

1. Définitions et notations.

Soit T = {(z,,2:)6C?;|z,| < |z,] <1}, le triangle de Hartogs.

Ici, C»*(T)‘désigne I'espace des fonctions ou des formes différentielles
f de classe: €7. dans T telles que, pour tout multi-indice f de longueur
IBl < p, on ait
B — B¢
DY)=DHO _
x,y€T [x—y]

et on note ||fllcrer) la norme associée.
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Dans le cas de C* on simplifie la notation en écrivant C** au lieu
de C»*(C?).

On note .
H = {(25,29) £C*, |25, < |z}

H¢ = {(ZI,ZZ)ECZ,]ZI| < |22|}

0H = {(21,22)6C25|21| = |ZZ|}'

2. Construction d’une section du fibré de Cauchy-Leray
sur H x H°.

Soit (z,{) e H x H®; on considére I’équation
(6] hi(2,0)(Ci—z1) + hy(2,0) (G~ 2z,) = 1.

On se propose de trouver h; et h,, holomorphesven z dans H, pour {
fixé dans H° solutions de cette équation.. Un' tel: couple. définit une
section du fibré de Cauchy-Leray suz. Hix.H®. On.a

2 Gz — Gozy = GG —21) — Culli—2,)
et donc, un premier couple est donné par I'identité
CZ Cl
3 ————z) ————(,—z) = 1,
3 Lo - Gr Ci—z1) Lol .~ 2,)

puisque, pour (z,§) dans H x H°, on a (;z,.— {,z, # O..

Mais lorsque z, et z, tendent vers O, ces solutions ne sont pas.
bornées. On cherche donc des solutions plus réguliéres.

Puisque { appartient:a. H*, on a {, # 0 et donc, d’aprés (3), pour
tout / entier, ./, >=1; on-a:

& ( )(c 2 ( )@ —z) = (z—)
(Ciz,—Cez) \C A (%5 CZZI) g ' Ce

dans H x H.

On peut réécrire cette égalité sous la forme suivante :

g,
(CIZZ szl) (Cz) (Cl 1)

1 ’ 1 (-2 /=1y _ Cl —
+<< 2)(&2 +0 Pzt +257) Cza— C221<C))(C2 z,) = 1.
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Si on pose, pour tout ¢/ entier, £ > 1,

L A
4 m0) = 1z, Cozy) (gz)

® hZ(Z’C)=<CIz) GG "”é_l) clzf]czzl(?),

on a, dans H x H°,

(6) hi(z,0C—21) + hy(2,0)(C;—z,) = 1.

Pour ¢ fixé, { dans H° lorsque z tend vers 0, z dans H, on a

i -1

z ,_1< z,>
—_— =z C,—C— .
Ciza—Cazy ? ' 2y

Zy
C'z—_(:l =
Z9

. z
Puisque I'on a |—
29

> 1, on obtient [€5] — 141, et donc, si

£>1,on a

lim h,(z,0) = 0.

z2-0,z#0

En fait, la fonction h, s’étend en une fonction de classe C‘~2 sur T
dont toutes les dérivées d’ordre (¢/—1) sont bornées; ainsi, si £ = 1,
la fonction h, est simplement bornée.

3. Estimations des dérivées en z.

Soit £ > 1 et (B;, B,) un multi-indice vérifiant =B, + B, <, on a

o 1 Bl! —¢+1+4B
—_— = —_— 1
az?l = (Clzz_CZzl)HBl G
et donc
031+52
0z81 9282 !
! B.+)'G
trBi—¢+1 T Byt A
= bl Z ﬁz(/ B,+ )' T ) Bl!(C122_szl)l+Bl+j

Il existe donc une constante, D,, D, > 1, ne dépendant que de 7, telle
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que l'on ait

B,+Bg |22|l B+1)
O 5oz Bzh @O < Do——per—
142 Vi
1- Lz 1
241
o1+ B2 I |22|s-(82+1) lzzlt—(ﬂﬂ)
z <D .
32316232 hy(z,0) 0ﬁ2<23<( 1GI° 1_% B+1 )
L,z G|

4. Construction d’une section du fibré de Cauchy-Leray sur T x (C*\T).

On note
) 1
E, = {(x,yeRi;x>1,y—x < E(x—l)}

1
= Ri;x>1,-(x—1)<y—-x<x—
(8) E2 {(x’y)e +,X 1,2(X 1) y X X 1}

E3 = {(x,y)eRﬁ;x > l,x—l < y—x}m {(x,_V)GRi;xé 1,x <y}
E, = {(x,y)eRi;x <1,y <x<1}.

Soit g une fonction de classe C® sur R, positive et vérifiant g(t) = 1
pour t < 1/2 et g(t) =0 pour t > 1.

On définit alors, dans R%\E,, f par

flx,») =0 si (x,y) € Eq
(9) f(xay) = 1 Si (x’y) € El

S =g(i—}§) i ()€ Ea.

La fonction f est de classe C® dans RZ\E, et il existe une constante
D(a,+a,) telle que l'on ait

aa1+a2

1
3% 3y T A S 6y <

10 .
(10) (x—1]+ y—1pa=

D(a,+a,)

En effet, 1a ou les dérivées de g ne sont pas nulles, elles sont
uniformément bornées et on a [x—1| ~ |y—1].
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On note, pour i =0, 1, 2, 3,

E; = {(z:,2,) € C*; (Iz,],12,]) € E;}.
On a '
co\T= ( E.

i=1,2,3

On définit alors, pour (z,{)e T x CAT,
51(2,0) = (@O = f(161,18:D] + ———= F(IG1, 180D

1
(11) Ci—z)
52(2,8) = hy(2,0)[1 = f(I1C:1,182D]-

Il importe de remarquer que les fonctions h, et h, ne sont pas
définies si { appartient & H\T. Mais, si { appartient 4 H\T, on a
f=1.De la s, et s, sont bien définies et ont la méme régularité que
h, et h, sur T x C\T.

On a
@0 = ¢

31(29C) = hl(zag) dans E;), Sz(zag) = hz(z,g) dans E;

dans Ef, 5,(z,0) = 0 dans E;

et donc, pour tout (z,0)e T x CA\T,

51,0 C—2) + 5:(2,0)(Ce—20) = 1.

5. Estimations de la distance 3 T d’un point { de C*\T.

Remarque. — 11 existe une constante D,, D, > 1, telle que I'on ait

lC1| - 1< d(C,T) < Dl('Cll_l) pour tout QEEIU

D'(161-1) < d@GT) < Di(IG—1)
DII(ICzl*ICll) < d(C,T) < D1(|€z|_|C1|)

D7'(16,1—16,) < d(CT) < D,(I6;[—1C,)  pour tout (e Ej.

(12) } pour tout (e Ej,

Ici d((,T) désigne la distance de { a T dans C?; on peut remarquer
que C’est aussi la distance de (|(,/,]C,]) & E, dans R .
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6. Notations.

On note, comme dans [1] et [3], pour tout (z,{) de T x C*\T et
pour tout A de [0,1]

o) = d¢, A dg,
@'(z,0) = (51_2_1)(‘12;2_‘12_2) - (Cz—z_z)(dil_dz—l)

M50 = (1-M)s5;(z,0) + 7»%:——2%’] =1, 2,

|E—z|? = Z 1G—2zl?
et
80N = = LA @+ 8+ e L)

Qin)®
= N2(z,5M) (0, + 0.+ d)n.(2,0, V)]
Pour (z,{,\) dans T x C:\T x [0,1], on a

MM G —z) + Ma(z,0M(E—2z) = 1

et donc
(13) (0, +0.+d))BAw) = 0.
On a
1 o)A
B0 A 0Qlhe0 = G g -
z 'Cj_zjlz
j=1
7. Formule intégrale pour résoudre ou = f
dans le triangle de Hartogs.
ProrosiTiON 1. — Soient p un entier, p > 1, a un réel, 0 < a < 1,

et v une (0,1) forme différentielle de classe CP* dans C%, a support
compact dans la boule de centre (0,0) et de rayon 2 vérifiant ov = 0
sur T.
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La fonction définie pour z dans T par

1 _
FJ o) N (mdinz—Mndiny) A o ()
T Jgeetr it <2y 0,11

L J' v(© A 0'(z,0) A o)
(2i1t)2 (tec?;igi<2} |C~Z\2

(14) u(z) =

vérifie dans T I'équation du = v.

Preuve. — Par hypothése sur v, il existe une constante D,, D, > 1,
telle que I'on ait

15) [dv(w)| < Dyd (W, T)"" 172 0]| cp.c.

On considére alors la forme différentielle y définie sur T x C*\T x [0,1]
par
Y(z,60) = dv(©) A 8(zLM) A o).

On a donc, en utilisant (13),

d+d)y = = 3.(00() A B(zLM) A 0©).

On remarque que dv({) A @({) est de type 4 en ({,0); en conséquence

= 1 — -
y = 0v(©) A @n—);[m(é‘ﬁdx)m ~ M2(0: tdni] A o)

et
de+d)y = dyy.

On constate donc que, dans y et (d;+d,)y, n’interviennent pas de
dérivations de m, et mn, donc de s, et s, par rapport aux variables
(6,0). En conséquence, si on note 8(z,{,A) un coefficient d’une des
formes y ou (d;+d,)y, pour tout sous-ensemble compact K de T, il
existe une constante D(K,v), D(K,v) > 1, telle que 'on ait, pour tout
(z,L,A) dans K x CA\T x [0,1],

(16) 18(z,C,A)| < D(K’U)lgzl—ld(c"r)p—na‘

Puisque odv est nulle sur T, on peut prolonger y par O sur
T x T\{0,0} x [0,1]. On obtient alors une forme, notée encore Y,
continue sur T x C*\{0,0} x [0,1] vérifiant

(17) @ +d)y = diy = — 0.v.
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1
Soit € un réel, 0 < g < o Pour z fixé dans T, on applique la
formule de Stokes a y sur {{ e C*;e<|{| <2} x [0,1]. On obtient

(1) -9, Y= j Y.
{CeCZe<|ti<2}x[0,1] dl{teCZe<|gl<2}x[0,1]]

La forme y est de type 4 en ({,); donc, dans Iintégrale figurant
au deuxitme membre de (18), la seule partie de la frontiére donnant
une contribution non nulle est {{ e C*;e<|{| <2} x 9[0,1].

On a, d’aprés (16), pour tout A de [0,1],

(19) J 18(2,5,1)| dm(C)
(tecC?;it)<e}

< D(K,U)J 8ol T4 d (€ TP " dm(0)

{LeCLlLI<enHT

ou m désigne la mesure de Lebesgue dans CZ.
c |C.:1| + |C2|
On remarque que, pour (e H®, |(,| = d({(,T) et |{,] = —

donc

li'mf 18(z,5,A) |[dm(C) = 0
(tec?;ltl<e}

g0
dés que l'on a
(20) pta+3>/7.

On supposera (20) vérifié dans toute la suite.

On peut donc passer a la limite lorsque & tend vers O dans I’égalité
(18) et on obtient

(21) -0, J Y= j Y-
{tec2;it <2}x[0,1] al{L e C2;iCI<2)x [0,1]]

On peut alors conclure comme dans [1] que la fonction u(z) définie
pour z dans T par (14) vérifie dans T 1’équation du = v. Ceci achéve
la preuve de la proposition.
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8. Estimations de ka solation # dans T.

On note I,(z) et I,(z) respectivement ks premiére et la deuxiéme
intégrale figurant au second membre de (I4). Puisque v est de classe
CP*, la fonction I,(z) est de classe C”*"*; on se propose maintenant
d’étudier la régularité de I,(z).

Aprés intégration en A, si on note
v(0) = v:(0) dC, + v,(0) dT,,

il existe une constante D, telle que l'on ait, pour tout z de T,

0 0
(22) I(Z) = D f <—U ——_—U)
l * eecrminen \OT, - 0T,

% 51(2,0) €= 22) — 5,(2,0) €. —2)
I = z|?
On a donc a estimer, si D? est une dérivée quelconque de longueur B
en z,

dm(C) .

$;(2,0) (Cx— z4)
IC — z|?

On peut remarquer ici que, pour z fixé dans T, dans l'intégration
par rapport a { dans C*\T n {|{| <10}, la singularité de chacune des
fonctions s;(z,{), i = 1,2, est la méme que celle de chacune de leurs
dérivées par rapport a z, clest-a-dire du type |{,/‘. On conclut
aisément, comme plus haut, que, p étant fixé, d({,T)?~ "%, ¢ est
intégrable dans {{ e T¢; |{| <10} dés que 'on a p + o + 3 > ¢ et donc
que la fonction I,(z) est de classe C* dans 'ouvert T.

D* pour j=1,2k=1,2j+#k.

PROPOSITION 2. — Pour £ = p + 2, la fonction u(z) est de classe
C** dans T.
Preuve. — On doit vérifier que I,(z) est de classe C** dans T. Il

suffit pour cela d’établir pour une dérivée quelconque d’ordre p + 1 de
I,(z), en un point z de T, que 'on a

(23) | D2 (z)| < D,d(z,CP\T) " ||v]| cpx-

Ce résultat est bien connu pour un domaine D a4 bord de classe C*
par morceaux. En effet la preuve de cette propriété est locale. Elle
nécessite qu’il existe, pour & assez petit et tout couple de points z et
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7z’ de D vérifiant d(z,0D) < &, d(z’,0D) < d et [z—2'| < §/2, un chemin
dans D joignant z i z' ayant de bomnes propriétés (Appendice I,
;proposition 2, [3]). Bien que OT me soit pas de classe C' par morceaux
au voisinage de lorigine on peut s”assurer de P'existence d’un tel chemin,
pour z et z' dans T voisins de Torigine.

‘On a, a4 partir de (11) et des estimations de h, et h, données
en (7),

5;(2,0)(Cx— Zx)

24) |Drt?
@4 |{—z|?

p+1 l
< "Ds,(f(|§1|,|§2|)§ Izl_cllknlc_z]pﬂ—k
p+1 lzzll—(k+1)
A= S 1%0) X
=01y _S1 2] _ +2-
gl i—z';l 15,116 —21? y
AR ) B
(161 |<),:)*=0_ki_z,llzl,lc_zwn-k).

On déduit de (15), de (22) et de (24) qu’il existe une constante D telle
que l'on ait,

(25 |DFLE)|

PH1 ' -
( (Gl = 1=+
< Dgllv|l .a< j 2
ollolens 2 (cesauemm<10)|21“§1'|'*+H(‘C“Z!)"”"‘dm(c)

k=0

p+1 N - - .
(1Ga] = 1Gy ()P 14|z, D
+ Zf — dm(()
k=0 J Le Eyu E5 (] < 10} 1_:&1»22: G Lz P
Cazy cT

pt+t1

(Lol =GP 21
+ d
Ea k}:'s /-)J‘(QEE’zuEEg;lCI< 10} |Cal*|G—z P2k m(C)).

On note

(26) I,(z,k) = J (1¢| = 1)p~1+e

—dm(0).
Jierori <1 127G FFHE—z| P2k

Puisque z est dans T et { dans E; U E;,ona 0 < [§,| — 1 < |z,—(,]
et donc

Lzk < f GVt

— 3
terru B <10y |21 Gl 16—z
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Apres intégration en (,, il existe une constante D, telle que 1’on ait

(G-

I (z,k) < D7J |3 dm m(C,).

1<0< 10 lz,—C,

On note z, = |z,|e®1.

Si I'on a |z,| < 1/2, alors clairement, I,(z,k) est bornée.
Si 'on a |z,] > 1/2, on note {, = re’®*®) et on obtient

r—1)*r dr do
I(z,k) < Da'[ (——)—ie—a'
1<r<10,-n<0<n l

[1z,] —re
On utilise maintenant pour |z,| > 1/2 le fait qu’il existe une constante
D, telle que I'on ait
[12:] —re®| = Dy(r—|z,| +10])

ce qui conduit a

—1)*r dr d©
I (z,k) < DIOJ\ (=1 dr
1

<r<10,-n<0<n [(r—1z,) + 16]1°

On intégre maintenant en 6 et on a

r—1)%r dr
I3(Z’k) < Du £<r< 10 ((r— 1)+1_ lzl‘)z.

On intégre ensuite en r et on a

(27 I3(z,k) < Dy,(1— lzl')a—l < Dlsd(z,CZ\T)a_l-

On considére maintenant

_ p—1+a {—(k+1)
28) IL(zk) = f (181 —1841) |2,
{Ce E2U E3; || < 10}

k1 dm(C).

Ciz -
I—C‘—;- |Cal“1E—2|P*> "
241
On a, en utilisant 'hypothése £ =p +2 et 0 <k <p + 1,
pt1—k
|22|!_(k+l) = IZz|p+l_k < Z C;+1—k|§z|‘!§z_zzipﬂ_k_t
t=0
et donc,
|Z2|p+1—k p+1—-k Cf+l_k

< +2—1 t+1°
ICIP2g—z| P27t 2 1GalP"* 1 C— 2|

t=0
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On a aussi,
ll_% — 18221 — Ci2, | - 12,(8s = z5) + 2,(z: = C)) |
a2y 1Caz1 | 18241
< [z:1(18;— z5] + 12, = C, ) < 18—z, + IZl_C1|)_
1824 G|

On a donc, pour tout k, 0<k<p+1, et tout ¢,
0o<t<p+1-k,

1 1
{2 k+1 < (2 k+1+t
I BT S T BRI
221 . 221
D,,
S C12, pre
1‘&7 1C2IP72 |0~z
221
et de la,
|Zz|p+1_k Dy
k+1 X pr2 :
z _ z
‘1—21—22— [Gal P+ 21—z |PH2 " |1—E—lf 1821720 —z|
241 241

On obtient donc

Gl -G
_5z

AR
4

(l‘cz>

dm(C) .
1= ey v
Coz, :
Il existe donc une constante D, telle que I'on ait, pour tout z de
T et pour tout k, 0 <k <p+1,

1,(z,k) < Dy j

{{e E3VE3;|C| <10} 1

=X 15
J{CGE’zuE‘a;tClﬂo)

1

I4(Z,k) < DISJ‘ . C , 3—a dm(C)
{6 € €181 <182),181 <10} 1___1_2 | |3_u| —2z|
szl CZ C
puisque l'on a
2l
Z
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On pose §, = 6C,; on a [6] <1 et dm((;,,) = |C.|*dm(0,(,). On
déduit de 1a

IC, 12
LGk < Dmf s dm(©,5.)
{181 < 15|85l <10} 1__62_: ICzla_a|C2—22|
1 1
< DlG;J\ — d’"(")J~ = dm(Gy).
{16 <1} Z {8g:1¢a] <10} |Cel 18— 2,
102
1

L’intégrale en {, converge et est bornée indépendamment de z. Ceci
conduit a

1
I(z,k) < D17J‘ 5= dm(9).
(1e1<1} 1—99
Z;
On pose E—Z' =g,on'al<a<l.
2

Si 'on a < 1/2, l'intégrale en 6 est bornée indépendamment-de -z .

S8i'1'on:a > 1/2, on pose y = 1 — 9? et on obtient
. .
1 (> r
(29) I(z,k) < Dy ﬁdm(‘l’) = Dy dr

3=a
{(V;1-a< VY| <2} I\"l

1—a
Z

_> =D20|21|1‘u(1z1|‘122|)“_1
zZ

1

< Dyp(l—a)*™ ' = D20<1’_

"< Dygd(z, C\T)* 1

On consldére maintenant,”pbur 0 < k < p +letk <s<p+ 2,

N 1 — p—1l+a s—(k+1)
30) ,s(z,s’k)=f (18l = 18u)" 1% 24 .

{Ce EyUERILI<10} 1Cal*IC—z|P* 2%

En -utilisant -un calcul analogue a celui ‘mené pour estimer I,(z,k),
on a

s— (k+1) _ p"-‘l+u
I(z,s:k)~< z . C:_(k“)J (1821 = 1E:1)
{

dm(C).
-ty _ +3~s+t
t=0 e €Lyl <ItalIt <10} |Gl H G — 2|77

En ‘rémarquant que l’on a

1) = 1GP< 18—z et 1G] = 1Gl — 1G]
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et que,
si Le{ll] <10;]C,] < 1821} -on a 218, > 18] + 18] > 18]

on conclut que les intégrales apparaissant dans I;(z,s,k) sont majorées
par I'une ou l'autre des intégrales suivantes

f ” am@ f dm@ J dm@
<o 1S58 =21 Jigan IC1P7210—21% Jgca 161 0IE— 21

Puisque-ces trois intégrales sont uniformément bornées pour z dans T
onitobtient

(31) Is(z,s,k) < D,,.

Les estimations (25), (27), (29) et (31) conduisent a (23) ce qui achéve
la ‘preuve de la proposition.

9. Régularité de Popérateur 0 dans les classes holdériennes.

TurorREME. — Soit f une (0,1) forme, 0-fermée sur T, de classe C**
sur T avec p entier, p 2 1 et a réel, 0 < a < 1. Alors, il existe une
fonction u de: classe C™* sur T vérifiant

ou=f sur T
et
“u”cl"“('r) < Dzz”f“cp‘“('r)a
avec D,, une constante qui dépend de p et de o.

De plus cette solution est donnée par un opérateur linéaire.

Preuve. — Soit p un entier, p > 1 et « un réel, 0 <a < 1. On
sait [6] qu’il existe un opérateur E, dépendant de p, de C”*(T) dans
CP* tel que l'on ait, pour toute fonction g de C”*(T),

D’E(g)=D%g sur T, pour toute dérivation D% de longueur 7, £/ <p,
E(g) est a support compact dans la boule B(0;2),
E(@)lco.e < Dyligllcreny

avec une constante D,, qui ne dépend que de p et de a.

Le théoréme s’en déduit en utilisant les propositions 1 et 2 avec
v = Ef.
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