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CYCLICITE FINIE DES POLYCYCLES
HYPERBOLIQUES DE CHAMPS

DE VECTEURS DU PLAN.
ALGORITHME DE FINITUDE

par Abderaouf MOURTADA

Introduction.

Le 16ème problème de Hilbert peut s'énoncer ainsi :

(H) "Existe-t-il une borne N(n) pour le nombre de cycles limites de
tout champ polynomial du plan de degré <^nT\

Un cycle d'un champ de vecteurs est une orbite périodique de ce
champ. Un cycle limite est un cycle isolé dans l'ensemble des cycles.

Un premier pas dans la résolution de ce problème a été fait grâce à
Ecalle-Martinet-Moussu-Ramis [EMMR] et IPyashenko [I]. Ils ont résolu la
conjecture de finitude suivante connue sous le nom de "Problème de Du-
lac" : "tout champ polynomial du plan a un nombre fini de cycles limites".
Leurs preuves étant d'ailleurs valables pour des champs analytiques sur S'2.

Dans [R], Roussarie a montré qu'une réponse positive à la conjecture
suivante résoudrait le 16ème problème de Hilbert :

CONJECTURE [R]. — Tout ensemble limite périodique sur la sphère
S2 a une cyclicité finie dans les déformations analytiques.

La notion d'ensemble limite périodique est due à Françoise et Pugh
[FP] :______

Mots-Clés : Champ de vecteurs - Point de selle - Rapport d'hyperbolicité - Polycycle
hyperbolique - Déformation générique - Application déplacement - Cyclicité.
Classification A.M.S. : 53
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DÉFINITION. — Soit F une partie compacte de la sphère 52, tangente
à un champ analytique XQ sur 52. On dit que F est un ensemble limite
périodique sÏJ existe une déformation analytique (X\) du champ XQ (X 6 V
voisinage de 0 dans R^ et une suite (AJ dans V tendant vers 0 telles que
pour tout i 6 N, le champ X\.^ admet un cycle C{ qui vérifie ^(c^F) —> 0
quand i —> +00.

La notation dff désigne la distance de Hausdorff entre parties com-
pactes de S2.

La notion de cyclicité est due à Bautin [B] :

DÉFINITION. — Soit F une partie compacte de 52, tangente à un
champ analytique XQ sur 52. Soit (X\) une déformation analytique de XQ
( \ ç. V voisinage de 0 dans H^).

i) On dit que F est de cyclicité finie dans la famille (X\) s^il existe un
entier 7V, e > 0 et Vv voisinage de 0 dans V tels que pour tout \ ç. VV, le
nombre n(e,X) de cycles limites c du champ X\ qui vérifient d^(c,F) <, e
est inférieur ou égal à N.

ii) Si F est de cyclicité finie dans la famille (X\)^ désignons par

n(^W)=Sup{n(£ ,À) ; À e W }

la cyclicité de F dans la famille (X\) est alors le minimum de n(e^ W) quand
e et le diamètre de W tendent vers 0.

Soit F comme dans la définition ci-dessus. Si F n'est pas un ensemble
limite périodique, alors F est de cyclicité finie et égale à 0 dans toute
déformation (X\).

D'après la théorie de Poincaré-Bendixon, un ensemble limite périodi-
que à singularités isolées est soit un cycle, soit un point singulier isolé, soit
un graphique.

Un graphique est une image continue du cercle constituée d'une
réunion d'un nombre fini et non vide de points singuliers isolés (appelés
sommets du graphique ) et d'une réunion d'orbites régulières qui relient ces
points et dont l'ensemble a;—limite (resp. a—limite) est l'un des sommets
du graphique.

Un graphique F d'un champ .Yo sur 52 est dit monodromique si :

i) il existe une transversale r au champ définie par une application
analytique

/:]-£,£[-. R2
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qui est un difféomorphisme sur son image et telle que le point /(O) soit sur
l'une des orbites régulières du graphique;

ii) il existe E{ 6]0,£] tel qu'une application premier retour p relative-
ment à T soit définie pour tout u ç\Q^e\[\

iii) si on désigne par Cy le morceau compact de l'orbite du point f(u)
dont les extrémités sont les points f(u) et f(p(u))^ alors dfi(cu^) —> 0
quand u —^ 0.

Un polycycle est un graphique contenant un nombre fini d'orbites
régulières. Un polycycle dont les sommets sont des points de selle hyper-
boliques est dit polycycle hyperbolique.

Sur la figure 0, le polycycle Pi7iP272-Pi73 est monodromique alors
que le polycycle P\^\P^2 ne l'est pas.

Figure 0

On note (Y^) un polycycle hyperbolique à k sommets, P, les sommets
du polycycle et r, le rapport d'hyperbolicité du sommet Pi qu'on définit
par :

ri = \^i/^2\

/AI < 0 < ji^ étant les valeurs propres de la partie linéaire du champ en Pi.

Reprenons les notations de [Ml]. Soit (X\) une famille de champs
de vecteurs de R2, C°°en (m, A), m = (a;, y ) et À dans un voisinage
de 0 dans R^ on suppose que XQ présente un polycycle hyperbolique
et monodromique (r\.). L'objet de l'article est de démontrer le résultat
suivant :
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THÉORÈME 0. — Pour tout n, il existe un ouvert dense On C Pn
espace des champs de vecteurs polynomiaux du plan de degré < n tel que
le problème (H) soit localement vrai sur On'

"localement vrai" signifie que pour tout X ç. On, il existe un voisinage
Vx de X dans On et un entier N^ tels que le nombre de cycles limites de
tout champ Y ç. Vx est < NX.

Dans [FP], Françoise et Pugh montrent que les cycles et les points
elliptiques sont de cyclicité finie dans les familles analytiques. Le Théorème
0 est alors une conséquence du Théorème 3 ci-dessous. Avant d'énoncer
ce théorème, convenons d'appeler "condition de type C.H." [Condition
Hyperbolique] toute condition de la forme :

n^1
jçl

où 1 est une partie de {1, ...,A;}.

THÉORÈME 3. — II existe G(k) ensemble fini de conditions algébriques
(dites conditions génériques) portant uniquement sur les rapports d^hyper-
bolicité (ri) des sommets (P^) et contenant toutes les conditions de type
C.H., et un entier e(k) ne dépendant que de k tels que tout polycycle (I\.)
vérifiant G(k) est de cyclicité <: e(k) dans toute famille C°° (X\).

Si à chaque polycycle (r\.) on associe le point m^ e R^ de
coordonnées m^ = (^(0))^=i,...^, [ certaines conventions sur le premier
point et le sens devant être prises ] le mot "générique" du théorème signifie
que m^ est dans un ouvert dense de R^. L'ouvert On est constitué des
champs polynomiaux du plan à singularités non dégénérées et dont les
polycycles hyperboliques et monodromiques (y compris ceux à sommets
sur l'infini ) vérifient les conditions G(t) correspondantes.

On montre dans le §2 que les conditions génériques du théorème ci-
dessus croissent avec le nombre de sommets k et qu'elles sont toutes de la
forme :

^(ri(0),r.2(0),...,r,(0))^0

fjj.k étant une fonction polynomiale à k variables et à coefficients dans
Z. Si on désigne par (r^._^) le sous-polycycle (virtuel) du polycycle (I\-)
obtenu par élimination du sommet P^ alors l'ensemble des conditions gj^
ci-dessus contient toutes les conditions 9j,k-i appliquées aux polycycles
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(r^_i). Dans [M2], on montre que pour k < 3, les conditions g^h sont
toutes de type C.H.. Dans [M4], on montre que pour tout k >, 4, il existe
des conditions gj^ qui ne sont pas de type C.H..

Ces conditions génériques ainsi que la cyclicité maximale e(k) an-
noncée dans le théorème ci-dessus satisfont à des relations de récurrence
(portant sur le nombre de sommets k) dont la complexité ne permet pas
d'en donner des expressions explicites. On donnera cependant, à la fin de
cet article, une majoration explicite (mais grossière!) en fonction de l'entier
k de la cyclicité maximale des poly cycles (FA;).

Si a\ (A) est une transversale au champ (X\) comme dans la fig.l (page
725) et si x est un paramètre sur <7i(A), l'application déplacement A(.,A)
associée à l'application de retour p(.,A) relative au polycycle perturbé est
définie par :

A(rc, A) = p(x. A) — x.

Dans [Ml], on a établi le résultat suivant :

THÉORÈME 1 [Ml]. — Soit K ç. N, alors il existe e > 0, V voisinage
de 0 dans R^ deux fonctions continues et positives sur V : p(X) et rj(\)
et des transversales au champ X\ : o^ (A), 7-1 (A) (cf. fig.l) de classe CK tels
que si on pose :

(1.1) ^=]p(A),4 U= \JUxx{\} et V= \Jm,e[x{\},
xçv \çv

Inapplication déplacement associée à Inapplication de retour du polycycle
perturbé soit définie surU\ pour tout A ç V et soit donnée par : V(a;, A) ç U
(1.2)

[ r •\r'ï(\) -l^fc(^)
A(:r,A)= ...[^W+MA)] " +...4-&,-i(A) +6,(À)-^,A)

avec
^(:r,A)=:r[oi(A)+/(rc,A)]

x est un paramètre de classe CK sur a\ (A) et A (mesurée sur la transversale
TkW) est de classe CK en x sur U\ et toutes ses dérivées sont continues en
(.r, A) € U. bi(\) mesure sur la transversale d^entrée du sommet P^\ (avec
la convention k + 1 = 1) la déformation de la connexion entre les sommets
Pi et Pt+i. La fonction di vérifie

(1.3) V A e V Qi(A)>0.
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La fonction fest continue sur ]-e,e[ xV ,de classe CK en x sur ]rf(\),e[ pour
tout \ ç. V et vérifie :

(1.4) Vne{0,...,^} ^Lun^(.-,(A))».^(.,Â)=0.
(rc,A)€V

Les cycles limites convergeant vers (1^) sont les racines isolées de
l'équation

(2) A(.r,A)=0;

dans cet article, on propose un algorithme général (basé essentiellement sur
le lemme de Rolle) pour la résolution de l'équation (2). Dans cet algorithme
et d'un point de vue formel, la fonction / (cf. (1.2)) se comportera ( dans le
cas générique du théorème 3 ) comme un reste devant la partie principale
de A si on fait 77 = 0 (cf. (1.4)). Ceci est réalisable [ grâce à des propriétés
géométriques du polycycle perturbé qu'on donne dans le §1] sur un certain
cône 0 C V (de tels cônes sont en nombre fini et recouvrent le voisinage
V si on remplace Pi par Pi et X\ par -X\ ) et on démontre le théorème
suivant :

THEOREME 2 [cf. §2]. — Si certaines conditions génériques sur les ri
sont satisfaites, alors il existe e(k) ç. N ne dépendant que de rentier fc, tel
que pour e et 0 petit, l'équation (2) ci-dessus a au plus e(k) racines isolées
en x sur U\ pour tout X ç. 0.

L'algorithme général cité ci-dessus nous donne : c(3) = 5, mais
on montre dans [M2] (en détournant légèrement cet algorithme) que les
polycycles (Fa) sont de cyclicité <3. On établit aussi dans [M4] l'existence
de polycycles (FA;) de cyclicité >, k dans les familles génériques et on prouve
dans [M3] l'existence d'un polycycle ^4) de cyclicité=5 dans les familles
génériques à quatre paramètres. Le diagramme de bifurcation de telles
familles est établi dans [M 5].

Le cas k = 1 a été étudié par Andronov et al. dans [A] ; ils ont montré
qu'en classe C1 et sous la condition ri 7^ 1, il apparaît au plus un cycle.
Le cas k = 2 a été traité par L.A. Cherkas dans [L] pour des familles
analytiques. Il a montré que sous les conditions ri.ra ^- 1, ri ^ 1 et r^ -^ 1,
(Fa) est de cyclicité <2. Le résultat énoncé ci-dessus résoud partiellement
un problème proposé par J. Sotomayor et repris par R. Roussarie dans [R]
concernant la cyclicité des polycycles hyperboliques génériques.
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Figure 1

Je remercie C. Bonatti pour la démonstration du Lemme 1 qu'il m'a
suggérée.

1. Cônes cTétude.

Dans ce paragraphe, on construit certains cônes du voisinage V (cf.
Théorème 1-Introduction) dans lesquels la fonction / (cf. (1.2),(1.4)) a le
"bon comportement" qu'on précisera dans le §2. Ces cônes sont construits
grâce aux conventions géométriques introduites dans [Ml]-§11.2 et qu'on
rappelle ci-dessous :

DÉFINITION 1. — Reprenons les données du Théorème 1; soit X ç.
V, on appelle chemin partant du sommet P\ dans le sens positif la ligne
géométrique obtenue comme réunion de ses k branchements. Pour tout
i = l,...,fc le branchement n°i a son origine Mi sur la transversale cr,
et son extrémité M, 4.1 sur cr^-i-i (avec la convention k + 1 = 1). Ces k
branchements sont définis par récurrence comme suit (cf. fig. 2) : pour
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i = 1, Mi = Ai eu le branchement n°l est Ja, ligne A\P\B\M-^ ; pour i >, 2
deux cas se présentent : si Mi est d'abscisse > 0 sur (T^, Je branchement
n°i est 2e segment d'orbite M^M^i ; si Mi est d'abscisse <^ 0 sur cr^, 2e
branchement n°i est Ja ligne MiAiPiBiMi^\.

— Le chemin partant de Pi dans le sens positif sera aussi appelé
"chemin partant de cri" sans spécifier le sens. On définit de la même façon
"ie chemin partant de Pi dans Je sens négatif (qu'on appellera aussi
"chemin partant de TI") en commençant par le point B\ (cf. fig. 2) et
en allant dans le sens contraire du champ X\. On généralise ensuite cette
notion de chemin dans les deux sens (ainsi que les conventions de langage
qui vont suivre) à n'importe quel sommet Pi du poly cycle.

On dira que le Ie branchement du chemin partant de a\ est > 0 (resp.
<, 0) si son extrémité M,-n est d'abscisse > 0 sur ai (resp. < 0). Le dernier
branchement sera appelé "aboutissement du chemin".

Posons E : = { + , — } ; désignons par Vi e E le signe du Ie branchement
du chemin partant de Pj dans le sens v ç. E pour un certain À € V\ le
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k - uplet v = (^),=i,...^ G E^ sera appelé "signe' du chemin. On définit
alors le cône C(Pj^v^v) par :

(3.1) C(Pj,v,v) = {A e V; le chemin partant de Pj dans le sens v
a pour signe v}

il est clair que :

(3.2) Vj=l,..,Â:Vî;ç£; |j C(Pj,v,v)=V
vçE1'

et que si C(Pj,v,v) est non vide, 0 est un point adhérent à C(Pj,v,v).

Désignons par :

(3.3) C-(P^v)= \J G(P^,-D),
vç.E1• ,vi..=-

on va montrer le résultat suivant très utile pour la suite :

LEMME 1. — |̂ J C~(Pj,v) = V; autrement dit pour tout
jç{l,...,k},vçE

X ç. V, il existe un point de départ Pj et un sens v ç. E tels que le chemin
partant de Pj dans le sens v a un aboutissement <^0.

Preuve (Ch. Bonatti). — Tout d'abord convenons d'appeler "bran-
chement nul" un branchement dont l'extrémité est d'abscisse nulle; on a
trivialement l'équivalence : le chemin partant d'un point Pj dans le sens v a
un aboutissement ^0 si et seulement si le chemin partant de Pj dans le sens
—v a tous ses branchements >0 ou nuls. On montrera donc que : VA € V,
3Pj et v tels que le chemin partant de Pj dans le sens v a tous ses bran-
chements > 0 ou nuls. Si pour A € V, il y a une infinité de cycles du
côté positif des transversales T(, désignons par Xi la borne inférieure des
abscisses de ces cycles sur une transversale r,; par le point d'abscisse x^O
passe une orbite fermée (le champ X\ étant seulement C°°) ou un chemin
(cf. fig. 3) dont tous les branchements sont >0 ou nuls; si par Xi il passe
une orbite fermée ou s'il n'y a qu'un nombre fini de cycles, alors on peut
trouver une transversale fermée T (cf. fig. 4) qui coupe chaque transversale
Ti en un point Tz d'abscisse yi >0 et telle que tous les cycles du champ X\
soient situés à l'intérieur du domaine D limité par T.

Supposons que le champ X\ soit rentrant sur T et posons v = —
(sinon prendre (T[ à la place de TI et poser v = —). Il est clair que sur
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Figure 3

T

Figure 4

chaque transversale r^ l'ensemble des points d'abscisse < yi desquels part
une trajectoire dans le sens v qui coupe T est de la forme ]Z^,T(], L{ étant
le 1er point dont la trajectoire dans le sens v ne conpe pas T; désignons
par Vt l'abscisse de Li. Partant du sommet Pi : si î/i<0, il est facile de voir
(lue le chemin partant de Pi dans le sens v a tous ses branchements > 0 ;
si V\ ^ [O î2 / i [ P'ar le théorème de Poincaré-Bendixon (cf. [P]) la trajectoire
par LI dans le sens v aboutit à un des sommets du polycycle, notons P^ ce
sommet ; tous les cycles étant dans D et vu la définition de Li, la trajectoire
par LI dans le sens v ne peut recouper 7-1 que si |/i = 0 auquel cas P^ = Pi
et le chemin partant de Pi dans le sens v a tous ses branchements > 0 ou
nuls; supposons donc P^ ^ Pi, il est alors clair que y^ < 0 et que en
remplaçant Pi par P^ dans le raisonnement précédent, on peut prendre
î/i = 0 et si Pi, ^ Pi prendre y^ = 0 et si P^ ^ Pi prendre y^ = 0 et ainsi
de suite jusqu'à ce que l'on ait P^ = PI; le chemin partant de Pi dans le
sens v a alors tous ses branchements >0 ou nuls.
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En général (i.e pour des déformations quelconques (X\) de XQ au voi-
sinage du polycycle (I\) (cf. Introduction)), certains des cônes C(Pj^v^v)
(cf. (3.1)) peuvent être vides. Pour des déformations "génériques" au sens
introduit dans [Ml]-§11.3, aucun des cônes C(Pj^i^v) n'est vide et ceci a
l'importante conséquence qui suit :

LEMME 2. — Vjo € {1, ...,A;}, Vî;o € E , Je cône C'-(P^,Hj) (cf. (3.3))
est non vide et Fensemble C~(PJ^,V())\ M C~(Pj,v)

je{^...,k},vçE,u,vW^^)
est non vide et contient 0 dans son adhérence; autrement dit étant donné un
point de départ P,, j ç. {1,..., k} et un sens v ç E, il existe des valeurs de
A ç V (desquelles on peut extraire une suite tendant vers 0) pour lesquelles
le seul chemin ayant un aboutissement <_0 est celui partant de Pj dans le

Preuve. — Posons v = ( 1^)1=1,...,/k avec vi == + pour i == 1,...,A: — 1
et v^ = —; d'après la condition de généricité ci-dessus (7(P^,^o,î)) ^
0 et plus précisément l'ensemble C(Pj^,i}o^v) = C^P^^o,^)^^ ç.
C'(P,,,,^o,î)); l'aboutissement est nul} est non vide. Le reste du lemme
est alors trivial si on remarque que :

C'-(P^o)\ |j C-(P^v) D C(P^v^v).
je{i,...,A;},i;eA;,(j,i')^(j(,,(»o)

2. Algorithme de finitude.

Avant d'entamer ce paragraphe, reprenons ici la Définition 3-§II.l de
[Ml] :

DÉFINITION 2. - Soient L une fonction de la variable (.^,A), 0 une
partie de RA telle que 0 € Ô et a une fonction de classe CK en X sur 0, de
signe constant et telle que Limo'(A) = 0 et \ a(\) \< e / 3 pour tout X ç. 0.

\Ç()

Posons W = l j ]o ' (Â) ,£ [x {À} ; et soit p une fonction positive, de classe
\ç.o

C^on (x,\) sur W et telle que Lim p(x,\) = 0; alors on dit que
{:r . \ ) — > ( ( ) . ( ) )

( : . .À)€IV

"L vérifie les propriétés (1^) par multiplication par p sur W " si
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L est de drisse C^ (m (x, A) sur W et si V?z <, K L vérifie la. propriété :

(3.4) ( ,̂),,: ^^Um^p».|^(.r,A)=0.
{ : i .\)ç\V

Des propriétés (1^), (^), (^i) sont définies dans [Ml]; elles ne
nous serviront pas ici.

- Dans cette partie, on s'intéresse au nombre de cycles limites du
champ X\ qui apparaissent au voisinage du polycycle (I\.) (cf. Introduc-
tion). L'abscisse x sur la transversale (T\ (par exemple) d'un tel cycle limite
est solution de l'équation (2) :

(2) A (^A)=0

qu'on appellera équation aux orbites fermées. A(. ,A) est l'application
déplacement décrite dans le Théorème 1. Introduction ).

Dans l'algorithme qu'on propose .ci-dessous pour la résolution de
l'équation (2), on ne veut pas tenir compte de la structure de la fonction
"reste" / (cf. (1.4)). Il suffit pour cela, comme on va le voir dans les étapes
de l'algorithme, que la fonction / vérifie les propriétés (I^o) (cf. Déf. 2 ci-
dessus) par multiplication par x sur un ensemble contenant (au sens large)
le domaine de définition U (cf. Théorème l-(l.l)) de l'équation (2) ci-dessus.
On déterminera, en conséquence, les conditions "génériques" sur le germe
de A"o le long de (I\.), sous lesquelles l'équation (2) a la propriété de finitude
(une borne supérieure du nombre de racines en x finie et uniforme en A ).
L'expression (1.2) de l'application déplacement relative à la transversale

A-

(T{ pour A = 0 montre que si J|^(0) 7^ 1 ou ai(0) •^ 1, le polycycle
î==l

(1^.) est isolé parmi les cycles. On traitera dans cet article uniquement des
polycycles hyperboliques non-triviaux et on imposera la condition :

k

(4.1) nr,(0)/l.
i=l

En fait, le type de forme normale donnée à l'application A (cf. (1.2))
et l'algorithme ci-dessous ne conduisent qu'à des conditions génériques sur
le germe de Xo au voisinage des coins Pi du polycycle. D'ailleurs si la
condition (4.1) est réalisée et si on fait sur la transversale (T\ le changement
de variable :

(4.2) X = a(\).x avec a(A) = [di (A)] [îl^i ̂ M] l VA € V
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on voit que l'on peut prendre :

(4.3) V À e V : d i ( A ) = l

dans l'équation (2) ; les fonctions (&î)î=i,...,A;, rf et p (cf. Théorème 1) étant
remplacées par des fonctions qui leurs sont proportionnelles et la fonction
/ gardant les mêmes propriétés.

— Maintenant, désignons par :

(4.4) 0=C-(Pi,+)

où C'~(Pi, +) est le cône de l'espace des paramètres dans lequel le chemin
partant de a\ a un aboutissement < 0 (cf. (3.3) ). Si le cône 0 n'est pas
vide, désignons aussi par U et V les restrictions de (1.1) à 0 (cf. Théorème
1). On a alors VA ç. 0 T}(\) = 0 et par suite :

(4.5) U= \j]pW,e[x{\} et V=]0,^[x0,
\ço

posons aussi :

(4.6) V À € 0 ^=h(A),£[;

ainsi la fonction / (cf. (1.4)) vérifie les propriétés (I^o) par multiplication
par x sur V D U (cf. Déf. 2) et on a le résultat de fmitude suivant le long
du cône 0 :

THÉORÈME 2. — Si certaines conditions génériques (portant unique-
ment sur les rapports d'hyperbolicité (^(0))î=i,...^ des sommets (Pi)i=i,...,k
du polycycle (I\.) (cf. Introduction) sont vérifiées, alors il existe un entier
e(k) ne dépendant que de k : nombre de sommets du polycycle (I\), tel
que quitte à restreindre £ et 0 et pour tout X ç. 0, l'équation (2) admet au
plus e(k) racines isolées en x sur son domaine de définition U\ (cf. (4.6)).

Remarque 1.

1) le mot "générique" doit être entendu au sens donné dans l'Introduc-
tion de [1]. En fait, on ne donnera pas toutes ces conditions sous forme ex-
plicite mais on montrera qu'elles sont en nombre fini et que chacune d'elles
est la forme ^(ri(0),r2(0),..., 7^(0)) 7^ O où g est une fonction polynomiale
à k variables et à coefficients dans Z.

2) Ce Théorème 2 et le Lemme 1-§1 entraînent le Théorème 3 de
l'Introduction ; ceci sera détaillé à la fin de la preuve qui suit :
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Preuve. — Reprenons l'équation aux orbites fermées (2) par restric-
tion au cône 0 (cf. (4.4)) en supposant la condition d'hyperbolicité (4.1)
remplie et en tenant compte de (4.3) :
(E)

[... [[x}^ + b, (A)]r2w + ... + h-i (A)1r ' + hW - x[l + /Or, \)} = 0.

La résolution de l'équation (E) utilise le Lemme de Rolle et quelques
résultats qu'on démontre plus loin à l'intérieur de cette preuve. Entre
deux opérations de dérivation successives peuvent intervenir des opérations
de division par des unités ou des fonctions ayant un nombre fini de
racines en x. Les deux derniers termes de translation bk(X) et &^-i(A) sont
éliminés dans la première opération de dérivation pour le premier et dans
la deuxième opération de dérivation pour le deuxième. Ceci confirmera les
résultats de [4] et [5]. Ensuite une 3ème opération ne servira qu'à réarranger
l'équation pour lui donner une certaine forme "récursive" (dans un sens
qu'on précisera) qui sera stable sous les opérations de l'algorithme. Sous
cette forme, l'équation est polynomiale de degré 2 en le terme de translation
bk-'2 (A) et chaque élimination d'un coefficient du développement en b^-s (A)
correspond à une multiplication par 2 du degré du futur développement en
bk-sW obtenu après élimination complète du terme &^-2(A); le degré du
développement polynomial en b^-s^X) sera 8... etc.

Définissons par récurrence les fonctions :

( A 7\ \/( \\ <= /y J /l0^5 A) = a:
v / ^ / tvj€{l,..,fc} ^(a:,A)=[/^^(^A)p(À)+6,(A)

pour tout j € {0,..., k} la fonction hj est ^ 0 sur le domaine U de définition
de l'équation (E) et qu'elle est nulle si et seulement si l'orbite positive (pour
le champ X\) par le point d'abscisse x sur la transversale o-i aboutit au
sommet Pj+i (avec la convention k 4-1 = 1).

Pour la clarté de ce qui suit, introduisons quelques notations :

— Soit j ç. N** et ^i, ̂ î • • • ? tj Ç. R? on désignera par (t)j le j — uplet :
(4.8) (t)j = (^,^-1, ...,^i) et on convient que (t)o = 0.

— Soit n ç. N** et t 6 R, on désignera par t11 le réel :

(4.9) F = t - n

les indices seront mis vers le bas : tn-> et les puissances seront signalées par
des crochets : [t]71.
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— Soient (t)j et (f)^ deux j - uplets et u,v ç. R, on posera :

(4.10) (u.t + v.t')j = u.(t)j + v.(^.

— Soient j,n € N** et ^i,^,...,^ € R, on désignera par (t^j le
j — uplet :

(4.11) (f1), = (^_i,...^) (cf. (4.9)).

Soient maintenant <i,^2î.. . ,4 € R, on définit par récurrence et à
l'aide des fonctions (^)j=o,...,A;-i (cf. (4.7)) les fonctions :
(4.12)

Vfa; X} ç.U < 0 o^î ^^ == 1

lVj€{l,..,^} 5^(^A)=[^_i(^A)]^.5^

Dans la suite, il arrivera que le j-uplet (t)j soit fonction du paramètre
A. Définissons ensuite et pour j >. 1 les fonctions :
(4.13) Vj €{!,.., A;} V(rc,A)€^

5^(^A) = ^(^AMM^A)]-^

^(^A) = ^(^A).[^(.,A)]-'
S^(^A) = ^^(^AÎ.S^^A)

où (l)j désigne le j - uplet : (l)j = (1,1,..., 1). On posera aussi :

t4-14» V A S O {v,.(i,...,̂ (:,1 ,̂_,.,w
(cf. (4.4)) où rj(X) désigne le rapport d'hyperbolicité du sommet Pj (cf.
(E)). Signalons que les fonctions Rj ci-dessus sont définies et continues sur
le voisinage V (cf. Théorème 1).

— Donnons d^abord quelques résultats élémentaires utiles pour la
suite :

(4.15) V je{0, !,..,&} V(;r,A)e^: ^-(^A) = RjW.S^ (x,\)

le j - uplet (r1)^ est fonction de A et désigne d'après (4.11) et (4.9) :
(r1), = (r},..,ri) avec r] = r,(A) - 1,..., ri = n(A) - 1.
(4.16)

Wi, . . . ,^ . (ER Vj €{!, . . . ,&} Lim S^(a;,A)=0.
( . r ,A)-^(0 ,0) , (a ; ,A)€^
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(4.17) Vj € {1,..., k} V(a:, À) e ̂  la fonction :

(^eR^E^Or.A)

est linéaire en (t)j; sï u,v ç R,

^+ '̂L (^ ̂ ) ̂  ̂ L (a;, À) + î;.̂  (rr, A)

(4.18) V<i,...,4 € R V(a;,A) € ^ (les variables a:, À seront parfois
omises) :

S ( / ) l(:^,A)=^etV7e{2,..,Â:}:

S^ (a;, À) = /i,-i (^ À).E;°r1 (^ A) + ̂ -i (A).5^r1 (^, À)

et

ç(i). ^ ô y(Q.A _ ç(iL-i ^ ^ y.(<L-i^ ri, 12
^ •^^ J-Vi \0x^-1 J-1^-1 1

4-J^,-l.s^+^-l.(^-l^^l)•
— Revenons maintenant à l'équation (E). Avec les notations précédentes,
cette équation s'écrit (cf. (4.7)) :

(E) ^(^A)-rr[ l4- /(rc ,A)]=0

désignons par ^,o le 1er membre de cette égalité (le 1er indice k désigne
le nombre de sommets du polycycle et le 2ème indice 0 désigne le nombre
d'opérations de dérivations). Le nombre de racines en x de l'équation (E)
sur son domaine de définition U\ pour A ç. 0 (cf. (4.4) et (4.6)) est, d'après
le Lemme de Rolle, inférieur ou égal au nombre de racines en x de l'équation
~T~^k,o(x,\) = 0 sur U\ augmenté de un. D'après (4.15) on a :
C/«xJ

(5.1) ^kfl{x,\) =Rk(\).S[rl)k(x,\) - [l+fio(x,X)}

r\ r

où /io(^,A) = f(x,\) 4- ^.^(^À); la fonction / vérifiant les propriétés
(Jj^o) par multiplication par x sur U , la fonction /io vérifie les propriétés
(J^o"1) par multiplication par x sur U (cf. Déf. 2 ).

Maintenant, si k = 1, (5.1) montre que le Théorème 2 est vrai sous
la condition ri(0) -f- 1 avec e(l) = 1. Si k > 1, le produit 5^ contient
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au moins deux facteurs (cf. (4.12)) et comme on a

Vj€{0 , . . . , f c} Lim /i ,(a; ,A)=0
(a;,À)-.(0,0) Jv /

(x,\)çU

(cf. (4.7)), on déduit que si : (Vj € {l,...,fc} r}(0) > 0) ou (Vj e
{!,...,&} r}(0) < 0) l'équation (E) aurait au plus une racine en x\ ces
deux premiers résultats sont annoncés dans [A]. Pour pouvoir continuer,
supposons donc k > 2 (et les r^(0) pour j = 1,..., k ne vérifiant aucune des
deux conditions ci-dessus) et cherchons une fonction qui aurait les mêmes
racines en x sur U\ que la fonction (5.1) et qui serait linéaire en le terme
de translation &^-i(A); quitte à restreindre e et 0 et utilisant la relation

Q

(4.12) pour j = fc, on voit que l'équation ^-^k,o(x,\) = 0 est équivalente
à l'équation :

(5.2) ^(^.[l+Ao^A)]-1.^'1^^) = [hk-i^X)}-^

et si la condition :

(5.3) ^.(0)^0

est réalisée, l'équation (5.2) est équivalente à l'équation :

(5.4) A(A).[1 + /u(;r, A)].5^-1 (a:, A) - h^-i (rr, A) = 0

où on a posé :

^ f v A € 0 : A(A) = [fi,(A)]-KW]"1

\^\)çU : /ll(^A)=[l+/lo(rr,A)]K(A)l- l-l

et le (k — 1) — uplet (z)k-i est donné par (cf. (4.8)) :

(5.6) V j € { l , . . . , f c - l } V A e O ^^(A).^)]-1.

Désignons par ^,i(a:,A) le 1er membre de (5.4). Il est clair que la
fonction /n ci-dessus (cf. (5.15)) vérifie comme /io les propriétés ( I ^o ' 1 )
par multiplication par x sur U. D'après le Lemme de Rolle et ce qui précède,
le nombre de racines en x sur U\ de l'équation (E) est inférieur ou égal au
nombre de racines en x sur U\ de l'équation -^-^k^^i A) = 0 augmenté de
deux.
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Remarque 2. — Quitte à remplacer la classe de différentiabilité K
par Kf > K bien choisi, on supposera désormais que toutes les fonctions
intervenant dans l'algorithme sont au moins de classe CK en x.

Avant d'entamer le calcul de la fonction ^-^,1, introduisons de
nouvelles fonctions : si / est une fonction qui vérifie les propriétés (1^)
par multiplication par x sur U, si <i,<2,.. . ,^ € R et si j € {!,...,&}, on
désigne par Ê^ (/) la fonction :

(5.8) V(^, A) ç U : Ê;̂  (/)(:r, A) = S;̂  (rr, X) + S^ (x, A)./(rr, A)

cf. (4.13) et (4.18)). Ceci étant et grâce aux relations (4.13) et (4.15), la
dérivée de la formule (5.4) s'écrit :

(5.9) |̂ ,i = A.[l + ̂ ol.^^.Ê^r1^!)

D ^(r^fc-i
-Uk-l^k-1

les fonctions /2o et /2i vérifient les propriétés (I^o) par multiplication par
x sur U (cf. Remarque 2 ci-dessus). Plus précisément on a posé :
(5.10)

f/2o(^A)=/n(:r,A) (cf. (5.5))
{x' ) e ^^(^^^^^^.^(^^^^-^^^^^^.(^^

D'après ce qui a été dit au sujet des fonctions hj (cf. (4.7)) et
les formules (4.12), les fonctions S^' sont > 0 sur U et n'ont pas de
racines en x sur l'ouvert U\ pour tout A ç. 0 ; on en déduit que l'équation
^^,i(^,A) == 0 est équivalente sur U\ à l'équation :

(5.11) A(A).[l+/2o(^A)]4!)î-l(^A).Êt!)î-^

où (y)k-i désigne le (k - 1) - uplet : (y)k-i = (^-i, ...,î/i) avec :

(5.12) V j e { l , . . . , ^ ~ l } VAeO:^(A)=-(r ,(A).r ,(A)) l . [r l , (A)]- l

(cf. (4.9) et (5..6)). Désignons par ^k^(x,\) le 1er membre de (5.11).

Maintenant, si k = 2 on calcule aisément grâce à (5.11), (4.12), (5.8)
et (4.18) :V(x,\)çU

^2,2(^A) = A(A).[1 + f2o(x,\)}.[h^x,\)]ylW.(z,(\) + /2i(^,A)) - fii(A)

et on déduit de (4.7), (5.3), (5.6) et (5.12) que sous les conditions :

(5.13) ^(0) i. 0, r.](0) / 0 et (n(0).r2(0))1 / 0
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le Théorème 2 est vrai avec c(2) = 2; un tel résultat a été obtenu par
L.A. Cherkas dans [L]. Si k > 2, le produit S^^~1 contient au moins deux

facteurs (cf. (4.12)) et comme on a : Lim SJ^-1 (/2i)(a-, A) = 0 (cf.
(x,\)—>(0,0)

{x,\)çU
(4.16) et (5.8)), on peut déduire que si :

(5.14) V76{1 , . . ,Â; -1} :2 / , (0 )>0

(cf. (5.12)) l'équation (E) admettrait au plus deux racines en x sur U\ pour
tout A € 0 ; on ne détaillera pas plus ce cas particulier et on revient au cas
général en gardant k ^ 2 pour une raison qu'on expliquera plus loin.

Signalons que l'apparition dans l'expression de la fonction .̂ 2
(cf. (5.11)) du terme ̂ _l{~l(f'2l) qui est, contrairement aux fonctions S^3

(cf. (4.12)), de structure additive (cf. (5.8) et (4.18)) empêche pour les
cas À; > 2 l'élimination d'une puissance ou d'une translation en une seule
opération de dérivation. Comme cela a été dit en début de la Preuve, on
procède maintenant à une S67716 dérivation pour éliminer le terme S^3 et
homogénéiser l'équation : d'après leLemme de Rolle et ce qui précède, pour
tout A € 0, le nombre de racines en x sur U\ de l'équation (E) est inférieur
ou égal au nombre de racines en x sur U\ de l'équation : ^-^,2(^5 A) = 0
augmenté de trois. Comme pour la relation (5.9), un simple calcul nous
donne : V(.r, A) ç. U

(5.15) |̂ ,2 = A(A).[1 + /so^À)]^1-1^).^;^)

°ù V^;,3 désigne la fonction :

(5.16) VQr.A) e U : ̂ (rr.A) = Êi,2/)Ï-l(/3l)(r^,A).Ê^Ï-l(/32)(^A)

+5il)î-l(^^)•^S^Ï-l(/32)(^A)

les fonctions /3o,/3i et ^32 vérifient les propriétés (I^o) par multiplication
par x sur U et sont données par : (cf. (5.10) et Remarque 2)

poCr.A) = /2o(^,A)
(5.17) V(.r,A)e^ ^3i(.r,A) = x.°^(x^).[l 4- /2o(rr,A)]-1 .

l/32(^A) = f2l(x,X)

Grâce à (5.5) l6^ ligne et à la remarque ci-dessus concernant le
signe des fonctions S^ j on peut affirmer que, quitte à réduire e et 0
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(cf. (4.4), (4.5) et (4.6)), l'équation -È^k^x, X) = 0 est équivalente sur U
à l'équation : (cf. (5.15) et (5.16))

(5.18) ^,3(^A)=0

la résolution de cette équation sera une application des résultats de l'étude
élargie qu'on présente ci-dessous et où on donne les propriétés de certains
espaces de fonctions notées : Q^3 et P^; on montrera ensuite que la
fonction ^,,3 ci-dessus (cf. (5.16)) est équivalente (au sens qu'on précisera)
à une fonction de type Ç2^"2 pour k >, 2 :

Les espaces des fonctions Q^ et P^3.

a) Définitions :

On définit les fonctions Q171^ par récurrence sur m,j ç. N et à l'aide
des fonctions (/it)z=i,...,fe (cf. (4.7)) et des fonctions (-S'I^^i^.^ci. (4.12))
où (r)i désigne le i - uplet des rapports d'hyperbolicité (r^=i,...,, des
sommets (P^==i,...,i du polycycle (I\) (cf. Introduction) :

* pour m = 0 ou j = 0, les fonctions Q0^ (ou Q^0) sont de la forme :

(6.1) V(a;, À) ç U : Q^(x, A)(ou ̂ (rr, A)) = C + f(x, A)

ou / est une fonction qui vérifie les propriétés (I^o) par multiplication par
x sur U (cf. Déf. 2, (4.5) et Remarque 2) et C est une constante;

* pour m >: 1 et j ç. {!,...,/;}, la fonction Ç^ est un polynôme
homogène de degré m en les deux variables (hj, S ^ ' } dont les coefficients
sont des fonctions Q1^'1 avec l ç. {0,...,m}; plus précisément, supposons
définies sur U les fonctions Ç^~1 pour tout l ç. N, alors :
(6.2)

V(.r,À) € U : Q^^X) = E^ot/^A)]"^. [^(^A)]' .Q711-^-1^^).

On définit les fonctions P^ à Faide des fonctions Ç^"1 et des fonctions
hj, 5'- comme suit :

* pour j = 0 et VTI € N, Vm ç N m ^ n ; P^° est du type d'une
fonction Q^0 (ou Q°^) :

(6.3) V(rr ,A)e^ P^^A) = C + f(x^X)
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où les fonctions f et C ont les mêmes propriétés que dans la relation (6.1)
ci-dessus.

* pour j ç {1, ...,k} et Vn e N, Vm € N m >, n; la fonction P^13

est un polynôme homogène de degré n en les deux variables (hj, S^^ ) dont
les coefficients sont des fonctions Ç^~1 (cf. (6.2)) avec l ç. {m — n, ...,m},
soie ;
(6.4)

V(^,À) € U P^(x,X) = S;Lo [h^XT-1. [S^(X^X)]1 .Q^-^x^X).

Remarquons que :

(6.5) Vj e {1,..., k} Vn > 1 : P '̂ = Q^

(i.c P^3 est une fonction de type Ç71^)

(6.6) Vj e {1, ...,Â;} Vm >, 1 : P^3 = Q11^-1 (cf. (6.4)).

Désignons par B111'3 (resp. A1^'3) l^cnsemble des fonctions ayant une
écriture de type Q111^ (resp. P^^) et notons pour j > 1 : Aj^ = U A1^3

m>n>^l

et Bj = U ^m'J, désignons aussi par C l'ensemble B013 = B^ = ^l;^'"

(cf. (6.1) et (6.3)). On montrera plus loin que les ensembles B"1^ (resp.
AI"^) sont des R — espaces vectoriels et que C est une R — algèbre. Notons
enfin :

(6.6') A=C U( U Aj).

b) Les relations d^équivalence modulo (I^o) et la suite des coeffi-
cients :

Les relations d'équivalence et la notion de "suite des coefficients"
qu'on définit ci-dessous nous permettront essentiellement de montrer que
les conditions génériques de la Proposition 4 dépendent uniquement des
rapport d'hyperbolicité (^(0))(=i,...^..

Comme pour les fonctions Q11^3 et P1^13 décrites ci-dessus, les re-
lations d'équivalence modulo (1^) seront définies par récurrence comme
suit :
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* deux éléments Fi, F^ de C (cf. (6.1) et (6.3)) seront dits équivalents
dans C mod. (1^) si et seulement si la fonction : (x, À) e U ̂  FI (a;, À) -
F^[x, A) vérifie les propriétés (1^) par multiplication par x sur U.

* pour j e {1, ...,Â;}, deux éléments Q^ et Q^^ de l'ensemble Bj
seront dits équivalents dans Bj mod. (I^o) si et seulement si :

i) les fonctions Ç^'-7 et Q^3 ont le même degré : m = m' >, 1, et :

ii) il existe des écritures des fonctions Q^3 et Q771^ dans B"1^ (cf.
(6.2)) :^(x,X)€U

Ç^C^A) = E^o [h^X)]—1. [^(.r^)]' .Q^-1

^{x^X) = E^o [h^X)^-1. [S^^X)]1 .Q771-1^-1

telles que pour tout l ç. {0,..., m}, les fonctions Ç"1-^-! etQ7"'-1^-1 soient
équivalentes dans Bj-\ mod. (1^).

*Pour j C: {1,..., k}, deux éléments P^, P^ de l'ensemble Aj
seront dits équivalents dans Aj mod^I^) si et seulement si :

i) ces fonctions ont le même degré n = n' > 1 et le même indice
m = m' et

ii) il existe des écritures de ces fonctions dans A"^3 (cf. (6.4)) : V(a:,A) 6
U

P^(x^) = EF=o [h^X)]^1. [S^^X)]1 .Q^-^x^X)

P^^x^X) = E^o [^(^,A)]n-^. [^(^A)]' .Q-1-1^-1

telles que pour tout l ç {0,..., n}, les fonctions Q"1-1^-1 et Q171-1^-1 soient
équivalentes dans Bj-i mod.(J^o)-

La notion de "suite des coefficients" qu'on introduit ci-dessous nous
permettra de caractériser les classes d'équivalence mod. (1^) :

* Si F est un élément de l'algèbre C qui s'écrit : V(:r, A) ç U F(x, A) =
C 4- f(x, X) (cf. (6.1)), alors la suite des coefficients dans C de la fonction
F est le 1 - upîet (C) ;
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* Si Q^3 est un élément de l'ensemble Bj qui est donné par la relation
(6.2), alors la suite des coefficients dans Bj de la fonction Ç771'̂  est le
uplet construit à F aide des suites des coefficients des fonctions coefficients
Qm-i.j-i ̂  jçg ordonnant suivant les degrés m — l décroissants.

* La suite des coefficients dans Aj d'un élément P^1^ de l'ensemble
Aj se définie de la même façon en utilisant la relation (6.4) et ce qui est
dit ci-dessus.

Une récurrence simple permet de montrer que :

LEMME 3. — Deux fonctions Fi, F^ de l'algèbre C (resp. deux fonctions
P^^,P^3 de l'ensemble Aj) sont équivalentes dans C (resp. dansAj) mod.
(Jj^o) si et seulement si elles admettent des écritures dans lesquelles elles
ont la même suite des coefficients dans C (resp. dans Aj).

On montre facilement que la suite des coefficients d'un élément de
A^'3 est indépendante de l'écriture de cette fonction dans l'espace A^'3. On
dira donc dans la suite "équivalence mod. (I^o)" ou "suite des coefficients"
sans préciser dans l'ensemble de référence ou l'écriture dans cet ensemble.

c) l'opérateur C et le lemme de Finitude :

Avant de définir "l'opération récurrente" de notre algorithme (cf. Déf.
3 ci-dessous), signalons que :

Remarque 3. — Si G et g sont deux fonctions réelles de la variable x ç.
]a, b[c R de classe CK+1 sur ]a, b[ et si la fonction g n'est pas identiquement
nulle sur ]a,&[, alors la fonction ^ définie sur ]a,&[\{rr €]a,&[ ; g(x) = 0}
par :

^(x)=[g(x)}2 . ̂ ([9{x)}-1 .G(x))

admet un prolongement naturel à ]a, b[ qui est de classe CK sur ]a, b[.

DÉFINITION 3. — On définit sur les ensembles Aj un opérateur
de division-dérivation noté C comme suit : Si P^'3 est un élément de
l'ensemble Aj (j € {1, ...,Â;} et m > n > 1 (cf. a)) donné par la relation
(6.4) et si son premier coefficient Ç7"^"1 n'est pas identiquement nul pour
tout X C 0 (quitte à restreindre 0 (cf. (4.4)), alors l'action de C sur P^3

est la fonction : (cf. Remarque 3)
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(6.7) V(:r,A)€^ : C(P^)(x,\)=

S^Çx^)^-1^^)]2

^([Q^-^X^P^Çx^)).

Remarque 4. — Grâce à la relation (6.4), on constate que la fonction
P;,"̂  est polynomiale de degré n en le terme de translation bj(X) (cf. (4.7)
et (E)); l'opération C ci-dessus consiste en fait à diviser la fonction P^
par le coefficient du monôme [h^, à dériver ensuite la fonction obtenue
par rapport à a: et enfin à multiplier le résultat par l'inverse du terme
S j ' 3 (x, \). [Q^Çx, A)] qui se met naturellement en facteur comme on
le verra dans la suite.

Des calculs et des récurrences simples permettent d'énoncer :

LEMME 4.

i) Vj € {0,...,&}, Vm e N, si Q^ et Q^ sont deux éléments de
B111'-1 et si u,v ç. R, alors la fonction :

{x, A) fc U ̂  u.Q^Çx, A) 4- v.Q^Çx, A)

est un élément de B^'3 et tout élément de la suite des coefficients de cette
fonction (cf. b)) est de la forme u.Ci + ^.c,,c, et c, désignent des éléments
de même rang des suites des coefficients des fonctions Q711^ et Q"^3.

ii) Vj e {0,...,/;}, Vmi,m2 € N, si Q1111^ e B^-3 et Q^2^ ç B"12^
alors la fonction :

(.T, A) € U ̂  Q^-^x, A).^"12^, A)

est un élément de B11'1 +m2 J dont les éléments de la suite des coefficients sont
de la forme Sn^cn.c^ où la somme est finie et cn,c,2 sont des éléments
des suites des coefficients des fonctions Q^^ et Q"12^.

m) Pour tout j ç. {!,..., k} et pour toute fonction f vérifiant les
propriétés (1^) par multiplication par x surU, les fonctions Ê^ (/) (cf.
(5.8)) et E^ (cf. (4.13) et (4.18)) sont des éléments de B1^-1 et sont
équivalentes mod. (1^). De plus, la suite des coefficients de la fonction
Ê^/) estlej-uplet ?(0), ..,7Î,(0)) (cf. (4.14)).
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iv) Vj € {0, ...,&}, Vm € N, si Q^3 € B^ alors la fonction : (cf.
(4.12))

(x^)^S^l(x,\).^Qm^(x,\)

est un élément de B^113 dont les éléments de la suite des coefficients
sont tous nuls si Q^3 e C (i.e. m = 0 ou j = 0) et sont de la forme
Sîi,t2 * .^(O).^ si j ^ 1 et m > 1 avec i\ ç. {l,...,j}, la somme étant
finie, les R^ sont donnés par (4.4), les c^ sont des éléments de la suite des
coefficients de la fonction Ç^ et * désigne des éléments de Z.

v) Soit P^^ un élément de Fensemble Aj qui vérifie les conditions de
la Définition 3 ci-dessus et qui est donné par la relation (6.4); alors la
fonction C(P^) (cf. (6.7)) est un élément de A2^ qu'on note P^{3 et
qui s7 écrit :
(6.8)

V(^,A)€^: P^,À)= ̂ Ih^X)}"-1-1.^]'^-^-1^^)
1=0

avec pour tout l € {0,...,n - 1}, Q2171-1^-1 ç ^m-ij-i ^ ̂  donnée en
fonction des coefficients de la fonction P^^ par : V(a;, A) € U

Q^z-U-1^^ ^ (n-^.R.W.Q^-^x^^Q^-^x^)
(6.9) + (l+l).^j(x,X).QmJ-l(x,X).Qm-l-^-l(x,\)

+ QmJ-l(x,X).sf)j(x,\)aQm-l-lJ-l

- (r-1-^-1 (^, À).^.1^ (rr, À), l̂ -1 (^, A).

Les éiéœeûts de la suite des coefficients de la fonction C{P^'3) sont des
sommes finies ^0,11,12 * •^o(0).c^.c^ avec io ç {l,...,j}, les * désignent
des éléments de Z qui ne dépendent pas de la classe d'équivalence mod.
(Jj^o) de la fonction P^, mais dépendent seulement des entiers n et m,
tes Ri^(0) sont donnés par (4.14) et les c^, c^ sont des éléments de la suite
des coefficients de la fonction P^ ' 3 .

vi) Soient P^,?^ ç. Aj deux fonctions qui vérifient les conditions
de la Définition 3; alors si eJJes sont équivalentes mod. (I^o) (cf. b)), les
deux fonctions C(P^3) et C(P^3) sont équivalentes mod. (I^o).
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Remarque 5.

1) Dans l'énoncé vi) ci-dessus, il est essentiel d'imposer que les deux
fonctions P^3 et P^3 vérifient les conditions de la Définition 3 comme le
montre l'exemple :

P^Or.A) = M^.Q^.A) + ̂ (rc.A^Or.A)
PÎÎ\x,X)=h,(x,X}.Ql-\x,X)+S[r)l(x,X).QO-o(x,X)

avec V(a:,A) € U : Ç^A) = Q^x.X) = 1, Ç^A) = x et
Q^C^A) = 0; les fonctions Pi14 et P^1 sont équivalentes mod. (I^o),
le coefficient Ç1'0 n'est pas identiquement nul pour tout A G 0 sur U\
(cf. (4.6)), cependant l'action de l'opérateur C sur la fonction P^1'1 n'est
pas définie.

2) Les opérations i), ii) et iv) du Lemme 4 sont compatibles avec les
relations d'équivalence mod. (I^o).

Donnons maintenant un lemme qui généralise le Lemme de Rolle et
qui nous permettra d'établir le Lemme de Finitude :

LEMME 5. — Soie ]a,6[ un intervalle borné non vide de R et h,f,g
des fonctions réelles de la variable x ç]a,b[ qui sont de classe C1^'^1 sur
]a, b[ ; 022 suppose que la fonction f a un nombre fini n de racines sur ]a, b[
(comptées avec leurs ordres de multiplicité). Désignons par F la fonction :

(6.10) ^x €]a, b[ : F(x) = h(x).f(x) + g(x),

alors si la fonction L(F) définie par :
(6.11)

\/x ç]a,6[ L(F)(x) = [fW]2^ ([/(rr)]-1.^)) (cf. Remarque 3)

admet un nombre fini m de racines sur ]a, 6[ (comptées avec leurs ordres
de multiplicité) ; la fonction F admet au plus (m 4- n + 1) racines sur ]a, b[
(comptées avec leurs ordres de multiplicité); Rentier K est supposé très
grand devant m + n + 1.

Preuve. — Désignons par J l'ensemble : J = {x €]a, b[ ; f(x) = 0}
et par ^ la fonction définie sur ]a,&[\ J par : Vrc €]a,6[\ J ^(x) =
[/(x^^.FÇx).Convenons d'appeler zéro de multiplicité nulle d'une fonc-
tion, une valeur où la fonction est non nulle et désignons par Ji l'ensemble
des valeurs x ç. J dont la multiplicité en tant que zéro de la fonction g
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(cf. (6.10)) est inférieure strictement à sa multiplicité pour la fonction / et
posons J2 = J\ Ji-

Notons : ni = #(Ji), 712 = #(</2) et posons Ji = {a:i,...,a;^J
si 7i i ^ 1. Il est clair que la fonction ^ définie ci-dessus admet un
prolongement à ]a,b[\ J\ qui est de classe CK (quitte à remplacer K par
2K dans l'énoncé) et qu'on notera toujours ^. Maintenant on déduit de
(6.11) que si J\ est non vide et si Xi est un élément de J\ de multiplicité
^,1 > 1 pour la fonction / et de multiplicité ^,1 pour la fonction g ,
alors Xi est un zéro de la fonction L(F) de multiplicité Z^i + ^,1 — 1, cecir\
montre que le nombre de zéros de la fonction -ff-^ sur ]a, b[\ «/i (comptées(jx

n\

avec leurs ordres de multiplicité) est <_ m\ = m — ^.(^,1 4- ^,i — 1) —
i=i

ÎÎ.2

2 5 . ̂ ,2 ? ^,2 désignant la multiplicité dans la fonction / d'un élément
î=l

ÎZl îll

de J2 (^ somme ̂ , ( resp. ̂ , ) est nulle si n\ = 0 (resp. 712 = 0)). Le
î==l 1=1

Lemme de Rolle appliqué à la fonction ^ sur chaque intervalle ]rKt,a:t-(-i[
(avec i ç. {0,...,7ii} et XQ = a,Xni-{-i = b) montre que cette fonction
admet au plus {m\ + n\ 4- 1) racines sur ]a,6[\ J\ (comptées avec leurs
ordres de multiplicité), on en déduit, d'après la relation (6.10) et les
définitions des ensembles J\ et J-2 que le nombre de racines de F sur ]a, b[

ni us

est<, m^ == (TTii 4- n\ + 1) + Y^ ^,1 + ̂ > ^,2 avec la même convention pour
(=1 A=l

les sommes S que ci-dessus. Un calcul simple montre que :

777,2 = 771 — 7l -h 27li + l < 7 7 l + 7 l + l .

Venons-en maintenant au résultat de finitude :

LEMME 6 (LEMME DE FINITUDE).

i) Soit P^^ un élément de rensemble A (cf. (6.67)); alors il existe
un entier N(j^n^m) ne dépendant que des entiers j 6 {0,...,Â;}, 71 ç N
et m >, n et un ensemble fini de "conditions" G(j, 71,771) qui portent
uniquement sur les éléments de la suite des coefficients de P^'3 et qui
dépendent des (Ri(0))i=i,...j (cf. (4.14)) (ces conditions ne dépendent que
de la classe d'équivalence mod. (I^o) de P^'3) tels que sous les conditions
0(^,71,771) et quitte à réduire £ et 0 (cf. (4.4) et (4.5)) la fonction P^'3
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admet, pour tout A 6 0, au plus N(j,n,m) racines en x sur U\ (cf. (4.6))
(comptées avec leurs ordres de multiplicité).

ii) L entier N(j^n^m) satisfait aux relations de récurrence :
(6.12)

VneN,Vm>n :AT(0,n,m)=0
u

Vj € {l,...,fc},Vn 6 N,Vm ^ n:N(j,n,m)=^NU-l,2l.m,2l.m) + n
1=0

iii) Si-on désigne par : l\ == #G(j,n,m) et (2 ^ nombre d^éJéœents de
la, suite des coefficients de la fonction P^'3 (cf. i)), alors les conditions de
rensembleG(j,n,m) sont delà forme : ̂ (J2i(0),...,Jîj(0),ci,C2,...,c^) ^ 0
avec i € {1, ...,/i} et Qi est une fonction polynomiale de (j + l^) variables
dont les coefficients ne dépendent que des entiers n, m et j et les ensembles
G'0',n,m) satisfont les relations de récurrence :

( . pour j = 0 et Vn € N,Vm > n : si la fonction P^'0 s'écrit (cf. (6.3))
V(rr, A) ç U : P^°(x^ X) = c(À) + /(rc, À)

(6.13) alors : G^n»m) = {^^ ^ °}v -' n

. pourj € {!,..., k} e tVTiç N,Vm > n : G(j,n,m) = (J GQ' - l^.m^.m).
<=o

Preuve. — Par induction sur j et n :

i) Soit P^71'0 € .4 de la forme (6.13) ci-dessus; il est clair que sous la

condition c(0) / 0 et du fait que Lim f(x,X)=0 la fonction P, '̂0
(a;,À)-^(0,0)

(x,\)çU
n'admet pas de racines en x sur U\ pour tout A 6 0 (quitte à restreindre
e et 0) ; ceci prouve i), ii) et iii) pour j = 0.

Soit j ç. {l, . . . ,fc} et supposons l'assertion i) vraie pour tout l ç.
{0,... ,j — 1} VTI € N et Vm > n. D'après la relation (6.6), elle est aussi
vraie pour toute fonction de type Pj^ Vm > 0. Soit maintenant n >, 1 et
supposons de plus que l'assertion i) soit vraie pour toute fonction de type
P^ avec / ç. {0, ...,n — 1} et m > f , écrivons pour tout m ^ n :
(6.14)

n ,

V(^A) € U : P^^X) = ̂ [hj^X)}-1. [s^(x,X)\ .Q^^^X)
1=0

où les fonctions Q111-1^-1 ç. g^-^-i pour tout l € {0,...,yi}. Par
l'hypothèse de récurrence et si les conditions G(j — l^m^m) appliquées
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à la fonction Q'"1^"1 sont vérifiées, Q171^"1 admet, pour tout A ç 0, au
plus N(j — l,m,m) racines en x sur U\ (comptées avec leurs ordres de
multiplicité); la fonction P^'-7 (cf. (6.14)) vérifie ainsi les conditions de la
Définition 3 et on peut poser d'après le lemme 4. v) :

(6.15) V(^,A)e^: £(P^)(^A)=P^(^,A)

où la fonction P^ € A2^ et est donnée par (6.8) et (6.9). Toujours par
l'hypothèse de récurrence et si les conditions G(j,n — 1,2m) appliquées
à la fonction P2^3 sont vérifiées, P,2"1^ admet, pour tout À 6 0, au
plus N(j,n — 1,2m) racines en x sur U\ (comptées avec leurs ordres de
multiplicité). Maintenant, d'après le Lemme 5 et la relation (6.7) (cf. Déf. 3)
(les fonctions ^"rlb sont > 0 sur U (cf. (4.12))) la fonction P^ admet,
sous les conditions G{j — 1, m, m) G(j, n — 1,2m) ci-dessous et pour tout
A € 0, au plus (N(j, n — 1,2m) + N(j — 1, m, m) -h 1) racines en x sur U\
(comptées avec leurs ordres de multiplicité) ; on posera donc :

(6.16) ^'0•,n,m)=A^O',n-l,2m)+^'0<-l,m,m)+l

(6.17) G(j, n, m) = G(j, n - 1,2m) G(j - 1, m, m).

D'après l'hypothèse de récurrence, les définitions des relations d'équi-
valence mod. (^o) et ^es sultes de coefficients (cf. b)) et le Lemme 4.
vi) les conditions G(j,yi,m) ne dépendent que de la classe d'équivalence
mod. (Jj^o) de la fonction P^ et plus précisément (cf. Lemme 4. v)),
elles dépendent uniquement des éléments de la suite des coefficients de la
fonction P^3 et des (^(0)) pour i € {l,...,j}.

ii) On obtient la 2ème ligne de (6.12) en utilisant les relations (6.6) et
(6.16).

iii) L'affirmation concernant la forme explicite des conditions de l'en-
semble G(j, n, m) est triviale d'après les résultats de la preuve de l'assertion
i). La dernière ligne de (6.13) s'obtient grâce aux relations (6.17) et (6.6).

Remarque 6.

0) Dans le cas général, il n'y a pas unicité de l'écriture d'une fonction
dans les espaces jB"^, A^'3. Le résultat de ce lemme incite donc à se
poser les deux questions suivantes : a) les conditions de finitude G(j, n, m)
permettent-elles d'assurer l'unicité de l'écriture de la fonction dans l'espace
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A^37', b) existe-t-il une écriture "minimale" vérifiant les conditions, de
finitude G correspondantes et pour laquelle la borne N correspondante est
minimale?

1) II existe des fonctions P^ admettant exactement N(j, n, m) racines
simples en x sur U\ pour tout A € 0; de plus toutes ces racines tendent
vers 0 quand A tend vers 0 : en effet, considérons le cas j = 1 et n = m ç. N
(avec n < K = la classe de différentiabilité) et posons :
(7.1)

VQr.A) 6 U : P^.A) = ̂ [M^A)]^. [^(^A^.^-^^A)
1=0

avec

(7.2) V(:r, A) e U W € {0,.., n} : Ç^Qr, A) = c^ -h ̂ n(:r, A)

ci^n est une constante et fi^n est une fonction qui vérifie les propriétés (1^)
par multiplication par x sur U. Les résultats des Lemmes 6 et 4 (cf. (6.9)
et (6.13)) appliquées à la fonction P^4 ci-dessus montrent que l'ensemble
(3(1, n,n) est de la forme :

n

(7.3) 6'(l,n,n)=(j{co,^0}
z=0

où les constantes co;i sont, dans le cas n >, 1, données par :

Vî (E{0 , . . , n - l} V Z € { 0 , . . , Q

(7.4) c^ == Jîi(0).co,i+i((î 4-1 - Z).c^+i + (Z 4- l).c<+i,,+i).

La relation (6.12) nous donne :

(7.5) 7v( l ,n ,n )=n .

Ceci étant, supposons que : VA € 0 &i(A) > 0 et introduisons la nouvelle
variable :

(7.6) ^M^A^-^Cr.A)

on a : V(a;,A) ç U t ç]l,+oo[. Pour simplifier les calculs, le Lemme 6
nous permet de remplacer la fonction P^4 (cf. (7.1)) par la fonction P^1

ci-dessous qui lui est équivalente mod. (I^o) : (cf. (7.2))

(7.7) V(^,A) ç.U: P^(^A) =f^c^[h^X)])n-l. [s^^X)]1.
1=0
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Ecrivons cette fonction dans la variable t ci-dessus et posons :

(7.8) gn{t) = P^A) = [^r)l(a;,À)]n.^c^Mn-^
1=0

choisissons maintenant (n + 1) réels (c^)f=o,...,n tels que le polynôme
n

t —^ ^^[^n-z ait n racines distinctes €]l,+oo[ et que les conditions
f=o

(7.3) soient vérifiées. La fonction P^1 (cf. (7.8)) admettrait alors n racines
distinctes en x sur U\ pour tout A € 0 et toutes ces racines tendent vers 0
avec A d' après (7.6). La même propriété reste vraie pour la fonction P^
(cf. (7.1)) du fait que les fonctions fi^n vérifient :

we{o,...,.} J^o)^'^0-
(x,\)çU

2) Pour pouvoir utiliser le Lemme 5 dans la preuve du Lemme 6,
on a écrit la fonction P '̂ sous la forme : P^(.,A) = h\.f\ -h g\
avec : V(a:, A) € U

h,(x) = [h^X)]^ h(x) = Ç^-^A)

(7.9) et gx(x) = S^3 (x^.P^^x^X)

la fonction P^L'i1^ étant un élément de A^Z^'3. Or on montre facilement
(en reprenant la preuve du Lemme 5) que pour que la fonction P^
admette un nombre maximal de racines en x(= N (.7,71, m) (cf. Lemme 6)),
il est nécessaire que la fonction f\ (cf. (7.9)) ait un nombre maximal de
racines (= N (j — l,m,m)) toutes simples et dont aucune n'est une racine
de la fonction g\ et que de plus (la fonction h\ étant > 0 (cf. (7.9)) g\
admette au moins N (j — 1, m, m) racines. On déduit donc que si la fonction
Pn"-"!1^ (cf. (7.9)) satisfait aux conditions G(j,n - l,m - 1) (cf. Lemme 6)
et si les entiers j, n et m sont tels que JV(j, n— l , m — 1)< N(j — 1, m, m)
(sans prendre en considération les relations (6.16)) la borne maximale
N(j, n, m) ne peut être atteinte. Il est probable que c'est le cas dans notre
application à l'équation (5.18) (cf. ci-dessous) mais dans le cas général, on
montre facilement l'existence de fonctions P^ qui satisfont aux conditions
G(j,7i,m) et dont la fonction P^T^3 correspondante (cf. (7.9)) ne satisfait
pas aux conditions G (j^ n — 1, m — 1) : on choisit j = 2 et n = 1 et on pose :

V(rr ,A)eM Pll'2(^A)=/l2(^A).Çl'l(^A)+5^)2(.z;,A).ÇOÏl(a;,A)
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avec : Qoïl(x,X) = /(;r,À),/ étant une fonction qui vérifie les propriétés
(Jj^o) par multiplication par x sur U. Q0'1 ne vérifie pas les conditions
G'(i,0,0) = (?(0,0,0) (cf. (6.13)) et un calcul simple permet de montrer
que si la fonction Ç14 s'écrit Ç1'1 = h\ -l-c.5^1 avec c ̂  —1 et c ̂  0 alors
la fonction P^'2 satisfait aux conditions de l'ensemble G(2,1,1).

Retour a l'équation (5.18).

Considérons l'expression (5.16) de la fonction 1/̂ ,3 avec k >, 2. On
montre d'abord comme dans le Lemme 4. iii) que si / est une fonction qui
vérifie les propriétés (I^o) par multiplication par x sur U, si t\, ̂ 2,..., t^ € R
et si j € {1,...,^} alors les fonctions Ê^(/) (cf. (5.8)) et E^ (cf.
(4.18) et (4.13)) sont des éléments de jB1'-7"1 et sont équivalentes mod.
(Jj^o); de plus la suite des coefficients de la fonction Ê"-1 (f) est le
j — uplet (^i, -Ri(O). ̂ 25^2(0). ̂ 3, ...,Rj-i(0).tj). On déduit donc, grâce au
Lemme 4. ii) et iv) que la fonction ^3 est un élément de B2^'2 dont
les éléments de la suite des coefficients (cf. (5.12), (5.6) et (5.3)) sont
des fonctions polynomiales des variables (n(0), 7-2(0), ...,rA;(0), [^.(0)]~ ) ;
la Remarque 5. 2°) permet d'affirmer en plus que la fonction ^^3 est
équivalente mod. (I^o) à la fonction ^,3 ci-dessous :

/o 1 \ J, _ ^(2/)A:-i Y^)/.:-I . ç(l)fc-i 0 ^(z)h-i
(0-1) W',3 - ^k-1 '^k-1 ^^k-l '~Q^k-l '

Maintenant, notons (I\.-i) le polycycle à (fc — 1) sommets obtenu
à partir du polycycle (I\.) en éliminant le sommet P^-i (pour k > 3)
et désignons par ^-1,3 l'analogue de l'expression (5.16) mais calculée
pour le polycycle (r\_i) soumis à la perturbation induite par celle de
(r^); notons aussi ^-1,3 le représentant de ̂ -1,3 mod.(J^o) comme dans
(8.1) ci-dessus. Les deux formules de récurrence (4.18) et la relation (4.17)
permettent alors de montrer que : \/k > 3

(8.2) ,̂3 = [hk-^^w + (h^.S^^.Rk-^k-i^f^2

+^-l.^-l.[^-2]2.[5ir).r2]2

les fonctions (1/1)1=1,...,^-! et (^)î=i,...,A;-i sont données par (5.12) et (5.6)
et la fonction Zk-\ est donnée par : VA ç 0

(8.3) ^-i(A)=(rfc(A)+l).^_i(À);
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pour compléter la relation de récurrence (8.2), donnons l'expression de ̂  3
p o u r Â ; = 2 : V ( a ; , À ) € ^

(8.4) À,3(^A)=î/i(À).^(À)

(cf. (8.1)). Le Lemme de finitude (Lemme 6) dit que si la fonction .̂ 3
satisfait aux conditions de l'ensemble G(k - 2,2,2), alors la fonction -^3
(et donc la fonction ^,3) admet, pour tout À € 0, au plus N(k - 2,2,2)
racines en x sur U\ (comptées avec leurs ordres de multiplicité).

D'après ce même Lemme iii) et ce qui est dit ci-dessus, les conditions
de l'ensemble G(A; - 2,2,2) sont, dans notre application, de la forme
^(n(0),r2(0),...,n;(0), [^.(0)]~1) ^ 0 où g est une fonction polynomiale
de (k + 1) variables. Or en faisant (formellement) :

& i ( A ) = 0 , &2(À)=0, . . . , &fc -2(A)=0

dans l'expression (8.1), les deux termes (.Rjk(A))1 et (Rk-i(X))1 (cf.(4.9) et
(4.14)) se mettent en facteur, on en déduit que dans l'algorithme du Lemme
6 appliqué à la fonction -0^3 (cf.(8.1)), les deux conditions : (Rk(0))1 ^ 0
et {Rfc-i(0))1 7^ 0 apparaîtront sûrement au plus après l'élimination du
dernier terme de translation &i(A). De plus les relations (6.13) du Lemme
6 montrent que les premières conditions de l'ensemble G(k - 2,2,2) sont
celles qui portent sur la fonction ^-1,3 (cf.(8.2)) et (8.4) ci-dessus montre
que pour k = 2 ces conditions sont (jRi(O))1 ^ 0 et (^(O))1 ^ 0, on en
conclut par une simple récurrence et en utilisant la définition de la fonction
À—1,3 que l'ensemble G(k - 2,2,2) pour k > 3 contient les conditions :

(o^ i W(0))1 T^O pour i e {!,..., À;}
^ f(^(0).r,(0))1 /O pour j ç {1, ...,fc - 2}

(cf.(4.9)), mais comme le montre le cas k = 3 ci-dessous, G(k — 2,2,2)
peut contenir d'autres conditions de structure additive et qu'on nomme
"conditions parasites" (ce nom sera justifié dans [M2] où on montre que la
condition "parasite" du cas k = 3 peut être déduite des autres conditions).

Les conditions du type (8.5) seront appelées "conditions hyperboli-
ques". Pour k = 3, les conditions de l'ensemble (5(1,2,2) appliquées à la
fonction ^3 sont :
(8.6)

(^((^.(ri.rsW)1^
ri(0).(r-2.rs(0))1 + (ri.r2(0))1 + (î-i.r3(0))1 ^ 0 (condition parasite) .

(^((^.(ri.ra^O))1^
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Les relations de récurrence (6.12) du Lemme 6 permettent de donner
une estimation (grossière!) de l'entier N(k - 2,2,2) de la façon suivante :
désignons par f et g les fonctions définies sur R par

f(x) = [2]^1 et g(x)=x.[2}\

alors on a
k-3

(8.7) ^(Â;~2,2,2)<2.n/(^(2))
j=o

où g3 désigne la composée j fois de la fonction g (avec la convention
g°W^x).

Pour le cas k = 3, on calcule directement : N(1,2,2) == 2.

Ceci finit la preuve du Théorème 2 en ajoutant aux conditions
G(k - 2,2,2) la condition (5.3) et en posant : e(k) = N{k - 2,2,2) + 3.

— Il est clair, d'après la preuve ci-dessus, que le Théorème 2 est
vrai sur tout cône non vide C~(Pj,v) avec j 6 {!,..., k} et v ç. E =
{+, —} (cf. (3.3).§1), l'entier e(k) étant le même, par contre les conditions
G{k — 2,2,2) {r^(0) ^ 0} doivent subir la permutation correspondante
(précédée éventuellement d'une inversion qui consiste à remplacer les T{
par Si = [ri}~1 si v = —).

Citons l'exemple du cas k == 3 pour donner un sens à l'existence
de ce phénomène : dans la preuve ci-dessus faite sur le cône (7~(Pi,+),
on remarque (cf. (8.6)) l'absence de la condition (r2(0).r3(0))1 ^ 0, or
si on reprend la preuve sur le cône (7"~(P2,+), le triplet (ri ,r2,r3) est
remplacé par le triplet (r2,r3,ri) et on doit retrouver, d'après (8.6) 3e
ligne, la condition ( 7*2(0).r3(0))1 ^ 0.

Signalons enfin que si la déformation (X\) est générique au sens
donné dans [Ml], le Lemme 2-§1 montre alors que les conditions G(Â; —
2,2,2) {r^.(O) 7^ 0} doivent subir toutes les permutations circulaires
possibles et doivent être écrites dans les deux sens.
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