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SUR LES CARACTERES DES
GROUPES DE LIE RESOLUBLES

par Michalis ANOUSSIS

Introduction.

Soit G un groupe de Lie résoluble connexe, simplement connexe,
unimodulaire. On suppose qu’il existe une forme linéaire £ sur ’algébre
de Lie g du groupe G telle que ’algébre de Lie g(£) soit réductive dans
g. Le groupe G(£) est alors abélien et connexe. D’apres [3], Ch. VII, 4.1,
on peut associer a £ une classe d’équivalence de représentations unitaires
irréductibles du groupe G qu’on notera 7 (¢, G). Nous allons démontrer une
formule pour le caractére de w(¢,G).

On construit en 3 une application ¢ — Fy,, de D(G) dans C*(G(¥)'),
oll G(£)' est une partie ouverte et dense de G(£). Cette application posséde
les propriétés suivantes :

i) Si g; est dans G et si ¢; est la fonction sur G définie par :
e1(9) = ¢(91997 "), on a Fop = Fig,.

i) Pour tout ¢ dans D(G) il existe une partie compacte C, de G(¥)
telle que F} , soit nulle en dehors de C, Z(G).

On dira que Fy, est l'intégrale invariante de ¢ relativement & £.
Contrairement & ce qui se passe dans le cas des groupes de Lie semi-simples,
il existe en général des fonctions ¢ dans D(G) telles que la fonction Fy,
ne soit pas sommable pour la mesure de Haar sur G(£).

Mots-clés : Caractére — Groupe de Lie — Résoluble — Représentation de carré intégrable.
Classification A.M.S. : 22E30 ~ 43A65.



28 MICHALIS ANOUSSIS

Soit dg une mesure de Haar sur le groupe G. On note dz la mesure
de Haar sur le groupe G({) telle que la mesure quotient dg/dz corresponde
a la mesure dfg, sur lorbite 0.

On note dz une mesure de Haar sur le groupe Z(G) et di la mesure
quotient dx/dz. On note x¢ le caractére unitaire du groupe G(£) de
différentielle X — i¢(X). On a :

THEOREME. — Soit 7 une représentation du groupe G dont la classe
d’équivalence est w({,G). Pour tout ¢ dans D(G) lopérateur n(p) =
Jo ©(g)7(g)dg est a trace et on a :

Trr(p) = / Fpo(z2)xe(z2) dz di
G(0)/2(G) Y Z(G)
les intégrales successives étant convergentes.

Un cas particulier de ce théoréme est obtenu par M. Duflo dans [3],
Ch. IX, Prop. 2.4.1.

Le théoreme 3.1.1 de [3], Ch. IX, fournit une formule pour la trace de
Popérateur 7(p) pour toute fonction ¢ dans D(U), ou U est un voisinage
de I’élément neutre du groupe G. La formule du théoréme ci-dessus est
valable pour toute fonction ¢ dans D(G). En particulier, elle permet de
déterminer le support de la distribution ¢ — Trn(yp) sur G.

Soit G' un groupe résoluble simplement connexe unimodulaire.

D’apres [1], [5], toute représentation de G de carré intégrable modulo
Z(G) est associée & une forme linéaire vérifiant les hypothéses de l'introduc-
tion. Le théoréme s’applique donc en particulier & de telles représentations.

Ce travail comprend 5 parties :

Principales notations.

La structure du groupe G.

L’intégrale invariante sur le groupe G.
La proposition principale.

La formule du caractere.

Ot oo
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1. Principales notations.

Si G est un groupe topologique on note Gy la composante neutre de G.

Si G (resp. g) est un groupe de Lie (resp. une algébre de Lie) on note
Z(G) (resp. z(g)) le centre de G (resp. de g).

Si V est un espace vectoriel de dimension finie on notera V* son dual.

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. On notera V¢ son
complexifié et z — T V'involution de V¢ définie par la forme réelle V.
Si A est dans (V)* on notera X la forme linéaire sur V¢ définie par
X(z) = A(T). Si A = X (resp. A = —X) on dira que X est réel (resp.
imaginaire pur). Si A n’est ni réel ni imaginaire pur on dira que A est
complexe. Si B est une forme bilinéaire sur V' on notera par la méme
lettre I’extension complexe de B 3 V°.

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie g. Soit j un idéal de
l’algebre de Lie g. L’idéal j est un G-module pour la représentation
adjointe et le dual j* de ’espace vectoriel j est un G-module pour la
représentation contragrédiente. Si v est dans j* on notera G(v) (resp.
g(v)) le stabilisateur (resp. ’'annulateur) de v dans G (resp. dans g).

Si £ est dans g* on notera By la forme bilinéaire alternée sur g définie
par By(X,Y) = £([X,Y]). On notera O, l'orbite de £ sous P’action de
G. L’orbite Oy porte une mesure G-invariante. On notera df3o, cette
mesure normalisée comme en [3], Ch. II, 2.6.

Si X est une variété on notera Cc(X) (resp. C™(X)) Vespace
des fonctions continues et & support compact (resp. indéfiniment
différentiables) définies sur X et & valeurs dans C. On notera D(X)
Pespace Co(X) N C*®(X).

Si G est un groupe topologique on note Ag la fonction module de G.

Soient K un groupe de Lie, E un sous-groupe fermé de K et A un
groupe d’automorphismes du groupe K laissant invariant E. Posons
G = Ax K, H= Ax E. Soit T une représentation unitaire du groupe
H. Notons o la restriction de 7 & E, 7 la représentation ind(r, H T G)
et p la représentation ind(c, E T K). D’aprés [9], Th. 7.1, la restriction
de 7 & K est une représentation équivalente & p. On peut donc réaliser
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« dans 1’espace H(p) de la représentation p. Soit dk une mesure de
Haar sur le groupe K. Si ¢ est dans C¢(G) et si a est dans A,
'opérateur n(a) [, ¢(ak)(k) dk est représenté par un noyau R(z,y)
sur I’espace K/E eton a :

R(z,y) = / Ax(y) 1 Ap(ae) 2 Ag(ae) 2 p(zacy ™) (ae) de
E
ou de est une mesure de Haar sur le groupe E.

1.9. D’apres [8], XII, Th. 2.2, tout sous-groupe analytique d’un groupe de
Lie résoluble, connexe, simplement connexe est fermé et simplement
connexe. On utilisera souvent ce résultat sans en faire une mention
spéciale.

2. La structure du groupe G.

Soit G un groupe de Lie résoluble, connexe, simplement connexe,
unimodulaire d’algébre de Lie g. On suppose qu’il existe une forme linéaire
£ sur g telle que Dalgébre de Lie g(¢) soit réductive dans g. Comme g
est résoluble, g(f) est abélienne. Posons pour A dans (g(£)¢)*, A # 0,
(89 = {X € g% [4,X] = MA)X pour tout A dans g(¢)°}. On
note P(g(¢)) I’ensemble des A dans (g(£)¢)* qui sont différents de 0
et pour lesquels (g€), est non trivial. Les éléments de P(g(f)) seront
appelés les poids de g(£). Si A est dans P(g(f)), A est dans P(g(£)) et
(895 = (89)». 1 existe donc un sous-espace vectoriel m de g tel que Pon
ait : m

= Y ®(g9),. On note b le centralisateur de g(¢) dans g et
Aep(s(£))
p la sous-algébre de Lie de 'algébre de Lie g engendrée par m. L’algebre

de Lie p est un idéal nilpotent de g. On notera H (resp. P) le sous-groupe
analytique de G d’algebre de Lie h (resp. p).

C

PROPOSITION 1.
a)Onag=hdm.

b) La forme linéaire £ est nulle sur m et la restriction de la forme
bilinéaire B, a m est non dégénérée.

c) Si X est dans P(g(£)), —\ est dans P(g(f)) et la restriction de B,
4 (g9) @ (g°)-» est une forme bilinéaire non dégénérée.

d) Le normalisateur de g(f) dans G est égal 4 H.
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Démonstration.
a) est clair.

b) Comme [g(¢),g] = m, la forme linéaire £ est nulle sur m. Soit X
dans le noyau de la restriction de By & m. Comme £ est nulle sur m et
comme [h, m] C m, X est dans g(£). On en déduit que X = 0.

c) Soit X dans (g€). Si —A ¢ P(g(£)), X est dans le noyau de B, et
donc X =0.

Soit p dans P(g(f)), 4 # +\. Les espaces vectoriels (g¢),+(g%)_»
et (89), + (¢°)-, sont orthogonaux pour la restriction de B, & m©.
La restriction de B, & m® étant non-dégénérée, la restriction de B, &
(89)x + (8€)—» est non dégénérée.

d) Soit Ng(g(€)) le normalisateur de g(£) dans G. Comme l'algébre
de Lie du groupe Ng(g(£)) est égale & b, il suffit de montrer que Ng(g(£))
est connexe. Le groupe Ng(g(f)) est égal 8 HNp(g(£)) ou Np(g(£)) est le
normalisateur de g(£) dans P. Le groupe Np(g(¥)) étant connexe, Ng(g(£))
est connexe.

On note z(g)* P'espace vectoriel des formes linéaires sur g qui sont
nulles sur 2(g). La proposition suivante est prouvée dans [1], Th. 2.9.

PROPOSITION 2. — On suppose que g(£) = 2(g). Alors 'orbite G - £
est égale & £+ z(g)™ .

Soient a une sous-algebre de Lie de g et & un idéal de g. On note A
(resp. K) le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie a (resp. t). On
dira que ’hypothése H(G, A, K, ) est vérifiée si les conditions suivantes
sont satisfaites :

1) Le groupe G est le produit semi-direct de A par K et I’algebre de
Lie ¢ n’est pas triviale.

2) L’algebre de Lie a est contenue dans g(£).
3)Ona:g(f)neC z(k).

On suppose qu’il existe des sous-groupes A et K de G tels que
Phypothése H(G, A, K,f) soit vérifiée. Il est clair que m C ¢. Posons
u = h NE et notons U le sous-groupe analytique de G d’algeébre de Lie
u.On a &t = u@m. Notons £ (resp. £,) la restriction de £ a ¢ (resp. & u) et
z(€)* (resp. z(u)') P’espace vectoriel des formes linéaires sur ¢ (resp. sur
u) qui sont nulles sur z(&) (resp. sur z(u)).
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PROPOSITION 3.

a) Les algébres de Lie u(£y), €(£e), g(£) NE, z(t), 2(u) sont égales. De
plus, z(¢) est contenu dans z(g).

b) L’orbite K - £y est égale a £y + 2()*.
c) L’orbite U -€, est égale & £, + z(u)*. Le groupe U est unimodulaire.

d) Le groupe K(£¢) est connexe. Le groupe G(£) est connexe.

Démonstration. — La démonstration de a) est facile.

b) Comme ¢ est un idéal de g, le groupe K est unimodulaire.
L’assertion résulte alors de la proposition 2.

c) Pour montrer que U - £, = £, + z(u)' il suffit de montrer que
Porbite U - £, est fermée dans u*. La décomposition ¢ = u @ m permet de
définir un plongement i de u* dans ¢*. On a: U -¢, = i7"} (U - £;). Comme
lorbite K - £ est fermée dans ¢*, I'orbite U - £; est fermée. On en déduit
que U - ¢, est fermée. La deuxiéme assertion résulte de [1], Th. 2.9.

d) L’orbite K - £, étant simplement connexe, le groupe K({¢) est
connexe. Le groupe G(f¢) est égal & AK(f) et donc connexe. Comme
g(le) = g(£), on a : G(£e)o € G(£) C G(). Il en résulte que G(€) est
connexe.

PROPOSITION 4. — I existe des sous-groupes fermés A et K du
groupe G tels que ’hypothése H(G, A, K, £) soit vérifiée. En outre, on peut
choisir K de fagon que 'on ait : Z(K) = Z(G)o.

Démonstration. — Soit n le plus grand idéal nilpotent de ’algebre
de Lie g. Considérons un sous-espace vectoriel a de g(£), supplémentaire
de g(€) N n dans g(¥).

L’espace vectoriel a est une sous-algebre de Lie abélienne de I’algebre
de Lie g. Soit u un sous-espace vectoriel de b, contenant h Nn supplémentai-
re de a dans h. Posons ¢ = u @ m. L’algebre de Lie ¢ est un idéal de g.
Notons A (resp. K) le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie a (resp.
t). Il est facile de voir que G est le produit semi-direct de A par K.

Pour tout X dans g(£)N¢ = g(£) Nn Popérateur ad X est semi-simple
et nilpotent. Par conséquent g(£)N ¢ C 2(&). Montrons que Z(K) = Z(G)o.
Le groupe Z(K) étant connexe, il suffit de montrer que 2(t) = 2(g). On a
2(g) C z(&) et d’apres le a) de la proposition 3, 2(¢) est contenu dans z(g).
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3. L’intégrale invariante sur le groupe G.

On conserve les hypothéses du paragraphe précédent.

LEMME 1. — Soit A un poids imaginaire pur de g(£). Il existe un
entier naturel py, 0 < py < dim(g€), tel que dim(W N (g€)») = px pour
toute polarisation positive W en £ dans g€.

Démonstration. — Soit H, la forme hermitienne sur g€ définie par :
Hy(X,Y) = iBy(X,Y). I résulte de la proposition 2.1 que la restriction H}
de H; 3 (g€)x est une forme hermitienne non-dégénérée. On note (py,ny)
sa signature [4]. Comme H,(X,X) = —H,(X, X) pour tout X dans g, on
a: (p_x,m_x) = (nx,pr). Soit W une polarisation positive en £ dans g©.
L’espace vectoriel W N (g€), @ W N (g¥)_» est un sous-espace totalement
isotrope maximal pour la restriction de By & (g€)» @ (¢¢)_». On a:

1., . .
3 dim((89)x ® (89)-») = dim(WN(g)x) + dim(Wn(g“)-»)
<SPy +p-a
1.
=pa+my = 5 dim((89), & (59)-») -
Il en résulte que py = dim(W N (g%),) .
Le groupe G(f) est abélien, connexe, simplement connexe. Si u est
dans (g(£)€)* il existe un unique caractére du groupe G(£) de différen-
tielle y14(¢). On notera £, ce caractére. On note P(g(£)); (resp. P(g(£))r,

P(g(?)).) 'ensemble des poids imaginaires purs (resp. réels, complexes) de
g(¢). Pour z dans G(¢) on pose. :

Te(T) = H (éxj2(m) — E-x/2(x))P> H 1€/2(x) — €y /2(z)| /2

AEP(8(£)): AEP(9(8))c
I[I (6@ —esp@)®?
AEP(g(£))r
ou d)\ = dim(gc)x.
Si z est dans G(€) on dira que z est régulier si r¢(z) # 0. On notera
G(?)' ensemble des éléments réguliers de G(¥).

LEMME 2. — Soit G un groupe de Lie résoluble, connexe, simple-
ment connexe d’algébre de Lie g. On suppose qu’il existe une sous-aglébre
de Lie h de I’algébre de Lie g et un sous-espace vectoriel m de g contenu
dans le plus grand idéal nilpotent de g tels que : g = h @ m, [h,m] C m.
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On suppose que pour tout idéal j de g on aj = hNj @ m Nj. On note
H le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie . Alors ’application
(hyX) — hexp X est un difféomorphisme de H x m sur G.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension de
g. On note 3 le centre du plus grand idéal nilpotent de I’algébre de Lie g.

a) On suppose que 3 N h # {0}. Alors, algébre de Lie j = 3 N h est

un idéal de g. On note J le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie j
et G le groupe quotient G/J. Il est facile de voir en utilisant ’hypothése
de récurrence que ’application (h,X) — hexpX de H x m dans G est
bijective. Montrons qu’elle est réguliére en tout point (hg, Xo) de H x m.
Pour z dans G, on note L, (resp. R;) la différentielle de ’application
g — zg (resp. g — gz). La différentielle de ’application (h,X) — hexp X
en (hg, Xo) est 'application linéaire

(Lry (€)Y, X) — Rexp x,(ho)Ln,(e)(Y + exp(ad Xo)p(ad Xo)X)
de Lp,(e)p x m dans l’espace tangent en hpexp Xy & G. On a noté p

L. (_z)n—l
la série n§1 o
montrer que si Y est dans b et si X est dans m et différent de 0, alors
Y + exp(ad Xp)p(ad Xo)X est non nul. Supposons que

Y + exp(ad Xo)p(ad Xo)X =0 .

. Pour montrer qu’elle est bijective il suffit de

On a: n(Y)+expad n(Xo)p(ad 7 (Xo)m(X) = 0, ot w est ’homomor-
phisme canonique, g — g/j. D’aprés ’hypothése de récurrence, 7(Y) = 0,
m(X) = 0. Comme la restriction de 7 & m est injective, on a X =0.

b) On suppose que 3 N h = {0}. On a 3 C m et la démonstration du
lemme dans ce cas est analogue a la démonstration ci-dessus.

Soient a, ¢, u, A, K les objets construits dans la démonstration de
la proposition 2.4. On note U le sous-groupe analytique de G d’algebre de
Lie u.

LEMME 3. — Soit = un élément régulier de G({£). L’application
(X,u) — exp Xz exp(—X)u est un difféomorphisme de m x U sur zK.

Démonstration. — Pour tout = dans G(£) on a :
[re(z)|> = det(adz™ — 1) .

Par conséquent, si x est régulier la restriction de adz™" — 1 a m définit un
automorphisme de ’espace vectoriel m. En utilisant ce fait, on démontre
ce lemme comme le lemme 2.

1
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COROLLAIRE 4. — Soit 9 une fonction dans C¢(G). La fonction
(2,X) — Y(exp Xz exp(—X)z) est dans Cc(Z(K) x m) pour tout élément
régulier x de G(¢).

Démonstration. — Elle résulte du lemme 3 et du fait que Z(K) =
Z(U).

On construit maintenant I’intégrale invariante sur le groupe G. L’ap-
plication canonique G — G/H induit un isomorphisme p de 1’espace vec-
toriel m sur ’espace tangent de la variété G/H au point H, Ty(G/H).

Posons m = idimm et notons By" la restriction de By & m. Soit w la
forme extérieure sur Ty (G/H) définie par :

prw=2r) ™ (m!) !B A--- AB (m facteurs) .

Soit @ la forme différentielle G-invariante sur G/H qui vérifie 9(H) = w.
On notera dy; la mesure G-invariante sur G/H définie par @.

Soient x un élément régulier de G(£) et ¢ une fonction dans D(G).
La fonction X — @(exp Xz exp(—X)) est dans D(m). Par conséquent, la
fonction g — @(gzg‘l) est une fonction continue et & support compact
modulo H sur G et définit par passage au quotient une fonction dans
Cc(G/H). On notera Fy, la fonction sur G(¢)" définie par :

Fy(2) = ro(z) /G ™ )

On dira que Fy, est 'intégrale invariante de ¢ relativement & £.

LEMME 5. — Soit ¢ une fonction dans D(G). 1l existe une partie
compacte C, de G({) telle que F;,(x) = 0 pour tout z dans G({)'
n’appartenant pas & C,Z(G)o.

Démonstration. — 1l existe une partie compacte C, de A tel que
suppp C C, x K. On a G(f) = A x Z(G)o. Soient a dans A et z dans
(Z(G@)o- On suppose que = = az est dans G(£)’ et que Fy ,(z) # 0. Il existe
g dans G tel que gazg~! soit dans supp 9. Comme gazg~! = aa"'gag~'z
et comme a~lgag~!z est dans K, a est dans C,. Il en résulte que z est
dans C,Z(G)o.

L’intégrale invariante qu’on a construit rappelle ’intégrale invariante
sur un groupe de Lie semi-simple [7]. Contrairement & ce qui se passe dans
le cas des groupes de Lie semi-simples, il existe en général des fonctions ¢

dans D(G) telles que la fonction Fj , ne soit pas sommable pour la mesure
de Haar sur G(¢).
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4. La proposition principale.

Soient G un groupe de Lie résoluble, connexe, simplement connexe
et £ une forme linéaire entiere sur l'algebre de Lie g du groupe G. On
suppose que le groupe G(f) est connexe. D’aprés (3], Ch. VII, Th. 4.1,
on peut associer a £ une classe d’équivalence des représentations unitaires
irréductibles du groupe G. On notera 7 (¢, G) cette classe d’équivalence.

Dans ce qui suit, les hypotheéses et les notations sont celles du
paragraphe 2. On considere des sous-groupes A et K de G telles que
Ihypothése H(G, A, K, £) soit vérifiée. (Il en existe d’apreés la proposition
2.4).

Soit dk une mesure de Haar sur le groupe K. D’apres les assertions
(a) et (d) de la proposition 2.3, le groupe K(¢;) est connexe et égal au
groupe Z(K). Notons dz la mesure de Haar sur le groupe Z(K) telle que
la mesure quotient dk/dz corresponde & la mesure dﬂo,, sur ’orbite Oy,.

1 - ;
Posons m = 3 dim m et notons By" la restriction de By & m. On notera

dX la mesure sur m définie par la forme extérieure (2m)~™(m!) "' B A - A
BJ' (m facteurs). Le groupe G(¢) est connexe. On notera x; le caracteére
unitaire du groupe G(£) de différentielle if|,y) et 7 une représentation
unitaire du groupe G dont la classe d’équivalence est 7 (¢, G). Nous allons
dans ce paragraphe démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Soit ¢ dans D(G). Pour tout a dans A 'opéra-
teur m(a) [, p(ak)n(k) dk est & trace. Si a est régulier la trace de cet
opérateur est donnée par la formule

Tr(ﬂ'(a)/ch(ak)w(k) dk) =

rg(a)xg(a)/ p(exp Xazexp(—X))xe(z) dX dz .
mxZ(K)
Démonstration. — La restriction de 7 & K est dans la classe 7(£¢, K).

D’apreés la proposition 2.3 (b), l'orbite K - £ est tempérée. La premiere
assertion résulte alors de [3], Ch. IX, 3.1.1.

Nous démontrerons la formule donnant la trace de l’opérateur
n(a) [ p(ak)w(k) dk en raisonnant par récurrence sur la dimension du
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groupe G. Remarquons que si £ est nulle sur z(t), alors d’aprés la proposi-
tion 2.3 (b), ¢ = 2(&). Dans ce cas G est abélien et la formule est évidente.

A. — On suppose que dim z(¢) > 1. On pose b = kerf N z(&). 1l
résulte de (a) de la proposition 2.3 que b est un idéal de lalgebre de
Lie g. On note B le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie b.
La représentation 7 est triviale sur B et définit par passage au quotient
une représentation 7 du groupe Gi; = G/B. En utilisant ’hypothése de
récurrence au groupe G, on obtient la formule de la proposition.

B. — On suppose maintenant que : i) dim z(&¢) = 1, ii) l'algébre de
Lie ¢ contient des idéaux abéliens de g contenant strictement z(€). Soit q un
tel idéal de dimension minimale. D’apres le théoréme de Lie la dimension
de q est égale & 2 ou & 3. Notons p la restriction de £ & q, G; (resp. g;) le
groupe de Lie G(u) (resp. algébre de Lie g(u)) et £; la restriction de £ &
g1. Notons &; l’algebre de Lie ¢ N g; et K, le sous-groupe analytique de G
d’algebre de Lie ;.

Posons b = ker? N q. On notera B le sous-groupe analytique de G
d’algebre de Lie b et Ng(b) (resp. Ng(b)) le normalisateur de b dans G
(resp. dans g). On a :

LEMME 2.

a) Le groupe G est connexe et égal & Ng(b). La codimension de Gy
dans G est égale a la codimension de z(t) dans q.

b) Le groupe G(£;) est connexe et égal au groupe G(¢)B.

c) Soit T une représentation du groupe G, appartenant a la classe
m(¢1,G1). Alors la représentation ind(r,G; 1 G) est équivalente & .

d) La forme linéaire ¢, s’annule sur b et définit par passage au quotient
une forme linéaire £ sur g» = g,/b. La représentation T est triviale sur B et
définit par passage au quotient une représentation p du groupe Go = G1/B.
La représentation p est dans la classe 7(€2,G2).

e) On note K, le groupe K, /B. Alors I’hypothése H(G3, A, K2, {3)
est vérifiée.

f) Soit n le plus grand idéal nilpotent de I’algébre de Lie g. On a :
[“a q] - Z(E)’ [“ Ngi, q] = {0} .
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Démonstration. — Les assertions (a), (b), (d) se démontrent facile-
ment et (c) résulte du principe d’induction par étage.

e) Montrons que le groupe G5 est unimodulaire. Soit X dans g;. Les
espaces vectoriels g/g; et b se mettent en dualité par la forme bilinéaire
By. Si v est dans g/g; et si w est dans b on a : By(adg/q, Xv,w) =
By(v,ady Xw). Il en résulte que Trad,/q, X = — Tradp X. Par conséquent,
Tradg/y X = Trady X. Comme G est unimodulaire, Trad,, ;p X = 0.

f) Soit w ’homomorphisme canonique g — g/z(t). La dimension de
l'idéal [w(n),w(q)] de l'algébre de Lie w(q) est strictement inférieure & la
dimension de w(q). Comme w(q) est un idéal de dimension minimale de
w(g),on a: [n,q] C 2(t).

On a:
[nNg1,q] CbNz(k)={0}.

B.1. — On suppose que g N m # {0}.

B.1.1. — On suppose qu’il existe un poids complexe ou imaginaire
pur A dans P(g(£)) tel que 4€ N (g€)» # {0}. Soient Z I'unique vecteur
de z(¢) tel que £(Z) = 1 et X un vecteur non nul dans 4 N (g),.
Le vecteur X est dans q¢ N (g%)5 et {X,X,Z} est une base de ¢©. 1l
existe Y dans (g€)_y tel que B,(Y,X) = 7. Le vecteur [X,Y] est dans
a° N8, (89)-2] Cq°Nu’ = 2(¢)¢. Il en résulte que [V, X] = nZ. Le
vecteur [X,Y] est dans q¢ N [(gc)x,(gc)_x] Cq9n (gc)k_; = {0}. On
en déduit que [X,Y] = [X,Y] = 0. Posons E; =Y +Y, E;, =i(Y - Y),
FRF=X+X,F=-i(X-X).

1l est facile de vérifier que :

a) Les vecteurs Ey, E,, Fi, F; sont dans m. En plus : [Ey, Fi] =
[E2,F2] = 27['Z, [El,FQ] = [E2,F1] = O, tE= El @REl ) RE2 .

b) L’application (t1,t2,k1) — expty E; exptaEok; est un difféomor-
phisme de R? x K, sur K.

Si p est dans D(G) et si a est dans A, 'opérateur m(a) [, p(ak)n(k) dk
est représenté par le noyau :

R(t1,t2,t),t5) = T(a)/ Ag, (aky) ™'/ *¢(exp t1 Ey exp ty Eyaky

K,

exp(—tyEs) exp(—ti Ey))7(ky) dky .
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D’apres le théoreme de Mercer la fonction Tr R(t;,t2,¢1,%2) est intégrable
pour la mesure dtdt; et on a : ’

Tr(7r(a)/ cp(ak)r(k) dk‘) = / Tr R(tl,tz,tl,tz) dtldtz .
K R?
Pour t = (t1,t2) dans R? on notera ¢ la fonction sur G; définie par :
©i(91) = Ag, (91) " %p(exp t Ey exp ty Eygy exp(—toEy) exp(—t, Ey)) .
Ona:
R0 =1(0) [ pulak)rih) dby
K,

Soit o ’lhomomorphisme canonique g; — g2. Posons my = a(mNyg,),

my = 1dim mo. On note B;;2 la restriction de la forme bilinéaire
By, & my et dX,; la mesure sur m, définie par la forme extérieure
(2m)~™2(m2!) "' By? A---ABy.? (my facteurs). Soit V un sous-espace vecto-
riel de m Ng; supplémentaire de b dans m Ng;. L’homomorphisme o induit
un isomorphisme de V sur my. On notera dY la mesure sur V dont 'image
par o est la mesure dXs sur my. On note dQ) la mesure sur b définie par:

0 — 0(81F1 + S2F2) dsidss .
R2

On note xy¢, le caractére unitaire du groupe G1(¢;) de différentielle
gy (er)-

L’hypothése H(G», A, K5, {;) est vérifiée. On note 74, la fonction sur
G3(fy) définie en 3. En appliquant I’hypothése de récurrence au groupe G2
on obtient :

Tr R(t,t) = re,(a)xe, (a)
/ / pr(expYazexp(—Y)exp Q)xe, (2) dz dQY .
v Jz(K)xb
D’apres lassertion (f) du lemme 2, [m N gy, b] = {0}; par conséquent :
Tr R(t,t) = re,(a)xe, (a)
/ / pt(expYazexp Qexp(=Y))xe, (2) dz dQdY .
v JZ(K)xb

Comme a est régulier, det(Adpa=! —1) #0. On a :

aexpQ =exp((Adpa=! —1)"1Q)aexp(—(Adpa™' —1)71Q) .
Il en résulte que
Tr R(t, £) = re, (a)xe, (a)] det(Ady a™! — 1)]

/ / oi(exp Y exp Qaz exp(—N) exp(—Y))xe, (2) dzdQdY .
v JZ(K)xb
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Il est facile de voir que la mesure :

0 — H(Y +Q+4HE + thg) dY d§ dt; dits
VxbxR2

est la mesure dX sur m.
En tenant compte du corollaire 3.4 on a :

Tr R(t,1) = 1o, (a)xe, ()| det(Ady a™" — 1) Ag, (a) 7/

/ p(exp Xazexp(—X)x(z) dzdX .
mxZ(K)

Pour terminer la démonstration de la formule il suffit de montrer que si a
est un élément régulier de A, on a :

re(a) = Ag, (a)"V/?|det(Adp @™ — 1)|re, (a) .

a) Supposons A imaginaire pur.
Ona:
Ag,(a) =1
et
|det(Adpa™" — 1] = (éx(a) ™! = 1)(-r(a)™! = 1)
= (Ex2(@) = & xj2(@))(E-rj2(@) = Exj2(a@)) -

Pour 4 dans P(g2(£2)) on note p, 2 le nombre défini dans le lemme 3.1. Si
W est une polarisation positive en £ dans g€, o(W) est une polarisation
positive en ¢; dans gg etona:

pu =dim(Wn (g9),) = dima(W N (g9),) + dim((g“),. N 6%)
= pu,2 +dim((g%), N6Y)

pour tout u dans P(g(£)). Il en résulte que p, = p,2 si p # £ et que
Pu = Pu2 +1si p= £ L’assertion s’ensuit.

b) Supposons A complexe.

Ona:

Ag, (@)™ = &, ()5 (@)

et

|det(Adya™" — 1] = (Ea(a) " — D)(6-r(@) ™ =1) .

Posons pour g dans P(ga(f2)), du2 = dim(gg’)u. On ad,, = d, si
pd A=A\ -Aetd,o+1=4d,sip€{\—\X -}, dol l'assertion.
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B.1.2. — On suppose qu’il existe un poids réel A dans P(g({)) tel
que g€ N (g%)x # {0}. Posons q) = q N (g°),. L’idéal q est alors égal &
2(€) + q5. On fait la démonstration de la formule dans ce cas comme en
B.1.1.

B.2. — On suppose maintenant que g N m = {0}. L’idéal q est alors
contenu dans u. On va étudier la structure de P’algebre de Lie u.

Soit u ’enveloppe algébrique de ’algeébre de Lie ad u. L’algebre de Lie
u est résoluble et contenue dans ’algebre de Lie des dérivations de I’algébre
de Lie u. Tout idéal de u est stable par u et la restriction de tout élément
de 1 & 2(u) est ’endomorphisme nul de z(u), [6], Th. 13.

Soit s une sous-algebre de Lie de u, maximale parmi les sous-
algebres abéliennes d’endomorphismes semi-simples de u contenues dans
i. Si A€ (s9)*, XA # 0on notera : (u€), = {X € u® : sX = A(s)X pour
tout s € s“} et P(s) ’ensemble des X € (s€)*, X # 0 tels que (u€), # {0}.
Si A est dans P(s) on dira que A est un poids pour s. L’ensemble P(s) est
stable par la conjugaison A — X. Il existe donc un sous-espace vectoriel m’
deutel que: (m )¢ = Y @&u%),. Posons u’' ={X €u:s-X =0 pour

AEP(s
tout s € s}. L’espace vecto(ri)el u’ est une sous-algébre de Lie nilpotente de
lalgebre de Lie u’ et z(u) est contenu dans u’. L’algébre de Lie u est égale
a u’ ®m’. D’apres la proposition 2.3 (c) il existe z dans U tel que la forme
linéaire x - £, soit nulle sur m’. En remplacant s par Adz~!-s Ad z on peut
supposer que £, est nulle sur m’.

On a:

LEMME 3.

a) La restriction de la forme bilinéaire By, & m' est non dégénérée. Le
noyau de la restriction de la forme bilinéaire By, a u’ est égal a z(u') = z(u).

(b) Si X est dans P(s), —)\ est aussi dans P(s). La restriction de By,
a (1), @ (u°)_» est non dégénérée.

Démonstration. — Elle est analogue a la démonstration des asser-
tions (b) et (c) de la proposition 2.1.

B.2.1. — On suppose qu'il existe un poids complexe ou imaginaire
pur ) dans P(s) tel que g€ N (1)) # {0}. En travaillant comme en B.1.1
on trouve des vecteurs E;, Fy, Fy, F» dans m’, Z dans z(¢) linéairement
indépendants tels que les conditions suivantes soient satisfaites :
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a) Les vecteurs F, F, sont dans b et £(Z) = 1.

b) On a : {El,Fl] = [E2,F2] = 27('Z, [El,FQ] = [E27F1] = 0,
t=¢t; ® RE, D RE,.

c) L’application (t;,t2,k1) — exptiE; exptyFEsk; est un difféomor-
phisme de R? x K, sur K.

Soient ¢ dans D(G) et a dans A. Reprenons les notations R(t,t), ¢(t),
dQ de B.1.1. En travaillant comme en B.1.1 on obtient :

Tr R(t,t) = re(a)xe(a) pt(exp Xazexp Qexp(—X))xe(z)dzdbdQ
mxZ(K)xb

= re(a)xe(a)
/ w(exp Xy(t1,t2,51,32)az exp(—X))x¢(2)dzds; ds2d X,
mxZ(K)xR2
ou 7(t1,t2,81,82) = exptiE;exptyE;exps;FexpsyF;exp(—taFs)
exp(—t1 E;) . Soit 7 la fonction sur R? définie par :
n(s1,82) = re(a)xe(a)
/ p(exp X exp s1 F1 exp so Faazexp(—X))xe(2) dz dX .
mxZ(K)
Il résulte du corollaire 3.4 que 7 est dans D(R?). Il résulte de la condition
(b) ci-dessus que
Y(t1,t2, 81, 82) = exp s1F1 exp so F2 exp(2m(t181 + t282)Z) .
On en déduit que :
TrR(t,t) = / n(s, sp)e” 2rillisitas)gs, doy = 7(ty, t0) .
R2

D’apres la formule de I'inversion de la transformation de Fourier,

Tr(w(a) /I-{go(ak)w(lc) dk) = /R2 7(t1, t2)dt1dts = 1(0,0)

= re(a)xe(a) p(exp Xazexp(—X))xe(2) dz dX .
mxZ(K)

B.2.2. — On suppose qu’il existe un poids réel A dans P(s) tel que
on ait : q€ N (u€)y # {0}. L’idéal a est alors égal & z(¢) ® ¢N (u),. La
démonstration de la formule dans ce cas est analogue a la démonstration
du paragraphe précédent.

B.2.3. — Ilreste a examiner lecasou q C u’.Ona: [q,m'+m] = {0}
et comme u’ est nilpotente, dim g = 2. On démontre la formule dans ce cas
comme en B.2.1.
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C. — On suppose ici que i) dim z(¢) = 1, ii) il n’existe pas dans &
d’idéaux abéliens de g contenant strictement z(&). On utilise les objets u’,
m’ définis en B.2. Si m’ + m = {0} l'algebre de Lie g est nilpotente et
I’hypothese (ii) n’est vérifiée que si ¢ = z(t). Dans ce cas 'algebre de Lie g
est abélienne et la formule est évidente. On suppose donc que m’+m # {0}.
On note [ la sous-algébre de Lie de I’algébre de Lie g engendrée par m’ +m.

LEMME 4.

a) Soit j un idéal nilpotent de g, contenu dans €. Alors, si j est différent
de z(%), il est isomorphe & une algébre de Heisenberg et 2(j) = z(¥).

b) L’algébre de Lie | est isomorphe & une algébre de Heisenberg et
z(1) = z(¢). Si u' est différent de z(¥), il est isomorphe & une algébre de
Heisenberg et z(u') = z(¢).

c¢) Pour tout X dans u’' @ a, I'opérateur adw'+m X est semi-simple et
ses valeurs propres sont imaginaires pures.

d) Supposons u’ # z(t). Soit {E1,Es,...,En,Fy,Fs,...,F,,Z} une
base de lalgébre de Lie v’ telle que [E;, F;] = 2nZ pour touti =1,2,...,n
n

etf(Z) = 1. Posons g1 = a+ )Y RE;+!1. L’espace vectoriel g, est une sous-

algebre de Lie de ’algébre dez}_/lie g. Notons G le sous-groupe analytique
de G d’algébre de Lie g; et f la restriction de £ & g1. Le groupe G1(f) est
connexe. Soit T une représentation du groupe G, appartenant a la classe
7(f,G1). La représentation ind(7,G; T G) est équivalente & T .

Démonstration.

a) Le centre z(j) de j est un idéal abélien de g contenu dans ¢ et
par conséquent z(j) = z(&) et dimz(j) = 1. D’apres [3], Ch. VIII, 3.2,
si j n’est pas isomorphe & une algebre de Heisenberg il contient un idéal
caractéristique abélien différent de z(j). L’existence d’un tel idéal est en
contradiction avec I’hypothese (ii).

b) La premiére assertion résulte de (a). Il résulte du lemme 5,(a) que
z(u') = 2(¢).

Soit (u )l =u',...,(u)* =[u/ (u)],...,(u)" # {0}, ()" = {0}
la série centrale descendante de l’algebre de Lie u’. Supposons que n > 2.
L’algebre de Lie (u/)”~! + m’ + m est un idéal nilpotent de g contenu dans
t. Par conséquent, [(u')" 1, m’ + m] C z(¢) = 2(u’) et 'algébre de Lie
(u")*~! est un idéal abélien de g contenant strictement z(&). On aboutit &
une contradiction. Par conséquent n = 2.
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¢) On note u la restriction de £ & [. Soit W une polarisation positive en
p dans (€ stable par a @ u’. D’apres [2], lemme I1,3.1, une telle polarisation
existe. L’algebre de Lie 0 = W N [ est un idéal abélien de g contenu dans ¢
et par conséquent ® = z(t). On en déduit que W +W = (€. Comme W est
stable par a+u’ona: (m’'+m)¢ = ((m'+m)°NW)+((m’+m)°NW). Soit
H, la forme hermitienne sur (m’ + m)© définie par : H, (v, w) = iB, (v, @),
pour v,w dans (m’ + m)C. Les restrictions de H, & (m’ + m)* N W et
(m’'4+m)CNW sont respectivement des formes hermitiennes définie positive
et définie négative. Pour tout X dans a + u’, Popérateur adm ym X est
antihermitien par H,. Comme (m’ + m) N W et (m’ + m)® N'W sont
stables par a @ u’, Popérateur adny +m X est semi-simple et ses valeurs
propres sont imaginaires pures.

d) Il est clair que g; est un idéal de g et que le groupe G1(f) est
connexe. Soit W la polarisation en p dans I€ considérée en (c). L’algebre

n
de Lie V =a%® Y CE; ® W est une polarisation positive en £ dans g,
i=1

admissible pour [ et telle que [© NV soit stable par G(x). Il en résulte que
la représentation ind(7,G; 1 G) est équivalente & 7.

Montrons maintenant la formule de la proposition. Si u’ = 2(t) elle
résulte de [3], Ch. IX, Prop. 2.1.1. Supposons u’ # 2(&). Posons &; = g; Nt
et notons K; (resp. L) les sous-groupes analytiques de G d’algebre de Lie
£, (resp. I). Soit dk; la mesure de Haar sur le groupe K; telle que ’on ait :

/ H(GXP tlFl . -exptnFnkl) dkl dtl dt2 . dtn = / G(k) dk
» JK; K
pour toute fonction 6 dans Cc(K). L’opérateur 7(a) [, (ak)n(k) dk est

représenté par le noyau :

R(ty,. ..oty b, ... ) =
7(a) / p(expty Fy - - -exp t, Fraky exp(—t, Fy,) - - -exp(—t'1Fy))7(ky) dk, ,
K,

d’apres (1.8).

D’apres le théoréme de Mercer la fonction Tr R(t1,...,tn,t1,...,tn)
est intégrable pour la mesure dt, ---dt,, et on a :

Tr(1r(a)/ o(ak)r(k) dk) = [ TR, ... tats,... tn) dtr---dty .
K Rn

Posons t = (t1,...,tn), 8 = (81,-..,8n), dt = dty ---dt,, ds = ds; ---ds,,
w(t) =expt  Fy ---expt,F,, £(s) = exp s, E; - --exp s, E,,, et notons 7¢(*)
la représentation z — T(w(t) " 'zw(t)) du groupe G;. Il résulte de (3],
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Ch. IX, 2, que pour tout ¢t dans R” la restriction de la représentation 7% (*)
a L est une représentation unitaire irréductible du groupe L équivalente &
la restriction de 7 & L. Soit df la mesure de Haar sur le groupe L telle que
Pon ait :

/ / 0(E(s)0) deds = | O(k1) dky |
R JL K,

pour toute fonction 6 dans C¢(K;). On a :

Tr R(t,t) = a)/ w(t)akyw(t) )7 (ky) dky)
= Tr(r*®(a) /K ©(aky )™ (ky) dky)

= ( / 0(ag(s)) /L plag(s)0)r(0) de ds) .

Comme la restriction de 7(*) 3 L est une représentation & trace de L, on a :

Tr R(t,t) = Tr(T“’(t)(aé(s))/ ©(at(s)0)TM (¢) de) ds .
L

R'n
Soit xs le caractere unitaire du groupe G1(f) de différentielle if|y, (y).
Pour ¢ dans R"™ on note X,(+)s—s le caractere unitaire du groupe G,(f)
de différentielle i(w(t)f — f)|g,(s)- Il résulte de la démonstration de la
proposition 2.4.1 de [3], Ch. IX, que :

Te(r® (a(s)) /L (ak(s)0)r D (8) db) =
Xotty7— 1 (a€()) Tr (r(ak(s)) / o(at(s))r(€) dt)

Notons 7 la fonction sur R™ définie par :

1) = Te(r(a€(s)) [ plat)0(e) de) .
La fonction 7 est dans Co(R™) et comme :

Xo(t)f-(a€(8)) = x5 (w(t)HE(S)w(B)E(s) ™)
= exp(i Z 2mt;8;)
i=1

on a: TrR(t,t) = 7j(—t). D’apres la formule de l'inversion de la transfor-
mation de Fourier on a :

TRt = [ (-0 dt = n(0)
= T (r(a) / o(al)r(€) de) .
L
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La formule de la proposition résulte alors de la proposition 2.4.1 de [3],
Ch. IX, appliquée au groupe AL.

5. La formule du caractére.

Les hypotheses et les notations sont celles du paragraphe 2.

Soit dg une mesure de Haar sur le groupe G. On note dz la mesure
de Haar sur le groupe G(¥) telle que la mesure quotient dg/dz définisse
la mesure df3p, sur l'orbite O. Soit dz une mesure de Haar sur le groupe
Z(@). On note dz la mesure quotient dz/dz et x, le caractére unitaire du
groupe G(£) de différentielle i£|4(4). On a :

THEOREME 1. — Soit 7 une représentation unitaire du groupe G
dont la classe d’équivalence est w(£,G). Pour toute fonction ¢ dans D(QG)
Popérateur n(p) = [, ¢(g)n(g) dg est A trace et on a :

@)= [ [ F@)e) ddi
G(¢/2(G) J 2(G)
les intégrales successives étant absolument convergentes.

Démonstration. — Soient A et K les sous-groupes de G construits
dans la démonstration de la proposition 2.4. Posons @ = A N Z(G). Le
groupe @ est un sous-groupe discret de G et Z(G) = @ x Z(G)o.

Notons dq la mesure sur () pour laquelle chaque point de @ est de
masse 1. Soit dzy la mesure sur le groupe Z(G)o = Z(K) telle que l'on ait
dz = dqdzy. On note da la mesure sur A qui vérifie la relation da dzy = dx
et dk la mesure sur K qui vérifie la relation dg = da dk.

Soit @ un élément régulier de A. Il résulte de la proposition 4.1 que
Popérateur Y, w(aq) [ (agk)w(k) dk est & trace et que sa trace est

9€Q
égale a :
> re(aqg) / p(exp Xazogexp(—X))xe(azoq) dzo dX .
qu Z(G)()Xm

Comme r¢(agzo) = re(aq) pour tout zo dans Z(G)p = Z(K), on a :

Tr (Z m(aq) [ ¢(agk)m(k) dk) = Z /Z(G) Fyo(agzo)xe(agzo) dzo -

eQ K 7€Q
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La, fonction sur Q définie par ¢ —» Tr (Y 7(aq)Q [, (agk)n(k) dk) est
q€Q
a support fini. Par conséquent

Tr (X w(aq)) [ wlagk)n() ak) = [ Froladxetas) ds

q€eQ K Z(G)

Calculons la trace de 'opérateur 7(y). On a :

() = [ T( S nlaa) [ plagk)n(k) di)da

A/Q q€Q
ou da est la mesure quotient da/dgq.

Le complémentaire dans A de ’ensemble des éléments réguliers de A
est de mesure nulle pour la mesure da. Par conséquent :

Te(r(e) = | . /| o Fevloandas) d= i

Le groupe A/Q est isomorphe au groupe G(£)/Z(G) et I'image de la mesure
da par l'isomorphisme A4/Q — G(£)/Z(G) est la mesure di. On en déduit
que :

Tr(n(p)) = Foo(z2)xe(22) dz dit .

/G(e)/Z(G) Z(G)

COROLLAIRE 2. — Le support de la distribution ¢ — Trw(p) est
Padhérence de I’ensemble des conjugués des éléments de G(¢).

Démonstration. — Notons {2 'ensemble des conjugués des éléments
de G(£)' et S le support de la distribution ¢ — Trm(p). Il résulte de la
formule de théoreme que S C Q. Soit W le complémentaire dans G de S.
Pour montrer que S = Q il suffit de montrer que 2 N W = 0. Supposons
que WNQN # 0. Comme W est invariant par les automorphismes intérieurs
du groupe G, il existe ag dans A’ = G(£)' N A, 2z, dans Z(K) tels que ag2o
soit dans W.

Il est facile de voir en utilisant le lemme 3.3 que l'application
(a,X,u) — expXaexp(—X)u est un difféomorphisme de A’ x m x U
sur A'K. D’apres [8], XII, Th. 2.2, il existe une sous-variété fermée V'
de U telle que l’application (v,z) — wvz soit un difféomorphisme de
V xZ(U) sur U. On en déduit que ’application a définie par a(a, X, z,v) =
exp Xaexp(—X)vz est un difféomorphisme de A’ x m x Z(U) x V sur A'K.
Soit ¢ la fonction sur A’K définie par ((a(a, X, z,v)) = re(az) 1 x¢(az) "
La fonction ¢ est dans C*°(A’K). Soit 9 une fonction dans D(W N A’'K),
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a valeurs positives, constante et non nulle au voisinage de agzg. Posons

¢=¢¢.Ona:
Trm(p) = / re(az)xe(az)p(exp Xazexp(—X)) dX da dz
A'XZ(K)xm

ou les mesures da et dz sont telles que 'on ait : da dz = dz .

Il en résulte que :
Trw(p) = / Y(exp Xazexp(—X)) dX dz da >0 .
A'xZ(K)xm

D’autre part, comme ¢ est dans D(W) on a Trw(¢) = 0. On en déduit que
wna=40.

Remerciement. — Je tiens & remercier J. Y. Charbonnel dont 'aide
m’a été précieuse au cours de ce travail.
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