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1. Introduction — Enoncé du théoréme 1.

Soit W une variété lisse, et V une sous-variété lisse fermée. On sait
qu’il n’existe pas toujours de feuilletage F sur W admettant V comme
feuille, ni méme de germe de feuilletage défini seulement au voisinage de V' :
une condition nécessaire pour cela, c’est que I'idéal engendré dans H*(V,R)
par 'anneau des classes caractéristiques réelles du fibré vy normal & V
dans W (Pont*(vy) ou Chern*(vy) selon que le contexte est C™ réel ou

Mots-clés : Feuilletages a singularités — Résidus — Nombres de Chern.
Classification A.M.S. : 57R20 — 55R25.
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analytique complexe) soit trivial (c’est-a-dire nul en dimension * > 0) : c’est
une conséquence immédiate de ce que la restriction a chaque feuille d’une
connexion de Bott sur le fibré normal au feuilletage est plate (cf. [B1]).

Nous allons voir plus généralement (cf. théoreme 2 du §2) qu’une
condition nécessaire pour qu’il existe sur W un feuilletage F laissant V'
invariante (c’est-a-dire tel que V soit une réunion de feuilles, ou - ce qui
revient au méme — tel que F induise un feuilletage Fy sur V') est que ’idéal
engendré par les classes caractéristiques réelles de vy soit nul en dimension
* > 25, ou s désigne la codimension (réelle ou complexe suivant le contexte)
du feuilletage Fy dans V : ce sera une conséquence de ’existence d’une
structure de “fibré feuilleté” sur vy, au sens de F. Kamber et P. Tondeur
[KT] (lemme fondamental du §2).

Lorsqu’un tel feuilletage F n’existe, ou en tout cas n’est donné, qu’en
dehors d’une partie fermée S de W (S sera appelé “I’ensemble singulier”
de F), il est raisonnable de s’attendre a ce que les classes caractéristiques
réelles p(vy) de vy, en dimension * > 2s, se “localisent” au voisinage
de la partie singuliere ¥ = S N V. Nous allons effectivement montrer
que la donnée de F sur W — S va permettre de définir un relevement
naturel po(vy) dans H*(V,V—% ; R) de toute classe ¢(vy ) de dimension
* > 2s, par Papplication naturelle H*(V,V—-;R) <= H*(V;R). [po(vv)
s’appellera la classe caractéristique résiduelle de vy pour F, correspondant
a p(vv)]. Sila variété V est compacte, de dimension réelle N, et orientable,
la dualité de Poincaré Py induit la dualité d’Alexander-Lefschetz AL :

H*(V,V-T;R) —— H*(V,R)

~ jAL ~ lpv

Hy-.S,R) —%' Hy_.V,R)
([¢] étant induit par Vinclusion naturelle de ¥ dans V'), sous réserve
d’hypothéses assez peu contraignantes sur X. On appelle alors résidu de
p(vy) sur X, relativement & F, I’élément

Rész(p,V) = AL(po(vv)) € HN-«(Z,R) .
Si ¥ est réunion de composantes connexes ¥,, et si iq : Xq — V
désigne l'inclusion naturelle, Hy_,(Z,R) = @ Hy-+(Z4, R), et, notant
Rés%(p, V) : la composante de Rész(p, V) sur Hy_.(Z,, R) on obtient la
“formule des résidus” (§4) :

p(rv) =D (Pv)™! o lial« o RésS(, V) .
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Cette situation n’est pas gratuite : lorsqu’on a un feuilletage défini
sur W —S8 (en dehors d’une partie fermée S de W), I’éclatement normal
de chaque composante connexe lisse S, de S permet de relever F en un
feuilletage F sur la variété éclatée W et F laisse invariante chaque sous-
variété V, = F~1(S,) (F : W — W désignant la projection naturelle).
En outre, la restriction F : V, — S, de cette projection a V,, est une
fibration en espaces projectifs (réels ou complexes selon le contexte), dont
le fibré tautologique en droites L, — V,, s’identifie naturellement au fibré
normal v(V,) de V, dans W, et dont la restriction & chaque fibre de 7 est
stablement équivalente au fibré normal & cette fibre dans w.

Dans le contexte holomorphe, lorsque dimc W = 2, dimcgV = 1,
s = 0, ¢ = ¢, le résidu que nous définissons coincide avec celui défini
dans [CS] par C. Camacho et P. Sad, ‘et plus généralement par Gmira
Bouchra [GB] et A. Lins Neto [LN1] (}) pour s = 0, ¢ = ¢, lorsque
la codimension du feuilletage est égale a 1. Si S, est un point, la fibration
L, — V, s’identifie au fibré tautologique L — PC(1) en droites complexes,
et

(e1(L), PC(1)) = 1.

Ceci prouve que les différents résidus de F en les points singuliers d’un

(!) A. Lins Neto signale dans son papier que ce résultat lui a été “communiqué” par
J.-P. Brasselet.
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méme diviseur exceptionnel V,, ne peuvent étre tous nuls ou positifs;
C. Camacho et P. Sad en ont déduit, qu’aprés un nombre fini d’éclatements,
il existe au moins une singularité admettant une séparatrice se laissant
projeter sur W [ils ont montré, & partir de 13, l’existence de sous-variétés
intégrales irréductibles passant par 0, pour toute forme de Pfaff holomorphe
sur C? admettant en 0 une singularité).

Dans le cas général, la théorie est vide si 2s + 2 > dimg V. Par
conséquent, dans le contexte réel C™, il faut que F ait des feuilles de
dimension > 3. Par contre, dans le contexte analytique complexe, la théorie
s’applique aux feuilletages définis localement par des champs de vecteurs

holomorphes, pour les classes caractéristiques de dimension * = dimg V =
2 x dimc V.

Nous donnerons des formules explicites de résidus dans le cas général,
en termes intrinseéques de géométrie différentielle (connexions). Le principal
outil utilisé sera le complexe de Mayer-Vietoris de V' associé & ¥, qui n’est
autre que le complexe total de Cech-de Rham associé au recouvrement de V
par 2 ouverts : V—X et un voisinage U de ¥ dans V se rétractant par défor-
mations sur X (la seule restriction que nous ferons sur ¥ sera précisément
de supposer existence d’un tel U); ce complexe est particulierement bien
adapté & la manipulation des cochomologies H*(V,V-X ; R) et (H*(Z,R);
la théorie de Chern-Weil et l'intégration des formes différentielles s’éten-
dant & ce complexe, le calcul des classes résiduelles et des résidus se fera
tout naturellement. Bien que le principe général de ce type de calcul ait
déja été exposé dans [L1], nous rappellerons sans démonstration au §3, le
minimum indispensable pour permettre une lecture “self-contained” de ce
papier, et en particulier ’expression de la dualité d’Alexander-Lefschetz
dans ce contexte (cf. théoréme 4).

Nous pousserons les calculs, dans le contexte analytique complexe,
pour des feuilletages F avec singularités dont les feuilles sont de dimc 1,
dans deux cas :

1) X, est une sous-variété holomorphe lisse de V/, il existe un voisinage
lNIa de ¥, dans W, et un champ de vecteurs holomorphe X, sur ﬁa
définissant la restriction de F a (7,, — Y., et Paction infinitésimale de X,
sur le fibré normal & £, dans V est “non dégénérée” (au sens de Bott [B2]).

2) ¥, est incluse dans le domaine 17& d’une carte locale complexe
(T1ye s @iy ooy Ty Y1se 3 Yny -« -5 Yg) sur W, telle que U, = V N U, soit
défini par les équations yy =0 (1 < X < q), et telle que U, NUg = @ pour
a # B
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Le premier cas sera une application directe du théoréeme 2 de Bott
[B2], du lemme fondamental du §2 (et du théoréme 4 dans le cas ot F n’est
pas globalement défini par un champ de vecteurs sur W) : cf. corollaire 4”,
et le dernier exemple du §7.

Exposons ici la formule & laquelle nous parviendrons dans le deuxiéme
cas. On suppose donc dimg W = p + ¢, dimg V = p = N/2. On suppose
aussi V compacte.

Soit F un feuilletage holomorphe sur W — S, dont les feuilles sont de
dimension complexe 1, et dont la restriction & U, — S N U, peut toujours
se définir par un champ de vecteurs holomorphe X, sur U, — SN U,

’ P 0 a 0
Xo = ;Ai(ﬂv,y)g;i + Az::lBA(w,y)ga .

L’hypothese selon laquelle V' est invariante par F (c’est-a-dire : X, |v
est tangent & V') implique : B)(z,0) =0 (1 < A < g). Notons U# I'ouvert de
U, — X, formé de ’ensemble des points z € U, — X, tels que A;(z,0) #0:
les U (i = 1,...,p) constituent alors un recouvrement U, de U, — £,
par des ouverts. Soit 7, une sous-variété a bord de U,, de dimension
(réelle) N = 2p, telle que £, C 7*30“ (2o NOT, = 0) : U, induit alors
un recouvrement U(07,) de 07, par les ouverts U N 07,. On appellera
“systéme d’alvéoles” subordonné au recouvrement U(97,) la donnée d’une
famille (R{)1<i<p de sous-variétés réelles Ry de 07, recouvrant 07,, de

(]
dimension 2p — 1, d’intérieur R ¢ de classe C*°, & bord OR{ orientable et
C* par morceaux, vérifiant les propriétés suivantes :

() ReCUPNOT,
(ii) R¢NR$=0pouri#j,
(iii) pour tout k-simplexe I = (ig, %1, ...,%x) du nerf du recouvrement
k
U(0T,) (cest-a-dire : 9T, N ( (| UY) # 0, les indices i, étant tous
=0

r=
distincts), 'intersection

k k
Ri=R;, . =()R, =)0k
=0 r=0
est une variété de dimension (réelle) 2p — k — 1, & bord C* par morceaux,

Cp P

(iv) Rf, . , = 1 R} = () OR{ est une variété sans bord, de
i=1 1=1"

dimension (réelle) p.
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Pour tout I = (4g,%1,--.,ix), on conviendra d’orienter R; de la facon
suivante :

1) Pour toute permutation o de {0,1,...,k}, R®

1058150005 Tk

et R} . ; . seront égales en tant que variétés a bord non orientées,
o(0)rta(1)r-sta (k) .
mais ayant des orientations égales ou opposées selon la parité de la permu-

tation o.
2) Pour tout I, le bord orienté de R§ sera supposé vérifier :

ORS = Z R

10,8158k
J#in

aR?(t) = Z Rz)y]' - Z R?’il’ )

J>io 3<io

(Ainsi, par exemple,

3) L’orientation de RY est induite par celle de 07, (c’est-a-dire par
la normale de 87, sortant de 7). -

Ces regles permettent de définir, de proche en proche, par induction

croissante sur k, 'orientation de Ry ; d’ou celle de Rf, .

Soit ¢ € Rley,...,cq] une classe caractéristique de dim 2p, c’est-a-
dire un polynéme & coefficients complexes sur I'algébre de lie g¢(g, C) des



RESIDUS DES FEUILLETAGES SINGULIERS 217

matrices ¢ x ¢ & coeflicients complexes, invariant par la représentation
adjointe de GL(q,C) sur gf(q,C), polynome de degré p par rapport
aux coefficients de la matrice, et normalisé en particulier de fagcon que
sa restriction aux matrices antihermitiennes (c’est-a-dire & l’algebre de
Lie u(q) du groupe unitaire) soit a coefficients réels et aussi de fagon
que les classes caractéristiques c; correspondantes soient dans 'image de

. - . U O . .
la cohomologie entiére [chaque c; s’identifie & (Qf)J x (j-iéme fonction
i
symétrique élémentaire des valeurs propres de la matrice), et ¢ est un
polynéme de poids p & coefficients réels en cy, ..., ¢,

Notons D(z) la matrice jacobienne (( %;3—’\(@ 0)))/\ =
nw s

THEOREME 1. — Posons

Résr(p,V,Za) = (—1)”/ -Tw(D—g—z-del/\---/\dzp .
RYs. H A,L(];’O)
=1

(i) Ce nombre ne dépend pas des choix effectués pour le définir.
(ii) SiV est compacte,

(), V) = Rész(p,V,Za) -

(iii) Si X, est un point isolé my, Résr(p,V,my) n’est rien d’autre
que la valeur en m, du symbole résidu de Grothendieck dans V :

D)dzi A---ANd
Rés,,, [90( )z ZPJ

4,7, 4,
(o Ai(z) = Ai(z,0)).

Pour p=q =1, s =0, ¢ = ¢, on retrouve la définition de I'indice de
Camacho-Sad [CS]. La formule a aussi été conjecturée par Camacho dans
lecasp=2,g=s5=1, p = (c1)%

Nous démontrerons en fait, au §5, le théoréeme 1’, plus général,
relatif aux fibrés holomorphes qui sont feuilletés (au sens de Kamber et
Tondeur [KT]) relativement & un feuilletage sur V-3 dont les feuilles sont
de dimc 1. L’intérét de cette généralisation sera de redonner au passage,
outre le théoreme 1, une nouvelle démonstration, trés naturelle, de la
formule des résidus de Baum-Bott [BB1], dont on aura noté la parenté avec
celle du théoréme 1. Ce théoréme 1’ généralise aussi, en termes de résidus
de Grothendieck, le théoréme des résidus de Bott [B2] relatif au cas des
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fibrés munis d’une C-action : (Bott imposait & X, d’étre une composante
connexe “non dégénérée” du champ de vecteurs X sous-jacent a la C-action,
hypothése que nous n’exigerons plus; en revanche nous imposerons & X,
d’étre incluse dans le domaine d’une carte locale sur V', hypothése que Bott
n’exigeait pas).

Pour démontrer les théoremes 1 et 1’°, il nous faudra, au §6, dire
un mot de ce qu’est, au moins en dimension maximum, 'intégration sur

N

le complexe de Cech-de Rham associé & un recouvrement, relativement
a un systéme d’alvéoles subordonné & ce recouvrement (théorémes 5 et
6). La théorie de cette intégration, qui prolonge l'intégration usuelle des
formes différentielles, et qui généralise aussi celle exposée au §3 dans le cas
particulier du complexe de Mayer-Vietoris (recouvrement avec 2 ouverts),
a été exposée en détail ([L2], [L3]) pour les recouvrements adaptés & une
stratification. Mais le recouvrement utilisé ici est d’une autre nature, et
I'intégration pourra aussi s’interpréter, dans cette situation, comme une

extension & tout le complexe de Cech-de Rham des résidus de Grothendieck.

Quelques exemples de calculs explicites sont donnés au §7, dans le cas
des éclatements, y compris dans un cas ou le théoréme 1 n’est pas utilisable.

Au §8 enfin, sont définis des résidus dans le cas ou I’ensemble invariant
V n’est plus nécessairement une variété, mais un ensemble analytique
(éventuellement non lisse) de W, avec le théoréme de résidus correspondant.
Pour ¢ = 1, s = 0, on démontrera que cet indice coincide avec celui
défini par A. Lins Neto [LN2]. Dans le cas ou cet ensemble analytique
V est compact (cas des sous-ensembles algébriques d’un espace projectif
complexe), il résultera de facon tout & fait triviale de leur définition et
sans aucun éclatement ni résolution de singularité, que la somme de ces
résidus est un entier, et que cet entier ne dépend pas du feuilletage singulier
défini dans W au voisinage de V. (Ce résultat a été démontré par A. Lins
Neto [LN2], pour ¢ = p = 1, s = 0, en se ramenant au cas lisse grace
4 une résolution par éclatements de la courbe algébrique V' dans PC(2).
Il I’a utilisé en particulier pour démontrer qu’il existe un ouvert partout
dense de systémes différentiels algébriques sur PC(2) n’admettant aucune
solution algébrique).

Ce travail a été réalisé en aoiit et septembre 90, & la suite de
conversations avec C. Camacho que je remercie particulierement. Jai
également eu de fructueuses discussions, avec en particulier Y. Hantout,
A. Lins Neto, M. Sebastiani, P. Schweitzer et M. Soares. J’ai bénéficié enfin
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d’une aide matérielle du CAPES, du COFFECUB, de 'IMPA de Rio, de
I'UFC de Fortalezza et de 'UFRGS de Porto Alegre. Merci & tous.

J’ai voulu rendre cet article aussi lisible que possible, en essayant
d’expliciter les idées et en détaillant les démonstrations. Cela explique sa
longueur, et je suis reconnaissant aux rédacteurs des Annales de I’Institut
Fourier de ’avoir accepté.

2. Connexions spéciales et théoréme d’annulation.

Jusqu’au §4 inclus, nous traiterons simultanément le cas des feuille-
tages C™ réels, ou analytiques complexes : K désignera 'un des corps R
ou C, et les fibrés vectoriels tangents ou normaux considérés seront C'*
réels ou holomorphes, selon le contexte).

On notera :
W une variété lisse de dimk n,
V' une sous-variété propre lisse de dimk p,
F un feuilletage sur W, de codimk (p + s), laissant V invariante,
Fv le feuilletage, de codimk s, induit par F sur V,
Tw le fibré tangent & W,
Ty le fibré tangent a V,
7x le fibré tangent aux feuilles de F,
T7r, = 7F|v le fibré tangent aux feuilles Fy,
vr le fibré normal & F dans W,
vr, le fibré normal & Fy dans V,
vy le fibré normal & V dans W.

On a la suite exacte canonique
0— 717 — 118 L»V_;:—-»O

ainsi que le diagramme naturel formé de suites exactes :
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0 0
| |
0 — 177, — TV L»va — 0

H ! l

P
0 — 7:7:|v —_— TW|V — V}‘|v — 0

|- |

vy S vy
0 0
LEMME FONDAMENTAL 2.1. — Soient X et Y deux sections C*® de

Tw définies sur un voisinage de V dans W, dont on notera X et Y les
restrictions a V. On suppose en outre que X est une section du sous-fibré
75 de Tw. La section 7([X,Y)|y) de vy

1) ne dépend alors que de X et de n(Y),
2) elle dépend C* (V') linéairement de X,
3) elle vérifie, pour toute fonction u € C®(V) :
7([X,aY]|v) = uw(x[X,Y]lv) = (X - w)n(Y)
i désignant un prolongement C*™ de u dans W, défini au voisinage de V.
Tout d’abord, si X est tangent & V, X - (Y @) ne dépend que

de la restriction Y - @ de Y - @ & V, et par conséquent_ (X,Y]- @)y =
X-(Y-a)-Y- (X @) ne dépend que de Y, et non de Y.

D’autre part, puisque X est une section de T, qui est stable pour le
crochet, p[X,Y]

— ne dépend que de p(f’) et non de f’,
— dépend C*°(W) linéairement de X,
— vérifie p[X,aY] = ap[X,Y] + (X - a)p(Y) .
Par restriction a V, puisque 7|y C 7y, on observe que p[}? , ?]lv
— ne dépend que de p(Y),
- ne dépend que de X et en dépend C*°(V') linéairement,
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— vérifie p([)?,ﬁf’”v = up([)?,f’]lv) + (X -u)p(Y).

Projetant par 7, compte tenu de ce que T op = 7, et une fois observé
que Ty est stable pour le crochet et que par conséquent 7n[X,Y] =0si Y
est dans vz, , on en déduit le lemme.

On appellera “connexion spéciale” toute connexion V sur vy, de classe
C® (y compris dans le contexte holomorphe), vérifiant :

Vx(rY) = (X, Y]|v)

{ pour X , section C™ de 7x définie au voisinage de V dans W |
pour Y, section C*® de 7y définie au voisinage de V dans W ,

et vérifiant en plus, dans le contexte holomorphe, Vz (1Y) = 0, chaque fois
que

Y est une section holomorphe de mw |y,
Z est une section du fibré Ty (conjugué de 7y ).

Remarques :

1) Dans le contexte holomorphe, les sections holomorphes de vy
engendrent toutes les sections C* pour la structure de C*°(V, C)-module.

2) Le fibré tangent réel T(V'), qui est aussi le fibré réel sous-jacent
au fibré holomorphe 7y, admet pour complexifié :

T(V)®rC=mv &7y (rv=T"°(V),7y =T"(V)) .
3) Pour s = 0, les connexions spéciales coincident avec les restrictions

a la feuille V des connexions de Bott (définies sur tout le fibré normal au
feuilletage).

LEMME 2.2. — Soit K la courbure d’une connexion spéciale sur vy,
et F' un supplémentaire de 7r, dans Ty. On a toujours :

(i) K(X1,X2)=0, VX1, X2 € 7£, et, dans le contexte holomorphe,
on a aussi :

(i) K(X,Z)=0, VX €715, VZ €Ty,
(iii) K(Z,,2,)=0,¥2,,Z, € Ty.
L’égalité (i) est une simple conséquence de 'identité de Jacobi, et de
la stabilité de 7, pour le crochet.

Pour démontrer (ii), on peut supposer X holomorphe et Z antiholo-
morphe, puisque les sections holomorphes de 7, engendrent linéairement
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toutes les sections C'*°, que les sections antiholomorphes de 7y engendrent
toutes les sections C*°, et que K (X, Z) est bilinéaire. On en déduit, pour
Y holomorphe :

VxVz(nY) =0 car Vz(zY) =0,
Vz(VxnY) =0 car Vx(xY) est holomorphe,
Vix,z)(7Y) =0 car [X,Z]=0.

Pour démontrer (iii), il suffit de remarquer que 7y est stable pour le
crochet.

On peut reparaphraser les lemmes 2.1 et 2.2 en disant que l'on a
muni vy d’une structure de “fibré feuilleté” relativement & i (au sens de
F. Kamber et P. Tondeur [KT]), c’est-a-dire d’une connexion partielle plate
le long des feuilles de Fy/, qui — de plus — dans le contexte holomorphe, est
de type (1,0). [Les connexions spéciales sont celles dites “adaptées” dans
la terminologie de [KT] dans le cas réel C'*. Pour éviter toute ambiguité,
compte tenu de la condition supplémentaire dans le cas holomorphe, nous
avons préféré utiliser un autre mot.|

LEMME 2.3. — 1l existe toujours des connexions spéciales.

11 suffit en effet de se donner un supplémentaire F', C*, y compris
dans le contexte holomorphe, de 77, dans 7y, et de fixer arbitrairement
Va(xY) pour A € F (par exemple & ’aide d’une connexion arbitraire C*,
V, sur vy, en posant V(1Y) = Va(rY)).

Notons I*(GL(K,q)) l’algébre des polyndémes ¢ sur lalgébre de
Lie g¢(K,q) des matrices ¢ x q & coefficients dans K, invariants par la
représentation adjointe de GL(K,q), graduée en dimension paire par le
double du degré polynomial :

* désignera la “dimension” de ¢, égale a deux fois le “degré” de ¢
(on prendra garde & distinguer ces 2 mots).

Pour toute connexion w sur vy, notons
A, I"(GL(K,q)) — Z(pr(V) ®r K)

I’homomorphisme de Chern-Weil qui, a tout polyndome ¢ de degré k, associe

la 2k-forme fermée ¢ (K,K,...,K). Pour toute famille de connexions
N e/
k
wo, - - - , Wy SUr vy, notons plus généralement

Dy w1y, + T(GL(K,q)) — Qpp(V)®r K
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Popérateur de différences itérées de Bott ([B1]), tel que

T
— —1)J -
doAyyw,w, = E (-1) Aw(),___,wj,”_,w,_ .
J=0

Des théorémes généraux de [KT] sur les fibrés feuilletés, résulte le

THEOREME 2.

(i) Siw est une connexion spéciale sur vy, A, (¢) =0 pour d°p > s
(dim ¢ > 23).

(i1) Siwo,wr,...,w, est une famille de connexions spéciales sur vy,
Auowiwe(p) =0 pour d°p>s.

(iii) L’anneau Pont*(vv) (resp. Chern*(vy)) des classes caractéristi-
ques réelles de vy est nul en dimension * > 2s.

Remarques :

1) Ce théoréme est valable pour les fibrés feuilletés quelconques. On
utilisera cette remarque au §5. :

2) Si vy est réel, orienté, C*, le théoréme ci-dessus ne concerne que
Panneau engendré par les classes de Pontryagin réelles. La classe d’Euler
n’est pas concernée, car une connexion spéciale ne préserve en général
aucune métrique riemannienne sur vy.

3. Rappels sur le complexe de Mayer-Vietoris et

la dualité d’Alexander-Lefschetz.

On se reportera a [L1] ou [L2] pour toute démonstration.

Soit V une variété C*> de dimension IV, et ¥ une partie fermée de V'
dont on supposera seulement qu’elle admet un voisinage “régulier” U dans
V, c’est-a-dire un voisinage ouvert dont ¥ est un rétracte par déformations.

On appellera “complexe de Mayer-Vietoris” (associé au recouvrement
U= (V-X,U) de V) Palgebre différentielle graduée MV *(U) égale &

Qpr(V-%) ® Qpp(U) & A (U-X)
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en tant qu’espace vectoriel gradué, avec la multiplication (non commutative
au sens gradué) :

(@,8,6) — (¢, 8,€) = (and,BABENB + (1) n¢)
et la différentielle
D(avﬂaé) = (da,dﬂ7 _'dé + IB - a)
(on a partout sous-entendu les restrictions éventuelles & U — ¥; d désigne
la différentiation extérieure et A le produit extérieur dans I’algébre de de

Rham Q3 g concernée). [Ce complexe n’est rien d’autre que le complexe
total de Cech-de Rham associé au recouvrement U{.]

Soit ¢ : Qpp(V) — MV*(U) Papplication
Wa) = (alv-z,aly,0) :
c’est un homomorphisme d’algebres différentielles graduées, qui induit un
isomorphisme d’algebres graduées en cohomologie (A. Weil [BT]), de sorte
que ’on identifiera désormais H(MV*(li{)) & H*(V,R) via la cohomologie
de de Rham.

Soit 7 une sous-variété a bord de V, de dimension N, incluse dans
U, telle que X soit inclus dans l'intérieur de 7, (X' N 87 ) = @) séparant V
o [
en les deux sous-variétés a bord 7 et V— T, (0(V— T) = —07). [On peut,
mais il n’est pas nécessaire, supposer que 7 se rétracte par déformations
sur X.]



RESIDUS DES FEUILLETAGES SINGULIERS 225

Supposons V' compacte, orientée et connexe. On étend alors 'intégra-

/ : QgR(V) — R
v

tion

a4 MVY(U) en posant :

[@po=[ o+ [s-

11 n’est pas difficile de voir que cette intégrale est nulle sur D(MV "™~ 1(i))
et définit un isomorphisme H™ (MV (U)) =, R. La dualité de Poincaré
HY(V,R) 25 Hy_y(V,R)
est donc induite par P’application
MV*(U) — Hom(MVN~*1),R)

définie par

(@8,9— (@.8.6)— [ ana+ [ g+ [ enss-1)tanel).
VT T oT

Les projections naturelles

MV*(U) — Qpr(V-X)

MV*(U) — Qpr(U)
étant surjectives, leurs noyaux, notés respectivement MV*(U,V —X) et
MV*(U,X), ont pour cohomologie H*(V,V — X ; R) et H*(V,X;R)
respectivement. Pour (0, 3,£) € MV*(V,V —X), le produit

(0,8,8) — (o, 8,€) = (0,BA B, ENB')

ne dépend pas de o' et £ et permet donc d’écrire la dualité d’Alexander-
Lefschetz

et

HYV,V-%; R) 5 Hy_x(Z,R)
qui est induite par I’application
MV*(V,V-%) — Hom(QYz*(U),R)
©0.6.9— (8 — [ prs - [ cns)

[V étant compacte, ¥ fermsé, et U se rétractant par déformations sur ¥, on
peut identifier H,(X,R) et H(Hom(Q},5(U),R)]

Soit £ — V un K-fibré vectoriel C* de rang ¢, w une connexion
sur E,

Ay I'(GL(K, q)) — Z(2pr(V) @r K)
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I’homomorphisme de Chern-Weil, et
Aww’ : I*(GL(K’ q)) - Q*D—Rl (V) SR K
Popérateur différence associé & 2 connexions w et w’ sur E.

Si 'on suppose maintenant w définie sur E|y_y et o' sur E|y, on
définit une application

Puow @ I'(GL(K,q)) — MV*(U) ®r K
en posant '
How (0) = (Au(9), Bur (9), Auwr (#)) -

La formule do A, = A, —A, exprime que p,. (@) est un D-cocycle dans
MV*(U)®rK, dont il est facile de vérifier que la classe de cohomologie dans
MV*(U) ®r K ne dépend pas du choix de w et w’ (c’est un cas particulier
de la théorie de Chern-Weil dans le complexe de Cech-de Rham , exposée
par Bott [B1] ou Kamber-Tondeur [KT] avec une toute autre motivation.

L’homomorphisme caractéristique ainsi défini
I'(GL(K,q)) — HMV*(U) ®r K
coincide avec le classique
I'(GL(K,q)) — H(Qpr(V) ®r K)

quand on identifie H(2, z(V')) et H(MV™*(U)) par ¢*, puisque, si w est une
connexion globale sur E ,

Poly_gwly Ot = A,

Remarque. — Le principe de 'intégration sur le complexe de Mayer-
Vietoris figure en germe dans Allendoerfer-Eells [AE], son utilisation pour
construire des résidus de champs de vecteurs appartenant a un pseudo-
groupe infinitésimal elliptique dans B. Cenkl [C], et pour construire des rési-
dus de formes différentielles & singularités sous-analytiques dans Dolbeault-
Poly [DP].

4. Classes résiduelles et résidus des sous-variétés

invariantes d’un feuilletage singulier.

On note désormais :

W une variété lisse de dimgk n,
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V une sous-variété propre lisse de dimg p,

S une partie fermée de W,

r=8nV,

F un feuilletage sur W — S, de codimk (p + s), laissant V' —X invariante,
Fv le feuilletage induit par F sur V-3, de codim s.

Les autres notations du §2 sont reprises sans ambiguité.

On suppose que ¥ admet un voisinage ouvert régulier U dans V, et
on recouvre V par Y = (V-X,U).

Soit w une connexion spéciale sur vy|y_y et wp une connexion
quelconque sur vy |y. D’apres la théorie de Chern-Weil dans MV*(U)®r K
rappelée au §3, on peut représenter, pour tout ¢ € I*(GL(K,q)), la classe
caractéristique p(vy ) par le D-cocycle (A, (), Auw, (¢), Awwo ().

D’apres le théoréme 2, A, (p) =0si d°p > s, et

(0’ Au«'u (90)7 Awwuso))
est alors un D-cocycle dans MV*(U,V -%) ® K.

THEOREME 3 (Théoréme d’existence et formule des classes
résiduelles). — Supposons d°¢ > s. La classe de cohomologie de
(0, Ay, (9), Aww, (¢)) dans H*(V,V-3; K) ne dépend que du comportement
local de F au voisinage de X. Elle ne dépend ni du choix de la connexion
spéciale w, ni du choix de la connexion wy.

La classe de cohomologie pr(vyv) € H*(V,V —3%;K), bien définie dés
que d°p > s, s’appellera la classe résiduelle de p(vy) pour F.

Rappelons, d’aprés Bott ([B1]), qu’étant donné 3 connexions wy, ws,
wsz sur un méme fibré, 'application linéaire

Awlwzws : I*(GL(K7Q)) I Q*—Q(V) ® K
vérifie :
d o Aw1wzw3 = Au}qu3 - Awlws + Awlwg .
Si w; et wo sont 2 connexions spéciales sur vy_y on en déduit :
D(O’ OAwlwzwo ((P)) = (07 Awo (‘P), Awlwu ((P)) - (0’ sz (‘p)a szw() ((P))
_(O’ 07 Awlwz (90)) .

Mais, si d°¢ > s, Auw,() = 0 d’aprées le théoréme 2. Puisque
(0,0, Ay, wsw, () est dans le sous-complexe relatif MV*(U,V-X) ®gr K,
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ceci prouve que la classe de cohomologie relative [(0, A, (¥), Auw, ()] ne
dépend pas du choix de la connexion spéciale w.

De méme, si w est spéciale, et si wp et wy désignent 2 connexions
arbitraires sur vy |y, (0’Aw,w{,(‘P),AwU,wg(‘P)) appartient au complexe
relatif MV*(U,V —X), et a pour cobord la différence

(Oa Aw6 (30)’ Aw,w{)((p)) - (07 Awo (‘p)a Aww6 (90)) .

Ceci prouve que la classe de cohomologie relative ne dépend pas non plus
du choix de wy.

Le fait que Qp z(U) ® Q) g(U—-X) ne fasse pas intervenir de formes en
dehors de U prouve que la classe résiduelle ne dépend que du comportement
de F dans W — S un voisinage de ¥, U pouvant d’ailleurs étre choisi
arbitrairement petit.

THEOREME 4 (Théoréme des résidus). — Supposons V' compacte,
orientée, de dimg N, connexe, (N = psi K =R, N = 2psi K = C).
Pour tout ¢ € I*(GL(K,q)) de dimension * = 2k > 2s, il existe une
classe d’homologie Résr(p,V) € Hpy_2k(2,K) ne dépendant que du
comportement de F dans W —X au voisinage de ¥, telle que

p(vv) = (Pv) ! o [i] o Résx(p, V)
(ot [f] : Hy_.(%,K) — Hy_.(V,K) désigne I'application naturelle, et
Py : H*(V,K) — Hy_.(V,K)
la dualité de Poincaré).
Cette classe d’homologie est définie, dans le complexe

Hom(QgEZk(U), K) par I'application :

b e QNFH(U) — / Aun(p) AU — / A () AV
T oT

(ou T désigne n’importe quelle variété a bord de dimension N dans U, telle
que ¥ CT).

Il suffit en effet de prendre pour Résx(yp,V) limage de la classe
résiduelle pr(vy) définie au théoreme 3, par la dualité AL d’Alexander-
Lefschetz. L’expression de AL dans MV*(U) ® K, telle que nous I’avons
rappelée au §3, et la commutativité Py o j = [i] o AL (cf. le diagramme de
Pintroduction) permettent de conclure.

On appellera Résx(p, V) le résidu de p(vy) sur ¥ relativement a F.
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Remarques :

1) Si ¥ a plusieurs composantes connexes X,
H.(%,K) = P H.(Za, K) .

On peut définir un résidu
Rés}(% V) € HN—2IC(ZQ) K)

pour chacune d’elles, par 'application

v e bk (U,) — /7- A, (p) A — - Apo, (@) AV

(ou U, est un voisinage régulier de ¥,, 7, une sous-variété & bord, de
dimension N, dans U, telle que ¥, ne coupe pas 97,, w, une connexion
arbitraire sur vy |y, , et ol 'on a supposé aussi U, N Uz = @ pour a # §).
On a alors :

p(vv) =Y (Py) ™" o lia] o Rés(p, V)

ou P’on a noté [i,] la fleche naturelle
HN—Zk(ZaaK) - HN~2k(VaK) .

2) Si ¥ est lisse et de dimension strictement inférieure & N, on peut
prendre pour U un voisinage tubulaire de ¥, qui fibre (en disques) au-dessus
de ¥; soit £ : U — X cette fibration (choisie C*). On peut alors choisir une
connexion @y sur vy|y et prendre pour wy la connexion correspondant a
(*@Wy par un isomorphisme vy |y = £~ !(vy|x). Dans la définition du résidu,
on peut remplacer O 2%¥(U) par QgEZk(Z), et le résidu est alors défini
par

r— (i ®) — [ e — [ Auesonem).

On a alors nécessairement [, £*(Ag,(¢) A b) = 0 pour des raisons de
dimension, de sorte que la définition du résidu se simplifie : Rész(p, V')
est défini maintenant par I’élément :

v —+/ Apegywl(e) A(7)
oT
dans Hom(Qp % (2), K).

Bien entendu, cette remarque s’applique aussi au calcul du résidu
relatif & chaque composante connexe ¥, lisse de ¥, de dimension < N :

Rés%(p, V) est défini par ’élément v — / A()*guiw(‘@) AL (7)
a7,
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dans Hom(QN-**(Z,),K), @y désignant une connexion arbitraire sur
vy|s, et w une connexion spéciale sur vy |y_s.

3) Si X (ou ¥4) n’est plus nécessairement lisse, mais si I’on suppose
vy|ly (ou vy|y,) trivial, ou méme simplement plat, on peut alors choisir
pour wp une connexion triviale (ou méme seulement & courbure 0). On a
alors A, () = 0, et 'expression du résidu se simplifie de la méme fagon
que dans le cas ou ¥ est lisse.

COROLLAIRE 4.1. — Supposons
(i) V compacte et orientée,
(ii) dim¢ = dimV (dimension maximum de @).
Alors :
do =Y [[ a0+ [ B
< =% i B

ol w est une connexion spéciale au-desssus de V — X, et w, une connexion
arbitraire sur U,, et :

W) =3 [ Ao,

si ’on a choisi les w, de fagon que A, (p) = 0.

Remarques :

1) Le théoreme d’annulation de Bott, pour les feuilletages, exprime
que les classes caractéristiques réelles du fibré vx normal & un feuilletage
F sont nulles en dimension > 2codimgk F. Dans le cas de feuilletages
avec singularités, vx n’est pas défini sur toute la variété et le probleme
d’exprimer les classes caractéristiques concernées en termes de résidus ne
se pose a priori que si I’on a su prolonger vz, ou du moins sa classe stable
sur le lieu singulier. Dans [PS], Paul Schweitzer a contourné cette difficulté
par des restrictions sur la dimension *, permettant d’affirmer que

H*(V) — H*(V-3)

est un isomorphisme. Pour le probleme que nous traitons, vy est bien défini
sur V, et la difficulté n’apparait pas (excepté au §8).

2) Cette théorie des résidus s’étend sans aucune difficulté au cas des
fibrés E — V, tels que E|y_s soit feuilleté au sens de [KT]. Nous utiliserons
cette remarque au §5.
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Cas des feuilletages holomorphes de dimc 1, & singularités non dégénérées
— Théoreme de Bott ([B2]).

On suppose :
1) X, est une sous-variété lisse holomorphe de V.

2) 1l existe un voisinage U, de £, dans W, et un champ de vecteurs
holomorphe X, sur (7(,, non nul sur V N (711 — X4, tel que X, ait méme
singularités que F/ U, et définisse le méme feuilletage que F en dehors de
ces singularités.

3) L’action infinitésimale 6% de X, sur le fibré normal vy (X,) & X,
dans V est un automorphisme (c’est-a-dire , selon la terminologie de [B2],
que X, est une composante connexe “non dégénérée” du lieu singulier de

Flv).

Posohs , pour toute section 7 Y de vy ( 7 projection naturelle
mwly — vy) @ Ax(@Y) = 7[X,,Y] (cf. notations du lemme 2.1). On a
alors le

COROLLAIRE 4.2.

(Pv) ™" o [ia] o Rés}(ip, V) = (a%/(\é%’za>
(notations de [B2]).

11 suffit en effet de remarquer que A, permet de munir le fibré vy |y,
d’une C-action subordonnée & X,|v., ot Uy = V N U, : la définition de
RésZ(p, V') étant purement locale, et le résidu existant méme si la C-action
n’est pas définie globalement (théoréme 4), le théoréme 2 de Bott ([B2])
permet de conclure (cf. exemple de calcul a la fin du §7). '

5. Démonstration du théoréme 1.

Ainsi qu’annoncé dans l'introduction, nous allons d’abord énoncer et
démontrer un théoréme un peu plus général (théoréme 1°).

Soit £ — V un fibré vectoriel holomorphe et Fy un feuilletage sur
V—% (¥ fermé de V, composantes connexes de ¥ notées ¥,), dont les
feuilles sont de dimc 1. On suppose que F|y_y “feuilleté” relativement a
Fv, au sens de Kamber et Tondeur, c¢’est-a-dire muni d’une connexion par-
tielle (X,0) — Vxo définie seulement pour X € I'(7f, ), nécessairement
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plate puisque 7, est de dimc 1, et vérifiant en plus la condition suivante :
Vxo est holomorphe chaque fois que o est holomorphe.

Exemple 1. — Avec les notations du §2, E = vy, Vszw([)?, f’]lv)-

Exemple 2. — On s’est donné un champ de vecteurs holomorphe X
sur tout V et E est muni d’'une C-action de X (au sens de Bott [B2]), c’est-
a-dire d’un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1, 6x : T'(E) — I'(E), tel
que

1) 6x(o) est holomorphe si o est holomorphe,
2) Ox(fo) = fOx(o) + (X - flo,Vf € C=(V,C).

Un tel fibré est évidemment feuilleté, relativement au feuilletage défini
par X sur V-{ensemble singulier de X'}. Par exemple, le fibré tangent 7y
est muni de la C-action fx : Y — [X,Y], une fois X fixé.

Toute la théorie des §2 et 4 s’applique sans changement a de tels fibrés
quand on prend pour “connexion spéciale” (sous-entendu : relativement
3 0x) toute connexion sur E|y_s prolongeant la connexion partielle V
définissant la structure feuilletée et de type (1,0) :

Vxo est donné par la connexion partielle si X € I'(7x,, )
Vzo =0si Z € T’ (V-X), et 0 holomorphe

On a donc en particulier un théoréme de résidus :

THEOREME 4 GENERALISE. — Pour tout ¢ € Chern®®[cy,...,c,]
(ot q = rangg E), et pour toute composante connexe ¥, de X, il existe
des nombres I, ne dépendant que de (E,V) sur un voisinage de I, et
vérifiant, si V est compacte :

(p(E), V) ZI
(I, étant égal 4 Résx(p,V,%X,) dans le cas de I'exemple 1).

Supposons maintenant qu’il existe un voisinage ouvert U, de ¥, dans
V, ayant les propriétés suivantes :

(i) Uq est inclus dans le domaine d’une carte locale (z1,...,zp) de V,
(ii) E|y, est trivial,

(iii)) Fv|y,-x, est défini par un champ de vecteurs X,.
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(Une telle hypothése est évidemment vérifiée si T, est un point.) Posons :

2 d
Xa = ZAi(l'l,...,.’lfp)%
i=1 t

q
V2 - u
Vx.on =Y 6ho,
p=1
(ot (01,...,0x,...,04) désigne une trivialisation de E|y, par des sections
holomorphes).

Notons My = ((6%)) (matrice & coefficients dans les fonctions holo-
morphes sur U, — Z,).

Soit ¢ € Chern®?[cy, ..., c,].

THEOREME 1’. —  Le nombre I, du théoréme 4 généralisé est égal
a l'intégrale
/ o(Mp(z))
R

> dry A--- ANdzp

1.2..... P H A‘l(x)

i=1 .

(qui ne dépend donc, ni de la trivialisation (01,...,04), ni du systéme de

coordonnées locales (z1,...,Tp), et est aussi égal a Résr(p,V,%,) dans le
cas de ’exemple 1).

[R{, , est défini comme au théoreme 1. En pratique, Rf, , est souvent
défini par la condition |4;| = ¢, Vi = 1,...,p (ol € est un nombre > 0
suffisamment petit).]

0
Dans le cas de 'exemple 1, avec la trivialisation locale o) = 7(%—)

Oy»

(1 < X < gq), on obtient :

OB, D(By,...,By,)
4 = ——2 (2,0) et Myg=—((—=—"2"% .
A ayu ( ) 0 (( D(yl,...,yq) ))y:O

On en déduit le théoréme 1.

0
Dans le cas de 'exemple 2, avec la trivialisation locale o; = 32 de
i

T(V) (1 <1i<p),on obtient :

; 0A; Ay, A
b =%, Ma:‘((%h”)‘))) !

et 'on retrouve la formule des résidus de Baum-Bott [BB1].
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Démonstration du théoréme 1°. — D’aprés le corollaire 4.1 du

théoreme 4 (§4),
I = / Au(®)
9T,

pour toute connexion triviale w, sur E|y,_, et toute connexion spéciale w
sur Ely_y. Aucune ambiguité n’étant possible, nous noterons désormais
Qg au lieu de O}, ®r C l'algebre de de Rham & coefficients complexes.

Notons p : Qpr(Uy — L) — CDR*(U,) Vinclusion naturelle de
I’algebre de de Rham de U, — £, dans le complexe total de Cech-de Rham
CDR'(Us) = P C*Ua, Vpp)
a+b=x

associé au recouvrement U, de U, — X,. D’aprés A. Weil (cf. par exemple
[BT], p. 94), p induit un isomorphisme d’algébres graduées en cohomologie.

En particulier, la forme différentielle
_ _p(Me(x))
P
H Ai(x7 0)

i=1

dzy A -+ A dz,

P

est définie sur lintersection [ U? de tous les ouverts du recouvrement
i=1

U, et définit donc un élément, encore noté 7, dans

CP~ (U, W) C CDR* Y (U,),
nécessairement fermé dans CDR*(U, ) pour des raisons de dimension :

CP(Uy, ) =0 et dprn=0€ CP U, Q7).

LEMME 5.1. — Les cocycles p(A,, .(9)) € COUa, Q¥R") et
n € CP~Y(Uy,, ) sont cohomologues dans CDR**~1(U,), pour un choix
particulier de w, précisé ci-dessous.

Afin de construire u(p) € CDR?**~}(U,) tel que

Du(p) = —p(Au, w(9) +1

(D désignant la différentielle totale dans CDR*(U,)), introduisons, sur
chaque ouvert U, une connexion particuliere w; de la fagcon suivante :
d d d
0—:15—1,...,5;—;,...,%

on remarque que (X, ) forment une base locale du
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module des champs holomorphes sur U. Si I’on note V* la loi de dérivation
associée 3 w;, 0; = —, 0, = —, ON POSse :
Bl 8a:j J aij ’ P
&“U = Vxno 5
Vfa],a,\ = 07 V]a .7 # iaVAv
V5,0 =0, Vj=1,...,p, Vo holomorphe.
Choisissons, pour w,, la connexion triviale définie par :

V%oy=0
{V%”O’A:O, Yi(j=1,...,p, VA (A =1,...,9q).

Notons 6, 'opérateur

wa,\ — Z——U,\ :

On remarque que w; est spemale relatlvement a Ox et aussi a chaque 6,

pour j # i, tandis que w, est spéciale pour tous les 65, (j = 1,...,p).
Pour tout k-simplexe I = (i9,...,i;) du nerf de U,, posons :
wiw — Aw,‘owiln-w,‘kw

Awawl = Awuwinwil Wiy,
Aywrw = Awaw,ow,l Wiy w

(ces operateurs n’ayant évidemment de sens que sur l’intersection

Ur = ﬂ U des ouverts o toutes ces connexions sont simultanément

r=0
définies).

On définira alors u(yp) € CDR?*~2(U,), en posant, pour tout k-

simplexe I du nerf de U, :
— 1\ 2p—2—k
(@)1 = (1) Ay ww(p) € Qg™ " (Ur) -

Puisque d°¢p = p, et puisque les connexions w;,w;, - --w; w sont toutes
spéciales relativement & un méme opérateur 0x, A,,.(p) = 0 pour tout
k-simplexe I. De méme, puisque les connexions wew;,w;, - - - w;, sont toutes
spéciales relativement 3 au moins un méme opérateur 6y, pourvu que k
soit < p—2, A, w,;(p) =0 pour tout k-simplexe I de dimension < p — 2.

On en déduit :
(Du(p))i = dDu,wiw(p) = —Au,w(p)

k
k41
(Du(@)1 = (~1)*PFIA, o Z D)™EAL 0w (@)
=0

k41
= (—1)k+[T} +( )k+2Aw w( ) w W 1W(‘P)
= (1) Ay 0 (9)
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Soit : -
(Dll‘(W))i = —Awaw(‘p)IU“VZ ;

(Du(p))r =0 pour 0<|I|=k<p-2,
(DN((P))I,Z‘..,;) = (_1)[%]Aunw1w2~~-w,,(‘p) .

Pour achever la démonstration du lemme, il suffit de prouver le

LEMME 5.2.

Notons encore w,, w;, wp les formes de connexions relatives a la
trivialisation (o41,...,0).

On a alors
wi(X) = Ai(x) My(x)
wi(9;) =0
wi(9;) =0

1
soit w; = -AfModﬁi, (1 <i < p), tandis que w, = 0.

Pour calculer A, ., u;-w,, On introduit (Bott [B1]) la connexion &
sur E|y,..u, x Ay, — Uf., x A, (AP désignant le p-simplexe

p
0<D ti<1, 0<t;<1,

=1

dans RP), définie par

5=t [1= (L) =

La courbure 2 de cette connexion est égale a

t;
A;

M~

£ d.’L‘i)Mg .

p

~ 1

0= E dt; A Z;d:c,' - My + (termes sans dt;) .
=1

Par conséquent, pour tout polynéme ¢ dans Chern®”[c, - ¢ql,
o(Mp)(dzy A -+ ANdzyp

Y4
IT 4

As(p) =pl(-1)Eldt; Adty A - Adt, x

+ (termes de degré < p en dt;) .
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Par intégration sur A,, et en utilisant I’égalité [ At A AdEy, = —
p!

on obtient :
»
(_1)[7]Awom-~~w,,(‘?) =n.
Ceci acheve la démonstration du lemme. Pour achever celle du théoréme 1°,

il faut encore démontrer le

LEMME 5.3.

Aunolp) = / 7.
T, R

a
1.2....p

Tel est ’objet du paragraphe suivant.

COROLLAIRES DU THEOREME 1. — SiUp, =40,
Résxr(p,V,Z,) =0, Vp.
(Cette situation ne peut se produire que pour p > 3).

Si le champ X, définissant F au voisinage de ¥, est une combinaison
linéaire (a coefficients holomorphes) des seuls champs Ere (1 <i<p),sur
un voisinage de ¥, dans W (pas seulement dans V'),

Résr(p,V,Za) =0, V.

Cela reste vrai si 'on autorise X & avoir des composantes normales B*,
lorsque celles-ci ne dépendent que des coordonnées ;.

6. Intégration sur le complexe Cech-de Rham ,

et résidus de Grothendieck.

THEOREME 5. — 1l existe une application linéaire
/ : CDR*Y(U,) — C
0T

ayant les propriétés suivantes :

(i) elle prolonge I'intégration usuelle

/ YU, -%,) — C
9T,
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des formes différentielles,
(i) elle est nulle sur les cobords D(CDR?**~2%(U,)),
(i)  sa restriction & CP~'(Uy, Q) = Qpp(Uf, ) est égale &

P'intégrale usuelle des p-formes sur la variété (sans bord) Ry, .

On déduit immédiatement le lemme 5.3 du théoréme 5, d’ou le
théoreme 1’, le terme de droite dans la formule du lemme s’identifiant
a la définition usuelle de la valeur en m, du résidu de Grothendieck, si
Yo ={ma}.

Soit A = (A\;); € CDR?~Y(U,) : pour chaque I, A; est une
(2p — k — 1)-forme sur Uj, tandis que Ry, est, rappelons-le, une variété

a bord orientée, de dimension (2p—k —1), incluse dans U;. On définit alors
Joz, : CDR*~'(Uy) — C en posant :

Jm A=

(les intégrales & droite du signe = étant les intégrales usuelles).

11 est clair que les propriétés (i) et (iii) sont vérifiées. Il ne nous reste
donc plus qu’a démontrer :

Du=0, Vue CDR®2(U,) .
T,

Pour tout I = (ip <11 <--- <ix), posons :
Il =k et (=1)f =(=1)*.

Pour tout j # o, .., %, notons (I, j) la suite (4o, 41,...,%,J). On a alors :
Dy Z/ ’du1+Z( i,
= Z(—l)l/ prt Yy (—1)T/ BI-j. -
1, Ry; RS

) T
igl 0<r<|J|
On définit une bijection ¢ : (I,j) — (J,r) ou

I=idg <ip- <ig-1, JF01,..-,0k-1,
J=jo<pn < - <Jgk, J<r<lk,

9T,

de la fagon suivante : notant r(I,j) entier € {0,1,...,k} tel que

g <+ < i,«([yj)_l <Jj< ir(l,j) < oor <Ay,
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et J(I,7) la suite croissante a (k + 1) termes ainsi définie, on pose :

¢(1, ) = (J(1,5),7(L,3)) -
On a alors :
7= (—l)k—r(I’J)RS(I,j)

de sorte que

v [

On en déduit que tous les termes se détruisent deux & deux dans I’expression
de faT Dy, qui est donc nulle, c.q.f.d.

pr = —(—l)T“’“/ HI(1,5)~r(1,5)-

« «
Ij R.I(Lj)

On démontre au passage le

THEOREME 6. — Soit Résy, : Qflol( 2,..p) = C la restriction de
intégration & — [ Re ¢ aux p-formes holomorphes sur UY, .

(i) Résy, (&) ne dépend que de la classe de cohomologie de { dans
H(CDR*™ Y(U,)) =2 H* YU, — Z,,C), et non de ¢ & proprement parler.

(i) Résg, (€) ne dépend pas du systéme d’alvéoles subordonné a
U(07,).

(iii) Résy, (§) ne dépend pas du choix de T, vérifiant : £, C’Toa.

Remarque. — Supposons que 7, soit défini par [P’équation

P
Y |Ai|> < €2 (ou € est un nombre > 0 suffisamment petit). On sup-
=1

€ .
pose aussi que les hypersurfaces |4;| = 7 (1 € i < p) forment une
intersection compléete. On peut alors prendre pour alvéole Ry la variété a

P
bord (|4i| > |A;], Vi; ¥ |Ail* = €%), R, , étant alors lintersection
=1

€
des hypersurfaces |4;| = —.
(3 .\/ﬁ
Démonstration du théoréme 6. — Tout p-forme holomorphe ¢ est

nécessairement fermée pour des raisons de dimension. On en déduit :
O} (Ut .p) € Z**71(CDRUa)) -

Il existe par conséquent une (2p — 1) forme fermée £ € Z?*»~1(U, — X,),
dont la classe de cohomologie [£] est bien définie dans H?P~(U, — Z,, C),
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et dont I'image dans CDR?*~1(U,) est D-cohomologue 3 £. On déduit du

R 9T,

o
1.2.....p

Le théoréeme 6 en résulte, puisque faT € ne dépend que de la classe de
cohomologie de &, ne dépend pas du systéeme d’alvéoles sur 97,, et ne

dépend pas non plus du choix de 7, pourvu que £, C 730; (24N07, =0).

7. Eclatements — Exemples.

Soit V' une sous-variété analytique complexe (dimc p) d’une variété
analytique complexe W de dimgc(p+q), et F : W — W Déclatement normal
de V : W est encore une variété analytique complexe, de méme dimension
que W, et F une application holomorphe.

Notons respectivement 7(V'), 7(W) les espaces tangents complexes
a Vet W. Notons vy = 7(W)|y/7(V) le fibré normal & V dans W, et

D Ls Ve fibré en espaces projectifs PC(g — 1) associé & vy : du point
de vue ensembliste, W est la réunion disjointe

w=w-v)][]p,

F:W — W étant égale a l'identité sur W—V | et F|p étant la projection
fde D sur V.

Du point de vue analytique, rappelons la fagon de procéder : soit

(z1,..-,%p, Y1,--.,Yq) un systeme de coordonnées analytiques au voisinage
Up, d’un point my € V, par rapport auquel V N Uy, a pour équations :
yr =0, VA =1,...,q. Soit my € f~!(myg) la direction du vecteur normal

3 bg(ég—)mo’ supposé non nul (mod 7,,,(V')). L’'un au moins des coeffi-
A=1 A
cients bg est # 0. Choisissons donc un indice A tel que b()’\0 # 0. On définit

alors un systéme de coordonnées locales (z7,...,;,, ¥i,-..,¥,;) dans 7%
sur un voisinage U;m de mg, par rapport auquel : F(z},...,Z), ¥1,---,Yg)
a pour coordonnées dans Uy, :

T = (i=1,...,p),

yx=y3\0 Yy siA# Ao,

Yxo = y;o .

Cela signifie en particulier :
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1) Si m a pour coordonnées (r1,...,Zp, Y1, .- ,Yg) dans Un,—Un,NV),
il n’est dans 'image F(U;m) que si ¥y, # 0, et — en tant que point de W —
a alors pour coordonnées dans U;L”

(1‘1, <oy Tpy yl/y/\“,- . "y)\()~1/y>\(|’ Y/\(Hy)\o-i—l/y)\u’ e ’yq/y/\(l)

2) Si [v] est la direction du vecteur normal

1= () #0 mollrult).

A=1

[v] n’est dans U~ que sim € Un, NV et ¢y, # 0, ses coordonnées dans
Uy, étant alors égales & :

C1 Chp—1 Chp+1 Cq
(a:l(m),...,z,,(m), e, ——— 0, L, — ) .
Cxo (OW Cxo Cxo
3) (c1,...,¢xrpy.-+,€q) constitue un systéme de coordonnées ho-

mogenes adaptée & la structure projective de chaque fibre f~!(m) d’un
point m de U,,,, N V.

Supposons maintenant que V soit I’'une des composantes connexes
de I’ensemble des zéros d’un champ de vecteurs holomorphe X sur W.
Relativement aux coordonnées locales définies ci-dessus,

XlU,U—V—ZA (z,9) 35— +ZB,\£E!I
i=1

Par le difféomorphisme F' : W-D— W - V, il lui correspond, dans
U~) — D, le champ de vecteurs

Xlu,,, -

z o 1 3 d
Z(A OF)B 7 e Z [B)\OF y/\(B)\ooF)] +(B/\UOF)] 1
=1 )\(1 by >\()

A#£Xo

Puisque les fonctions 4; o F et B) o F s’annulent lorsque y} =0, il existe
des fonctions A;(z’,y') et By(z',y') telles que

(AioF)(z',y') =), - Ai, BxoF =4}, B,
d’ou

/4 .
XIUL""_D - y’)\“ . (ZZlgg‘—) + Z (E)‘ - y;_B_)\())aj + y/\()B/\()aa/\u .

7
i=1 t A



242 DANIEL LEHMANN

[Puisque, seul, le feuilletage défini par X nous intéresse, on peut éventuelle-
ment remplacer X’Uﬁ,”_ p par un champ colinéaire : par exemple, si les
fonctions A;(z,y) et By(z,y) sont homogenes de degré d par rapport aux
variables y,, on aura intérét & diviser ‘?U,;,”— D par (y’A“)d‘1 pour que le
feuilletage se prolonge éventuellement & certains points de D.]

Ce champ de vecteurs (ou tout champ colinéaire) se prolonge &
Dn U;m en

= - — 0
X = Z (B)\ _y;BA(J)_a—/ ’

A Yx
A# Ao

qui laisse invariant chaque fibre D,, (m € V) du fibré D I, V. Le fibré
normal vp,, & D, dans W est somme directe

L@ £ (rn(V))

du fibré tautologique en droites L,, sur D,, = PC(g— 1) et du fibré trivial
image réciproque de l’espace tangent complexe 7,,(V) &V en m : il a donc
mémes classes de Chern que L,, : ¢;(vp,,) = ¢1(Lm), ea(vp,,) = 0 pour
A > 1. On en déduit, pour jiA; + joAo + -+ jg—1Ag-1 =q—1:

Al it (vp,, ), D) =0 sil’un des j) est >0 pour A > 1,
A1 A2 Ag-1 m
{(c1)**(vp,,, Dm) = (-1)771 .

On est donc en mesure d’appliquer le théoreme 1, chaque fois que les
composantes connexes ¥, de ’ensemble singulier de F |p,, sont incluses
dans I'un des ouverts du type U, N Dp (m € Up,). Mais la matrice
jacobienne

D(y;uzl’ e yi\uzl” yl)\(,FAn))
D(zy,...,7),,93,)

J(z) = (

L —
yl\()—O

est égale a
0 0 0 0

A, A, 4, B,,,
et par conséquent :

0 pour p = c{lc'gz '--ci‘f"_ll si 'un des j) est > 0 pour A > 1,

SO(J:B) = (_1)q——1

(27:7[’)‘1—1 (-E)\())q—l , pour ¢ = (cl)q—l .
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On en déduit le

THEOREME 7.
(i) SiX, est inclus dans (7771(,’
Rész((¢1)?™", Dy Za)

_ 1 / (By)*t
(2i7r)q_1 R« H (E/\ - y)\E/\o)
A

Ao

dyl/\"'/\dy)\n/\“'/\dyqa

() ¥ Résp((e)™", D, Za) = (~1)7" |

Remarques :
1) R? est une notation abrégée pour le Rf, , du théoréme 1.

2) Dans la formule d’intégration , on a négligé de primer les variables
(z; au lieu de z}, y\ au lieu de y}), aucune confusion n’étant a craindre
puisqu’il s’agit de variables muettes.

3) A; n’intervient pas dans la formule.

Exemples.

1) W =CPte, V = CP, (p > 0). Prenons :

p q
0 0
X = ;Li(yla-”ayq) 'Hi(zla'--axpa yl,---,?lq)gz +)§1a)\($)y)\.6;:

les L; sont des fonctions linéaires de y,...,¥yq,
ou ¢ les H; des fonctions holomorphes arbitraires,

et a) des fonctions holomorphes.

Supposons, pour fixer les idées, que 1’on fasse le calcul dans 'ouvert

o N . . '
U;m défini avec A\g = g, soit, en coordonnées (z},y)),

F:(zi,yh\,y,) — @i=ch,m =y VY% =v) (A#9q),
~ a F)
— i

+q_1(a —ay)Y) 9 +yra 9
A qy)\ay/)\ yq qay; .
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Si ’on suppose ay(m) # a4(m) VA > g — 1, le seul point singulier
mg de X| D, est le point de coordonnées homogenes (0,0,...,0,1), c’est-
a-dire de coordonnées affines y\, = 0, VA =1,...,¢ — 1, dans PC(q — 1)
(hyperplan de 'infini).

On a alors :
, -_ R a q—ld A---ANdy,_
RCS}((CI)Q I,Dm,mq) :/|YA|=E ( q)q_l Y1 Yg—1
1<A<g-1 H [(ax — aq)yA]
A=1
(@) (m)
=5
I1 (ax —ay)(m)
A=1

en tout point m € C? o ay(m) # aq(m), VA=1,...,4 - 1.

Si l'on fait le calcul analogue en remplacant y, par y», (Ao quelcon-
que), on trouvera un point singulier my pour tout A = 1,...,q si tous les
ax(m) sont distincts.

Notant m le point de coordonnées homogenes (0---0---1---0---0)
dans PC(q — 1), le résidu correspondant est :

q—1
Rés = ((c1)7~", Don, itg) = =
ze) V=T @
HEX
On peut vérifier alors (par exemple a I’aide des formules d’interpolation
polynomiale de Lagrange) que

Eqi e
= (au —ay)
HoBFEX

1
=(-1)7".
2) W =Cre,V=Cr,(p>0).

p
0
X:Zsi(yla""yq)'Hi(xl""axpa yla"'ayq)g__
‘ 7

0
+ZGA($1,-- > Tp (yA) 51—/;

les S; sont des polynémes homogenes de degré d > 1,
ou < les H; des fonctions holomorphes arbitraires,

et a(z1,...,zp) des fonctions holomorphes.
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Avec les mémes notations que dans ’exemple précédent, on a :

1 v [ ! ' ' 1o ro 0
WX =Yg 1}::1 Si(yla---ayq—ll) 'Hi(xj’yq '?/A,Z/q)a‘—x;
q—1
0 0
+ ) (@) —ag) 57 + Ygta T -
2 Vo

En un point m ou les a)(m) sont tous # 0, notons &,(m) 'une quelconque
aq(m)
ax(m)

ee=et T (0€Zmodd—1).

Dans l'ouvert considéré, les points singuliers m, de

q—1 6
/ /yd—1 _ a
/\; yA(a)\(y)\) q)ay;‘

des racines (d — 1) de

, et posons

sont en nombre d? : notons (y$)1<r<q—1 les coordonnées de mq, fixé pour
le moment : soient (A1, A2,..., Ay, .., Ar), (0 <7 < g—1) les indices de
celles de ces coordonnées qui sont nulles, et (p1, 2, ...y oy -« -, lg—1—r) lES
indices restants :

v = 1<u<r,

Yi, =€k, - & pour un certain entier k, .
On a alors :

RéS}Z((Cl )q—l ) DTna 771&)
1 (aq)q_1
= (2im)et ﬁyx—yi'lza q-1 ] dys A-- - Adyg-y -
1se<g-1 [T ya(ax(yn)?=! —aq)
A=1

Puisque

/ dyx
lua—yel=e IA(ar ()4 —ay)

A

= _% pour A=}, (u=1,...,7),

= +(d%71r)—aq pour A=}, (v=1,...,a—-1-1),
on en déduit :

Rész((c1)?", Do, a) = (=1)"

@i
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g
en tout point m tel que [] ax(m) # 0.
A=1

[En comptant aussi les nouveaux points m, obtenus avec y, pour Ag # g,
il est facile de vérifier que la somme des résidus est (—1)771]

Connexion canonique sur le fibré tautologique L — PC(q — 1).

Il se peut que certaines composantes connexes ¥, ne puissent étre
incluses dans le domaine d’un systéme de coordonnées locales. Le théoréme
1 n’est donc plus appliquable. Cependant, la définition directe du résidu
(cf. théoreme 4) :

/ Ao ((c)™™) + / Aul(er)®™)
0T, o7,

peut suffire parfois & mener les calculs jusqu’au bout. On a besoin de
disposer pour cela d’une connexion explicite w, sur L|y. . Voici une
«
facon de procéder : pour fixer les idées, supposons g = et no-
, supp =4
tons (Z1,...,Zp,Y1,...,Yq) les coordonnées de U;m dans W (au lieu de
(z1,.-+,%p,Y1,---,Yy), aucune confusion n’étant maintenant & craindre,
une fois que X a été calculé & partir de X). Identifiant D,, a les-

pace projectif PC(q — 1) de coordonnées homogenes (Yi,...,Y;) avec
yr = Y3 /Y, (1 < X < qg—1) (les z;(m) étant fixés), w(%—) s’identifie
alors & la section canonique o, du fibré tautologique L|y,xo définie par
0g(Y1,- -y Yq=1) = (W1, Yg—1,1).

[Rappelons que L s’identifie naturellement & un sous-fibré vectoriel du fibré

trivial C? x PC(q — 1) — PC(q — 1), et qu’une section o de L est en
particulier une section du fibré trivial et peut donc se définir par ¢ fonctions

(f17'-"fq)']

On définit une connexion VO sur L en posant, pour toute section
o = (f1,...,fq) de L et pour tout champ de vecteurs H sur PC(q—1) :
V;;a =image de (H - f1,H - fa,...,H - f;) par la projection orthogonale
du fibré trivial sur L, relativement & la métrique hermitienne canonique
sur C9.

Dans 'ouvert Y; # 0 de PC(q — 1), on trouve :

q—
=0
Vaq:u—)g-aq,avecw’gz—————E Uy - dyx -
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(On définit @3 de fagon analogue sur chaque ouvert Yy # 0.)

: — . =0
On obtient, notant encore @y la connexion V

A~ ((Cl)q_l)lU — 1 X dgl /\dyl /\d?72/\dy2/\"'/\dﬂq—1 /\dyq—l
wo - . _ .
7 (24m)9-1 a1 q
1+ yal?
( )\Z::l | )\l )

Pour continuer, on a alors le choix entre prendre pour w, la res-
triction @Wp|ly, de wo & un voisinage U, de X, dans PC(q — 1) (mais
attention : il faut savoir calculer fT(. Az, ((€1)?71)), ou bien, lorsque ¥,
est lisse, identifier L|y, & I'image réciproque (po)~!(L|x,) de L|x, par la
rétraction Do : Uy — Zg, et prendre w, = (po)* (@ols,) (qui vérifie :
fT cl q 1) = 0)

Exemple. — Dans C*, prenons

0 0 0 0
X—aa—z+b6—y+05;+d& (a,b,c,dEC).

Dans le cas ou les 4 nombres a, b, c,d sont distincts 2 & 2, nous avons déja

vu dans le ler exemple ci-dessus (cas p =0, ¢ = 4) que X admet 4 points

singuliers isolés dans le diviseur exceptionnel D = PC(3) de ’éclaté du
d3

point 0, avec, pour résidus respectifs de (c;)3 : et les

(a - d)(b - d)(c - d)

nombres qui s’en déduisent par permutation circulaire de a, b, c,d.

Supposons maintenant :
a=b#cd c#d.

Le lieu singulier de X dans PC(3) est maintenant constitué des 2 points
isolés de coordonnées homogenes mg = (0,0,0,1) et my; = (0,0, 1,0), ainsi
que de la droite A d’équations Z = T = 0. En mq et m, le calcul précédent
est encore valable :

3
Résg ((Cl)3 PC(3),mo) = ([{Td;(c———d—)

et 3
Rész((c1)?, PC(3),m1) = m .

La somme des 3 résidus devant étre —1, on peut se dispenser de
calculer le 3éme résidu, qui doit étre égal a

& c
Rés5((c1)’, PC(3),A) = —1 - ((a —“d)2(c—Jd) + (a—c)%(d - c)) ’
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Supposons a = b = ¢ # d. Le lieu singulier de X est constitué de origine
mg = (0,0,0,1) dans PC(3), et de ’hyperplan II d’équation T = 0.
d3
(a—d)3’
toujours en vertu du méme calcul. On en déduit :

Rés;((cl)3,PC(3),m0) =

d3

Rés((c1)°, PC(3),TT) = —1 — e

Supposons enfin a = b # ¢ = d : c’est le cas vraiment nouveau.

En coordonnées (z',y’,2',t') dans l’éclaté du point 0, telles que
F(x/’ y” z,’ t’) = (tlx,, tly” tlzl7 tl)’
= 0 0 0 0
X = [(a— c)(:r'% +y’6—y,) +0- 6—2_’] +Ct15t—l .
La droite Ag d’équations X =Y = 0 dans PC(3) est donc partie du lieu
singulier de X. On trouve de méme la droite A; d’équation Y =T = 0.

Toutefois, le point & l'infini Ag N (T = 0) nous a échappé avec les
coordonnées (z',y’,2"). Il faut donc aussi, pour le récupérer, utiliser les
coordonnées (z”,y",2",t") obtenues en permutant les roles de z et ¢ :

= 0 0 0 0
J— / "
X - [(a - C)(JJ "6.’1,'” + y ayll) + O ’ 6tlll] + CZ”W
(on vérifie ainsi de plus que Ag est toute une composante connexe de X).

En coordonnées homogenes, on peut séparer les 2 composantes
connexes Ag et A; de ¥ par ’hypersurface réelle H de PC(3), d’équa-
tion

IXP?+ Y * =12 +|T)
To étant défini par |X|*> +|Y|? < |Z)® +|T)?
T; étant défini par |X|* +|Y|? > |Z]* +|T)* .
(On conviendra d’orienter H de fagon que 879 = H et 07; = —H.)

et

lére méthode.

Notons U’ le domaine des coordonnées (z’,y’, 2’) dans PC(3) et U”
celui de (z”,y",t").
Notons pp : (X,Y,Z,T) — (0,0, Z,T'), la rétraction de (PC(2)—A;)
sur Ag qui préserve les intersections avec U’ et U, et s’écrit :
('z.” y” z’) I (07 07 zl) sur UI )
(",y",z") — (0,0,t") sur U" .
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=/ !
0 _ Zdz A oy
On a alors : wWi|a,nur = [P EaEk et par conséquent wolyr = pj(wy) =
2 (forme d lative & la secti (a)d L).
r e connexion relative a la section o4 =
1+ |z’|2 ga=n ot ©

Puisque wy n’a pas de terme en dz’, dy’, ni de terme en dz’, dy’, dz’'

et puisque
[ at/] (35 a7
0 dans W ,

c’est que wy est spéciale pour les champs de vecteurs (qui

0 7]
b? et a_yl
préservent le diviseur exceptionnel PC(3) dans W), sur U’ du moins. Mais,
sur U'NnU",

g 10 0 10
o ~zow By T zoy

L . 4 L 0 0
a connexion wgy est donc aussi spéciale pour py et 3y sur
U". Finalement, wy est spéciale, sur PC(3) — Al, pour les champs de

d’une part,

0 0
6$I a 1" 6 !

d’autre part. [On notera X et Y n’importe quels champs, définis

directions X et ) définis respectivement par

0
t ayll
localement, de directions respectives X, et ).] Soit Us l'ouvert X # 0

dans PC(3) — (Ag U A1), et Uy Pouvert Y # 0. Dans Ux, X et y
sont linéairement 1ndependants on peut donc trouver une connexion wy

spéciale a la fois pour X et y De meme peut-on trouver, dans Uy, une

connexion spéciale a la fois pour X et X Soit

M= (Aw(),wx,w((cl)s)a Awo,wy,w((cl)a)a _Awo,wx ‘WY,w((cl)B))

dans le complexe de Mayer-Vietoris associé au recouvrement (Ux,Uy). De
facon analogue au lemme 5.1, on a alors :

Dp = (—Aw(),w((cl)s)a —Ayuyw((a )3)70) + (0,0, = Ay wx wy ((01)3)) .

C’est dire que A, . ((c1)?) est cohomologue, dans le complexe de Mayer-
Vietoris ci-dessus, a

(Oa 0, _Aw(),wx Wy ((01)3)) .

Définissons Rx (resp. Ry) dans H par la relation

|X] < Y] (resp. Y] < |X]),
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et orientons l'intersection Rxy = Rx N Ry de telle fagcon que 0Rx =
Rxy = —0Ry. On a alors :

fH Bunslle)) = [ B (@)

Calculons ’expression de droite.

Pour éviter toute confusion, on notera wy, w’, wi les formes de

connexion de wy, wx, wy sur U’ relatives 3 la trivialisation o4 = W(EF)
de L, et wy, w, wy sur U” relatives & la trivialisation o3 = w(w) :
z' z'
! / ! A /
wy =pdz ou = =
o =7p p (5;)2 1+ (2/)2 ’
t_ll Ell
"o g s "o _
wo = pdt” ol p’ = (611)2 1 +(t_”)2 :
Puisque wx est spéciale 3 la fois pour X = (a — c)(m’—a— + y’—a—) +ct' —
or' ay’ ot
0 ) 0 0 o 0 . .
et pour oy et, puisque [X, ﬁ] = et [8—y7’ -87] =0, on doit avoir :
! C dxl / !
=—— —+¢dz
wx (c—a) o 14
et de méme,
! C dyl ! !
wy = —— 4+ 'dz
"Te-a v Y

(ou ¢, ¢’ sont, comme p', des fonctions C*° mais non holomorphes).

Soit @ = (1 + (u + v))wy + wwy + vwi sur (U' N U") — A2 ou
(u,v) € A% = {u,v|u,v >0, 0<u+v<1}:

! /
o :p’dz’+u((cfa) %—+(<p’—p’)dz’)+v((—cf—a) C;l,-%(w'—p')dz’) .
Posons @' = ¢’ — p/, ' =4’ — p' . On a alors :
o' =p'd2' +uK +vL ,
do' =duANK +dvAL+udK + vdL ,
! !

—c—a)zdu Adv A (dp' + ud@ + vdyp') A d—;,— A y’ AdZ' .

(d')? = —6(

!

1 1
Puisque [y, u du dv = [, v du dv = & tandis que [,.du dv = 5> On
obtient :
-1 c \2 dr’ dy
Awo,wx,wY((cl)B) = (2im)3 (C — a) dA' A e A ? Adz'




RESIDUS DES FEUILLETAGES SINGULIERS 251

ot A'=3p"+¢ +¢’—p +¢' +9Y sur U'NUx NUy.

De méme, avec des notations analogues, obtient-on sur U NUx NUy :

] c dx” dy”
Awo,u)x,wy((cl)a) = (2—7:7"73-(0— a) A y

Notons R'yy (resp. R'yy) la ‘sous-variété & bord de Rxy définie par
|Z| < |T| (resp. |Z]| > |T|). Notons :
xy =ORxy = ~ORyy
(sur Sxy, | X|=|Y] et |Z]| =]|T)).
-1 c , dr'  dy
Awo,wx,w\'((cl):i) = 7 ( )2[// d(A A —/\ ; Ndz )

(2im)3 c—a

dA" A

Adt" .

XY

n "
+/ d(A" A do” \ W /\dt")]
" T y"

"

c 2 xll dll
= 53 )/ [(p +@" 9" — A Y ndt”
(2ir)? ‘e —a’ Jszz y"
dz’ dy
(A / /
(" +¢ +¢)— A " /\d]

! !

1
Des égalités 2" = %, y' = 1—:7, t" = i on déduit :
dz” dy"' dt’ dr' dy d7
o Ny N ST Ny N
L’expression & intégrer s’écrit donc :
de' dy' d7
_[ZI(P'+<P'+1/J')+t"(P"+<P"+¢”)]?/\—yy,—/\—zT )

Sur ST |2'| = |¢"| = 1. D’autre part, puisque

0 0 "
g3 —ﬂ-(a II) :t”ﬂ-(ﬁ) =104,

la dérivée covariante V de wx vérifie :

Vo3 = V(t"0'4) = dt”04 + t”Va4 .

dtll
Mais Vo3 = w'y 03, tandis que Voy = w'y04. On en déduit : 'y = W'y +— 7
"
et, de méme, wy = wy + R soit :
c d-z" +,(/)u dt" = c d_xl W, d__tl_/_
)

c—a c—a 7 t
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a . a
et, de méme, 2’9’ +t"Y" = ——.
a—c a—c

Finalement, le résidu de (c;)3 sur A est égal a

dou : 2y +t"p" =

-1 c 2 20 | di' dy' di 2a c \2
@iy (e=a) /%‘(” ad) Ty AT = ) ()
c2(c—3a)
(@0

2 PE—
Le calcul analogue sur A; donnerait a’(a - 3¢)

—(?_a—)a. Il n’est pas difficile de

vérifier que la somme est —1.

2éme méthode.

Nous allons reprendre ce calcul, de facon beaucoup plus simple,
comme application du corollaire 4.2.

Observons d’abord que Ay est une sous-variété holomorphe de PC(3)
et que Flpc(s)-x est défini par le champ de vecteurs holomorphe X.

Puisqu’une base de vpc(3)(Ag)|y’ est donnée par ((—9%, 3%), et puisque
= 0 0 a

— _ l__ I__ .
= [(a c)(z 5 Y 6y’) +0 az’] ,

Paction infinitésimale 6§ de X’lyz sur vpc(3)(Ao)|u’, est donnée par la
matrice — agc aO ) et de méme dans U”. De facon analogue,
puisqu’au voisinage de PC(3) N U’,

= 0 0 0

X = (a—c)(x'gy) + (y'a—y,) +ct'@ ,

0 0
Ay est ’application w " o et de méme sur U”. Avec les notations
de [B2], on en déduit :

(=c+a (@)’

5A0 )
det(c—a-}-u 0 ) >

0 c—a+v

Rés((e1)*, PC(3), Ao) = (
ot u+ v = ¢1(vpc(3)(QAo), et uv = ca(¥pc(s)(Ao)). Notons en abrégé vy le
fibré vpc(3)(Ao) dans la suite de ce calcul. On obtient alors :

det(c_a+u 0 ) = (c—a)? + (c - a)ei(v) + ca(1p)

0 c—a+u
= (C—‘ a)2 (1 + ccl(—VOa) + (22£V2;2) 9




RESIDUS DES FEUILLETAGES SINGULIERS 253

et

. o (1_c1(u'o)_ ca(vo) T

— " (c—a)? _ —a)2
det(c a+u 0 ) (c—a) c—a (c—a)
0 c—a+u

(=c+a(L))?

<det(c_a+u 0 )’A°>

0. c—a+v

= (C_—L(BE«_C:; +3c%- c1(L)) (1 - ccl—(_l%),AO) ,
= (—é—fz—a)gk'q('/o) +3(c—a)-ci(L),Ao)

Or (c1(L) = Ag) = —1 d’une part. D’autre part,
v +7(Ao) = T(PC(3))la,
a méme classe stable que 4L Ao On en déduit :
(c1(r0) + c1(10), Do) = —4{c1(L), Ao)
=+4.

Comme (c;(79),Ao) est linvariant d’Euler Poincaré de la sphére de
Riemann, c’est-a-dire +2, on en déduit (c;(vp), Ao) =2, et

c?

8 3 PC(3),A¢) = ———= (-2 -
Rés((c2)", PC(3), 80) = 5 (~2e +3(e - )
_ c*(c— 3a)
BCER
On retrouve donc le méme résultat.
Remarque. — La premiére méthode est plus lourde, mais n’utilise

pas le fait que ’action infinitésimale de X sur vy est non dégénérée,
contrairement a la seconde. ‘

8. Résidus des sous-ensembles analytiques

invariants par un feuilletage.

Dans le contexte holomorphe d’un feuilletage F avec singularités sur
W44, On suppose que V, est maintenant un sous-ensemble analytique de
Wp+q, Plus nécessairement lisse, invariant par F.
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Soit ¢ € (Zlci,---,Cp4q])?P un polyndme a coefficients entiers en
C1,...,Cptq, correspondant & une classe caractéristique de dimension 2p
(= dlmR V)

Soit U un voisinage ouvert régulier de V' dans W (c’est-a-dire ad-
mettant une rétraction par déformations sur V') et 7y le fibré holomorphe
tangent a U.

Soit £ = Sing(F) NV, et (Xa)a les composantes connexes de X.
Notons U, un voisinage ouvert régulier de £, dans U, et Uy = U— Sing(F).

On supposera 5, trivial : F|x ¢, beut étre défini par un champ de vecteurs

holomorphe X, sans singularité. On suppose en outre [7 N U'g = (), pour
a # (. Soit w une connexion sur 5, définie par une loi de dérivation V
vérifiant :

Vx,Y = [Xo,Y] pour toute section Y de 5, >
VzY =0  pour toute section Z € T%!(Uy) (antiholomorphe),
et toute section Y de 5, -
(On dira que w est spéciale relativement & F .)

Donnons-nous alissi une connexion arbitraire w, sur .

Notons 7, une variété a bord, incluse dans Ua, de dlmR(p +q), telle
que X, soit inclus dans I'intérieur de T et dont le bord 67' est transverse
av- Z Posons alors :

T.=T.0V, 0T, =0T N (V-3).
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THEOREME 8. — Posons :

L(F,V,) = /T Ben@)+ [ Bunl)

(i) Ia(F,V,) ne dépend pas des choix de T., W, Wy -

(ii) Supposons V' compacte : Y I,(F,V,) est un entier.
a

(iii)  Cet entier ne dépend que de V et ¢ mais pas de F.

(iv) Sip=gq =1 = dimc(feuilles de F), avec ¢ = c1, Io(F,V,c1)
coincide avec l'indice défini dans [LN2] par A. Lins Neto.

Démonstration. — Puisque V est un sous-ensemble analytique com-
plexe de W, sa partie singuliere est de codimension réelle > 2, et V' admet
par conséquent une classe fondamentale. On en déduit immédiatement que
(p(1r), V') est un entier (qui ne dépend évidemment pas de F). D’apreés les
théories de Chern Weil et de I'intégration sur le complexe de Mayer-Vietoris

associées au recouvrement (Up, Uy = U (Uy) (cf. §4),
a

Pl = [ o)+ DLV,

Les parties (i), (ii) et (iii) du théoréme résulteront donc immédiatement du

LEMME 8.1.
A, (p)|lv—= =0 pour toute connexion w spéciale relativement a F

A, w (@)lv—s =0 siw et w' sont deux connexions spéciales.

Posons en effet :
TU)lv—s =Telvs® F

(F est un fibré complexe C*, la décomposition en somme directe est
seulement C*).

On a alors :

F =G&vw(V-X) (décomposition C*).

Comme 7(U)|y-s est “feuilleté” (au sens de [KT]) pour la connexion
partielle obtenue en restreignant w aux feuilles de F|y_z, et comme

dimy = 2p > 2dimc G = 2s y

le lemme en résulte (les parties (ii) et (iii) du théoréme n’utilisant que la
premiére partie du lemme, et la partie (i) la seconde).
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Supposons maintenant p = ¢ = 1, ¢ = ¢;. Soit m, une singularité
isolée de F|y. On suppose V définie au voisinage de m, par ’équation
f(z,y) = 0, et F par ’équation £ = 0, { désignant une 1-forme sur le
voisinage U, de my, : d’apreés [LN2], il existe, au voisinage de m,,, des germes
de fonctions analytiques h et k, ainsi qu’un germe de 1-forme analytique 7
telles que :

(i) k et f sont premiers entre eux dans ’anneau local des germes
de fonctions analytiques au voisinage de m,,

(ii) df An non identiquement nul, si 7 n’est pas identiquement nul,
(ili) kE=hdf + fn.
Choisissons w,, triviale au voisinage de m,. La partie (iv) du théoréme

va résulter du

LEMME 8.2.

1 1
A =—— -
oT. Wa W (cl ) %N oT. h n

Posons 5 = a dz +b dy. Sur VNU,, fz dz + f, dy = 0. D’autre part,
au voisinage de my, F est défini par le champ de vecteurs

Xo=(hfy+1 Vg~ (h Lo+ f )5

Notant encore w et w, par abus de notation les formes de connexion (&

valeurs dans les matrices 2 x 2) relatives & la trivialisation (%, (%) de
1
75 wa =0, et A, wla) = %in Tr w.
- - 1 11 =
: 01 _ . — —_— _—— —— — =0.
Soit X € TH(V-X) :w(X) =0, et S Tr wx o hn(X) 0

D’autre part, par définition d’une connexion spéciale,
D((h fy+ fb),—(h fz + [ a))
D(z,y)
et Tr(w(Xo)) = (h fy+f b)o—(h fz+f a),
= hy fy = hy fo+(fz b= f, a)+f(b;—ay)
= (hy fy—hy f2)+(fz b—f, a) sur V=X (car, alors f = 0).

w(Xo) =

Xo)= Uk fy+ £ 0~ 2h fut f o),
=af,—bf, sur V-5,
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On en déduit, sur V-X :
11 dh
Buewl@) t o 1= -
Mais 87, est inclus dans une sphére S3, simplement connexe, et ﬂh’_l, définie

sur toute la sphére, est une forme exacte, d’ou :

dh
— =0,
/émh

1 1

et
Buowlcr) =—5— =
~/3'T(. Weow 217!' T h

c.q.f.d.
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