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0. INTRODUCTION

Dans cet article, nous calculons I’anneau de Milnor d’un corps local a
corps résiduel parfait. Les résultats principaux sont énoncés aux § § 2 et 3.
Pour commencer, nous rappelons briévement quelques résultats et
notations concernant I’anneau de Milnor d’un corps commutatif
quelconque; on trouvera la plupart d’entre eux dans [8] et [1].

Ce travail a été partiellement annoncé dans une note aux C.R.A.S.
(t. 296, 10.1.1983). 1l figure également dans notre thése de 3° cycle [4],
augmenté d’un appendice. Je tiens a remercier ici A. Suslin, grace a qui j’ai
pu découvrir une erreur importante entachant ma premiére rédaction;
C. Soulé, qui a lu une version préliminaire et m’a suggéré des preuves
simplifiées des théorémes 1 et 2; R. Douady qui a tenu le réle d’un
auditoire particuliérement patient; enfin, le rapporteur dont les avis en
certains points se sont révélés essentiels.

0.1.

Soit F un corps commutatif et m un entier > 0; soit A un groupe
commutatif. Si m > 2, un symbole de Steinberg d’ordre m sur F a
coefficients dans A est une application

c: (FH" > A,
multilinéaire et vérifiant les identités :

c(Xqy o osXiy 1 =Xy . sX) = 0, I1<i<m,
(X1se v sXipe e X)) EFF)™L x; # 1,

Un tel symbole vérifie également les identités :

C(Xgse e esXiy =Xise e s X)) =0, 1<i<m,
(Xgse e osXise o s X) € (F¥)™7 L,

En particulier, un symbole de Steinberg est antisymétrique.
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Si m = 0 (resp. 1), un symbole d’ordre m est un élément de A (resp.
un homomorphisme de F* dans A). Le foncteur K,, de Milnor de F est
le groupe, not¢ K, (F) dans cet article, universel pour les symboles de
Steinberg d’ordre n. On a:

Ko(F) =2, K,(F)=F*
K,(F) = F* @ F*/<\x®(1—x)|x e F*—{1}) ... .

Le groupe K,,(F) est muni d’un symbole de Steinberg appelé symbole
universel. Si (x,,...,x,) € (F*)", onnote {x,,...,x,} €K, (F) son image
par le symbole universel. Les groupes K, (F) sont notés additivement; en
particulier,

{x1x2} = {x4} + {x2}.

La somme directe K, (F) = & K, (F) s’identifie canoniquement au
m=>0

quotient de l’algébre tensorielle T(F*) par I'idéal engendré par les
x® (1—x), xeF* — {1}. Cette identification munit K,(F) d’une
structure d’anneau gradué anticommutatif pour laquelle

{x19- . -,xm}'{xm+l,~ . '9xm+r} = {xla' <o Xms Xmt 15 - ',xm+r}'

En particulier, {x,...,xn} = {X;}.....{xn}. L’anneau K, (F) a été
introduit dans [8] par Milnor; pour cette raison on 'appelle I'anneau. de
Milnor de F.

0.2.

Soit n un entier inversible dans F, et F, une cloture séparable de F.
La suite exacte :

1 > p, » F* 55 F* 5 |

fournit un isomorphisme F*/F*" = H!(F,u,), appelé théorie de

Kummer. Pour tout m > 0, la théorie de Kummer et le cup-produit
définissent un homomorphisme :

K. (F) - H"(F.p2m)
{X1se e sXm} PUX 150 o Xl s
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appelé symbole galoisien (pour plus de détails, voir [5], pp. 309-310, si
m=2). A ce sujet, on a:

THEOREME DE MERKURJEV-SUSLIN (cf. [14], [18]). — Supposons m = 2.
Alors le symbole galoisien induit un isomorphisme :

K, (F)/nK,(F) — H?(F,p$?).

On conjecture que I’énoncé précédent est vrai sans hypothése sur m.

0.3.

On note K, (F)<IT) l'anneau gradué¢ A défini comme suit (cf. [1],
pp. 367-368) :

- A,=K,(F) xK,_;(F) comme groupe additif (on pose
K_(F) = {0})

— Soient (a,b)eA,, (c,d)eA,; alors:

(a,b).(c,d) = (ac,ad+(—1)bc+bd{—1})eA,,,.

Pour la multiplication ainsi définie, K, (F)<II) est un anneau gradué
anticommutatif, d’unit¢ 1 = (1,0)e A,. Posons IT = (0,1)e A,; alors

Am = Km(F) @ Km—l(F)n ’

d’ou la notation.

Soit E un corps muni d’une valuation discréte normalisée v, de corps
résiduel F. On note O, I'anneau de valuation de v, Ug le groupe des
unités de Og, et, pour i > 1,

UY = {xeElv(x—1)>i}.

Soit IT une uniformisante de E, c'est-a-dire un élément de
valuation 1. On a E* ={(n).Ug. Pour cette décomposition,
P’application

{n"u} +— ({u},n) = {u} + nIl
K, (E) = K (F)[II),,

ou u désigne la classe résiduelle de ueUg, se prolonge en un
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homomorphisme d’anneaux surjectif :
d.: K (E) - K (F)]ID,
gradué de degré zéro ([1], p. 368). De plus:
ProposiTiON 0.3. — Le noyau de d, est l'idéal engendré par
{UE"} = K, (B).

La démonstration est facile : cf. par exemple [5], I, p. 322, preuve de la
proposition 1 (i), pour le degré 2.

On note u,: K, (E) » K, (F) (resp.d: K,(E)->K,_ ;(F)
’homomorphisme obtenu en composant d, avec la premiére (resp. la
deuxiéme) projection; 0 s’appelle le bord : il ne dépend pas du choix de «.
Les homomorphismes u, et 0 sont caractérisés par les propriétés
suivantes (on note u,. ..., u, deséléments de Ug, x un élément de E*):

u({m"uy .. muy}) = {Uy,. .. 0}
O{uy,. . stpy—y,x}) = 0(X){ity, ... 0p,_1}.

En particulier, la restriction de u, au sous-anneau K,(Og) engendré
par {Ug} ne dépend pas du choix de m; on la note simplement u.
En degré 2, 0 coincide avec le « symbole modéré » ([7], p. 98).

Remarque sur la notation K,(Og). — On prendra garde que cette
notation est ici purement ad hoc, et que les groupes K,,(Og) définis ici ne

coincident pas avec les groupes de Quillen (ni méme a priori avec les
groupes de Loday généralisant la K-théorie de Milnor).

0.4.

Soit F; une extension de F. On a un homomorphisme d’anneaux
gradués :

Resg r: Ky (F) - K (F)).

En particulier, K, (F;) est un K, (F)-module gradué.
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Supposons [F, : F] < + oo. Bass, Tate ([1], pp. 385-388) et Kato ([5],
I1,§ 1.7) ont défini des homomorphismes

Core pm: Kn(Fy) = Ky (F)

(noteés Ngr dans [1] et A F\/F dans [5]) tels que:
a) en dimension zéro, Corg g est la multiplication par [F, :F],
b) en dimension un, Corg ; s’identifie 4 la norme Ng p:F} - F*,
¢)si xeK,(F), yeK,(F,), CorFI/F(ResFI,F(x).y) = x.CorFl/F(y).

En d’autres termes, Corg p est une forme K, (F)-linéaire pour la structure
définie ci-dessus.

1. CAS D’UN CORPS LOCAL
1.1. Notations.

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps complet pour une valuation
discréte normalisée v, de corps résiduel k, parfait de caractéristique
p>0. On note:

Ok l'anneau de valuation de v,

Uk(=U) = Of = {xeK|o(x) = 0},

UP(=UY) = {xeK|o(x—1)=i}(i=1); KP(K) lidéal de K,(K)
engendré par {UY},

R¥(=R*) le systeme multiplicatif de représentants de k* dans K
([12], p. 44, prop.8); Rx = R¥ U {0},

W(k) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k,

oK le corps des fractions de W(k): lorsque K est de caractéristique
zéro, C’est une extension totalement ramifiée de K, de degré ex = v(p),

W, (k) = W(k)/p"W (k),
(k) = oK/W(k) = lim p~"W (k)/W(K) = lim W, (k),

F lautomorphisme de Frobénius de k, W(k), W,(k), K et 2(k):
si xe W(k), Fx = x?(mod. p),

#=F-1,
d,(k) = W,(k)/ZW,(K);
d(k) = 2(k)/22 (k).
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On a encore
dk) = lim d,(k).
—

Br(K) le groupe de Brauer de K (noté additivement),

K, lextension non ramifiée maximale de K,

p le groupe des racines de I'unité d’une cloture séparable K, de K,
n(K) =pnK.

Si A est un groupe abélien et n un entier on note A[n] le noyau de la
multiplication par n dans A; si ¢ est un nombre premier on note

A{t) = U. INE

On note aussi: pu, = p[n], p,(K) = p,(K)[n] et pK,0) = pK){¢}.

Supposons K de caractéristique zéro. Comme sa valuation est discréte,
u(K,p) est fini; cette remarque s apphque egalement a K, eta toute
extension finie de K. On pose:

p*™® = Card p(K,p), so(K) = so;
p® = Card p(K,,.p), s(K) = s;

K = Ku(K,,,p)). K est une extension finie, abélienne, non ramifiée
de K. On a:

50(K) = s(R) = s(K).
Si E/F est une extension galoisienne de groupe G, on note
H(E/F,A) = H(G,A)

pour tout G-module A. Si E est une cloture séparable de F, on note
ces groupes simplement H'(F,A).

1.2. Les groupes H(n,K).
Supposons K de caractéristique zéro; pour tout entier n > 0, on note
H(®n,K) le groupe K* n KZ'/K**". Ce groupe sera noté multiplicative-

ment.

Soient 0 < n < n' deux entiers. L’application K*" —— K*?"
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(resp. Pinclusion K*”" <, K*”") induit un homomorphisme
%, : HmK) - H@®,K) (resp.B,,: H® ,K) - H(nK)).

On a les formules suivantes :
a) Sl 0 S n < n, < n" > Bu”/n = Bn’/u o Bn"/n’ ’ an\n” = an’\n" o u'n\n’ >

n'—n

b) Bn’/n o an\n’ = p

’
n—n

N an\n’ o Bn’\n = p

Soit L une extension finie de K, de degré d. L’injection K* — L*
(resp. la norme L* —» K*) induit pour tout n > 0 un homomorphisme

Res; x : H(n,K) - H(nL) (resp. Cor x: H(n,L) - H(nK)).

Ces homomorphismes commutent de maniére évidente aux homomorphis-
mes o et B définis ci-dessus. Si x e H(n,K), Corx o Res x(x) = x%;
si L/K est galoisienne de groupe G, Res o Corx(y) = [] o(»)

ceG

pour tout ye H(n,L).

PropPoSITION 1.2. — a) Pour tout n >0, la suite exacte
I = pp(K,) » Ky 2o K7 > 1
fournit un isomorphisme :
8,: HnK) — H'(K,/K, ps(K,)).

Pour 0 <n<n', notons i (resp.j) linclusion pn = py (resp. la

projection p" " My = W), Alors les diagrammes suivants sont
commutatifs :
HOK) 5 H KoK (K,)
B Je
H@K) —5  H (KK, up(K,)
0,

H (n,K) — H ! (Knr/K’ Fp" (Knr))

iy

H (n,sK) B Hl (Knr/ K,u’p’" (Knr)) .
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Pour 0 < n<n <s, ona une suite exacte :
pn’—n
Enw) 0 = pp-n(K) > pr(K) —— p(K)
8 ’ a ’ B
— HW -nK) — H(®,K) — H®K) - 0
en particulier, B, est surjectif si 0 < n<n' <s, et a,, est bijectif si

s<n<n.

b) Si n<sy,, 0, induit un isomorphisme :
0: HnK) —— pp® d, (k).

Remarque. — On trouvera dans [4], A.l, une étude plus détaillée des
groupes H(n,K).

Démonstration. — La premiére assertion résulte du théoréme 90 de
Hilbert (et 0, est induit par le « connectant » :

HO(K,,/K,K3) - H' (K, /K,pp(K,y) -

La deuxiéme assertion est évidente; la troisiéme assertion résulte de la
deuxiéme assertion, de la suite exacte 1 — pp—n N [T N Bp — let
du fait que Gal(K,,/K), qui s’identifie au groupe de Galois absolu de k,
est de p-dimension cohomologique < 1 ([13], p. II-4, prop. 3). Enfin b)
résulte de a) et de la « théorie d’Artin-Schreier-Witt » ([12], p. 163).

d

2. ENONCE DES RESULTATS PRINCIPAUX

2.1. La p-partie de K, (K).

THEOREME 1. — a) Si m > 3 ousi K est de caractéristique p, K,,(K)
est p-divisible.

b) Supposons m = 2 et K de caractéristique zéro. Alors, pour n < s,
K,(K)/p"K,(K) est isomorphe a H(n,K); p’K,(K) est p-divisible.

Le théoréme 1 sera démontré au §4.
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2.2. Structure de H(s,K).

THEOREME 2. — Supposons K de caractéristique zéro. Alors H(s,K) est
somme directe d’un groupe cyclique d’ordre p* et d’'un Z/p°*Z-module libre.
Si de plus sy = 1, le rang de H(s,K) est égal a dimpp d, (k).

Remarques. — 1) 11 est faux en général que lorsque s, =0,
rg H(s,K) = dipr d,(k). Plus précisément, nous construisons dans [4],
A.6., pour tout entier n > 0, un corps de caractéristique zéro, complet
pour une valuation discréte, de corps résiduel k parfait de caractéristique
3, tel que

*us €K
* dimgk/Pk = n
* K,(K)/3K,(K) est infini.

2) Supposons s, => 1 et dime d,(k) = 1. Alors H(s,K) est cyclique
d’ordre p%*, et le théoréme 1 se réduit au résultat suivant :

COROLLAIRE. — Supposons K de caractéristique zéro, s, =1 et
dim,p d,(k) =1. Alors K,(K)/pPK,(K) est cyclique d’ordre p%;
PPK,(K) est p-divisible.

Si k est fini, 'hypothése d,(k) = 1 est vérifie; de plus, on peut
supprimer I’hypothése s, > 1 dans le corollaire précédent: c’est ainsi
qu’on retrouve le résultat de C. Moore ([9], ou [7], appendice).

Le théoréme 2 sera démontré au § 5.

2.3. L’anneau Kyr(K).

Pour un entier m > 0, notons K©P(K) le groupe défini dans [10]:
c’est le complété séparé de K, (K) pour la topologie la plus fine rendant
continu le symbole universel. La structure d’anneau sur K, (K) induit une
structure d’anneau topologique complet sur K!P(K) = m@] Ktr(K).

THEOREME 3. — a) L'anneau KYP(K) est discret; en particulier,
I'application naturelle K,(K) - K$P(K), est surjective; son noyau est
s si carK=0

l'idé dué ndré ‘KP(K), ou t = ;
idéal (gradué) engendré par p’K$)(K), ou {0 sinon C'est
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un groupe divisible. Le groupe K%» (K) coincide avec celui défini dans [7),
p. 179. Soit m une uniformisante de K et d,: K,(K) - K, (k)}<IT)
I’homomorphisme défini en 0.3. ’

b) Si K est de caractéristique p, d, induit un isomorphisme :

Kir(K) =~ K, (k<T@ {UL},

o la multiplication par tout élément de {U\"} est triviale en degré > 1. En
particulier, pour m > 2, K%(K) ~ K, (k) ® K,,_,(k).

¢) Si K est de caractéristique zéro, d, et le théoréme 1 induisent un
isomorphisme :

KP(K) ~ K, (k<) @ (UL} @ H(sK),
ou:

la multiplication par tout élément de H(s,K) est triviale en degré > 1;
la multiplication par tout élément de {U} est triviale en degré > 2;
si x,yeK*, alors I'image de {x,y} dans K, (k)XIT), ® H(s,K) est:

(y(x).dx(¥), x Ax ¥),

ou xzs\.( y est l'image de {x,y} dans H(s,K) par lisomorphisme du
théoréme 1.

En particulier,

K, (k) ® K,,_, (k) siom>2

Kar(K) =~ {Kz(k) @®Kk*®H(K) si m=2.

Dans tous les cas, K, (K) ~ D, (K) @ Kir(K).

Le théoréme 3 sera démontré au §6.

2.4. Torsion (voir aussi 3.2. et complément).
On note D,(K) le noyau de ’homomorphisme K,(K) — K!?(K).

THEOREME 4. — a) D,(K) n’a pas de torsion premiére a p.

b) Supposons K de caractéristique zéro et s = s, > 2. Alors la p-
torsion de D,(K) est concentrée dans {RE,UQ}.
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Remarque. — On trouvera au § 3.2 une caractérisation de la p-torsion de
D,(K) (dans le cas ou car K = 0 puisque K,(F) n’a pas de p-torsion
lorsque carF = p > 0, cf. [15], th. 1.10).

THEOREME 5. — Si k est fini, ou algébrique sur ¥,, et si m >3,
D,,(K)(= K, (K)) n’a pas de torsion premiére a p.

La démonstration des théorémes 4 et 5 sera donnée au § 7.

3. APPLICATIONS

3.1. Corestriction.

Soit L une extension finie de K. Nous nous intéressons au conoyau
de la corestriction Cory : K,(L) - K,(K) pour un entier m > 2.

THEOREME 6. — Supposons que le degré résiduel de L/K soit une
puissance de p. Alors, pour m>=>2, le conoyau de
Corpx : K,(L) = K, (K) s’identifie a K, (k)/eK,(k), ou e est l'indice de
ramification de L/K.

Remarque. — Lorsque k est fini, il est bien connu ([7], p. 177, cor. A-
15) que Cor i est surjective pour m = 2 (sans hypothése sur I’extension
L/K). On en déduit par la formule c) de 0.4 que Cor i est surjective
pour tout m > 2. La démonstration que voici du théoréme 6 est
différente de celle de [7].

Le théoréme 6 est conséquence facile de la proposition et des lemmes
suivants :

LeMME 3.1.1. — Le théoréme 6 est vrai lorsque L/K est une extension
radicielle de degré p.

LemMME 3.1.2. — 1l existe iy = 1 tel que:
m>2 e izi, = D,K)=K?YK).
LemME 3.1.3. — Pour tout i > 1, il existe j > 1 tel que:

UP = Nix(UD).
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ProrosiTION 3.1. — Supposons L/K séparable. Alors les diagrammes
suivants sont commutatifs (on note ¢ le corps résiduel de L):
Kol  — > Kpey(®)
COrL/Kl COr,/k l m 2 2
a
KM(K) -_— Km—l(k)
K,.(Oy) LN K.(¢)
COrL/Kl e COr(/k m ? 2
KaO) — K.k
K@) B HLe®)
COI’L/K COI'L/K l
I s Ips 2 ®2
K(K) 25 HAKR®)

ou K,(Ok), K,(Op) et u ont été définis en 0.3. Dans le troisiéme
diagramme, on suppose K de caractéristique zéro.

De plus, Coryx : K, (L) = K,,(K) induit un homomorphisme de D, (L)
sur D,,(K) et dans le troisiéme diagramme, la deuxiéme fleche verticale est
surjective.

Le lemme 3.1.1 permet de ramener la démonstration du théoréme 6 au
cas ou L/K est une extension séparable. Dans ce cas, comme les groupes
K,.(k) sont p-divisibles, toutes les fleches Cor,, : K, () = K, (k) (m=>1)
sont surjectives, ce qui donne le théoréme.

Preuve du lemme 3.1.1. — Comme k est parfait, L = K7, Soit
{x,y} e K,(K); on a:

COTL/K({XUP’.V}) = {Npx(x'?),y} = {x,y}.

Preuve du lemme 3.1.2. — Cela résulte du théoréme 3.1 et du fait que les
n
UQ” sont cofinaux aux UP.
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Preuve du lemme 3.1.3. — 1l suffit de le voir lorsque L/K est
galoisienne et cela résulte alors par exemple de [12], p. 90, prop. 3.a) et
p. 101, cor. 4 a la prop. 9.

Preuve de la proposition 3.1. — La commutativit¢ du troisiéme
diagramme est bien connue; la surjectivité annoncée est conséquence de
[13], p. I-20, lemme 4 et du fait connu que cd,(Gal(K,/K)) <2, ou K,
est une cloture algébrique de K. Pour montrer la commutativité des deux
premiers diagrammes, on se ramene au cas ou L/K (séparable) est non
ramifiée ou totalement ramifiée.

i) Supposons L/K non ramifiée. Vu les définitions de d et u (cf. 0.3)
et la propriété c) de 0.4, la commutativité des deux diagrammes est évidente
lorsque pour tout m >2, K,(/) est engendré par les éléments
{X15¥25 - sVm} OU (X1,Y25.-sYm) Ek* X £* x -+~ X £* et on se
rameéne a ce cas par les procédés de Bass, Tate et Kato ([1], pp. 387-388,
[5), 11, § 1.7).

ii) Supposons L/K totalement ramifiée de degré e soit Il une
uniformisante de L. Alors © = Ny x(IT) est une uniformisante de K. Si
Uy, ...,u,_, sont des représentants multiplicatifs de L, ils sont
rationnels sur K, donc:

aL({“l’ . "um—l’n}) = {al’ . "am—l}

3K COI'L/K({ul, .o .,u,,,_l,n}) = aK{ul, oo ,u,,,_l,Tt}) = {ﬁl, . .,l_l,,,_l}

de méme,
uL({ul, s .,um_l}) = {‘-‘1, . "'_‘"l—l}
uK(COI‘L/K{ul, . .,um_l}) = uK(e{ul, ce ,um_l}) = e{l-ll, . .,1_4,,,_1}

ce qui établit les commutativités demandées.

Enfin la commutativité des trois diagrammes de I’énoncé entraine que
Corx envoie D, (L) dans D,(K), et la surjectivité est une conséquence
facile des lemmes 2 et 3. O

3.2. Calculs cohomologiques.

Dans cette partie, on suppose K de caractéristique zéro. Nous
renvoyons a [17] pour la cohomologie et les notations utilisées ici.
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THEOREME 7. — a) L’homomorphisme naturel

H(K,Z,(2)) - H*(Ku3)

,l»lps

est un isomorphisme.

b) Hl(K,QP/Z,(Z)) est somme directe de HZ(K.uﬁz) et de

PPH (K,Q,/Z,(2)), qui est divisible. Lorsque s =s,, on a une suite
exacte

0 - uﬁz - (M/K*) ® p,s = pPH'(K,Q,/Z,(2))[p7] - 0
ot M est le noyau de l'application x — |x,w|,s de K* dans

H2(K,1%) = Br(K)[p] ® nys

(w est une racine primitive p™“™ de l'unité).

Démonstration. — Le théoréme 1 (et le théoréme de Merkurjev-Suslin)
montrent que pour s < n < n’', l'application naturelle

2 ®2 2 ®2
H'(K.p,) —» HA(Kp)

est un isomorphisme. Soient n < n' < n” et supposons n' —n >s. Le
diagramme

HEED — HED > HES)

14

)
H'Kp5) — H'EpS) —  HEWS)

commutatif aux lignes exactes montre que H‘(K,uf,’,f) et H‘K,pf;f) ont

méme image dans HI(K,pgz) ce qui n’est autre que la « condition de
Mittag-Leffler » ([16], p. 131, déf. 7.74), donc (loc. cit., th. 7.75) que:

lim! H'(K,u®%) = 0.
— ”
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a) résulte donc de la suite exacte connue (cf. [17], p. 261, prop. 2.2):

0 - lim' H!(K,p5") > H*(K,Z,(2)) — lim H*(K,p5) - 0.
On voit de méme que, pour " —n>s et n>s, lapplication

H*(K.p5) - HX (K3

est identiquement nulle (en effet,

HY(Ku$) - HA(Kp5) ~ HA(KkS)

est la multiplication par p”~"), par conséquent,

H?(K,Q,/Z,(2) = lim HA(K.u%) = 0.

Les deux premiéres affirmations de b) résultent donc du diagramme
commutatif aux lignes exactes (pour n > s):

H'(K,Q,/Z,2) L H'(K.Q,Z,(2) —- H (Kp2)  —0

|- | |
H'(KQ,Z,2) T H'KQ/Z,(2) — H®Es® — 0.

(Une chasse aux diagrammes montre que

P"H'(K,Q,/Z,(2)) = PH'(K,Q,/Z,(2)),
qui est divisible, donc facteur direct dans H'(K,Q,/Z,(2)).)

Reste & montrer la derniére assertion, qui est la partie la moins facile du
théoréme.
Considérons le diagramme commutatif aux lignes exactes :

0— 2,0 L 2,0 —» & —0

0— 1% — QJZ,0 5 QJz,@Q —0

ou ¢ est le compos¢ Z,(2) —» p?zf = Q,/Z,(2).
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On en déduit un diagramme commutatif :

H!(K.Z,(2) —* H!'(K,Q,/Z,(2)

»
v s
0 > p 2, H'Ku5) — H'(KQ,Z,(2) > H'(K.Q,/Z,2)

3, 3,

!

H'(K.Z,) — HKnS)

(toutes les fléches non baptisées sont les applications évidentes).

Dans ce diagramme, les deux colonnes sont exactes ainsi que la
deuxiéme ligne (I’exactitude en p.ﬁz résulte de I’hypothése p, = K);

enfin, I'isomorphisme de la troisiéme ligne n’est autre que a). Par chasse
aux diagrammes, on en déduit une suite exacte :

0 — 1% 2 Ker 8, — pH'(K.Q,/Z,@)lp] — 0.

Considérons maintenant le diagramme (commutatif aux lignes exactes) :

0— Z,) 5 Z,) — p; —0

L]

r

0— ps — K¢ — K! —0

ou d est le composé¢ Z,(1) —» p2 = K¥ (K} cloture séparable de

K). On déduit de ce diagramme (en fait, de I’existence de d)) un carré

commutatif : 5
H°Ku,) —> H'(K,Z,(1)

| l

HO(K,K*) LR H!'(K,p,9)

ou 8, et 8, sont les connectants associés aux deux suites exactes ci-dessus
(8, est '« homomorphisme de Kummer ») et les autres fléches sont les
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applications évidentes. La fonctorialité du cup-produit en cohomologie des
groupes ([12], p. 139, prop.S) fournit alors un cube commutatif
(incomplet) :

H'(K,Z,(1)) ® H*(K.K}) 8% H'(K,Z,(1)®@H' (K,

7

/ cup-
produit

1®d
H'(K,Z,(1)®H°(K,p,) 182 H'(K,Z,(1)@H'(K,Z,(1))
cup-produit cup-produit H? (K,pﬁz)
~
H! K% L H2(K,Z,(2).

De plus, il est clair que M H(K,p,n) = ljm_‘upn(K) = 0; par
conséquent, H'(K,Z,(1)) = li_n'_l_Hl(K,}lpn) et la théorie de Kummer
montre donc que H'(K,Z,(1)) - H'(K, u,») est surjectif. On déduit de ce
fait et du cube ci-dessus que le composé

cup-produit
K*/K*" @ ppy — H!(Kohy) ® HOKpyp) ——— H! (K%

=4 HA(K,Z,(2)) > HA(K )

n’est autre que x ® w > |x,w|; (on utilisera la commutativité des
triangles :

HI(K’Zp(l» ® HO(K,P,;S) - HI(KJIpS) ® HO(K’ups)
cup cup
1 ®2
H! K %)

et
H'(K,Z,()) @ H'(K,py) — H'(Kpp) @ H' (K py),

cup cup
2 ®2
H? (K 1%

d’ou le théoréme 7.b).
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CoroLLAIRE . — Soit K, l'adhérence de la fermeture algébrique de Q,
dans K. Alors, si s =54, la suite

0 — (Mo/K2") ® by — (M/K*™) ® ps — D,(K)[p] — 0,

ou My =K§nM et p estdonnée par x ® w — {x,w}, est exacte. En
particulier, si s > 1, k n’est pas algébrique sur ¥, < K # K, < D,(K)
posséde de la p-torsion, dans ce cas, rg D,(K)[p] est equipotent d dime k
(donc est infini). Dans tous les cas, la suite :

0 - H'(Ko,Q,/Z,(2))sv = H'(K,Q,/Z,(2))aiv

2 D,K){P} (=K (K) {p}a) — O

ou o est déduite de l'application définie par Suslin ([15], cor. 3.11), est
exacte.

(N.B. — Si A est un groupe abélien, A, désigne le plus grand sous-
groupe divisible de A.)

Démonstration. — La derni€re assertion résulte de [15], cor. 3.11, du fait
que H‘(K,Q,,/Zp(2)) est (th. 7b)) somme d’un groupe divisible et d’un
groupe d’exposant fini (d’ou la surjectivit¢é de o), et du théoréme de
Merkurjev [19], affirmant que D,(Ky){p} =0 (ce qui est un cas
particulier du théoréme 4 du présent article). La premiére assertion en est
conséquence immédiate via le théoréme 7b).

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Si K est de caractéristique p, [K:K?] = p; il est bien connu, depuis
Tate, que dans ce cas K, (K) est p-divisible pour m > 2. [Posons
L=K'Y: si x;,...,x,€K*,

{X15 .« s Xm} = p Corp g {x1/P, x3/7, X3, . . ., X} ]

A partir de maintenant, on suppose K de caractéristique zéro.

Pour démontrer I'isomorphisme K,(K)/p"K,(K) >~ H(n,K) lorsque
n < s, nous employons une méthode différente de notre méthode origi-
nelle, que ’on trouvera dans [4], A.4. La méthode suivie ici a été suggérée
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par C. Soulé: elle consiste a utiliser le théoréme de Merkurjev-Suslin
rappelé dans lintroduction puis a démontrer un isomorphisme
H!(K, /K, py) =~ H’(K,pﬁz), n<s, a laide d’une suite spectrale
(cf. 4.3). Nous nous proposons de plus de donner ici une démonstration
¢lémentaire du théoréme de Merkurjev-Suslin (pour les puissances de p),

(cf. 4.2); cette démonstration nous parait intéressante par son cOté
« explicite ».

4.1. Un isomorphisme explicite.

PRrOPOSITION 4.1. — Supposons n < so, i.e. pp < K, et soit m une
uniformisante de K. L'’application aw |a,n|» induit un isomorphisme

0,: H(n,K):»Hz(K,uﬁz), indépendant du choix de w.

Remarque. — On peut montrer, cf. A.l1, que cet isomorphisme n’est
autre que le composé :

0 0, '®1
H(n,K) = H' (K, /K. — H' (K, /KZ/p'Z) @ pp —=

-1
03 ®1

—=— Br (K)[p"] ® u,» = HX(K.p$),

ou 6;:Br (K)[p"— H!(K,,/K,Z/p"Z) se déduit de [12], p. 194, th. 2.
Observons que la « théorie d’Artin-Schreier-Witt »

d,(k) ~ H'(K,,/K,Z/p"Z)
et I'isomorphisme 0; fournissent pour tout n un isomorphisme :
0, : Br (K)[p"] — d,(k).

A ce sujet, on a le lemme suivant, qui généralise [12], p. 201, prop. 7 :
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LEMME 4.1.1. — Soit L une extension finie de K, de corps résiduel ¢ .
Alors les deux diagrammes suivants sont commutatifs :

Br (K)[p"] = d, (k) Br (U] — d,(0)
Res l e. Res Cor: Cor
Br (L)'l — d,(0) Br ()] 2> d,(k),

ou e est l'indice de ramification de L/K, et ou Res:d,(k) — d,({) (resp.
Cor: d,(¢) — d,(k)) est induite par 'application naturelle W,(k) - W,(¢)
(resp. par la trace : W,(¢) - W,(k)).

Démonstration. — Pour les restrictions, la commutativité se démontre
comme dans loc. cit., pp. 201-202 : on décompose ’extension L/K en une
extension non ramifiée suivie d’une extension totalement ramifiée. Le cas
non ramifié est évident; dans le cas totalement ramifié, on remplace le
carré

H'(kQ/Z) — Q/Z

|

H'(k,Q/Z) — Q/Z
de [12], p. 202 par

H'(kZ/p"Z) — d,(k)

(I

H' (KZ/p"Z) —> d,(k).

Pour les corestrictions, le cas non ramifié est de nouveau évident; le cas
totalement ramifié résulte de ce qui précéde, de la formule

CoroRes = e et du fait que d(k) = | ) d,(k) est un groupe divisible
n>1

(comme quotient du groupe divisible K).
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Corollaires au lemme 4.1.1.

CoRrOLLAIRE 1. — Si L/K est totalement ramifiée, de degré e, la
corestriction Cor: Br(L){p} — Br(K){p} est bijective; moyennant cette
bijection, la restriction s’identifie a la multiplication par e.

COROLLAIRE 2. — Si L/K est totalement ramifiée, galoisienne de groupe
G, l'action de G sur Br(L){p} est triviale; si n < so(L), G opére sur
H(n,L) par multiplication par le caractere cyclotonique.

11 suffit de le voir lorsque [L:K] < + o0. Notons N = Y ge Z[G];
€eG

on sait que Res o Cor s’identifie 4 la multiplication par N 'gdans Br(L).
Moyennant le corollaire précédent, on en déduit que la multiplication par
N dans Br(L){p} s’y identifie a la multiplication par e = [L:K]. Soit
ceBr(L){p}: il existe par divisibilit¢ ¢, e Br(L){p} tel que
c=e.c, =N.c;. Alors gc =gNc, =Nc; =c pour tout geG;
I’assertion concernant H(n,L) résulte de l'isomorphisme équivariant
H(nL) ~ Br(L)[p"] ® u,-

COROLLAIRE 3. — Soit x € K* un élément tel que K(x* ")(n<s,) soit
totalement ramifié sur K, de degré p". Alors tout élément de HZ(K,pf’z)

s'écrit |x,y|, ou yeK*.

Cela résulte du corollaire 1 et du lemme suivant, qui n’est autre que [12],
p- 211, corollaire 2 a la proposition 2 :

LEMME 4.1.2. — Soit F un corps commutatif contenant les racines m*™
de l'unité (m est inversible dans F) et soit x e F*. Pour qu’un élément
ce HX(F u®) puisse s'écrire |x,yl,, yeF*, il faut et il suffit que
Resg r(c) = 0, ou F, = F(I/x).

La proposition 4.1. résulte maintenant du corollaire 3 précédent et du
lemme suivant :

LEMME 4.1.3. — Soit L une extension finie, non ramifiée de K, de degré
p". Alors lanorme Ny : U — Ug est surjective; la valuation induit un
isomorphisme K*/NL* —— Z/p"Z.

En effet, soit ¢ le corps résiduel de L. Comme k est parfait, la norme
N: ¢* - k* est surjective; l'assertion résulte donc de [12], p. 90,
corollaire & la proposition 3 (et de I’exercice de la méme page).
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Démonstration de la proposition 4.1. — D’aprés le lemme 4.1.3,
I’homomorphisme 0, ne dépend pas du choix de n: si ae H(n,K), on

applique ce lemme a I’extension non ramifiée K(('/c_z)/K et on utilise la
propriété bien connue des symboles galoisiens, par exemple [12], p. 213,
proposition 4 (iii); comme p,» < K, |x,y|, = 0 si et seulement si y est
norme dans I’extension K(”\V;)/K. Le corollaire 3 ci-dessus appliqué 4 n
montre la surjectivité de 0, : enfin, si ae H(n,K) et |a,n|» =0, 7 est
norme dans l’extension non ramifiée K(%)/K, donc a=1 dans

H(nK). C.QFD.

Notation. — Si a, beK*, on note a Ay b = 05 !(la,b|,») € H(K).

Vu la définition de 0,, a Agb est un symbole de Steinberg jouissant
de la propriété suivante :

Si aeH®K), a ;\Kb = a"®,

De plus, le symbole a /n\K b jouit de propriétés de fonctorialité; pour
plus de deétails, voir [4], A.2.

Remarque. — Ce symbole coincide (au signe prés) avec le symbole défini
dans [11] par Safarevi€ (pour p # 2); pour cette raison, nous I’appellerons
symbole de Safarevit.

4.2. Démonstration du théoréme de Merkurjev-Suslin
(pour les puissances de p).

Il est bien connu ([14], VI-3) qu’il suffit de faire cette démonstration
dans le cas n=1<sy, c’est-a-dire de démontrer

K, (K)/pK,(K) =~ H’(K,p;m) lorsque p, = K. On va en fait montrer que

1
le symbole de 3Safarevic x Agxy=x Ay y induit un isomorphisme
K, (K)/pK,(K) = H(1,K), d’oule résultat par 4.1. On en déduira le fait
que K, (K) est p-divisible pour m > 3.

Pour démontrer ce résultat, on va écrire une décomposition canonique de
tout élément x e UY’. Pour cela, notons que par hypothése, s > 1,
donc que ex est divisible par p — 1. On pose t = exp/(p—1); il est bien
connu que UY < K*’H(1,K). On se donne une uniformisante 7.
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Le résultat qui suit est di a Hensel ([11], p. 79, ou I’on en trouvera une
démonstration) :

LEmMME 4.2.1. — Soit S = {ie[l,t[|(ip)=1} L {t}, et soit
v: S x Rg = UY) une application telle que, pour tout

AMeS xR, y@A)=1+At (mod. nit').

Alors, pour tout n > 1, UYL est engendré (mod.UY) par les y(i,\).

Nous utiliserons ce lemme plus loin. Enongons et démontrons en tout
de suite une version plus précise dans un cas particulier, intéressante en soi
et suffisante pour la démonstration de K,/pK, ~ H(1,K).

LEMME 4.2.2. — Soit i < t: si i = plk, avec (p,k) = 1, posons, pour
tout AeR, ¢;(\) = (1+An%?. Alors tout élément de UQ s’écrit de
maniére unique sous la forme ¢, (Ay) ... ¢,_;(A_ )X, ot Xe€U®. De plus,

1
X=xA(—m.

Démonstration. — 11 suffit visiblement de prouver que si 1 <i <t et
yeUY, il existe un AeR et un seul tel que yc;(A)~' e U¢*Y. Or, par
hypothése, y =1 + pn' = 1 + un*”, peOx. Comme k est parfait, il
existe un unique AeR tel que »” = p (mod m). On observe que, puisque
i<t,

) = (1+Am =1 + 7% = 1 + pr' (mod. wi*?).
- 1
Montrons maintenant que x = x A (—x). A cet effet, on observe que,
comme R* est p-divisible, ¢(R*,K*) = 0 pour tout symbole ¢ annulé
par une puissance de p. Pour un tel symbole, on a, lorsque A eR* et

i < t(i=pk,(pk)=1):

ke(—mei(M) = e((— DMk, (1+Am4P) = ple((—1fnt, 1+An)
pPe((—1)*Ank, 1 +An%).
Si p est impair, — 1eR* et ¢(—1,K*) =0; il en résulte que
I’expression précédente est nulle. Si p=2, k est impair, donc

(—=1)* = — 1 et ’expression en question est encore nulle. Dans tous les
cas, on a:

ke(—mc;(A) =0,
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d’ou c¢(—m,c;(A)) = 0 puisque k est premier & p. Revenanta x, onen
conclut : .
C( —N,X) = C( - ﬂ,i) ’

1
et en particulier, X = x A (—n). C.Q.F.D.

Remarque. — Cette démonstration est constructive; elle fournit une
1
méthode pratique pour le calcul de x A (—m) (et c’est 1a son principal
intérét).

Montrons maintenant que K,(K)/pK,(K) ~ H(1,K). Soit ¢ un
symbole annulé par p: commengons par remarquer que si
x € K*?H(1,K), c(x,m) ne dépend pas du choix de I'uniformisante n. En

effet, si ue Ug, u est norme dans I’extension K(\’/;)/K (lemme 4.1.3)
donc, d’aprés [7], p. 141, corollaire 14-3, {x,u}epK,(K) et
c(x,mu) = c(x,m). On peut donc poser ¢(x) = c(x,m)(x € K¥?H(1,K)) et

1
nous allons voir que c¢(x,y) = @(x A y) pour tous x,ye K*. D’aprés le
lemme 4.2.2 (et sa démonstration), pour tout ue Uy,

e, —m) = c(u A (—m), 1) = o A (=m).
Si yeK*, on peut écrire y = n"u, ue Ug. On a alors:
c(y,—n) = nc(n,—mn) + c(u, —m)
1
= o A (=) 1
= @(u /1\ (—m) + no(n A (—m))
= oy A (—m).

Si n’ est une autre uniformisante, on a aussi :
1
VyeK*, c(y,—n) =0y A (—7));

1
comme les — ' engendrent K*, ona bien c¢(x,y) = @(x A y) pour tous
(x,y) e K* x K*.

En appliquant ceci 2 c¢(x,y) = {x,y} (mod. p) € K,(K)/pK,(K), on

obtient une section de K,(K)/pK,(K) - H(1,K). De plus, la formule
1

x Ar=x pour xeH(1,K) montre que cette section est uniquement
déterminée; d’ou la bijectivité de K,(K)/pK,(K) - H(1,K).
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COROLLAIRE AU LEMME 4.2.2. — Si m > 3, K, (K) est p-divisible (d’ou
le théoréme 1.a).

Montrons que K, (K)/pK,(K) est nul. Soit
c(Xyse X)) = {X1,...,Xp} (mod.p).

D’aprés la démonstration ci-dessus, si 7 est une uniformisante, on a:

1
C(XysXgs e v s Xm) = (X3 A X3, T, X5, .., X,)

1 1
=c(x; A x5, A X3,7, .. ., X,)
=0

(puisque les deux premiers termes € H(1,K)).

4.3. Démonstration que K,(K)/p"K,(K) ~ H(n,K) (n<s).

Le résultat suivant est dii a Soulé (et donne I'isomorphisme) :
PROPOSITION 4.3. — La suite spectrale
H"(K..r/K,H“(K..nuﬁz)) = H”*"(K,u‘f’;z)
donne un isomorphisme

H'(K,/K,p,) ~ H3(K, pgz) pour tout n <s.

Remarque. — JYignore (et il serait intéressant de savoir), si
I’homomorphisme ci-dessus coincide, pour n < s,, avec celui de la
proposition 4.1, et plus généralement avec celui induit par les
raisonnements de [4], A.3.

Démonstration. — On sait que cd,(K,/K) <1 ([13], p. II-4, prop. 3).
De méme, cd,(K,) < 1: il suffit de remarquer que par les calculs
précédents, Br(K,,)[p] = Hz(K,,,,up) = 0 et que ceci s’applique a toute
extension algébrique de K,, (cela provient aussi des résultats généraux de
Kato). La suite spectrale ci-dessus fournit donc un isomorphisme :

(Vn) HE(K,/K, HE (K, 19) = HAK 2.
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Supposons maintenant p, < K,,, c’est-d-dire n < s. La théorie de
Kummer donne alors un isomorphisme équivariant :

Hl(Knr,ugz = K:r ® Wpn -

LEMME 4.3.1. — La valuation induit un isomorphisme :
Uy

H!'(K,/K,K% ® p,n) — H'(K,/K,p).

Ce lemme donne évidemment la proposition 4.3.

Démonstration. — Le foncteur .®pu, (resp. H'(K,, /K, .) étant exact
a droite (resp. exact a droite pour les modules de torsion p-primaire), on
déduit de toute suite exacte :

A-B->C-0
une suite exacte :

H!'(K,/K,A®p,) - H'(K,/K,B®u,) - H'(K,/K,COuy - 0.

Appliquant ceci 4 la suite exacte Uy — K —>Z - 0, on voit
que tout revient a démontrer :

Lemme 4.3.2. — H'(K,/K,Ux, ®uy) = 0.

On a une filtration Uy =U>U® > ... oU® > .. avec
U/UW ~ k*; UOUG+D ~ ki > 1, ou k, est une cloture algébrique
de k. Comme k¥ est uniquement p-divisible, UY @ p, s’envoie

isomorphiquement sur U ® p,». Comme k; est induit, on déduit de la
suite exacte

U@ up » UV @pp - kS @y - 0
une surjection

H!'(K,/r,U°®@p,) —> H'(K, /K, U D@u,).
Par conséquent, pour tout i > 1, lapplication composée
Hl (Knr/K9U(i)®p'p") - Hl (Knr/K 9U(1)®up?')

est surjective; mais elle est nulle pour i assez grand, dés que
u® < (UWy", a
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4.4. Démonstration que p°K,(K) est p-divisible (s>1).

On suppose ici que s > 1. Rappelons que I'on note R I’extension
K(u,s) de K (cf. introduction).

LeMME 4.4.1. — L'extension K(,)/K est totalement ramifiée de degré

.

Si p* =2, cela résulte de la définition de s. Supposons p* > 2:
alors, d’aprés [6], p. 221, th. 6, I’extension ci-dessus est de degré p*. C’est
une extension cyclotomique: son groupe de Galois s’identifie (par le
caractére cyclotomique) au sous-groupe de (Z/p*Z)* fixant (multiplicati-
vement p*e Z/p*Z. Ce sous-groupe n’est autre que (1+p*Z)/p*Z; en
d’autres termes, K(p,2:)/K est cyclique de degré p*. Soit L/K la plus
grande sous-extension non ramifiée de K(u,,zn)/K : comme cette dernicre
est cyclique, L est nécessairement de la forme K(ups+r), 0<r<s. Par
définition de s, ona r=0, donc L =K.

LEMME 44.2. — Soit f: A — B un homomorphisme de groupes

abéliens, et supposons que I’homomorphisme composé Al» B — B/pB soit
surjectif. ~Alors, pour tout n >0, [I’homomorphisme composé
A - B - B/p"B est surjectif.

Démonstration. — Ce lemme est trivial.

Montrons maintenant que p°K,(K) est p-divisible. D’aprés le
lemme 4.4.1 et le corollaire 3 au lemme 4.1.1, appliqué a une racine

ie o, rqr 9z . S
primitive p*'“™ de l'unité w, tout élément de H(s,K) sécrit x Agw,

xeR* (ou x 1;Kw est I'image de |x,w|,; par lisomorphisme de la
proposition 4.3). De plus, le lemme 4 de [13], p.I-20, montre que la
corestriction

Corgx : H(s,K) » H(s,K)

est surjective; tout élément de H(s,K) s’écrit donc

Corgx (x Sgw) R xeK.

De plus, la fonctorialité de la suite spectrale de la proposition 4.3 permet de
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montrer que le diagramme :

K,(R) — H(sR)

corl cor l

K,(K) — H(sK)

est commutatif (le vérifier sur {n,K*}, ou m est une uniformisante
de K). Il s’ensuit que 'homomorphisme x — Corgy({x,w}) de K*
dans K,(K) est surjectif (mod. p*). D’aprés le lemme 4.4.2, il est aussi
surjectif (mod. p**!); comme le groupe image est tué par p*, cela prouve
bien que p°K,(K) est p-divisible. On a en fait montré :

CoROLLAIRE 4.4 (a la démonstration). —

K,(K) = pK,(K) + Corgix ({5, K*}).

4.5. Le cas s = 0.
Nous devons montrer que K,(K) est p-divisible. Plus généralement :

ProposITION 4.5. — Soit F un corps commutatif et soit p un nombre
premier différent de la caractéristique de F. Supposons que F ne contienne
pas les racines p*™ de l'unité, et soit E = F(u,). Notons G = Gal (E/F)
et soit 0: G — (Z/pZ)* le caractére cyclotomique.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) K,(K) est p-divisible;

ii) L’application N = Y 0(g)g induit 0 sur Br(E)[p].

geG

b) Soit E,/F une sous-extension de E/F, avec E, # E, telle que
Cor : Br(E)[p] — Br(E,)[p] soit injective. Alors les conditions i) et ii) de a)
sont vérifiées.

On applique 4.5b) & K en remarquant que, par hypothese, K(u,)/K
est ramifiée, et en utilisant le lemme 4.1.1.

Démonstration de la proposition 4.5. — Nous nous appuyons sur
I’équivalence suivante :

(B)  «K,(F) est p-divisible » < « HX(F,u®) = 0».
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Le fait que (|G|,p) = 1 fournit pour tout groupe de p-torsion A sur
lequel opére Gal( /F) des isomorphismes :

H"(F.A) — H"(E,A)°

déduits de la restriction (en effet, Res H"(F,A) < H*(E,A)°,
CoroRes = |G| et ResoCor = Ng s’identifie sur H"(E,A)° a la
multiplication par |GJ).

Cette remarque s’applique 4 p®?; elle fournit un isomorphisme :

H?(F,p®) ~ H2(EnD)° =~ (p, ® H*(Ep,)° = (1, ® Br(E)[p])°.

Comme G opére sur p, au moyen du caractére 6, cet isomorphisme
montre que HZ(F,p.fZ) est isomorphe au groupe

B = {ceBr(E)[p]|Vg € G, 0(g)gc = c}.

et ce groupe n'est autre que NBr(E)[p], d’ou a).

Pour montrer b), on peut supposer E, = F (puisque [E;:F] est
premier & p). Soit ceB; pour tout geG, ona gc = 0(g) 'c, dou
Ne= ) 6(g'.c=0.

geG

Or N= l{esE/F OCOI'E/F; on a donc:
Corgr(Nc) = Coro Res (Corc) = [E: F] Corgrc = 0,

d’ou ¢ = 0 puisque [E:F] est premiera p et que Corgy est injective par
hypothése.
C.Q.F.D.

Remarque. — Contrairement aux apparences, la partie < de
I’équivalence (E) ne fait pas appel au théoréme de Merkurjev-Suslin. Elle
est en fait conséquence du lemme élémentaire suivant :

LEMME 4.5. — Pour deux éléments x, y € F*, les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) y est norme dans l'extension F(\‘/;)/F,,
i) {x.y} € pK,(F),
i) |x,y|, = 0.
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Démonstration. — Voir [7], p. 153, th. 15.12.

Par contre, I'implication = utilise la surjectivité du symbole galoisien.

Remarque. — La proposition 1.2.a) et le théoréme 1 montrent qu’en
définitive, pour tout n > 0, K,(K)/p"K,(K) est isomorphe a H(n,K).
On pourrait espérer supprimer les discussions 4.4 et 4.5 en montrant a
priori, pour tout n > 0, un isomorphisme H(nK) ~ H2(K,u®? a I'aide
de la suite spectrale de la proposition 4.3; nous allons expliquer que c’est
impossible a cause de la fonctorialité de la suite spectrale. En effet, cette
fonctorialité, ainsi que le théoréme 1, montrent que pour s < n < n',
P’application naturelle

H (K, /K H (K, %) = H! (KK H (Kpt)

est un isomorphisme. Or 'application correspondante B, :

n'/n
H(.K) » Hn,K)

est nulle dés que n' —n > s (cf 3.2), ce qui interdit de trouver des
isomorphismes

H' (K,,/K.H' K, ,15)) — H(nK),

commutant & p et f. L’isomorphisme K,(K)/p"K,(K) ~ H(nK) est
réalis€ pour n > s par le schéma:

Ko(K)/p'Ko(K) — HKp5)  H@K)

T

K, (K)/PK,(K) — HKp5) — H(K).

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

On peut démontrer le théoréme 2 « d la main » en utilisant les vecteurs
de Witt, cette démonstration est assez pénible et oblige a distinguer les cas
p#2, p=2. La démonstration ci-dessous, uniforme, nous a été
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suggérée par Soulé; elle n’utilise que la suite exacte de la proposition 1.2.a).
En fait:

THEOREME 2 bis. — Soit E/F une extension galoisienne de corps de
caractéristique différente de p, vérifiant les hypothéses suivantes :

a) p(F.p) = Wy, So €N,
b) u(E,p) = Hps seN,
¢) HE/F.p,) = 0.

Alors H‘(E/F,u,,s) est somme directe d’'un groupe cyclique d’ordre p* et
d’un Z/p*Z-module libre.

Démonstration. — Observons d’abord que les suites exactes :
H2(E/Foppr—) > H*(E/F.p) — H2(E/Fp,0)

et ¢) entrainent que pour tout n < s, H2(E/F,p,») = 0. Par conséquent,
les suites exactes de la proposition 1.2.a) restent valables dans ce contexte.
Pour simplifier les notations, posons H'(n) = H'(E/F,um),
i=0,1,n<s. Les groupes H°(n) sont cycliques; de plus, pour
0<n<n<s, ona une suite exacte:

(En‘n’) 0 - Ho(n'—n) - Ho(n’) __p"_—n_.) HO(n)

S H—n) D ) S HIM) - 0.

’

Pour n < n <s, on note
%,: H'(M) > H'm) et B,,: H'(n) > H (@)
les applications déduites de p —> pn €t pn = p,; on a

an’/n o Bn\n’ = Bn\n’ o an'/n = pn’— .

Supposons s = 0 ou s, = s. Les suites exactes (E) se réduisent alors
E.,) 0 - Hw—m 5 H@) 5 H@® > 0.

Les suites exactes (E,_,,) et (E,,) montrent alors que H'(s) satisfait
la condition a) du lemme suivant (lorsque s > 2), pour k=5 —1:
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LEMME 5.1. — Pour un groupe abélien A et s > 2, les conditions
suivantes sont équivalentes :
k s—k
a) llexiste k, 1 < k <s— 1, tel que la suite A P,al LA soit
exacte.
i P

b) Pour tout k, 1 <k<s—1, la suite A— A —— A est
exacte.

c) pPPA =0 et A est enveloppe Z/p*Z-projective de A/pA.

d) A[pl = A et A est enveloppe Z[p°Z-injective de Alp].

e) A est un Z[p°Z-module libre.

Ce lemme est classique et sa démonstration est laissée au lecteur.

Lorsque s > 2 et so =0 ou s, le théoréme 2 bis est donc vérifié;
lorsque s <1 il est trivial. 4 partir de maintenant, on suppose donc
0< So < S.

Considérons la suite exacte (E, ). Comme a_, est surjective, il
existe EeH'(s) tel que o, (£) engendre S(H(sp)) = H'(s—so).
Nous allons montrer que le sous-groupe <£&) engendré par & est facteur
direct dans H'(s), et que H!(s)/<E) est un Z/p*Z-module libre. Comme
Eelmd,

PO(8) = By 0 %ys—,(8) = 0.

LEMME 5.2. — a) L’image de p©~'t dans H'(s—1) engendre le noyau
de B,_; po 't #0.

b) L’image de & dans H'(s—so—1) engendre le noyau de PB,_

c) &¢pH'(s).

so—1\s>

Démonstration. — a) On écrit le diagramme commutatif aux lignes
exactes :
H'(s)

o

d
HGs) > HiGs—sg) >  H(s)

L 4 ”

H(s) » HO() > His—1) B H()
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La surjectivit¢ de H°(sy) - H°(1) montre que le noyau de B,_,, est
engendré par I'image de & via

Hig) 5 H's—1) 5 Hi(s—s) > Hi(s—1)
| 1

o

Comme la composée des deux derniéres fléches est p®~', on trouve
bien I'image de p9~'¢ dans H!(s—1). Comme H°(s) - H°(1) est
nulle, & est injective et en particulier po~'¢ # 0.

b) On écrit le diagramme (commutatif aux lignes exactes):
H'(s)

o

0 5 1 ’ B 1
H%(s,) — HiGs—s) — H()

a P

|
HO(sp+1) - Hl(s—so—1) - H(s) .

La fléche verticale de gauche est un isomorphisme, d’ou I’assertion b).

¢) Supposons & = pt’. Comme p*'E’ =0, I'image de & dans
H!(s—so—1) est dans le noyau de B D’aprés b), il existe LeZ
tel que

s—sp—1\s *

(Ap—1)&" e Ker a, donc g eKerog_ ;.

s—so-—l s
Or:

0 = Bs~so—l\s—so o a’s/s—so—l(E.;,)
= Bs—so—I/s—so o czs—so/s—so—l o cxs/s—sf,(gl) = as/s—so(pgl) = as/s—so(g),
et ce dernier élément engendre le noyau de B,_,. Pour que ce noyau soit

nul, il faut et il suffit que H°(s) — HO(s,) soit injective; or ceci est
impossible puisque 0 < 5y < s.

LeMME 5.3. — Le groupe H'(s)/<t) est un Z/p*Z-module libre.
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Démonstration. — On va utiliser 'implication a) = ¢) du lemme 5.1
avec k=5 — 1. Il est clair que ce groupe est d’exposant p°. Soit
xeH'(s) avec px = A, AeZ. D’aprés le lemme 5,2.c), A = pp(peZ)
et p(x—pu&) = 0, donc'image de x — p& dans H(s—1) est annulée par
Bs_ 1 - En appliquant a), on trouve veZ tel que
x—(p+vp HEeKera,,_, =ImB,,_,. Comme  ag, :
H!(s) - H!(1) est surjective, on a:

x— (u+vp g =ply (yeH'(5))
donc

x =p*ly (mod.¢).
Fin de la démonstration. — La suite exacte

0 - (&) - H'(s) » HI(s)KE) - 0

est scindée d’aprés le lemme 5.3 et <) est d’ordre p® d’aprés le lemme
5.2.a).

6. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

6.1. Un peu d’analyse.

Les résultats de cette partie peuvent étre regardés comme une
généralisation partielle de ceux de Graham [20].

Parsih [10] a défini pour tout corps topologique F et tout entier m > 0
un groupe K:’"(F) : c’est le complété séparé de K, (F) pour la topologie
de groupe la plus fine rendant continu le symbole universel. Il est clair que
K,.(F), muni de cette topologie, est le groupe universel pour les symboles
de Steinberg continus a valeurs dans un groupe topologique commutatif. Si
A, ...,A, sont des parties de F*, notons {A,,...,A,} le sous-
ensemble de K, (F) formé des éléments {a,,...,qa,}, ou (a;,...,a,)
décrit A; x --- x A,,. Soit (U,),., une base de voisinages de 1 dans
F* . alors la topologie de ParSin sur K, (F) est moins fine que la topologie
engendrée par les translatés des {U, ,.. .,U,-m} et plus fine que la topologie
deéfinie par les sous-groupes de K, (F) engendrés par ces ensembles. Ceci
s’applique notamment lorsque les U; peuvent étre choisis comme sous-
groupes ouverts de F*, comme c’est le cas ci-dessous.
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D’autre part, Milnor ([8], p.179) a défini également un groupe
t . ) . .
K;P(F): cest le groupe (topologique) universel pour les symboles
continus sur F, a valeurs dans un groupe séparé, et vérifiant la « condition
de Matsumoto » :

lim ¢(x,1+xy) =0.
x,y—0

Soit F un corps muni d’une valuation v: F* - G, ou G est un
groupe ordonné archimédien noté additivement. Pour ae G, a >0,
notons U, = {xe F*|v(x—1)>a}: c’est un sous-groupe de F*, et les
U, définissent sur F* la topologie induite par la valuation v. Notons
également, pour m > 1, K®(F) le sous-groupe de K, (F) engendré par
{F*,....F*U,} et U, , le sous-groupe de K,(F) engendré par
{Ua,’---’Ua,,,} (ou aay,...,a, sont des éléments de G strictement
positifs).

THEOREME 8. — a) Supposons m > 2. Alors les groupes K®(F) et
U,,....a, Sont cofinaux dans K, (F).

b) Supposons m = 2, et soit c: (F*)™ — A un symbole de Steinberg
continu a valeurs dans un groupe séparé A. Alors,
lirrll c(Xyy ey Xm—1,y) = 0 uniformément sur (F*¥)"~'. En particulier, si
y—'

m =2, c est strictement continu (i.e. vérifie la condition de Matsumoto).

Remarque. — On trouvera dans [21] (prop. 2) un énoncé analogue au
théoréme 8 a), dans un cadre légérement différent.

COROLLAIRE 1. — Le groupe de Milnor est le séparé de K,(F) pour la
topologie de ParSin. En particulier, le K;*(F) de ParSin est le complété de
celui de Milnor.

Ce corollaire est conséquence immédiate de b). Les parties a) et b) du
théoréme 8 résultent formellement du lemme plus précis suivant :

LeMME 6.1. — Soient o, ...,0, des éléments de G strictement
positifs. Alors on a les inclusions suivantes :
{U,I,. . -’Ua,,,} c 2" UF*,.. .,F*,Ual+...+,m};
{F*,.. .,F‘,U2a‘+.,.+2um} c 4"'"{Uu‘,. -sUq -
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Si X est une partie de K,,(F), on convient de noter ici nX I’ensemble
des sommes x, + --- + x, de n éléments de x.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer le lemme 6.1 pour m = 2.

a) Soient a,,a,€G, a,,a, > 0; soient a,,beF*, v(ay) = a,,
v(b) =2 a,. On a:

1—a,
{l’ao,l’—b} = {l—ao,ao(l—‘b)} = {T_To(l_—b)‘a ao(l—-b)}
et
1 —a, agb
_— = -_— : ——b = N
l _ ao(l_b) l _ ao(l_b)eUu|+u2’ U(ao(l )) al
donc
{1 _ao ,l ‘-b} € {Ua‘+a2,v-l(al)} .
Soit ae F* tel que v(a) > a,. Alors (1—a)(1—ay) =1 —4d', ou
a =ay+ a+ aga, v(d) = a,,
d’ou
{(l“a)(l‘ao):l—b} = {Ua|+u29v-l(al)}’
et

{1—a,1-b} = 2{U, 4q,,v" ' (@1)}-
Par conséquént,
(l) {Ual ’ Uaz} < 2{0— ! (al) ’ Uul +a2} .

Ceci démontre la premiére inclusion.
b) Soit aeF*, v(a) = a,. Pour tout AeU,,,

{a1-2Aa} = {1-ha)} e {U, ,U,}.

Soit peUy 4, W=1—b. Alors (1-a)p =1—va, avec:

v=7~+-lz—kbeUu2.
a

Par conséquent on a aussi {a,(1 —Aa)p} € {U,,,U,,} . On en déduit que
{a.u} €2{U,,U,,}.

¢) Soit x un élément quelconque de F*. Comme G est archimédien,
il existe un entier n tel que no, <v(x) < (n+1)a,; alors
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o, € v(x) <20, ou x = x/a""!. Posons B =24, + 2a,: alors, si
ueUy, on a d’aprés b):

{x'u}e 2{U,,(,) ’ Ua—v(xo} 5

Par hypothése, v(x)>=>a,, B — v(x') = a,, donc
{x',u} € 2{U, ,U,,}. On en déduit que

{xu} = {xu} + {a" "} = {x'u} + {au"" "} e4{U,,U,},
Cest-d-dire {F*,Ug) « 4{U,,U,}. Ceci achéve la démonstration. [

Remarques. — 1) 1l est clair que les estimations du lemme 6.1 ne sont
pas les meilleures possibles. Par exemple, dans c¢) ci-dessus, on aurait pu
choisir B = 2o, + a,; d’autre part, si G=2Z et si a, et o, sont
premiers entre eux, on peut méme choisir f = o; + a,. Toutefois ces
raffinements ne sont pas nécessaires pour notre propos.

2) Il est probable que le théoréme 8 est valable dans un contexte plus
général, par exemple lorsque la topologie de F* est induite par celle
d’un sous-anneau semi-local de dimension 1 de corps des fractions F
(cf. [21], prop. 2).

3) Il n’est pas évident que la topologie de Parlin coincide avec la
topologie définie sur K, (F) par les sous-groupes K®(F). Toutefois, nous
pouvons montrer que cette derniére est universelle pour une large classe de
groupes topologiques. Plus précisément, notons K!(F) le séparé de
K, (F) pour la topologie définie par les sous-groupes K@ (F); d’autre
part, définissons deux catégories de groupes topologiques séparés
commutatifs C, et C, de la maniére suivante :

C, est la catégoric des groupes n’ayant pas de sous-groupes
arbitrairement petits (en d’autres termes, pour tout objet A de C,, il
existe un voisinage de zéro dans A qui ne contient aucun sous-groupe non
réduita {0});
un groupe A est un objet de C, si et seulement si pour tout voisinage V
de zéro dans A, il existe un homomorphisme continu de A dans un objet
de C,, dont le noyau est contenu dans V.

CoRroLLAIRE 2. — Le groupe K (F) est universel pour les symboles de
Steinberg continus a valeurs dans un objet de C,.

Démonstration. — Supposons d’abord que A soit un objet de C,.
Soit ¢ un symbole continu a valeurs dans A et soit V un voisinage de
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zéro dans A qui ne contient aucun sous-groupe non réduit a zéro. Par le
théoréme 8 b), il existe ae G, a > 0, tel que c(x,,...,X,_1,y) €V pour
tout (xy,...,Xm—1,y) €(F*¥)™ ! x U,. Lorsque 'on fixe x;, ..., %Xn_1,
c(Xy,..., Xm—1,y) décrit un sous-groupe de A contenu dans V; on en
conclut que c¢(xy,...,Xn-1,¥) =0, donc que ¢ induit un
homomorphisme de K, (F)/K®(F) dans A.

Supposons maintenant que A soit un objet de C,, et soit ¢ un
symbole continu a valeurs dans A. Soit V un voisinage de zérodans A :
par hypothése, il existe un homomorphisme continu de A dans un objet
de C,, dont le noyau B est contenu dans V. D’aprés le paragraphe
précédent, il existe a e G, a > 0, tel que ¢(K¥(F)) = B; ceci conclut la
démonstration, compte tenu du fait évident que K}, (F) est un objet
de C,. a

Remarque. — Par dualité de Pontrjagin, C, contient les groupes
localement compacts; elle contient aussi les limites projectives de groupes
discrets.

6.2. Démonstration du théoréme 3.

Dans cette partie, K est de nouveau un corps satisfaisant les
hypothéses et notations de 1.1.

ProposITION 6.1. — Supposons m > 2. Pour la topologie de Parsin
(mentionnée ci-dessus), notons D, (K) l'adhérence de zéro dans K, (K).
Alors D, (K) = pK®(K), ou

r=s si carK=0 et m=2;
r =0 sinon.

Les groupes K::"(K) et K;'(K) définis en 6.1 coincident avec

K,,(K)/D,,(K); ils sont discrets.

Démonstration. — On procéde comme dans (8], appendice. Tout
d’abord, on prouve :

LeMME 6.2. — Soit t = exp/(p—1); soit c: K* x K* > A un
symbole de Steinberg a valeurs dans un groupe topologique commutatif séparé
A. Alors, si (x,y)eK* x UP, ona t.c(x,y) =0, ou t' est la plus
grande puissance de p divisant t.
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En effet, dans le lemme 4.2.1., on peut choisir

{ /A .. .
—<—i>'1t St 1<t
(l - A ‘)ﬁﬂ, si i=t
afey " '

(On note m une uniformisante de K et (i) le représentant multiplicatif
de iek* dans K). Prouvons que pour tout (Aij)eR* x N, on a
c(m,(1—An")"%) = 0; le lemme 6.2 résultera alors du lemme 4.2.1 et de la
continuité de c. Il suffit de montrer que c(A,1 —An’) = 0; or comme k
est parfait, il existe pour tout n un élément p de R* tel que A = p".
On a donc c(A1-An) = c(p,(1-An)"); comme (1—Arn’yY" — 1
lorsque n — oo, la conclusion résulte du théoréme 8 b). O

YGA) =

Montrons maintenant la proposition 6.1. Le théoréme 1 énonce que
P'K,.(K) est p-divisible pour tout m > 2; la proposition 0.3 énonce que

K, (K)/KP(K) = K, (k) ® K, (k).

En particulier, puisque k est parfait, la multiplication par p dans
K,.(K)/K®(K) est bijective: on en déduit que, pour tout m > 2,
PKM(K) est p-divisible. Soit i > 1: il existe n tel que (ULY" < UP;
on en conclut que pour tout i assez grand, p’K{’(K) = K?(K). Le
lemme 6.2 entraine d’autre part que D,,(K) contient t'K{’(K); mais les
symboles d, et (lorsque m = 2 et car K =0), A:K* x K* - H(s5,K)
sont continus (c’est évident pour le premier, et le deuxiéme s’annule sur
Pouvert K*’ de K*); comme leur noyau commun est p’K{(K), il
résulte de tout ceci que D, (K) = pKP(K), et que K*(K), K}, (K) et
K, (K)/D,(K) coincident. De plus, ces groupes sont discrets, puisque les
symboles ci-dessus sont a valeurs discrétes.

COROLLAIRE 1. — Pour tout m > 2, K:’"(K) est discret, isomorphe a

K, (k) ® K, -(k) si carK=p ou m>2;
K,() K, (k) ®H(s,K) si car K=0 et m=2.
C’est clair.

CoroLLAIRE 2. — D,,(K) est divisible.

On a vu que D, (K) est p-divisible. Soit n un entier premier 4 p:
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comme K est complet, U est divisible par n (lemme de Hensel), donc
D,,(K) aussi.

Enfin, les assertions concernant la structure d’anneau de KP(K) sont
faciles a établir, et laissées au lecteur. O

7. DEMONSTRATION DES THEOREMES 4 ET 5

a) THEOREME 4. — La démonstration de b) est entiérement identique a
celle de Merkurjev [19]; nous ne la reproduisons pas et nous nous bornons a
montrer a).

Soit £ un nombre premier # p. Pour montrer que D,(K) n’a pas de
/-torsion, on peut supposer W, = K (argument de transfert habituel). Si
ceD,(K) et Zc =0, [15], th. 1.8, permet d’écrire ¢ = {x,w}, W =1,
xeK*. Ona 1 =0dc =w "™ donc on peut supposer x € Ux et méme
x € R*. Par spécialisation, {x,w} = 0 dans K,(k) donc d’apres [15],
th. 3.5, x = xfx, ou X, est algébrique sur F,, donc est une racine de
l'unité. Si x; est le représentant multiplicatif de x;, ¢ = {x,,w}; comme
x, est une racine de 'unité d’ordre premier & p, il est bien connu ([2],
pp. 465-466) que ¢ = 0. C.QF.D.

b) THEOREME 5. — Soit ¢ un nombre premier # p; Carroll ([2],
p. 469) a défini un endomorphisme B, de K,(K):

w

B,({n™av,n"bw}) = {n,(—l)’""(v—:')w} + {v,w"}

pour m, neZ, a, be p(K,%) et v, wep(K,2). UP (¢ = « premier a
»).

LeMME 7.1. — Pour tous x,y,zeK*, B,({x,y}).{z} = {x}.B.({»,z})
dans K;(K).

11 suffit de le vérifier pour x, y,z de la forme n ou we p(K,2)UY;
on trouve:

i) B({mm}){n} = {m, 2 1}{n} = {n}{m, 21} = {x}B,({m,x})
ii) B, ({mn}){w} = {n(=1)}{w}; ‘
{m}B.({mw}) = {nH{mw"} = {m,—1w"}.
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Si ¢#2, {(=1Y,w}={-1w"}; si £=2, {—1,w} =0 par Carroll,
pp. 465-466 et parce que UY) est 2-divisible (en effet p # 2); dans tous
les cas,

B ({map)iw} = {m}B,({m.w}).

i) B ((rwh{n) = {rw'}{x} = {m}{w",m} = {m}B,({w.r).
iv) B({wm)in} = (w}B.({m,n}) comme en ii).
v) B.({mw Di{w,} = {",W:M} {wy} = {m,w, ’W;/l} = {n}B,({wy,w;}).
vi) B/({Wx’n}){wz} = {w";n}{w,} = {w;,mw)’}

= {w}{m, W;/l} = {w}B.({m,w,}).
vii) B ({wy, wo}){n} = {w}B,({w;,n}) comme en v).
viii) B,({wy,w }){w3} = {WlaW;//,Ws} = {wi}B({wz,ws}).

C.QF.D.

LEMME 7.2. — Soit we p(K,0). Alors {w,Ux} = 0; {w}K,(K) =0.

Démonstration. — D’aprés Carroll [2], pp.465-466, {w,R¥} = 0;
comme UY) est /-divisible, on a aussi {w,U{"’} = 0, d’ou la premiére
assertion. La deuxiéme assertion résulte de la premiére et du fait facile que
K,(K) = {Ug,K*}.

Fin de la démonstration. — Le lemme 1, permet de définir pour tout
m > 2 un endomorphisme B, de K,(K) par la formule

B,({x,y}.c) = B.({x,y}).c pour (x,y,¢) e K* x K* x K,,_,(K).

D’aprés Carroll (p. 741), pour tout c e K, (),
?B,(c) = ¢ (mod. {u(K,£),K*}), donc, d’aprés le lemme 2, si m > 3,
/B, = ldg ), ce qui achéve la démonstration.

COMPLEMENT

Dans ce complément, nous démontrons un résultat supplémentaire sur
la torsion dans I’anneau de Milnor d’un corps complet pour une valuation
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discréte, a corps résiduel parfait. Ceci nous a été suggére par le rapporteur.
. Nous gardons les notations en vigueur dans les pages précédentes.

THEoREME C.1. — Pour m > 3, K,(K) n’a pas de p-torsion.

Pour démontrer ce théoréme, on commence par prouver :

ProposiTioN C.1. — Supposons que K contienne une racine de l'unité {
d’ordre p. Alors, pour m > 3, K,(K)[p] = {{.K,-1(K)}.

Démonstration (Je remercie cordialement le rapporteur, 4 qui cette
démonstration est entiérement due). — Soit ¢ un élément de K*. Posons
L = K(c'?): si c¢K*?, lextension L/K est cyclique et on note ¢ un
générateur de son groupe de Galois; si ¢ e K*?, on pose o = 1. Soient
a, b deux éléments de K*; d’aprés le théoréme 6, il existe pe K,(L) tel
que Coryxp = {a,b}. Alors [l'image de Cor x{B,c'?} dans
K;(K)/{¢,K,(K)} ne dépend pas du choix de B: en effet, si B’ est un
autre élément de K, (L) satisfaisant Coryxp' = {a,b}, le « théoréme 90
de Hilbert pour K, » de Merkurjev et Suslin ([15], th 1.3) montre que
p'— B =o(x) —a, pour un certain aeK,(L). Alors,

Cory x{B',c'/?} — Cor x{B,c'"? = Cor x{o(a),c'"} — Coryx{o,c'/?}
= Corx{a,07!(c'/?)} — Coryx{a,c'/?}.

L’affirmation résulte maintenant de ce que o~ '(c!’?) = {"c!’? pour un
entier r convenable. Il en résulte que I'application

¢: KH™ - K, (K)/{LKn-1(K)}
(@b,c,dy,. . . dpm—3) > Cor k{B.c'’?dy,. ... dpn_3}

est bien définie.

Lemme C.1. — ¢ induit un homomorphisme de K, (K) dans
K,.(K)/{6K,-1(K)}, - inverse de la multiplication par p.

Démonstration. — La deuxiéme assertion se déduit facilement de la
premiére. Pour démontrer la premiére assertion, il suffit de prouver:

(i) o(al—-acd,,...d,—3)=0;
(i) 9(a,1 —c,cd,,. ... d,-3) = 0;
(iii) @(a,b,c,1 —cd,,....d,_3) =0;
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@(v) o(ab,cd,,....d,1-d;,....dy_3) =0 pour 1<i<m-—3;
(v) @ est multilinéaire.

(i) et (iv) sont évidents. Pour prouver (ii) et (iii), on peut supposer
r—1

¢! ¢ K*. On observe que 1 — ¢ = [] (1—G’c'/?); on en déduit d’abord
i=0

que
(p(a,l —C,C,dl 90 o o ,dm_3) = COI‘L/K{a,l _cl/p,cllp9d1 9 o . 9dm— 3}

(ce qui démontre (ii)), puis que

1

-
o(abcl—c,...,d,_3) = Y Cory{B,c'?1-Lc'?,. . d, 3}
i=0

rp—1
= - ;0 Corx{B.L\,1=Cc'?,. . . dp_3} € {{LK, -1 (K)}

(ce qui démontre (iii)).

Prouvons enfin (v) : le seul fait non trivial est la linéarité en ¢. Pour la
démontrer nous utilisons un argument de Tate ([22]) : soient ¢, et ¢, deux
éléments de K* et posons M = K(ci’?,c}/?); soit (toujours grice au
théoréme 6) y un élément de K,(M) de corestriction {a,b}. Alors,si L
désigne I'un des trois corps K(ci’?), K(c3’®), K((cic;)''P), Coryy est
un élément de corestriction {a,b}; la linéarité en résulte par la formule de
projection et par transitivitt des corestrictions. Ceci achéve la
démonstration du lemme C.1 et la proposition C.1 en résulte. a

Démontrons maintenant le théoréme C.1. On peut évidemment
supposer K de caractéristique zéro ([1], prop. 5.13) et par ’argument
habituel, supposer que K contient les racines p-iémes de 'unité. Lorsque
m > 4, le théoréme C.1 résulte alors directement de la proposition C.1 et
du fait que K, _,(K) est p-divisible (th. 1.a)).

Supposons maintenant m = 3. Puisque K;(K) est p-divisible, sa p-
torsion I’est aussi; en utilisant I’'argument de transfert, on en déduit qu’il
suffit de montrer que K;(L)[p] = 0 pour une extension convenable L de
K; grace a Merkurjev ([19], prop. 2), on en déduit qu’on peut supposer
(quitte a adjoindre & K des racines de I'unité) que K contient une racine
de I'unité w d’ordre p", ou n est tel que p>"~! ne divise pas I'indice de
ramification absolu e de K.
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Soient a, b deux éléments de K*: le symbole {a,b,w} ne dépend que
de {a,b} (mod p"); le théoréme 1.b) et la proposition 4.1 entrainent donc
que {a,b,w} = {u,m,w}, ou ue H(nK) et n est une uniformisante de K.
De méme, notons { = w”~'; alors {a,b,C} = {u',n,(} ouu eH(1,K). Il
est clair que

{u,1—w,w} = 0.

De plus, si ue HnK), pour tout x on a {ux,w} = v(x){u,nw}
(prop. 4.1); appliquant ceci avec x = 1 — w, on en déduit que pour tout
ueH®K), (e/p" *(p—1)).{u;r,w} =0. Or, par hypotheése,
e/p" '(p—1) n’est pas divisible par p"; comme H(nK) —» H(1,K) est
surjective (prop. 1.2.a)), on en conclut que pour tout u' e H(1,K),
{',n,(} = 0; vu la proposition C.1 et la remarque qui précéde, cela
achéve de montrer que K;(K)[p] = 0. O

COROLLAIRE. — Supposons le corps résiduel k de K algébrique sur F,;
alors, pour m 2 3, K,(K) est un Q-espace vectoriel (de dimension la
puissance du continu d’aprés [1], p. 389, prop. 5.10).

Cela résulte du théoréme C.1 et du théoréme 5.

Remarque. — Ceci montre que, contrairement au résultat de Suslin pour
K, ([15], th. 3.5), il n’est pas vrai en général que pour un corps F et une
racine de I'unité d’ordre p, w de F, les éléments x de K,(F)/pK,(F)
tels que {w,x} = 0 dans K}(F) proviennent de K,(F,)/pK,(F,) ou
F, est la fermeture algébrique dans F de son sous-corps premier.
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