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PRODUITS FINIS DE COMMUTATEURS
DANS LES C*-ALGÈBRES

par P. de la HARPE et G. SKANDALIS

Soient A une C*-algèbre, GLi(A) le groupe des éléments inversibles
(ou quasi-inversibles s'il n'y a pas d'unité) de A et GLÇ(A) sa
composante connexe. Ce travail fait suite à [8], où nous avons défini un
homomorphisme

AT : GL?(A) -. E,/T(Ko(A))

appelé déterminant universel de A. Rappelons que E,, est le quotient de
A par [A,A], que T : A -> E^ est la projection canonique, que
T : Ko (A) ->• Eu est l'application naturelle induite par T, et que
ÀT(exp (i2ny)) est la classe de T(^) pour tout y e A. (En fait AT est la
restriction d'un homomorphisme de source GLSo(A) désigné par le même
symbole.) Nous examinons ici des cas d'algèbres A, déjà considérées dans
[4], pour lesquelles le noyau de AT est égal au groupe dérivé DGL?(A);
elles se comportent donc en ceci comme les algèbres semi-simples
complexes de dimension finie. Nous montrons aussi pour ces algèbres que
le noyau de la restriction de AT au groupe U?(A) des unitaires de
GL?(A) est égal à DU? (A).

Nous poursuivons la numérotation de [8]. Les preuves qui suivent étant
très calculatoires, nous avons regroupé au paragraphe 5 divers résultats
techniques sur les C^-algèbres. Beaucoup sont sans doute connus, mais
nous ignorons les références adéquates. Le paragraphe 6 traite le cas des
algèbres AF avec unité en développant des procédés de calcul dont
certains remontent au moins à M. Broise (voir aussi la proposition 2.5 de
[5]). Le résultat principal est le

THÉORÈME I. - Soit A une C*-algèbre approximativement finie simple
avec unité et soit xeGLi(A) avec Ar(x) = 0. Alors x est produit de 4
commutateurs multiplicatifs dans GLi(A).
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Rappelons qu'une C*-algèbre est stable si elle est isomorphe à son
produit tensoriel par une C*-algèbre élémentaire séparable, et convenons
ici qu'une C*-algèbre avec unité est infinie si elle contient un élément x tel
que x*x = 1 et xx* ^ 1. Le but du paragraphe 7 est de montrer les
résultats suivants :

THÉORÈME II. — Soit A une C*-algèbre stable et soit x e GL?(A).
Alors x est produit de 6 commutateurs multiplicatifs dans GLÇ(A).

THÉORÈME III. — Soit A une C*-algèbre infinie simple avec unité. Alors
GLÎ(A) est un groupe parfait.

COROLLAIRE. — Si A est comme au théorème /, l'application ÔT du § 2
est un isomorphisme entre

Ker(Ki(A) -^ K^A))

et le but Ey/T(Ko(A)) de l'application déterminant universel. Si A est
comme au théorème H ou au théorème I I I , la projection canonique
Ki(A) -^ K^A) est un isomorphisme.

Les analogues des théorèmes 1 à III pour les groupes unitaires n'offrent
pas de difficulté essentielle : voir les propositions 6.7, 7.6 et 7.7.

Dans la situation du théorème 1 et de son analogue unitaire, il se trouve
que les groupes DGL^(A) et DUi(A) sont parfaits. Ils sont mêmes
simples modulo leurs centres, comme nous le montrerons dans une
troisième (et sans doute dernière) partie de ce travail.

5. Quelques résultats techniques
sur les C*-algèbres.

Dans ce travail, nous considérons toujours une C*-algèbre A comme
un idéal (banal si A possède une unité) de l'algèbre MA de ses
multiplicateurs. Par suite

GLi(A) = {xeGLi(MA) |x- l€A}.

Rappelons que [a,b] désigne le commutateur additif ab-ba de deux
éléments û, b e A et que (x,y) désigne le commutateur multiplicatif
x y x ~ l y ~ l de deux éléments x,y d'un groupe.
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5.1. C*-algèbres de dimensions finie.

Si n est un entier positif et si A = M^(C), nous écrivons selon l'usage
SL(n,C) au lieu de DGLi(A). Citons d'abord pour mémoire un résultat
classique :

PROPOSITION 5.1. — Soit xeM^(C). Alors det(x) = 1 si et seulement
s'il existe ^,z€SL(n,C) avec x = (y,z).

Preuve. - [12] ou [9]. D

Avant d'établir une version quantitative de ce fait (proposition 5.5),
examinons le cas n = 2.

LEMME 5.2. — Soit xeSL(2,C) une matrice diagonale avec
\\x-l\\ < 1 . /; existe }/,zeSL(2,C) avec x = (y,z) et

\\y-1|| < 2(||;c- IH)^2, \\z-1|| ^ 2(||x-1\\)112.

Preuve. - On peut écrire x = ( 3 ) avec À, e C, Re(À.) ^ 0 et

|À.| ^ 1, donc avec ||x-l|| = l^-ll.

Choisissons teC avec 1 -h t2 = À,2 et posons

(\ t \ A-1 0\
^-(o x-J' ^ - ^ , x)

de sorte que x = (}/,z). On a

||^-l||^pi-l|+|t| et |?l-l|^|(îl-l)(?l+l)|l/2=(||x-l||)l/2,

donc ||̂ -1|| ^ 2(^|x-l||)l/2; de même pour z.

Notons T : M^(C) -> C la trace usuelle, avec r(l) = n.

LEMME 5.3. — Soit x e SL(n,C) une matrice unitaire ou positive avec
\\x-l\\ < 1 et ï(Log(x)) = 0 . 7 ; existe y ^ , Z i , y ^ , z^ dans SL(n,C)
avec

X = (^l^l)(^2^2)

||^-l||<2(||x-l||)1/2)
||z,-l||^2(||x-l||)1/2; v-"152)•
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Preuve. — Supposons x unitaire. Quitte à remplacer x par une
matrice unitairement conjuguée, on peut supposer x diagonale de la forme

x = Diag (exp (it^),..., exp (iQ)

où ^ , . . . , ( „ sont des nombres réels de somme nulle ordonnés de telle
sorte que

^ rj < max \tj\ pour tout k e { 1 , . . . ,n} .
</•<& | '̂̂i</^ | '̂̂

Posons
^k == FI ^PO'^)» fe = 1, . . . , n .

ï^j^k

Alors

x = Diag(^ll,^l^ l ,^l3,^l3- l ,^5,.. .)Diag(l,^2,^2 - 1^4^41 ,•••)

la dernière valeur de la première [respectivement seconde] matrice
diagonale valant 1 si n est impair [resp. pair]. Le problème est ainsi
réduit au cas n = 2, déjà résolu par le lemme précédent.

Le cas d'une matrice positive est analogue. D

LEMME 5.4. — Soient A une C*-algèbre avec unité, x e A et p la
racine carrée positive de x*x. Alors | |p—l| |^ | |x—l| | . De plus, si x
possède une décomposition polaire x = up dans A (par exemple si x est
inversible), alors \\u-l\\ ^ 2||x-l||.

Preuve (Pour un résultat plus fin sur | |M—I| | , voir le lemme 2.7 de
[2]). — Si x n'est pas inversible, alors | | x — l [ | ^ 1 . 0 n a 0 < p ^ ||jc||,
donc

-l^p-KINI-l^Hx-111 et ||p-l||^max(l,||x-l||)=||x-l||.

Supposons x inversible, donc p aussi. On a évidemment

P ^ M = NI ^ 11^-111 + 1 , donc p - 1 ^ ||x-l||.

La décomposition polaire x ~1 = u ~1 (up ~1 u ~1) montre que
l l^" 1 ! ! = I I?" 1 ! ! • Par suite p" 1 ^!!?" ' 1 ! ! implique
p - 1 ^ llx-1!)-1 - 1 ; or p-1!! < Ibc -^ l lbc - l l l + 1 , donc
1 < \\x-l\\ 4- llx"1)!"1 et p - 1 > - ||x-l||. Il en résulte que
l l p - l l l ^ l l x - . l H .

Si x = u p , alors ||u-l|| ^ \\u(l-p)\\ + ||x-l|| < 2||x-l||. D
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PROPOSITION 5.5. - Soit xeM^(C) avec ||x-l||<- et4
T(Log(x))=0. H existe ^.,z,€SL(n,C) (j= 1,2,3,4) avec

x = (yi^^(y^z^(y^,z^{y^z^)
||^-l||^23/2(||x-l||)l/21 , . < . ^
||z,-l||^23/2(||x-l||)l/2J { J - l 9 ^ ^ '

Preuve. — Si x = up est la décomposition polaire de x, on vérifie que

(l-llx-llDO-llp-1-!!!) majore /l-^Vl-^^ d'où par le

lemme 3(b)
ï(Log(u)) = ï(Log (x)) + ï(Log(p-1)).

Le membre de gauche étant imaginaire pur et celui de droite réel :

T(Log(u))=ï(Log(p))=0.

La proposition résulte alors des deux lemmes précédents. D

5.2. C*-algèbres approximativement finies avec unité.

Soit A une C*-algèbre approximativement finie avec unité. Le groupe
topologique GLi(A) est connexe. Apportons d'abord la précision
suivante au lemme 3(û).

LEMME 5.6. — Soient E un espace de Banach et T : A -^ E une
application traciale. Soient xeGL^(A) avec A,(x) = 0 et e e R avec
E > 0. // existe une sous-algèbre de dimension finie B de A et a^, a^ e B,
03 e A tels que

x = exp (ûi) exp (^2) exp (^3)
T(û4+Û2+Û3) = 0 ||û3|| < 8.

Preuve. — II existe une sous-algèbre de dimension finie B' de A et
y e GL ̂  (B') avec | \y ~1 x — 111 assez petit pour que, en posant
û3 = Log(y~lx), on ait \\a^\\ < e. Le groupe GLi(B') étant
exponentiel, il existe a^ e B' avec x = exp (û^) exp (^3).

On a par hypothèse 7—1(02+03) e T(K()(A)) . Il existe donc une sous-
i2u

algèbre de dimension finie B de A contenant B', un entier n ^ 1 et des
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projecteurs e, f € M^(B) avec —1(02 + 03) = ï(é?) - ï(/). Soit
ïZTl

B = ©B^ la décomposition de B en somme d'idéaux bilatères simples, et
choisissons un projecteur minimal ej dans chaque Bj. Il existe des entiers
kj€Z tels que

[e]-m=S^]eKo(B).

Posons Oi = — i'27t Z kj€j. Alors exp (01) = 1 et les conditions du
lemme sont satisfaites. D

Rappelons que T : A -^ E^ = A/[A,A] désigne l'application traciale
universelle de A.

PROPOSITION 5.7. — (a) Soient xeGLi(A) avec ^(x) = 0 et e e R
ai^c 0 < e < 1. Il existe x ^ , y, z e GLi(A) avec

x = (y,z)x,, ||xi -1|| < e, T(Log (x0) = 0.

(b) Supposons de plus ||x—l|| < . et T(Log(.)c)) = 0. Il existe Xi ^

yj , Zj dans GL^ (A) (/= 1,2,3,4) ûwcc

x = ( n (^^))^i
\1<;<4 /

||xi -1|| < 8, T(Log(x,))=0
||̂ -1|| ^4(||x-l))^1 . ^ 3 4 )
||z,-l||^4(||x-l||)l/2{ {J-W^'

Preuve de (a). — Soit £1 > 0 une constante à préciser plus bas. Soient
B et û4, a^, 03 comme au lemme 5.6, avec

T(ai+û2+û3) =0 et ||û3|| < £ 1 .

Il existe une sous-algèbre de dimension finie C de A contenant B et
M I , ^ , .. . , U y , V q € C tels que

N01+02+03- ^ [Uj,vj\ <ei.
K/<î

Posons ^3 = - Oi - 02 + î.[Uj,vj\, qui vérifie H^H < 2ei.
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Soit r = exp (ûi) exp (û^) exp (^3) e GLi (C) . Comme
a! +^2 +^3 6 [C,C] on a AT (r) = 0 et il résulte de la proposition 5.1 qu'il
existe y, z e GLi(C) avec r = (y,z). Posons x^ = exp (—^3) exp (03) ;
pour £^ bien choisi, on obtient ||xi—l|| < 8. Enfin, si £1 est assez petit,
on a en vertu du lemme 3 (b)

T(Log(xO) = T(-&3) + T(û3) = - T(a,+a2+&3)
+ T(fli-ha2+û3) =0. D

Preuve de (b). — Soit à nouveau £3 avec 0 < £3 < 1 une constante à
préciser plus bas. Comme T(Log(x)) = 0, il existe une sous-algèbre de
dimension finie B de A et u^, v ^ , . . . , Uq, Vy e B tels que, si
r = exp(S[^.,u,]), alors

||Log(x)-Z[M,,l;,]|| <^£2 <^

| |r- lx-l||<£, ||r-l||<^

||^-r||<||^-l||.

On a Ta(Log(r)) = = 0 ; la proposition 5.5 montre qu'il existe

^,,z,€GLi(B) 0=1,2.3,4) avec r = fl O -̂) et |b,-l||, ||z,-l||
1<7^4

majorés par 23/2(||r-l||)l/2 < 4(||x-l||)l/2. On pose x^ = r-^x et il
reste à vérifier que T(Log(xi)) = 0.

Pour £3 bien choisi, (l-llr^-llDO-lljc-lll) > 1/2 et onaen vertu
du lemme 3 (b)

T(Log(xQ) = T(Log(r-1)) + T(Log(x))
= -T(Log(r))+T(Log(x))=0.

D

5.3. Commutateurs multiplicatifs et partition de l'unité en somme de deux
projecteurs.

Les résultats ci-dessous constituent une variation sur le thème suivant :
toute matrice de GL(2,C) est congrue modulo le groupe des

commutateurs à une matrice de la forme ( ) • On se donne une fois

pour toutes une C*-algèbre A et deux projecteurs orthogonaux p, q dans
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l'algèbre des multiplicateurs MA avec p + q = 1. Pour tout x ç MA ,
nous écrivons

^ ^ (P^P pxq\
\qxp qxq)

au lieu de
x = pxp + pxq + ^xp + ^rx^.

Si pxp possède un inverse dans pM^p, nous le notons (x)p1.

LEMME 5.8. - Soit xeGLi(A) avec \\x-l\\ < - 1 . Alors il existe
4

.̂  ^ ^^ ^V rf=f^ 0 )
\qsp q) \0 q ) \ 0 ^/

dûns GLi(A) avec x = std et

l|5-l||^|||x-l||, ||d-l||^j||;c-l||

11^-111 ^jl|x-l||, \\pdp-\\\ <||x-l||.

Preuve. — Les équations à résoudre s'écrivent

/ Prfp Ptqqdq \ ^ fpxp pxq\
\qsppdp (qspptq+q)qdq) ~ \qxp qxq)

On est donc amené à poser

pdp = pxp qsp = qxp(d)p1

qdq = qxq - qsppxq ptq = pxq(d)^ .
On obtient successivement

1. ii^-in ^\\pdp-p\\ <-^ \\(d);l\\<^

\\qsp\\^^\\x-l\\

\\qdq-q\\ < ||x-l|| + ̂ \\x-l\\2 < ̂  ^(d),^ < J

llMll^j l lx-111

ce qui achève la preuve. Q
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LEMME 5.9. - On reprend les notations du lemme 5.8. /; existe
M,i;,weGL?(A) avec

s = (v,u), t = (n,w)
/5 \l/2 /S V/2

11^-111 ^^11^-IIN . 11^-111 ^llx-lll)
/5 M/2

11^-111 <^l l^- l l l ) .

Preuve. - Si on cherche M, v, w sous la forme

u = 1 -h a avec a = pap
u = 1 -+- b avec b = qbp
w = 1 + c avec c = pcq

il vient
(r,u) = 1 +&( l+a) - l a
(u,w) = 1 -h ac

et les équations à résoudre sont

h(l+a)~1 a = qsp
ac = ptq.

Posons r = (qsp)*qsp -h ptq(ptq)* epAp. On a par le lemme 5.8

||r|| ^ 2 max (||rf, ||p |̂|2) ^ j ||x-1||2.

Un résultat classique de factorisation (proposition 1.4.5 de [11]) montre
qu'il existe y , z ç A avec

qsp =>r1/4, IHI^IMI1/4

(p^)*=zr1/4, ||z|| <||r||1/4.

On observe que rçpAp implique qypr114 = qsp; on peut donc supposer
y e q A p , et de même zçqAp. On pose alors

û=- r 1 / 4 , b= -^(l-r1/4), c = - z *

et on vérifie que les équations à résoudre sont satisfaites (en particulier que
99 . *

û!!4 < ^11^-1 II2 < 1, donc que 1 + a est inversible). Pour lesIMI4 < ^11^-1 II2 < 1, donc que 1 + a est inversible). Pour les

majorations, il faut noter que 1 - r174 ^ 1 implique \\b\\ < \\y\\. D
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LEMME 5.10. - Soit xeGLi(A) avec \\x-l\\ < -, Alors il existe4
^,z,deGLi(A) avec

x = (y,z) d , à - 1 e pAp -+- qAq
\\y-\\\ ^ 5(||x-l||)1/2, ||z-1|| ^ 5(||x-l||)1/2

||d-l||^2||x-l||, ||^p-l||^||x-l||.

Si de plus ||x-l|| < _ alors T(Log(d)) = T(Log(x)).

Preuve. — Avec les notations des lemmes précédents, on pose

y = VUV~1, z = W"1

de sorte que
(v,u)(u,w) = (y,z).

Nous avons déjà remarqué que u ^ 1 et \\u\\ < 1. On a y = su, donc

3 /5 V72

lb-l|| < ||5-1||||M|| + \\u-l\\ < ^||x-l|| + ( j l l^ - l l l )

^4(||x-l||)1/2.

On a aussi v = 1 + qbp, donc i;"1 = 1 — ^fcp et

l l z - l l l ^ l l w - l l l l l ^ l l + l l F - 1 - ! »
/5 \ l /2/ /5 \l/2\ /5 \1/2

<^l|x-l||j ^+^||x-l||j j+^ l lx - l l l j

^5(||x-l||)1/2.

Considérons à nouveau l'équation x = std. On a par un calcul direct

T(Log(s)) = T(Log(Q) = 0. D'autre part, si |;c-l|| < , alors

2(1 -||s-1||)(1 -||t-1||)(1 -\\d-1||) ^2f l - J \\x- \\\\3 ̂  2^y > 1

et il résulte du lemme 3 (b) que T(Log (d)) = T(Log (x)). D

On suppose désormais que p < q, c'est-à-dire qu'il existe une
isométrie partielle u e MA avec u*u = p et uu* ^ ^.



PRODUITS DE COMMUTATEURS DANS LES C*-ALGÈBRES 179

LEMME 5.11. - Soit xeGLi(A) avec .||x-l|| < - et x - 1 epAp.

Alors il existe ^,Z,/€GL?(A) avec

x = (y^)f, / - l e ^A^
T(Log (/)) = T(Log (x)), ||/ - 1|| ^ ||x-1||

\\y-1|| ^ 3(||x-1||)1/2, ||z-1|| < 3(\\x-1||)1/2.

Preuve. — En vertu d'un résultat de factorisation déjà utilisé
(proposition 1.4.5 de [11]), il existe a , b e p A p avec

pxp - p == ab, \\a\\ = ||fc|| = (llpxp-pH)1/2 ^ (||x-l||)1/2.

Posons 5 = au* et t = ub, de sorte que

s t = a p b = a b , \\s\\ = \\t\\ ^ (||x-l||)1/2.

(Les éléments u, 5, t de cette preuve ne doivent pas être confondus avec
ceux du lemme 5.9).

Vu que pxp — p et ts sont majorés par ||x—l|| < -» on peut définir

par calcul fonctionnel

^(pxp)172 =p(l-(p-pxp))1/2, ^ - p ç p A p
H = (q^-fs)^2 = q(l-(-ts))^\ ^ -qeqAq.

Les coefficients kj de la série (l—a)^2 = 1 + S fe/^' étant tous réels
négatifs, on a

|pi-p|| ^ E|fc,|||pxp-p|F = 1 - (1-Hpxp-pll)1/2

c'est-à-dire, puisque ||pxp—p|| < -

l l^ -p lKl lpxp-p l l^ l lx - l l l .
Par suite

W-P\\ ̂  \\WpW-P\\ ̂  2||x-l||.

De même

11^-^11 ^||x-1||, ||0i),-1 -^|| ^2\\x-1||.
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On a pu* = u*q, donc ps = apu* = sq. Il en résulte d'abord que
(p-^-stYs = sÇq+ts)" pour tout entier n ^ l , ensuite que
F (p -h st)s = sF (^ + ts) pour toute série entière F absolument
convergente en p + st et ^ + ts, enfin que À,s = sp puisque
^ = (p+sQ172 et [i =(q-{-ts)112. D'où aussi s(^-1 = (À^s. De
même, û. = ^f et OO^r = î(^)p1. Enfin

q - tW^s = q - Oi),-2^2-^) = (H),-2.

A 5 \ /(?i);1 0\

Posons

^-l» wr "l. f)'
Comme ||^~p|| et ||p—g|| sont majorés par . » on a y,zçGL^(A).

Grâce aux calculs préliminaires ci-dessus, on vérifie sans peine que

^'Co2 (^2)-
Posons enfin / = (y,z)-lx6 1 + qAg. On obtient les majorations

|^-l||<||X-p+(^l),-l-<^|| +N
<2||x-l||+(||x-l||)1/2

||z-l||<2||x-l||+(||x-l||)1/2

liy-i^H^-^^IMKIIx-in.
Enfin

T(Log (f)) = T(Log (1 +ts)) = T(Log (1 +st))
=T(Log(x))

car T est traciale. D

Nous retenons pour la suite de ce travail l'énoncé suivant :

PROPOSITION 5.12. — Soient A une C*-algèbre, pet q deux projecteurs
orthogonaux dans l'algèbre des multiplicateurs MA de A avec p + q = 1,
et « e MA une isométrie partielle avec u*u = p et uu* ^ q. Soit

X€GL,(A) avec ||x-l||<-^.
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Alors il existe y ^ , z ^ , y ^ , z ^ , e€GLi(A) avec

x = (.h > zl)0;2.z^)e, e - 1 e qAq
T(Log(e)) = T(Log(x)), ||e-l|| < 4||x-l||.

ll^-lllOdIx-lll)1/^
llz.-lllOdIx-lIt)1/2} u-l'2;•

Preuve. — On peut écrire grâce au lemme 5.10

x=(y,,^)d'd"
avec

à' — 1 e pAp, à" — \ e qAq
T(Log((T)) + T(Log(d")) = T(Log(x))
||d'-l||^||x-l||, \\d"-\\\ ^2\\x-l\\

||̂  -1|| < 5(||x-1||)1/2, ||zi -1|| < 5(||x-1||)1/2.

Puis grâce au lemme 5.11

d'=(yz,z^f
avec

./ - 1 e qAq, T(Log (f)) = T(Log (d'))
\\yz-\\\ ̂  3(||d'-l||)1/2 < 3(||x-l||)1/2
||Z2-1|| <3(||X-1||1/2

||/-1|| <||x-l||.

En posant e = f d " , on a

lie-in ^ ii/-iinni + H<T-I|| ^ 4iix-in.
Enfin

(1-11/-1|1)(1-IM"-1||) ^ (l-||x-l||)(l-2||x-l||) > J

d'où par le lemme 3(b)

T(Log (e)) = T(Log (/)) + T(Log (d")) = T(Log (x)). D

5.4. Variation unitaire.

Soit A une C*-algèbre. Pour tout entier n > 1, on pose

U.(A)={x6GL,(A)|x*x= 1}
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qui est un groupe topologique de composante connexe U^(A). Si
A = C, on écrit U(n) au lieu de U^(C), et SU(n) au lieu de DU(n) le
groupe dérivé. Les trois premiers numéros de ce paragraphe suggèrent les
variations suivantes :

** *

L'analogue de la proposition 5.1 est facile à montrer, et classique [7].
Avant d'énoncer celui de la proposition 5.5, nous montrons un lemme.

LEMME5.13. — I I existe deux fonctions continues v^,v^ de ]—7t/2,7t/2[
dans SU (2) telles que

(^.^-("^ .P(°-,,))
||t;,(q>)~l||<|exp(f(p)-l|1/2 0=1,2)

pour tout (p e ] — n/2, n/2 [.

Preuve. — Pour tout 9 e R , le commutateur unitaire

// cos 9 sin9\ /exp(-f9) 0 \\
^-sin9 cos9/ ^ 0 exp(iQ)))

__ /cos2 9 + exp (f2e) sin2 Q sin 6 cos 6 ( -1 -h exp ( - f2e))\
~ [sin 6 cos 9 ( 1 - exp (i29)) cos2 9 + exp ( -129) sin2 9 )

est de trace 2 cos2 9 + 2 cos 29 sin2 9 = 2 - 4 sin4 9. Posons

û^ A • ^l-œscpV^9((p) = Arc sm <1——^——j ^

et notons ce commutateur w((p). Si 0 < |(p| < ît/2, les 4 coefficients de
w((p) sont non nuls; il existe donc une unique matrice u(q>) de la forme

a-̂ - ^^cSUC^, a(cp) réel positif
-b((p) â((p)/

/ a(cp) &(<P)\ ,
V-b((p) â((p); t

telle que

.((p)w((p).«p)- (^ ' VV I / ' \ 0 exp(-î(p)7

et il résulte du théorème des fonctions implicites que v dépend
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continûment de (p dans ]-7t/2,0[u]0,7t/2[. Posons

, . , ./ cos9((p) sin9((p)\
Ui((p) = r((p) . „ V T / u((p)*

\- sm9((p) cose((p)7

v ̂ ((p) = i?((p)

si 0 < |(p| < îi/2. Alors

^exp(-fe((p))
exp0'e(<p)). .((p)*

IK(<P)~I|| = IM<P)~I|I = |exp(ie((p))-i|
= 2 sin. e((p) = |sm 9((p)| cos

<2"'(l-^p.')W.^W-^

où l'inégalité résulte de ce que, si 0 < |(p| < n/2, alors

9((p)

1/2

0 < |9((p)| < 7t/2 et cos < 21/2 .

En posant i;i(0) = ^(O) = 1, on obtient donc bien deux fonctions v^ et
î;2 avec les propriétés désirées. D

PROPOSITION 5.14. - Soit xeV(n) avec ||x-l|| < 2112 et
ï(Log(x)) = 0 . /; existe y^Zj€:SV(n) (j = 1,2) avec

X = (^l^l)(^2^2)

|b,-1|| < (||x-1||)1/2')
||z,-l||<(||x-l||)1/2} V ~ 1 Î 2 ) •

Preuve. — On montre comme au lemme 5.3 que x est produit de deux
matrices diagonales avec lesquelles on peut argumenter comme dans
SU (2), et on conclut grâce au lemme 5.13. D

*« *

La proposition 5.7 et sa preuve restent vraies si on remplace partout
GLi(A) par Ui(A). On peut même remplacer j = 1,2,3,4 par j = 1,2.

•* *

Soient A une C^-algèbre et p, q deux projecteurs orthogonaux dans
l'algèbre des multiplicateurs MA avec p + q = 1.
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LEMME 5.15. - Soit ceqAp avec ||c|| ^ 2(3)~3/2. H existe
^,zeU?(A) avec

0^)=(, ^ ll(^)-l|1^3||c||

||^-l||^2||c||1/2, ||z-l||^2||c||1/2.

Preuve. — Rappelons d'abord le fait suivant : soient a un nombre réel
positif, g : [0,a] ->• C une fonction continue nulle à l'origine, x £ A et
x = u\x\ la décomposition polaire de x dans l'algèbre de von Neumann
enveloppante A" de A; alors ug(\x\)eA. C'est en effet banal si g est
un polynôme, et le cas général en résulte.

Soit désormais g : [0,2(3)-3/2] -^ C la fonction continue nulle à
l'origine satisfaisant

11+^(01 = 1, îm(g(t))^0
Wd^gdW^t

pour tout retO^r372]. On vérifie que \g(t)\2 ^ ï^t. Considérons la
décomposition c = u\c\ dans A" et posons

ï = ug(\c\) e qAp

^ = ^ ( H ) + 1 =(^ °)€U(A)
/(p-Y*y)l/2 _^ \

z = . *M/2 P=U(A).\ Y te-YY*)172/

On vérifie les relations

Y^Y = \g(\c\)\2, Y(^-l)(p-Y'ltY)l/2 = c
de sorte que

/» *\<^-C .)•
On a

©

1/2

lYl < S^llcll1/2 < et l l^- l l l^S^llcl l1 /2 .

On calcule

Iz-ll^^-0'-^2 ° ^V 0 q-(q-yy*y/2)
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d'où

et
z-ll^^o-o-iiYii2)1/2)^^!!2

llz-lll^/WlIcll^^llcll1/2.

On vérifie encore les relations

y(p-v*y)l':ly*(p-y*'ïYl2 + n*y = p + g(|c|)|̂ (|c|)|2
^(p-y-Y)1^-^* = (g(\c\)+l)c*
-Yy*y* + q - YY* = q + ug^gWu*

de sorte que

(V Z) - 1 = (SW^W (S(\C\)+l)\C\U*>

\ C ^(IcDIgdcDI2!^

^ (g(\C\)\g(\C\)\2 (g(|c|)+l)|c|M*\

V c ug(\c\)\gWu*)

||r̂ )-i|| < ^DÎ DI2 0 \|
"wz) '"^ ^ 0 ug(\c\)\gWu-)\

(y^) - 1 =

'g(mgW
et

+ (° '^"l < S^W ÎIcll + ||c||

«l^+OHcllOllcll. D

LEMME 5.16. - Soit x6Ui(A) avec \\qxp\\ <-, et ||x-l|| < 1. Il

existe se\J^(pAp), teVi(qAq) et v,we\J^(\) avec

, . ( s 0\
-<».< °)

llr-lIKIdIx-lH)1 '2, ||w-l||<2(||x-l||)1/2

||s-p|| <4||x-l||, \\t-q\\ <4||x-l||.

De plus, pour ||x—l|| assez petit, on a

T(Log (x)) = T(Log (s)) + T(Log (()).

Preuve. — Écrivons x = ( , | , soient y, z comme au lemme 5.15,\c à}
/a 6\et notons (y,z) = 1 j . Comme x et (y,z) sont unitaires-(: 9-

a*a + c*c = a^a + c*c = 1
ce* + dd* = ce* + Ô8* = 1.
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Les éléments a, a, d, ô sont inversibles et

5=a(a);1, ^=(8),-^

sont unitaires. Les éléments x et

(s 0\/a P\/p 0 \ / a fc'\
lu ̂  8AO ^ ^ à)

étant unitaires avec a, à inversibles, on a V = b. On définit r

[respectivement w] comme le conjugué de y [resp. z] par ( ) •
\° ^/

Les estimations résultent du lemme précédent. D

Considérons pour terminer les analogues du lemme 5.11 et de la
proposition 5.12. On suppose qu'il existe une isométrie partielle ueM^
avec u*u = p et uu* ^ q.

LEMME 5.17. - S'oit xeUi(pAp) avec \\x-\\\ ̂  1. Alors il existe
u,weU?(A) avec

^'Ç ux^^-uu^)
\\v-l\\ ̂  (||x-l||)1/2. ||w-l|| ^ (||x-l||)1/2.

Preuve. - Soit xeV^pAp) avec ||x-l|| ^ 1. Soient t2 rare de
cercle {zeC||z| = 1 et |z-l| ^ 1} et B la C*-algèbre des fonctions
continues de tî dans C nulles en 1. Le calcul fonctionnel montre qu'il
existe un homomorphisme

<&: ^(B) ^ U((p+MM*)A(p+uu*))

avec

J2 o\=(x ° \
\0 z ) \p ux*u*j\0 -z

où z : ft -> C est l'inclusion naturelle. L'existence d'éléments v, w avec
les propriétés indiquées résulte du lemme 5.13. D

PROPOSITION 5.18. - Soient A une C*-algèbre, p et q deux
projecteurs orthogonaux de l'algèbre des multiplicateurs MA avec
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p + q = 1, et u € MA nn^ isométrie partielle avec u*u = p et uu* ^ q.

5oiî ^eUi(A) avec \\x-l\\^~-

Alors il existe y ^ , Zi, } ,̂ z^, eeV^ÇA) avec

x = 0 î)C^2)^ e - IçqAq
\\e-l\\ majoré par 8||x-l||

||̂ -1|| et ||z,-l|| majorés par 2(\\x-l\\)112 0=1,2).

De plus, si | |x—l|| est suffisamment petit, alors

T(LogOO)=T(LogOc)).

Preuve. — Cela résulte des lemmes 5.16 et 5.17. D

6. Noyau du déterminant universel pour une C*-algèbre
approximativement finie simple.

Nous désignons dans ce paragraphe par A une C*-algèbre
approximativement finie simple avec unité; on sait alors que GL^(A) est
connexe. Soit T : A -^ Ey l'application traciale universelle de A; il
résulte du § 1 que

DGL^(A) Œ Ker (AT : GLi(A) ̂  E,/T(Ko(A))).

Le but de ce paragraphe est de montrer que l'inclusion est une égalité (ainsi
que l'inclusion analogue pour Ui(A)), puis d'estimer le nombre de
commutateurs nécessaires pour écrire un élément de DGLi(A).

PROPOSITION 6.1. — Avec les notations ci-dessus:

Ker (AT) c DGLi(A).

Première réduction.

On sait qu'il existe trois suites (p^n^i» (^n)n^i? (^n^i de projecteurs
de A telles que

(i) pi + 4i + ri = 1,
(ii) Pn<qn<r, (n^l),
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(iii) r^ et r^ sont orthogonaux (w,n^l et m^n),
(iv) ^ = ?„+! + ^+1 (n^l).

Voir le lemme 3.6 de [4].

Soit xeGLi(A) avec AyOO = 0; il s'agit de montrer que
xeDGLi(A). Sans restreindre la généralité de ce qui suit, on peut
d'abord supposer que

||x-l||<^ et T(Log(x))=0

vu la proposition 5.7 (û), puis que

x~l€(^+rOA(^+rO, \\x-l\\<^ T(Log(x))=0

vu la proposition 5.12, et enfin que

x-1 er.Ar^ ||x-l|| < ̂  T(Log(x)) = 0

pour la même raison.

Construction de suites.

Montrons par induction sur n qu'on peut construire des suites (x,)^i,
(rôoi» (^)^iO'=L....7) dans A avec Xi = x, avec

11 -̂111 < 4^2' T(Log(^)) = 0 , ^ - 1 er^

^«H -̂1!:
2 f^ - l e r^Ar , O'=l,...,6)
n ^ - 1 6(^4-r^i)A(^+r^i)

1 1 ^ - 1 1 1 <2 ^-l^"Ar" 0=1,...,6)
II '• " n [zJ-le^+r.+OA^.+r,^)

et avec

^= {n (^.^k^-
l.l<;<7 J

Supposons pour cela les suites (^«)i<«<», (3'i,)i <„.<„,
(2ii)i<m<n0'=l,. ••»7) déjà construites, avec x^ = x.

Appliquons la proposition 5.7(b) à x, + r, — 1 eGLi(r,Ar,). Il
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existe x^ et y{,, z{ 0=1,2,3,4) dans GLi(A) avec

^^{n o .̂)}'1^(.1 <y<4 J
1

T(Log(xî,4)))=0II^-IH < 16(n+l)2

^-ler,Ar,, ||^-1||<-
n

0'= 1,2,3,4).

189

z{- l6r.Ar,,

Appliquons la proposition 5.12 à p,+i, 4,+i et

11 -̂1 <

x^+r , - leGLi(r^r,).

Il existe xî,6» et y{, z{(j=5,6) dans GLi(A) avec

jcî,6-̂ {n
ll<;<6

^,^)} ^

||xi,«"-l||< T(Log(x!,6)))=04(n+l)2

^-ler^r., ||^-l||<-
0'=5.6).

zi-ler^r., l^-l^^

Appliquons enfin le lemme 5.11 à 4.+i, r.+i et xî,6'. Il existe x,+i et
>'J, zj dans GLi(A) avec

x"+l = 1 n (.y'H.W x.6l + r,+iAr,+ili<y<7 )

ll^+i-lll < 4(n+7)2' T(Log(x,+i)) = 0

yl - l€(4,+i+r,+i)A(q,+i+r,+i), ||y;-l|| < 2

n
^«7- le(î«+i+'-,+i)A(4,+i+r,+i), 11^-111 < - •n
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Remarquons que

(jJ^J) - 1 er^Ar^ 4- r^+iAr^i

car x^e^+iA^+i et x^+i er^+iAr^i.

Modification des suites.

Posons y^Q = ZQ = \ et, pour tout entier n ^ 1

^ = (^-l^J-l)^^7-!,^-!)-1/ ,._, 7.

z^^^zJ-Oz^-^z;.!)-^ v l î • • • ? / ) •

II résulte de la remarque ci-dessus que

H - 1 » 2i - 1 € r^Ar^, j = 1, . . . , 6
3); - 1, z; - l6(^+r^i)A(^+r^O.

Par suite, pour tout je {!,...,6}, les éléments y{, z{, y{, z{
commutent avec ^, z^, ^, zS, pour ke {!,...,6} et w ^ n, ainsi
que pour k = 7 et w ^ {n-1, n, n-h 1}. On en déduit par induction les
deux relations suivantes :

x = {(n^.nz,1)... (ny^nz^n(yî,zî)}x^,

n OM) = Wîk-iWk-imyîkW,)
ï^k^ln

pour tout n ^ 1 (produits non spécifiés sur k de 1 à n).

Fin ^ la preuve de la proposition 6.1.

Posons pour tout n ^ 1

^n = n H. ^ = n 21 (/=!,... ,6)
l<k<2n l^t<2n

^= n yik-^ ^= n 2L-i
l ^ f c^n l < f c < n

^8= n ^. ^^ n zL.
K&^n l^fc^n

Les normes

IIH-111, 11^-111, Fi-111, 11^-111
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tendent vers 0 lorsque n tend vers rinfmi (/=!,.... 7), et chacun des
produits ci-dessus est formé de termes dans des sous-algèbres de A
réduites par des projecteurs deux à deux orthogonaux. Ces expressions ont
donc un sens pour n = oo. Des relations déjà établies, il résulte que

^ = { n o^4^i
U</<;8 )

pour tout n ^ 1, et par suite

x= n o^oo).
1</<8

Nous avons montré la proposition 6.1 avec la précision suivante : tout
x 6 Ker (Ar) est produit de 13 commutateurs dans GL^ (A). Dans la suite
du paragraphe, nous montrons qu'on peut remplacer 13 par 4.

LEMME 6.2. — Soient k, n des entiers avec 1 < k < n et soit
y e GL^(C). // existe un projecteur p de dimension k dans C" avec pyp
inversible sur l'image de p et avec HOO^1!! ^ lly"1!!-

Preuve. — On choisit pour p la projection orthogonale de C" sur
l'espace engendré par les k premiers vecteurs d'une base orthonormale de
C" relativement à laquelle y est une matrice triangulaire supérieure.

D

Dans les trois lemmes suivants, A désigne une C*-algèbre
approximativement finie de dimension infinie avec unité, supposée simple
(au moins dès le n°6.4).

LEMME 6.3. — Soient TteKo(A) avec 0 ^ n ^ 1 et xeGLi(A). Il
existe un projecteur p e A de classe n et des éléments

=( p ° } t = f P pt(1-^
\(\-p)sp 1-p/ \0 l - p )
(Pdp 0 \
\o (i-p)rf(i-pV

dans GLi(A) avec x = std.

Preuve. — Soit B une sous-algèbre de dimension finie de A avec
TieKo(B) et 0 < n s$ 1 dans Ko(B), telle qu'il existe ^eGLi(B) avec
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\\y-x\\ < ll^"1!!"1. Le lemme6.2 montre qu'il existe un projecteur
p e B déclasse n avec pyp inversible dans pBp et IlOOp1!!^!^"1!!.
Par suite \\pxp-pyp\\ <\\(y)pl\\~l et pxp est inversible dans pBp. Le
lemme en résulte, car l'existence d'une décomposition x = std comme
indiqué équivaut au fait que pxp est inversible dans pAp. D

LEMME 6.4. - Soit xeGL^ÇA). H existe une suite p i , . . . , p 2 7 de
projecteurs orthogonaux deux à deux dans A de somme 1 avec pj ^ pj,
pour 1 <7 , f e < 14 ou 15 ^j,k ^ 27, et des éléments s, t, deGL^A)
avec x = std tels que

(1) s soit triangulaire inférieur : s = 1 -h ^ P/sp^.
J>k

(2) t soit triangulaire supérieur : t = 1 -+- ^ p,tp^.
J<k

(3) d soit diagonal : d = ̂  p -̂ dp^.
j

Preuve. — Par simplicité de A, il existe ne Ko (A) avec 0 ^ n et
137C ^ 1 ̂  147t. On pose n^ = 1 - 137t et 712 = 147t - 1, de telle sorte
que ïii > 0, 7i2 ^ 0, 147ti + 13712 = 1 • On détermine d'abord un
projecteur que l'on note 1 - p^ en appliquant le lemme 6.3 à x € A et
147ti + 127t2, puis un projecteur 1 - (p27+P2ô)^A en appliquant le
lemme à (\-p2iW-p^)ç(\-p^)A{\-p^) et 147ii + ll7t2, et
ainsi de suite 26 fois. D

LEMME 6.5. — Soit xeGLi(A). H existe une suite 4i, . . . , ^13 de
projecteurs orthogonaux équivalents deux à deux dans A et des éléments
/,z',/',z",jc'eGLi(A) avec

x=(/,z')(/',z")x', x'- le^A^.

Preuve. — Soient p ^ , ..., ^27 5 s, t, d comme dans le lemme 6.4. Soient
À,i, . . . , À-27 des nombres complexes distincts deux à deux et u = S À^.p,.
On vérifie facilement qu'il existe

v = 1 + E P^Pk, w = 1 + ^ p .̂wpfc
J>k j<k

avec s = (v,u) et t = (u,w). Comme au lemme 5.10, on pose alors
y ' = vuv~1 et z' = vw~1 de telle sorte que x = (/,z')d.
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Soit CTI [respectivement o^,...^^] une isométrie partielle de
projecteur initial pi [resp. p ^ , ..., pi4]' et de projecteur final p^
[resp.p3, .. .,pJ, et soit o = ^ a,.. Posons

1</<14

^ = P^Pj^ 7 == L .. . , 14
H i = P i . P 2 = ^ 2 . ^=o,_iH,_iaf_id, (/=3,...,14)

^ = Z ^j-
1</<$14

En calculant dans l'algèbre réduite de A par pi 4- • • • + p^, on trouve

((T,H-1) = Diag^i,^,^,...,^^)

avec ^ i6piApi ; si on identifie cette algèbre à M^OiApi), alors
^i = (^2 ̂ 3 » • • • » ̂ 14) 1 • De même, il existe deux éléments inversibles T, v
dans l'algèbre réduite de A par ^15 + • • • + p^ avec

(T,V-1) = Diag(^,di6,...,^27)

et ^^PisAp^. On pose enfin

^1 = Pi + Pl5 » • • • » ^13 = Pl3 + ?27
^" = CT + T, Z" = H + V

x^C^z")-1^

et tout va bien. D

THÉORÈME 6.6. — 5'oi^nr A MW^ C*-algèbre approximativement finie
simple avec unité, AT : GLi(A) -> E^/T(Ko(A)) son déterminant universel
et x € Ker (Ay). Alors x est produit de 4 commutateurs multiplicatifs dans
GLi(A).

Preuve. - Soient ^ , . . . ,^13 et x = (y,z')(/',z")x' comme au
lemme 6.5. Alors ^i-^i 6C^Ll(^A^) et q^x'q^ est dans le noyau du
déterminant universel de q^Aq^. La proposition 6.1 montre qu'il existe
^ l » ^ l . • . . , } / l 3 . z l 3 d a n s G L i ( ^ i A ^ i ) avec
^1^1 = (3^1 ̂ i) ... (^13^13).

Identifions la réduite de A par ^ + • • • + ^13 à M^(q^Aq^) et
posons d j = ( y j , Z j ) (/=!,.. .,13). Alors

Diag(^x^,^,...^i3) = (Diag(^i,...,^3),Diag(zi,...,Zi3))
Diag(d2...^3,^- l , . . . ,d^31).
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Le dernier terme du second membre étant un commutateur (voir la preuve
6.5), x ' est un produit de deux commutateurs dans GLi(A) et le
théorème en résulte, n

Variation unitaire.

Le résultat suivant se démontre comme la proposition 6.1, en utilisant
les résultats techniques du numéro 5.4.

PROPOSITION 6.7. - Soit A une C*-algèbre approximativement finie
simple avec unité. Alors le noyau de la restriction Ui(A) -^ E^/T(Ko(A)) du
déterminant universel AT coïncide avec le groupe dérivé DUi(A).

Exemples.

Soit A une C*-algèbre approximativement finie simple avec unité.
Supposons que Ko (A) avec sa structure ordonnée pointée soit isomorphe
à un sous-groupe (dénombrable) D de R contenant Z avec l'ordre
naturel et le point 1 ; ceci revient à supposer que deux projecteurs
quelconques de A sont toujours comparables au sens de Murray et von
Neumann (§ 5.4 de [3]). Alors A possède une unique trace positive
normalisée T , donc E,, = A/[A,A] est isomorphe à C. Les propositions
6.1. et 6.7 affirment qu'on peut identifier via le déterminant A,

GLi(A)/DGLi(A) avec C/D
Ui(A)/DUi(A) avec R/D.

Ces remarques s'appliquent en particulier aux algèbres de Glimm
(prop. 6.4.3 de [11]) pour lesquelles D est un sous-groupe des rationnels,
ou aux algèbres B® introduites par Pimsner et Voiculescu comme
suralgèbres des algèbres associées aux rotations irrationnelles (voir
prop. 13 de [8]).

7. Perfection de GL?(A) pour une C^-algèbre stable,
ou infinie simple avec unité.

On se donne un espace de Hilbert complexe séparable de dimension
infinie Hi, la C*-algèbre B(H^) des opérateurs sur Hi et son idéal K
des opérateurs compacts. Rappelons qu'une C*-algèbre A est stable si elle
est isomorphe à A ® K. Le premier résultat de ce paragraphe est
l'analogue multiplicatif du théorème 1.1 de [4].
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PROPOSITION 7.1. - Soit A une C*-algèbre stable. Alors GL?(A) est
un groupe parfait.

Preuve. - Montrons que GL?(A®K) est parfait. Soient Ho un
espace de Hilbert et A -> B(Ho) une représentation fidèle non dégénérée.
L'algèbre des multiplicateurs M = M^^K s'identifie à une sous-algèbre de
B(Ho8)Hi) qui contient (Cid^ g) B(HO; voir le n°3.12.3 de [11]. Il
existe donc deux projecteurs orthogonaux équivalents
p, q € C ® B(Hi) c M avec p + q = 1, tels qu'on puisse écrire q
comme somme orthogonale infinie de projecteurs équivalents à p . Soit
xeGL?(A®K); il s'agit de montrer que xeDGL?(A®K). Vu la
connexité du groupe, il suffit de s'en assurer pour ||x-l|| petit. La
proposition 5.12 nous autorise alors à supposer x - 1 ep(A(g)K)p et
| | x — l | | < c < l , où c est une constante ad hoc permettant en fin de
preuve d'appliquer le lemme 7.2.

Nous reprenons un argument de Pearcy et Topping, à qui nous nous
référons pour un exposé moins formel [10]. Soit

1= {(WeZ^Oetl^fe^}.
soit (Pj,k)w€i une famille de projecteurs orthogonaux équivalents deux à
deux de somme 1 dans M, avec P(O,I) = p. Pour chaque (j,k)eï, soit
Uj^ une isométrie partielle de M de projecteur initial p et de projecteur
final pj ̂ . Définissons

a,.,=(-iy2-^ P ^ = { _ 0 si 0",fc) = (0,1)
a^t sinon.

Posons

y = e x p ^ ^ a,.̂  Log (x)u^[
W)el )

z = exp ^ ^ p,̂  Log (x)u^ }
l0.fc)6l J

de sorte que x = y z . (Penser à y comme à une matrice diagonale avec
une fois le bloc x, deux fois x~112, quatre fois x^4, ... .) Nous allons
vérifier que y est un produit de commutateurs; le cas de z est semblable.

Notons p' la somme des pj^ sur tous les (j,k) avec j pair; notons q'
[respectivement ^"] la somme des p^ sur les (/,k) avec j impair et k
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impair [resp. fe pair]. Soient
sommes sur (/,fc)

u' = Su,+i,2k-i^ . • p ,„ ^ avec j pair, fortement
M = ^•-n^.k convergentes dans B(Hi)

qui sont des isométries partielles de projecteur initial p ' et de projecteurs
finaux q\ q " . On identifie de la manière usuelle les algèbres A ® K et
MaO^AOK)?').

Posons alors
y = M'^ep'CA^K)?'

de sorte que y s'identifie à la matrice

^ y ~ 2 0 0\
0 y 0 ) eMa où B = M^p^A^K)?').
0 0 y )

On achève la preuve à l'aide du lemme 7.2. D

LEMME 7.2. - Soient B une C*-algèbre et xeGL^B) avec
1 ( x 0 0\

1 1 ^ — 1 1 1 < ^' ^/ws ( 0 x 1 0 }est un produit de deux commutateurs
2 \0 0 O/

dan5 GL§(B).

Preuve. — Le lemme 5.11 montre qu'il existe /eGL?(B) tel que
(x tf( ] est commutateur dans GL^(B). Par suitelo /.

^x 0 0\ /1 0 0
0 1 0 ) et ( 0 x-1 0

<0 0 // \0 0 /-1,

sont des commutateurs dans GL^(B).

Pour préciser la proposition 7.1, nous utilisons le lemme suivant:

LEMME 7.3. — Soient A une C*-algèbre complexe et

Xi , ..., x» e GLi(A) avec ^n-i . . . . . ^i = 1.
^ (ors

x = Diag(xi ,X2, . . . ,x^ , l , . . . , l )€GL2^(A)

^5î produit de trois commutateurs dans GL^A).
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Preuve. — Pour tout k 6 { l , . . . ,n—l}, posons v» = f[ x./1 et

K^<k

choisissons s», 4 € A avec y^ = 1 + s^. Considérons les matrices

a = Diag(si,...,s,-i,0)
P=Diag( t i , . . . , t ,_ i ,0)

/°
1 ^ 0

Y - | S2 0

Sn-i 0<

0 t,
^0 t,

0 t,-i

dans M, (A). Comme 1 + ap est inversible, 1 + pa l'est aussi, d'inverse
1 — ^(l+ap)"1»; de même 1 + 78 et 1 + ôy sont inversibles. On a

pa=8y
(l+apr^l+y^DiagOci,...,^).

En écrivant par (nxn)-blocs, on a aussi

/1+ap 0 \
^ 0 (l+Pa)-V

^ / 1 OVi ayi OVi -(l+ap)-1»^
^-P(l+ap)-1 lAû lÂP 1ÂO 1 /

et de même en remplaçant a, ? par y, ô, donc

/(1+ap)-1 0 Vl+yS 0 \
x \ 0 1+paA 0 (I+SY)-V

1 ;)(-, X T)Ç X ï)C X :-C ;)(-. X -.X X X X :)
-{(-',X-,X X X X ;>-(;;)}• x -,x x x x ;>-(; ;)}-
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où la quantité { . . . } est la matrice unité. Or le produit

r l l^f1 "Ix10 ir lo ir
est de la forme

f1 ï"1 "y1 ï °w1 *v\o iA o iAo iAo 17 y) i^
Donc .x est un produit de trois termes de la forme

(\ oVi ^'y1
iAc^ iAo i^01^

et il suffit de vérifier que chacun de ceux-ci est un commutateur.

On procède alors comme pour la preuve du lemme 5.9, mais en posant
en fin de preuve (avec r, y, z comme en 5.9)

a = r174, b ^(l-hr174), c = z*

de sorte que 1 + a soit inversible (car a ^ 0). On obtient donc une
écriture de la forme

c x o-^-'
et on achève comme au début de la preuve du lemme 5.10. D

THÉORÈME 7.4. - Soit A une C*-algèbre stable et soit xeGL?(A).
A lors x est un produit de 6 commutateurs dans GL?(A).

Preuve. — Pour tout élément de A et en particulier pour y = x — 1,
il existe un projecteur p dans l'algèbre des multiplicateurs MA avec p et
l — p équivalents à 1 et avec | | ( l—p)^( l—p) | |< l , donc avec
(l—p)x(l—p) inversible. En identifiant MA avec M^M^p), on peut
donc écrire x sous la forme

/l *\/d OVi 0\"•[o .A» .A. i/
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On choisit s, t e pAp avec e = 1 + st et on a comme au lemme précédent

( à o\^/(i+ts)-1 o y* o\
\0 e/ \, 0 1+st/Y0 V

=f1 'Y1 T T T °V^o iA* iÂo \)\* iAo i;
II existe donc y ' , z ' , y " , z " e GL?(A) et Xi e GL?(pAp) avec

, - (/,w,̂  ?)•
La proposition 7.1 montre qu'il existe ^1,^1, . . . , Yn, z^ dans

GL?(pAp) avec Xi = (^i,Zi) ... (yn^n)' On décompose 1 — p en
somme orthogonale de n projecteurs équivalents à p et on identifie MA à

M^+i(pMAp). L'élément qui s'écrivait ( 1 ) ci-dessus s'écrit

maintenant

Diag(xi,l,...,l)eGL^(pAp).

En posant

u! = F! (y^^ M 2 = ( 3 ; 2 ^ 2 ) ' l , • • • ,
2<;<n

Un = (>^)-1

on obtient

Diag(xi, !,...,!)= (Diag(^,..., ̂ , 1), Diag(zi,.. .,z«,l))
Diag(ui,...,^,l).

Il résulte du lemme 7.3 que Diag(xi,l,...,l) est un produit de 4
commutateurs. D

THÉORÈME 7.5. - Soit A une C*-algèbre telle qu'il existe deux
projecteurs orthogonaux p, q e A avec p et q équivalents à 1 dans MA .
A lors GL?(A) est un groupe parfait.

Preuve, — Soit xeGL?(A), et montrons que x est un produit de
commutateurs. Comme p ~ q ^ 1 — p, il résulte de la proposition 5.12
qu'on peut supposer ||x—l|| < 1 et x — 1 e ( l—p)A( l—p) .
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Soient K comme au début du paragraphe et e un projecteur minimal
de K. Le lemme 2.3 de [4] montre qu'il existe un morphisme
(p : A ® K -> A avec

(p((x-1)0(0 = x - 1.

Notons encore (p le prolongement unital de ce morphisme à la C*-algèbre
A ® K obtenue par adjonction d'une unité à A ® K. Alors

x = (p(l+(^-l)(8)^)€(p(GL?(A®K)) = (p(DGLÎ(Â®K))

en vertu de la proposition 7.1, donc xeDGL?(A). D

Soit en particulier A une C*-algèbre infinie simple avec unité. Alors
GL?(A) est un groupe parfait [4]. Nous montrerons que, modulo son
centre, c'est même un groupe simple.

Variation unitaire.

En modifiant à peine la preuve des propositions 7.1 et 7.5, et en utilisant
les numéros 5.17 et 5.18, on montre aussi:

PROPOSITION 7.6. — Soit A une C*-algèbre stable. Alors U?(A) est un
groupe parfait.

PROPOSITION 7.7. — Soit A une C*-algèbre infinie simple avec unité.
Alors U?(A) est un groupe parfait.

Appendice.

Dans le théorème III (=7.5), nous ne savons pas estimer le nombre
des commutateurs multiplicatifs nécessaires comme dans les théorèmes 1
et II. En revanche, les estimations ci-dessous pour le problème additif sont
faciles à obtenir; elles améliorent celles que nous avons pu trouver
dans la littérature.

PROPOSITION. — Dans une C*-algèbre stable ou infinie simple avec unité,
tout élément est somme de deux commutateurs additifs.

Preuve. — Considérons d'abord le cas stable. Soient A une C*-
algèbre, A c B(Ho), et K l'idéal fermé de B(Hi), comme au §7.
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Vérifions que tout x e A ® K est une somme de deux commutateurs
additifs. Soit S' une isométrie de H^ telle que les projecteurs 1 et
1 — S'S"" soient équivalents dans B ( H i ) , et soit
S = 1 (g) S' c: C ® B(HO c M où M est l'algèbre des multiplicateurs
de A ® K. Soient y, z e A ® K avec x = y z . Alors

x - [yS*,Sz] = Sz^S*

est un commutateur additif en vertu du théorème 1 de [l], ou plus
précisément de la généralisation immédiate suivante :

Soient p ' 6 B(Hi) un projecteur tel que 1 et 1 — p ' soient
équivalents, p = 1 ® p' e M, et t € A ® K avec ptp = t; alors t est un
commutateur additif dans A ® K.

Le cas d'une algèbre infinie simple avec unité se ramène au premier cas
par l'argument usuel (lemme 2.3 de [4]). D

En particulier, tout opérateur compact sur un espace de Hilbert de
dimension infinie est somme de deux commutateurs d'opérateurs compacts,
ce qui précise la remarque 5 de [6].
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