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PRODUITS FINIS DE COMMUTATEURS
DANS LES C*-ALGEBRES

par P. de la HARPE et G. SKANDALIS

Soient A une C*-algébre, GL,(A) le groupe des éléments inversibles
(ou quasi-inversibles s’'il n’y a pas d’unité) de A et GLI(A) sa
composante connexe. Ce travail fait suite a [8], ou nous avons défini un
homomorphisme

Ar: GLY(A) - E,/T(Ko(A))

appelé déterminant universel de A. Rappelons que E, est le quotient de
A par [AA], que T: A —>E, est la projection canonique, que
T:Ky(A) - E, est l'application naturelle induite par T, et que
Ar(exp (i2ny)) est la classe de T(y) pour tout ye A. (En fait A; estla
restriction d’un homomorphisme de source GL% (A) désigné par le méme
symbole.) Nous examinons ici des cas d’algébres A, déja considérées dans
[4], pour lesquelles le noyau de Ay est égal au groupe dérivé DGL{(A);
elless se comportent donc en ceci comme les algébres semi-simples
complexes de dimension finie. Nous montrons aussi pour ces algébres que
le noyau de la restriction de A; au groupe U9(A) des unitaires de
GLI(A) est égal a DU(A).

Nous poursuivons la numérotation de [8]. Les preuves qui suivent étant
trés calculatoires, nous avons regroupé au paragraphe S5 divers résultats
techniques sur les C*-algébres. Beaucoup sont sans doute connus, mais
nous ignorons les références adéquates. Le paragraphe 6 traite le cas des
algébres AF avec unité en développant des procédés de calcul dont
certains remontent au moins & M. Broise (voir aussi la proposition 2.5 de
[S]). Le résultat principal est le

THEOREME 1. — Soit A une C*-algébre approximativement finie simple
avec unité et soit x € GL,(A) avec Ar(x) = 0. Alors x est produit de 4
commutateurs multiplicatifs dans GL,(A).
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Rappelons qu’une C*-algébre est stable si elle est isomorphe a son
produit tensoriel par une C*-algébre élémentaire séparable, et convenons
ici qu'une C*-algébre avec unité est infinie si elle contient un élément x tel
que x*x =1 et xx* # 1. Le but du paragraphe 7 est de montrer les
résultats suivants :

THEOREME II. — Soit A une C*-algébre stable et soit x € GL{(A).
Alors x est produit de 6 commutateurs multiplicatifs dans GLS(A).

THEOREME III. — Soit A une C*-algébre infinie simple avec unité. Alors
GL{(A) est un groupe parfait.

COROLLAIRE. — Si A est comme au théoréme I, I'application 6; du §2
est un isomorphisme entre

Ker (K;(A) - Ki™(A))

et le but E,/T(Ky(A)) de l'application déterminant universel. Si A est
comme au théoréme II ou au théoréme III, la projection canonique
K,;(A) —» K{(A) est un isomorphisme.

Les analogues des théorémes I a III pour les groupes unitaires n’offrent
pas de difficulté essentielle : voir les propositions 6.7, 7.6 et 7.7.

Dans la situation du théoréme I et de son analogue unitaire, il se trouve
que les groupes DGL,(A) et DU,(A) sont parfaits. Ils sont mémes
simples modulo leurs centres, comme nous le montrerons dans une
troisiéme (et sans doute derniére) partie de ce travail.

5. Quelques résultats techniques
sur les C*-algébres.

Dans ce travail, nous considérons toujours une C*-algébre A comme
un idéal (banal si A posséde une unité) de 1’algébre M, de ses
multiplicateurs. Par suite

GL,(A) = {xe GL,(M,)|x—1€A}.

Rappelons que [a,b] désigne le commutateur additif ab-ba de deux
éléments a,be A et que (x,y) désigne le commutateur multiplicatif
xyx~'y~! de deux éléments x,y d’un groupe.
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5.1. C*-algébres de dimensions finie.

Si n est un entier positif et si A = M,(C), nous écrivons selon 'usage
SL(n,C) aulieu de DGL,(A). Citons d’abord pour mémoire un résultat
classique :

ProrosiTION 5.1. — Soit x e M, (C). Alors det(x) = 1 si et seulement
s’il existe y,zeSL(n,C) avec x = (y,z).
Preuve. — [12] ou [9]. 0O

Avant d’établir une version quantitative de ce fait (proposition 5.5),
examinons le cas n = 2.

LEMME 5.2. — Soit xeSL(2,C) une matrice diagonale avec
lIx—1|| < 1. Il existe y,zeSL(2,C) avec x = (y,z) et

Iy—11 < 2(0x=1D*2,  llz—1I < 2(lx—1D"2.

22
0 A2
I\ =1, donc avec |x—1| = |A2—1]|.

Preuve. — On peut écrire x = ( ) avec AeC, Re(A) >0 et

Choisissons te C avec 1 + t2 = A? et posons

Aot ATt 0
y=<o x-l)’ z=( t x)
de sorte que x = (y,z2). On a
ly—=U <=1+t et A=1] <|A=DA+D'? = (Ix—1D*'2,
donc |ly—1|| < 2(lIx—1])/?; de méme pour z.
Notons t: M,(C) - C la trace usuelle, avec 1(1) = n.

LeMME 5.3. — Soit x € SL(n,C) une matrice unitaire ou positive avec

Ix—1ll <1 et t(Log(x)) =0. Il existe y,, z,, y,, z, dans SL(n,C)
avec

x = (y19z1)(yz,zz)
lly;=1l < 2(||x_1||)1/2} 1
llz;— 1l < 2(lIx—1|)*2 (i=12).
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Preuve. — Supposons x unitaire. Quitte & remplacer x par une
matrice unitairement conjuguée, on peut supposer x diagonale de la forme

x = Diag (exp (it,),. . ., exp (it,)

ou t;,...,t, sont des nombres réels de somme nulle ordonnés de telle
sorte que

X

1<j<k

< max |t; pour tout  ke{l,....,n}.
1<j<k

Posons

1, ..., n.

mo= [ explt), k

1<j<k

Alors
X = Diag(ul’ul_lsuS’uﬁ_l’us,"')Diag(l’uzauz_l’uAtau;la'")

la derniére valeur de la premiére [respectivement seconde] matrice
diagonale valant 1 si n est impair [resp. pair]. Le probléme est ainsi
réduit au cas n =2, déa résolu par le lemme précédent.

Le cas d’une matrice positive est analogue. O

LEMME 5.4. — Soient A une C*-algébre avec unité, xe A et p la
racine carrée positive de x*x. Alors |[p—1| < ||lx—1||. De plus, si x
posséde une décomposition polaire x = up dans A (par exemple si x est
inversible), alors |ju—1| < 2||x—1].

Preuve (Pour un résultat plus fin sur |lu—1||, voir le lemme 2.7 de
[2]). — Si x n’est pas inversible, alors |[x—1|| > 1. Ona 0 < p < ||x||,
donc

—I<p-I<iixl-1<|ix—1j et |lp—Illismax(l,|lx—1l)=[lx—1j|.

Supposons x inversible, donc p aussi. On a évidemment

p<lpll =lxl <lx—1 +1, donc p—1x]x-1.

La décomposition polaire x !'=u"'(up 'u~') montre que

Ix=*I = 1llp~*ll. Par suite p~!' < |lp7!|l implique
p—12(x7Y"'=1; or |x7H <lx7YllIx—=1 + 1, donc
I<lIx=1 +lIx"Y"' e p—1=—|x—1]|. 11 en résulte que
llp—1I < llx—1jI.

Si x =up, alors |u—1| < |lu(l=p)ll + lIx—=1|] < 2lIx—1]]. O
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ProrosiTioN 5.5. — Soit xeM,(C) avec |[x—1] < % et
t(Log (x)) = 0. 1l existe y;,z;e SL(n,C) (j=1,2,3,4) avec

x = (¥1,20)V2>22) (V35> 23) (V4> 22)

lly;— 1 < 232(Ix—1p*2y
Iz, < 222 Qx—1pyr2f 0=1239)-

Preuve. — Si x = up est la décomposition polaire de x, on vérifie que

- . 1 1 1 , s
(=|x=1pA-=|lp~*=1]) majore (I—Z)<l_§) =3 d’ou par le
lemme 3 (b)

©(Log (u)) = t(Log (x)) + t(Log (p™")).

Le membre de gauche étant imaginaire pur et celui de droite réel :

©(Log () = t(Log (p)) = 0.

La proposition résulte alors des deux lemmes précédents. O

5.2. C*-algébres approximativement finies avec unité.

Soit A une C*-algébre approximativement finie avec unité. Le groupe
topologique GL,(A) est connexe. Apportons d’abord la précision
suivante au lemme 3(a).

LEMME 5.6. — Soient E un espace de Banach et ©1:A - E une
application traciale. Soient x € GL,(A) avec A, (x) =0 et ¢eR avec
€ > 0. Il existe une sous-algébre de dimension finie B de A et a,,a,€B,
a; €A tels que

x = exp (a,) exp (a;) exp (a3)
t(a,+a,+a3) =0 Jla;|| <e.

Preuve. — 1l existe une sous-algébre de dimension finie B’ de A et
yeGL,(B) avec ||y 'x—1|| assez petit pour que, en posant
a; = Log(y“'x), on ait |las|| <e. Le groupe GL,(B) étant
exponentiel, il existe a,e B’ avec x = exp (a,) exp (as).

1
On a par hypothése P t(a,+a;) € 1(Ky(A)). Il existe donc une sous-

algébre de dimension finie B de A contenant B’, unentier n > 1 et des
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. 1 .
projecteurs e, f € M,(B) avec ﬂt(az+a3) = 1(e) — 1(f). Soit

B = @B, la décomposition de B en somme d’idéaux bilatéres simples, et
choisissons un projecteur minimal e; dans chaque B;. Il existe des entiers
kieZ tels que

[e] — [f] = Zkjle] e Ko(B).

Posons a; = —i2nX ke;. Alors exp(a;) =1 et les conditions du
lemme sont satisfaites. O

Rappelons que T: A — E, = A/[A,A] désigne I'application traciale
universelle de A.

PropPoOSITION 5.7. — (a) Soient x € GL{(A) avec A(x) =0 et eeR
avec 0 <g < 1. Il existe x,,y,ze GL,(A) avec

x=2)x, llx;—1lll<e  T(Log(xy) =0.

1
(b) Supposons de plus ||x—1|| < 2 et T(Log(x)) = 0. Il existe x, et
Vi, zj dans GL,(A) (j=1,2,3,4) avec

X = ( n (yj7zj))xl

1<j<4
1l <&, T(Log(xy) =0
ly,—1l < 4(||x-1»"2} .
=1,2,3,4).
-1l < 4(—1pr2f O )

Preuve de (a). — Soit €, > 0 une constante a préciser plus bas. Soient
B et a;,a,,a; comme au lemme 5.6, avec

T(a;+a,+a;) =0 et llasll < €.
Il existe une sous-algébre de dimension finie C de A contenant B et

Uy, 0y, ..., U4,0,€C tels que

a+a,+a;— Y, [u;,v)]
1<j<q

<81~

Posons by = —a; —a, + Z[u;,v)], qui vérifie ||bs|| < 2e,.
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Soit r = exp (a,) exp (a;) exp (b3) e GL,(C). Comme
a;+a,+b3;€[C,C] ona Aqg (r) = 0 etil résulte de la proposition 5.1 qu’il
existe y,ze GL,(C) avec r = (y,z). Posons x; = exp (—b;)exp (a;);
pour &, bien choisi, on obtient ||x, ~1|| < £. Enfin, si €; est assez petit,
on a en vertu du lemme 3 (b)

T(Log(x,)) = T(—b3) + T(a3) = — T(a; +a,+by)
+T(a1+a2+a3)=0. O

Preuve de (b). — Soit 4 nouveau €, avec 0 < €, < 1 une constante a
préciser plus bas. Comme T(Log(x)) = 0, il existe une sous-algébre de
dimension finie B de A et wuy,vy,...,u,,v,€B tels que, si
r = exp (Z[u;,v]), alors

1
I[Log (x)— Z[u;,v]ll < 782 <

N

Ir'x—1l<e, |Ir=1ll <
llx—rll < lIx—1]|.

On a Tg(Log(r)) =0; la proposition 5.5 montre qu’il existe

¥i»2;€ GL{(B) (i=123,4) avec r= [] (;,z) et ly,—1ll, liz;—1ll
1<j<4

majorés par 232(|r=1|)*? < 4(|)x—=1|)**. On pose x, = r 'x et il

reste a vérifier que T(Log(x,)) = 0.

Pour &, bien choisi, (1—|r"!—1|[)(1—|lx—1]) > 1/2 et on a en vertu
du lemme 3 (b)

T(Log (x;)) = T(Log (r~1)) + T(Log (x))
= — T(Log (r)) + T(Log(x)) = 0.
a

5.3. Commutateurs multiplicatifs et partition de I'unité en somme de deux
projecteurs.

Les résultats ci-dessous constituent une variation sur le théme suivant :
toute matrice de GL(2,C) est congrue modulo le groupe des

. 1
commutateurs 4 une matrice de la forme ( 0

pour toutes une C*-algébre A et deux projecteurs orthogonaux p, q dans

0
.>- On se donne une fois
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I’algébre des multiplicateurs M, avec p + g = 1. Pour tout xeM,,
nous écrivons
= (pxp pxq)
axp qxq

X = pxp + pxq + qxp + gxq.

au lieu de

Si pxp posséde un inverse dans pM,p, nous le notons (x),*'.

1
4

qsp q 0 ¢ 0 gqdq

dans GL,(A) avec x = std et

LeMME 5.8. — Soit xe GL,(A) avec ||x—1|| <-- Alors il existe

3 4
ls—U <z lx=1,  lld=1] < zllx—1]|
2 3
3
le=1h < slx=1l, lpdp—1II < lix—1Ji.
Preuve. — Les équations a résoudre s’écrivent

< pdp ptqqdq )= (pxp pxq),
qsppdp (qspptq+q)qdq qxp gxq

On est donc amené a poser

pdp = pxp gsp = qxp(d), !
qdq = qxq — qsppxq  ptq = pxq(d);*.

On obtient successivement
1 4 4
llpdp—pll < 7 @), "Il < 3
4
lgspll < 5 lbe—11
4 , 1 3
llgdg—qll < lIx—1]] + §|Ix—1|| <3 [Id), "Il < 2

3
llptqll < 3 [lx—1]|

ce qui achéve la preuve. a
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LEMME 59. — On reprend les notations du lemme 5.8. Il existe
u,v,we GLY(A) avec

s= (@, t=(uw)

5 1/2 5 1/2
llu—1| < (5 IIx—1II> s =1 < (5 le—1||>

5 1/2
Iw=1JI < (5 llx—lll) .

Preuve. — Si on cherche u,v, w sous la forme

u=1+a avec a = pap
v=1+4+0b avec b= gbp
w=1+c avec ¢ = pcq
il vient
(vu) =1+b(l1+a) 'a
(uw) =1+ ac

et les équations a résoudre sont

b(1+a) 'a = gsp
ac = ptq.

Posons r = (gsp)*qsp + ptq(ptg)* e pAp. On a par le lemme 5.8

9
lirfl < 2 max (ligspli?, liptall®) < 7 = 1.

Un résultat classique de factorisation (proposition 1.4.5 de [11]) montre
qu’il existe y,ze A avec

gsp =y, Il < il
(ptg)* = zr'™, |zl < IIfI**.

On observe que r e pAp implique qypr'/* = gsp; on peut donc supposer
yeqAp, et de méme zegAp. On pose alors

a= —ri4 b= —y(1-rt¥, c= —2z*
et on vérifie que les équations a résoudre sont satisfaites (en particulier que

9
||a||‘<5||x—l||2< 1, donc que 1+ a est inversible). Pour les

majorations, il faut noter que 1 — r'/# <1 implique ||| < |]yll. O
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1
LemME 5.10. — Soit xe GL,(A) avec ||x—1j| < e Alors il existe
y,2,d e GL,(A) avec

x=(yz)d, d—1lepAp + qAq
lly=1 < SUx=1p*2,  flz—1] < 5(Ix—1])*2

ld—1 < 2llx—1j|,  |lpdp—1| < lIx—1]|.
1
Si de plus ||x—1| < s alors T(Log (d)) = T(Log (x)).
Preuve. — Avec les notations des lemmes précédents, on pose
y=vuw !, z=wr !

de sorte que
(v,u)(u,w) = (y,2).

Nous avons déja remarqué que u <1 et |lu < 1. Ona y = su, donc

3 5 112
ly—11 < lls— Ul {ull + llu—1] < Ellx—lll + (5 ||x—l||)
< 4(llx—1|p2.
On a aussi v =1+ gbp, donc v™' =1 —gbp et
lz=1 < w=1{1llo™ Y| + llo™ " =1||

1/2 1/2 5 1/2
< (g nx—lu) <1+<§nx—1u) ) + (5 ||x—1u)

< S(llx—1In*2.

Considérons a nouveau I’équation x = std. On a par un calcul direct

1
T(Log (s)) = T(Log(t)) = 0. D’autre part, si |[x—1|| < 0 alors

2(1—|ls=1pA—=lle=1DA—=|Id—-1])) = 2<l—§||x—1|| ’ >2 17y’ > 1
= 2 Z“\20

et il résulte du lemme 3 (b) que T(Log (d)) = T(Log (x)). O

On suppose désormais que p< g, c’est-a-dire qu’il existe une
isométrie partielle ue M, avec u*u =p et uu* < q.
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1
LeMME 5.11. — Soit x e GL,(A) avec |x—1| < 3 et x — lepAp.
Alors il existe y,z, f e GLY(A) avec

x=(2)f, f—1leqAq
T(Log (f)) = T(Log (x)),  IIf — Ul < |lx—1]|
ly—1 < 3(x—=1DY2,  |lz—1]| < 3(llx—1|p*>.

Preuve. — En vertu d’un résultat de factorisation déja utilisé
(proposition 1.4.5 de [11]), il existe a,bepAp avec

pxp —p=ab, |lall = |ibll = (lpxp—pI)** < (Ix—1|)*>.
Posons s = au* et t = ub, de sorte que
st = apb = ab, |[Isll = |ltll < (Ix—1)">.

(Les éléments. u, s, t de cette preuve ne doivent pas étre confondus avec
ceux du lemme 5.9).

. 1 e
Vu que pxp — p et ts sont majorés par ||x—1|| < >’ on peut définir

par calcul fonctionnel

A = (pxp)'? = p(1—(p—pxp))"'*, L — pepAp
p=(q+1t5)'? = g(1 - (—1ts)'/?, B —qgeqAq.

Les coefficients k; de la séric (1—a)'/2 =1+ Z ko' étant tous réels
négatifs, on a

IA—pll < ZIkjlllpxp—pl = 1 — (1—|lpxp—pl)*/?

1
C’est-a-dire, puisque |[pxp—pl|l < 5

IA—pll < llpxp—pll < lIx—1]|.
Par suite

), =pll < IV, HHIA—pll < 2llx—1]].
De méme

k=gl <=1, llwg ' —qll < 2lx—1]I.
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On a pu* = u*q, donc ps = apu* = sq. Il en résulte d’abord que
(p+st)’s = s(g+ts)" pour tout entier n>1, ensuite que
F(p+st)s = sF(g+ts) pour toute série entiere F absolument
convergente en p+ st et q+ts, enfin que As= sy puisque
A= (p+st)'? et p=(q+ts)">. Dou aussi s(u);!= (1), 's. De
méme, tA = pt et (u), 't =t(A),'. Enfin

g —t), % =q— W;*M—9q = (), 2.

_(7» s >, z_(()\.);l 0>‘
Y=o w;t AN

., 1
Comme |[A—p|| et |ju—g|| sont majorés par 3 on a y,ze GL{(A).

Posons

Grace aux calculs préliminaires ci-dessus, on vérifie sans peine que

A2 0

Posons enfin f = (y,z2) "!xel + qAq. On obtient les majorations

ly—1 < I =p+Qw)g " —4ll + sl
< 2lx =1l + (le—1n*2
llz—11l < 2lx—1]| + (lx—1|p*?
If =10 = lIn*—qll = llesll < llx—1]|.

Enfin

T(Log (f)) = T(Log (1+ts)) = T(Log (1 +st))
= T(Log (x))

car T est traciale. O

Nous retenons pour la suite de ce travail I’énoncé suivant :

PROPOSITION 5.12. — Soient A une C*-algébre, p et q deux projecteurs
orthogonaux dans l’algébre des multiplicateurs M, de A avec p+ q =1,
et ueM, une isométrie partielle avec u*u =p et uu* <q. Soit

1

x e GL,(A) avec |Ix—1|| <E-
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Alors il existe y,, zy, y,, z;, e€ GL,(A) avec

x = (y1,20(2,22)e, e — leqgAgq
T(Log (¢) = T(Log (x)), _lle—1Il < 4llx—1].
lly,— 1l < 5(nx—1u)”2} .
. =1,2).
lz;—11 < sQre—1przf =12

Preuve. — On peut écrire grace au lemme 5.10

x = (y1,z)d'd"
avec
d' — 1epAp, d" — 1eqAq
T(Log (") + T(Log (d")) = T(Log (x))
=11 < llx=1,  [ld"—=1|| < 2|x—1]
ly: =1l < SQe=1DY2,  llzg =10 < S(lx—1I)Y2.

Puis grace au lemme 5.11

d = (y;,2)f
avec

f —1eqAq, T(Log(f)) = T(Log(d"))
lly,— 11l < 3(lld"—1ID*? < 3(|Ix—1|)*/
llz,— 11 < 3(lIx—1))*/?
=1 <lix—1y.

En posant e = fd”, on a

lle=1 < ILf=1HId"ll + lld”—=1]| < 4llx—1]|.
Enfin

1
=N =1 =" =11 = A =[x =T =2lx—1{) > 7
d’ou par le lemme 3(b)

T(Log (e)) = T(Log (f)) + T(Log (d")) = T(Log (x)). O

5.4. Variation unitaire.

Soit A une C*-algébre. Pour tout entier n > 1, on pose

U,(A) = {xe GL,(A)|x*x = 1}



182 P. DE LA HARPE ET G. SKANDALIS

qui est un groupe topologique de composante connexe UZ(A). Si
A = C, onécrit U(n) aulieude U,(C), et SU(n) aulieude DU(n) le
groupe dérivé. Les trois premiers numéros de ce paragraphe suggérent les
variations suivantes :

*
* %

L’analogue de la proposition 5.1 est facile & montrer, et classique [7].
Avant d’énoncer celui de la proposition 5.5, nous montrons un lemme.

LeEMME 5.13. — Il existe deux fonctions continues v,,v, de 1—n/2,n/2[
dans SU(2) telles que

exp (i9) 0
©1(9),v2(9)) = ( 0 exp (—-i(P)>

llvj(@)— 1| < |exp (i9)— 1] (j=1,2)
pour tout ¢ e]—mn/2,n/2][.
Preuve. — Pour tout 0 e R, le commutateur unitaire

cos® sin0 exp (—i0) 0
—sin® cosH)’ 0 exp (i0)

_ (cos? © + exp (i20) sin®> @ sin 6 cos B (—1+exp (—i26))
~ \sin @ cos 8 (1—exp (i20))  cos? O+exp (—i20) sin? O

est de trace 2cos20 + 2cos20sin20 = 2 — 4sin* 0. Posons

1/4
0(¢p) = Arcsin {(1:—92()—}—(9) : }

et notons ce commutateur w(@). Si 0 < |p| < 7/2, les 4 coefficients de
w(p) sont non nuls; il existe donc une unique matrice v(¢) de la forme

a() b(e) ’ Ny
<—b((P) a((p)) eSU(2),  a(9) réel positif
telle que
' 0
v(@)w(@)v(9)* = (exp O(KP) o0 (_,-(p)) ’

et il résulte du théoréme des fonctions implicites que v dépend
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continiment de ¢ dans ]—=n/2,0[{U]0,n/2[. Posons

_ cos (@) sin B(p) .
v1(9) = v(cp)(_ sin 0(g) cos O (p))v«p)

exp (—i0(9))

v2(9) = U((P)( 0 exp (10 (p))>v(<p)*

si 0 <|p| <m/2. Alors

lloy (@) — 1| = llv2(@)—1|| = lexp (IB(@)) 1|
= 2sine%pl = |sin 0(@)|

_ 1/4
<wﬂ4§% = lexp (ip)—1]'/2

ou l'inégalité résulte de ce que, si 0 < || < /2, alors

-1
cosg(—z(&) < 212,

0(p)|~*
COS 2

0 < |8(p) < m/2 et

En posant v,(0) = v,(0) = 1, on obtient donc bien deux fonctions v, et
v, avec les propriétés désirées. 0O

ProposiTioN 5.14. — Soit xeU(n) avec |x—1| <2'? et
t(Log (x)) = 0. 1l existe y;,z;eSU(n) (j = 1,2) avec

x=01,2)¥2,22)
nn—m<au—mw? a
=1 < Qx—pyrz2f  I=1D-

Preuve. — On montre comme au lemme 5.3 que x est produit de deux
matrices diagonales avec lesquelles on peut argumenter comme dans
SU(2), et on conclut grice au lemme 5.13. O

*
* *k

La proposition 5.7 et sa preuve restent vraies si on remplace partout
GL,(A) par U;(A). On peut méme remplacer j = 1,2,34 par j = 1,2.

*
* X

Soient A une C*-algébre et p, g deux projecteurs orthogonaux dans
’algébre des multiplicateurs M, avec p + q = 1.



184 P. DE LA HARPE ET G. SKANDALIS

LEMME 5.15. — Soit ceqAp avec ||| <2(3)"%%. I existe
y,ze€ U(A) avec :

* X
0:2) = (c ,,>’ l(y,2) =111 < 3llell
=10 < 2, llz—11 < 2llefl*’?.

Preuve. — Rappelons d’abord le fait suivant : soient o un nombre réel
positif, g:[0,0] - C une fonction continue nulle a I’origine, xe A et
x = ulx| la décomposition polaire de x dans ’algébre de von Neumann
enveloppante A” de A; alors ug(|x|]) e A. C’est en effet banal si g est
un polyndme, et le cas général en résulte.

Soit désormais g: [0,2(3)"%?] - C la fonction continue nulle a
'origine satisfaisant

N+g®l =1, Im(g@®) =0
lg@PA—-g®))? =t

pour tout t€[0,2(3)"%%]. On vérifie que |g(t)|> < 3'/%t. Considérons la
décomposition ¢ = ulc] dans A” et posons
y = ug(c|) e qAp
—q 0
y=gleh + 1= (”0" q)eU(A)

;= ((p—*r“y)”2 —y*

Y (q—w")”’) cU®).

On vérifie les relations

vy =GP, ¥O*—DE-rV =c

* %
(.Vaz) = <C *)'

2 1/2
Iyl < 3Y4ell*? < (3) et [ly—11I < 3'icll'2.

de sorte que

On a

On calcule

—(p—v* )1/2 0
T 2<p (P—r*y )
==l 0 g—(q—yyH'?
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d’ou
llz—111> < 2= =) < 2Iyll?
et
llz—1]| < 212314c||* < 2]|e]|*2.

On vérifie encore les relations

y@=v*"2y*@—v*N"* + yy*y = p + g(lc)lg(lc)I?
y@—7*N'"2(*—1y* = (g(lc)) + )c*
W** + g — vv* = q + ug(lclg(lcl)u*

de sorte que

0.2 —1 = (&'(ICI)Ig(ICI)I2 (g(|c|)+1)|c|u*)

c ug(lcDlg(Ich)i?u*
et
B 2(lc])lg(lc)I? 0 )
o210 < (VT e
+ K(c) Ic‘f) < 314234 2)lell + liell

< QY2+ 1)lell < 3llell- U

1
LEMME 5.16. — Soit x e U,(A) avec |lgxp| < 3 et x—1|l<1. 1
existe seU,;(pAp), teU,(qAq) et v,weU(A) avec

x = (v,w)(; ?)

llo—11 < 2(Ix—=1D"2,  liw=11I < 2(llx—1Ip*
lls—pll < 4llx—1]|, lle—qll < 4llx—1]I.

De plus, pour ||x—1|| assez petit, on a

T(Log (x)) = T(Log (s)) + T(Log (¢)).

. a b .
Preuve. — Ecrivons x = (c d)’ soient y, z comme au lemme 5.15,

B

o
et notons Z) =
0-2) (c b

). Comme x et (y,z) sont unitaires

a*a + c*c = a*a + c*c =1
cc* +dd* =cc* +86*=1.
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Les éléments a, a, d, 8 sont inversibles et
s=a(®,", t=0),'d

sont unitaires. Les éléments x et

s O0\fa B\(p O\ fa b
0 g/\c¢c 8)\0 t) \c d
étant unitaires avec a,d inversibles, on a b’ ' =b. On définit v

. 0
-[respectivement w] comme le conjugué de y [resp.z] par ((S) q>'

Les estimations résultent du lemme précédent. a

Considérons pour terminer les analogues du lemme 5.11 et de la
proposition 5.12. On suppose qu’il existe une isométrie partielle ue M,
avec u*u=p et uu* <q.

LEMME 5.17. — Soit xe U,(pAp) avec ||x—1|| < 1. Alors il existe
v, we UY(A) avec

(o) = x 0
TN0 ux*u* 4+ q—uut
lo=1| < (x=11)"2,  JIw=1]l < (lx—=1D"2.

Preuve. — Soit xe U,(pAp) avec |[x—1|| < 1. Soient Q I’arc de
cercle {zeCl|zl =1 et |z—1| <1} et B la C*-algebre des fonctions
continues de Q dans C nulles en 1. Le calcul fonctionnel montre qu’il
existe un homomorphisme

®: U,(B) » U((p+uu*)A(p+uu*))

z 0 x 0
0(0 2) =(0 ux*u*)

ou z: Q — C est l'inclusion naturelle. L’existence d’éléments v, w avec
les propriétés indiquées résulte du lemme 5.13. O

avec

ProposiTION 5.18. — Soient A une C*-algébre, p et q deux
projecteurs orthogonaux de lalgébre des multiplicateurs M, avec
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p+q=1, et ue M, une isométrie partielle avec u*u = p et uu* < q.

Soit xeU,(A) avec |x—1]|| <%~

Alors il existe y,, z,, ¥,, z,, e€ U;(A) avec

x = (y1,21)(y2,22)e, e — leqAg
lle=1|| majoré par 8|lx—1]|
lly,—1l et llz;—1lI majorés par 2(lIx—1I)"? (=12).

De plus, si ||[x—1|| est suffisamment petit, alors
T(Log(e)) = T(Log (x)).

Preuve. — Cela résulte des lemmes 5.16 et 5.17. O

6. Noyau du déterminant universel pour une C*-algébre
approximativement finie simple.

Nous désignons dans ce paragraphe par A une C*-algebre
approximativement finie simple avec unité; on sait alors que GL,(A) est
connexe. Soit T: A — E, Tl'application traciale universelle de A; il
résulte du §1 que

DGL,(A) = Ker (Ar: GL,(A) » E/T(Ko(A)).

Le but de ce paragraphe est de montrer que I'inclusion est une égalité (ainsi
que linclusion analogue pour U,(A)), puis d’estimer le nombre de
commutateurs nécessaires pour écrire un élément de DGL,(A).

ProposITION 6.1. — Avec les notations ci-dessus :

Ker (A;) = DGL,(A).

Premiére réduction.

On sait qu’il existe trois suites (p,),>15 (@)ns1s (Fw)a»1 de projecteurs
de A telles que

@ pr+aq+r =1,

(i) pa<ga<r, (n21),
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(iii) r,, et r, sont orthogonaux (m,n>1 et m#n),
(lV) r, = Pn+1 + dn+1 (n>1)
Voir le lemme 3.6 de [4]..

Soit xeGL;(A) avec Af(x)=0; il s’agit de montrer que
x € DGL,(A). Sans restreindre la généralit¢é de ce qui suit, on peut
d’abord supposer que

1
[Ix—1]] < & et T(Log(x)) =0
vu la proposition 5.7 (a), puis que

1
x—le(g+r)Algit+r), Ix—1ll < e T(Log(x) =0

vu la proposition 5.12, et enfin que

1
x—1erAr,, [Ix—1] < 7 T(Log(x)) =0

pour la méme raison.

Construction de suites.

Montrons par induction sur n qu’on peut construire des suites (x,),,
Dus1s (@D)as1 G=1,...,7) dans A avec x, = x, avec

a1l <~ T(Log(x) =0,  x, — 1erAr,

4n?
. 2 [y —1lerAr, (j=1,...,6)
]_ -

"yn l" < n {y: — le(rn+r"+l)A(rn+rn+l)
2 [ lenn, G=L...9
J_ -

llza =11l <~ {z; — 1 ey +Tns DA +Tpsy)

et avec

Xn = { l_[ (y{;’z{;)}xn‘rl'

15j<7

Supposons pour cela les suites (Xp)icm<ns  (VE)icm<ns
(Z2)1<m<n G=1,...,7) déja construites, avec x; = x.

Appliquons la proposition 5.7(b) a x, +r, — 1e€GL,(r,Ar,). 1l
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existe x!¥ et yi, zi (j=1,2,3,4) dans GL,(A) avec
1
=41 ohad
1<j<4

1)) < T(Log (x;") = 0

1
16(n+1)2°

. ) 2

y{v -1 er,,Ar,,, HYf.—ln <=
(i=1,2,3,9).

zi — ler,Ar,, llzi—1| < -

Appliquons la proposition 5.12 & p,iy, qu+1 €t
x® +r, — 1eGL,(r,Ar,).

Il existe x{® et y), z)(j=5,6) dans GL,(A) avec

-1
w0 =111 ohed} .
1<j<6

1
4(n+17?’

; 2
yi— lerAr, |lyi-1l <=

Ix®—1|| < T(Log (x{)) =0

(i=5,6).
zi — lerAr, lzi-1< -

Appliquons enfin le lemme 5.11 & g,.y, rpey et x©. Ilexiste x,,, et
y7, z; dans GL,(A) avec

-1
xn+1 = { n (y;’,,z,’,)} anI + rn+lArn+l

1<j<7
1

4_(;:1)—2’ T(Log (x5+4)) =0

w1 =11 <

2
.YZ - le(qn+l+rn+l)A(qn+l+rn+l)’ "yz—lll < ;"

2
ZZ - le(qn+l +rn+l)A(qn+l +rn+l)’ ||ZZ—1|| < ;
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Remarquons que
(YZ,ZZ) —le rnArn + ru+lArn+1

6
car x{” € qys1Adury € Xpig €Ty Alpyy.

Modification des suites.
Posons yj =z} =1 et, pour tout entier n > 1

¥i = a-1 szz-1)Y£(YZ—1’ZZ—1)—1
Ef; = (YZ—l ,ZZ—l)z{.(}’Z—x ,23—1)_1

{ G=1,....7).

Il résulte de la remarque ci-dessus que
yi—1, % —1lerAr, j=1,...,6
¥a—1, Z3—le(u+rJAF 41y

Par suite, pour tout je{l,...,6}, les éléments yi, zi, §i, zi
commutent avec yk, z&, yk, Z pour ke{l,...,6} et m # n, ainsi
que pour k=7 et m¢{n—1,n,n+1}. On en déduit par induction les
deux relations suivantes :

X = {(Hi: ’HE:) s (nf’f,nzf)n(yz ’ZZ)}xn+l

l_[ (YZ,ZZ) = (Hj’;k—l,nzzk—l)(n}’Zk’nsz)

1<k<2n

pour tout n > 1 (produits non spécifiés sur k de 1 a n).

Fin de la preuve de la proposition 6.1.

Posons pour tout n > 1

yi= 11 ¥, zi = z (ji=1,...,6)
I<k<2n 1<k<2n

57 _ ~7 =7 _ 57

Yo = l_[ Ya-1> Zy = Z2k-1
I<k<n 1<k<n

=8 _ 7 =8 _ 7

Yn = l—[ Yk Zy = Zok-
1<k<n I<k<n

Les normes

Wpa—=t,  lyi=t,  1zE-=-u,  llza-1
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tendent vers 0 lorsque n tend vers l'infini (j=1,....7), et chacun des
produits ci-dessus est formé de termes dans des sous-algébres de A
réduites par des projecteurs deux a deux orthogonaux. Ces expressions ont
donc un sens pour n = oo. Des relations déja établies, il résulte que

X = { l_[ (Pi’zi)}x2n+l

1<j<8

pour tout n > 1, et par suite

x=[] (%.2%).
I<j<8
Nous avons montré la proposition 6.1 avec la précision suivante : tout
x € Ker (A7) est produit de 13 commutateurs dans GL,(A). Dans la suite
du paragraphe, nous montrons qu’on peut remplacer 13 par 4.

LEMME 6.2. — Soient k, n des entiers avec 1 < k <n et soit
y € GL,(C). Il existe un projecteur p de dimension k dans C" avec pyp
inversible sur l'image de p et avec ||(y), Il < |ly~!ll.

Preuve. — On choisit pour p la projection orthogonale de C" sur
I’espace engendré par les k premiers vecteurs d’une base orthonormale de
C" relativement a laquelle y est une matrice triangulaire supérieure.

g

Dans les trois lemmes suivants, A désigne une C*-algébre
approximativement finie de dimension infinie avec unité, supposée simple
(au moins dés le n°6.4).

LEMME 6.3. — Soient te Ky(A) avec 0 <t <1 et xeGL,(A). Il
existe un projecteur pe A de classe m et des éléments

s=< p 0 ) t=<p pt(l—p))
(I-psp 1—p 0 1-p

- )
0 (-pd(l-p

dans GL;(A) avec x = std.

Preuve. — Soit B une sous-algébre de dimension finie de A avec
neKy(B) et 0 < <1 dans K,(B), telle qu’il existe y e GL,(B) avec
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ly=xll < )ly~%I~!. Le lemme 6.2 montre qu’il existe un projecteur
peB declasse m avec pyp inversible dans pBp et ||(y), Il < Ily !l
Par suite ||pxp—pypll < lI(y), 'll”* et pxp est inversible dans pBp. Le
lemme en résulte, car I’existence d’une décomposition x = std comme
indiqué équivaut au fait que pxp est inversible dans pAp. [

LEMME 6.4. — Soit x e GL,(A). Il existe une suite p,, ..., p,, de
projecteurs orthogonaux deux a deux dans A de somme 1 avec p; ~ py
pour 1 <j,k<14.0u 15 <j,k <27, et des éléments s, t, de GL,(A)
avec x = std tels que

(1) s soit triangulaire inférieur : s =1+ ) PSP -
i>k

(2) t soit triangulaire supérieur : t = 1 + Y, pitp,.
i<k

(3) d soit diagonal : d =Y p;dp;.
J

Preuve. — Par simplicité de A, il existe 1€ Ky(A) avec 0 < 7 et
13n <1 <14n. Onpose n, =1 — 13n et &, = 14n — 1, de telle sorte
que m, =20, n, >0, 14n, + 13n, = 1. On détermine d’abord un
projecteur que I'on note 1 — p,, en appliquant le lemme 6.3a xe A et
14nt, + 12n,, puis un projecteur 1 — (p,;+p,6) €A en appliquant le
lemme a (1—-p,7)x(1—p;7)€e(1—py7)A(1—p,y7) et 14wy + 1lm,, et
ainsi de suite 26 fois. O

LEMME 6.5. — Soit x € GL,(A). Il existe une suite q,, ...,q,3 de
projecteurs orthogonaux équivalents deux a deux dans A et des éléments
y,z',y", 2", x" e GL{(A) avec

x=2)0"z")%, x —1leqAq,.

Preuve. — Soient p,, ..., psq, S, t,d comme dans le lemme 6.4. Soient
Ay, ..., Ay; des nombres complexes distincts deux a deux et u = T Ap;.
On vérifie facilement qu’il existe

v=1+ Y pop, w=1+ Y pwp

j>k i<k

avec s = (v,u) et t=(uw). Comme au lemme 5.10, on pose alors
y =ovuw! et z/=wv~! de telle sorte que x = (y’,z")d.
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Soit o, [respectivement o,,...,0,,] une isométrie partielle de
projecteur initial p, [resp.p,, ...,p;4] et de projecteur final p,

[resp' D3y -« P1], et Soit o = Z Gj' Posons
1<j<14
d; =pjdp;, j=1,...,14
Wi =P, H2=dy, W =0;-41-107,1d; (=3,....14)
ko= 2w

1<j<14
En calculant dans I’algébre réduite de A par p, + --- + p;4, On trouve
(o.u~") = Diag (e, d;,d3,. . .,d14)

avec e, €p,Ap,; si on identifie cette algébre a M,,(p,Ap,), alors
e, = (d,d;,...,d;s)~'. De méme, il existe deux éléments inversibles t, v
dans l'algébre réduite de A par p;s + --- + p,; avec

(t,v™') = Diag (e, ,d;¢,. - -,d27)
et e;ep;sAp;s. On pose enfin

4y = Py + P15, ---» 413 = P13 + P27
y'=0+r1, "=p+v
x/ = (y”,Z")_l d

et tout va bien. O

THEOREME 6.6. — Soient A une C*-algébre approximativement finie
simple avec unité, Ay: GL,(A) - E,/T(Ky(A)) son déterminant universel
et xe€Ker (Ay). Alors x est produit de 4 commutateurs multiplicatifs dans
GL,(A).

Preuve. — Soient q,,...,q,3 et x = (,2)(",z2")x’ comme au
lemme 6.5. Alors ¢,x'q, € GL,(q,Aq,) et g,x'q, est dans le noyau du
déterminant universel de gq,Aq;. La proposition 6.1 montre qu’il existe
Yis 215 «--5 Y135 Z13 dans GL, (g,Aq,) avec

41x'qy = (¥1,21) - .. (V135213)-
Identifions la réduite de A par q, + --- + ¢;3 & M;3(q,Aq,) et
posons d; = (y;,z;) (i=1,...,13). Alors

Dlag (QIx'ql »q25 - - "q13) = (Dlag (yl" . "y13)’ Dlag (21,. . -s213))
Dlag (d2 e d13,d2_l, .- -sd1_31)‘
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Le dernier terme du second membre étant un commutateur (voir la preuve
6.5), x’ est un produit de deux commutateurs dans GL,(A) et le
théoréme en résulte. 0

Variation unitaire.

Le résultat suivant se démontre comme la proposition 6.1, en utilisant
les résultats techniques du numéro 5.4.

PRrOPOSITION 6.7. — Soit A une C*-algébre approximativement finie
simple avec unité. Alors le noyau de la restriction U,(A) - E,/T(Ky(A)) du
déterminant universel Ay coincide avec le groupe dérivé DU,(A).

Exemples.

Soit A une C*-algébre approximativement finie simple avec unité.
Supposons que K (A) avec sa structure ordonnée pointée soit isomorphe
a un sous-groupe (dénombrable) D de R contenant Z avec 'ordre
naturel et le point 1; ceci revient a supposer que deux projecteurs
quelconques de A sont toujours comparables au sens de Murray et von
Neumann (§ 5.4 de [3]). Alors A posséde une unique trace positive
normalisée t, donc E, = A/[A,A] est isomorphe 4 C. Les propositions
6.1. et 6.7 affirment qu'on peut identifier via le déterminant A,

GL,(A)/DGL,;(A) avec C/D
U,;(A)/DU,(A) avec R/D.

Ces remarques s’appliquent en particulier aux algébres de Glimm
(prop. 6.4.3 de [11]) pour lesquelles D est un sous-groupe des rationnels,
ou aux algébres B, introduites par Pimsner et Voiculescu comme
suralgébres des algébres associées aux rotations irrationnelles (voir
prop. 13 de [8)).

7. Perfection de GL{(A) pour une C*-algébre stable,
ou infinie simple avec unité.

On se donne un espace de Hilbert complexe séparable de dimension
infinie H,, la C*-algébre B(H,) des opérateurs sur H, et son idéal K
des opérateurs compacts. Rappelons qu'une C*-algébre A est stable si elle
est isomorphe 4 A ® K. Le premier résultat de ce paragraphe est
I’analogue multiplicatif du théoréme 1.1 de [4].
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ProPOSITION 7.1. — Soit A une C*-algébre stable. Alors GL2(A) est
un groupe parfait.

Preuve. — Montrons que GL{(A ® K) est parfait. Soient H, un
espace de Hilbert et A — B(H,) une représentation fidéle non dégénérée.
L’algébre des multiplicateurs M = M, o s’identifie & une sous-algebre de
B(H, ® H,) qui contient (Cidy) ® B(H,); voir le n°3.12.3 de [11]. 1l
existe donc deux projecteurs orthogonaux équivalents
p,qeCR®BMH,) =M avec p+q=1, tels quon puisse écrire ¢
comme somme orthogonale infinie de projecteurs équivalents & p. Soit
x e GLY(A®K); il s’agit de montrer que x e DGLY(A®K). Vu la
connexité du groupe, il suffit de s’en assurer pour ||x—1|| petit. La
proposition 5.12 nous autorise alors a supposer x — l e p(A®K)p et
Ix=1]l <c <1, ou c est une constante ad hoc permettant en fin de
preuve d’appliquer le lemme 7.2.

Nous reprenons un argument de Pearcy et Topping, & qui nous nous
référons pour un exposé moins formel [10]. Soit

I ={(k)eZ?|j>0et 1<k<2}}.

Soit (pj.)sxe1 une famille de projecteurs orthogonaux équivalents deux a
deux de somme 1 dans M, avec p,,) = p. Pour chaque (j,k) eI, soit
u;, une isométrie partielle de M de projecteur initial p et de projecteur
final p;,. Définissons

0 siGk) =01
— @, sinon.

Ajk = (=127, Bik = {

Posons

<

= exp { z ol LOg (x)“f,k}

Ghyel

N

= €xp { Z Bjaujx Log (x)“f.k}
Gk el

de sorte que x = yZ. (Penser & y comme a une matrice diagonale avec

une fois le bloc x, deux fois x~!/2, quatre fois x'/4, ....) Nous allons

vérifier que y est un produit de commutateurs; le cas de Z est semblable.

Notons p’ la somme des p;, sur tous les (j,k) avec j pair; notons g’
[respectivement g”] la somme des p;, surles (j,k) avec j impairet k
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impair [resp. k pair]. Soient

, sommes sur (j,k)

W o=Zujyq-1U% . .
avec j pair, fortement

u' = 2Zuy; ul
J+1,2k% 1k convergentes dans B(H,)

qui sont des isométries partielles de projecteur initial p’ et de projecteurs
finaux ¢, ¢". On identifie de la maniére usuelle les algébres A ® K et
M; (@' (A®K)p").

Posons alors

y = u*yu' e p'(A®K)p’

de sorte que y s’identifie 4 la matrice

y2 0 0 ‘
0 y O eM; ou B = M;(p'(A®K)p").
0 0 vy

On achéve la preuve a I'aide du lemme 7.2. O

LEMME 7.2. — Soient B une C*-algébre et xe GL,(B) avec

x 0 O
Ix—1}| < % Alors (O x~1 0>est un produit de deux commutateurs
0o 0 0

dans GLj(B).
Preuve. — Le lemme 5.11 montre qu’il existe fe GLJ(B) tel que

(; 3) est commutateur dans GLJ(B). Par suite

x 0 O 1 0 0
0 1 0 et 0 x' 0
0 0 f 0o o0 f!
sont des commutateurs dans GL3(B).
Pour préciser la proposition 7.1, nous utilisons le lemme suivant :

LeMME 7.3. — Soient A une C*-algébre complexe et

X1, ... X, € GL;(A) avec XpXpeg ooeo- x, = 1.
Alors
x = Diag (x;,x5,...,X,,1,...,1) € GL,,(A)

est produit de trois commutateurs dans GL,,(A).
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Preuve. — Pour tout ke{l,...,n—1}, posons y, = [] x;' et
1<j<k
choisissons s,, t; € A avec y, = 1 + s.t;,. Considérons les matrices

a = Diag (s;,...,5,—1,0)
B = Diag (t,,...,t,—1,0)

0
sy 0
Y= S, 0
s,,_.l 0
0 ¢t
0 t,
8= ,
0 tn—l
0

dans M,(A). Comme 1 + af estinversible, 1 + Ba I’est aussi, d’inverse
1 —B(l1+aP) 'a; de méme 1+ yd et 1 + &y sont inversibles. On a

Ba = &y
(1+0B)~*(1+73) = Diag (x, ..., X,).

En écrivant par (nxn)-blocs, on a aussi

1+ap 0 )
( 0 (1+Ba)~?

_ 1 0\/1 a(l o)<1 —(1+aB)“a)
"<—B(1+aﬁ)“‘ 1)(0 1) B 1)\o 1

et de méme en remplagant o, p par y,d, donc

=<(l+;ﬂ)—l 1fﬁa>(lzya (1+§v)">
“lo )0 D6 7)C D6 D6 Do )
-1 Do 7 Do D6 D6 DG b
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ou la quantit¢ {...} est la matrice unité. Or le produit

1o*\ _ (1 *
o )= o)
est de la forme

b D D6 D6 =62

Donc x est un produit de trois termes de la forme

1 0\/1 ¢
(s 1)(0 1)GGL2"(A)

et il suffit de vérifier que chacun de ceux-ci est un commutateur.

On procede alors comme pour la preuve du lemme 5.9, mais en posant
en fin de preuve (avec r, y,z comme en 5.9)

a=r"%  b=y(l+r'"*), c=z*

de sorte que 1 + a soit inversible (car a > 0). On obtient donc une

écriture de la forme
1 0\/1 ¢
(s 1)(0 l)=(v,u)(u,w)

et on achéve comme au début de la preuve du lemme 5.10. O

THEOREME 7.4. — Soit A une C*-algébre stable et soit x € GLI(A).
Alors x est un produit de 6 commutateurs dans GLJ(A).

Preuve. — Pour tout élément de A et en particulier pour y = x — 1,
il existe un projecteur p dans I’algébre des multiplicateurs M, avec p et
1 —p équivalents & 1 et avec ||(1—-p)y(1—p)|| <1, donc avec
(1—p)x(1—p) inversible. En identifiant M, avec M,(pM,p), on peut
donc écrire x sous la forme

-(6 1)@ ¢ 1)
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On choisit s, t e pAp avec e = 1 + st et on a comme au lemme précédent

G- 26 )
=0 )6 D6 66 )

Il existe donc y’,z, y”, z” € GL{(A) et x, e GL?(pAp) avec

— o n m[ *1 0
La proposition 7.1 montre qu’il existe y;,z;,...,Y,,2, dans
GL{(pAp) avec x; = (¥1,21) ... (Jns2,). On décompose 1 —p en
somme orthogonale de n projecteurs équivalents 4 p et on identifie M, a

o 0 . -
M,.:(pPMap). L’élément qui s’écrivait (t)l l) ci-dessus s’écrit
maintenant
Diag (x4, 1,...,1) e GLY, ,(pAp).
En posant
u = n (yj9zj)9 u; =(y2a22)_1a~-°9
2gj<n
ull = (.vll’zll)_1
on obtient

Diag (x,,1,...,1) = (Diag (y;,. . -, ¥u, 1), Diag (zy,. . .,z,,1))
Diag (u,,. . .,u,,1).

Il résulte du lemme 7.3 que Diag(x,,1,...,1) est un produit de 4
commutateurs. O

THEOREME 7.5. — Soit A une C*-algébre telle qu'il existe deux
projecteurs orthogonaux p,qe€ A avec p et q équivalents a 1 dans M,.
Alors GL9(A) est un groupe parfait.

Preuve. — Soit x € GL{(A), et montrons que x est un produit de
commutateurs. Comme p ~ g < 1 — p, il résulte de la proposition 5.12
qu'on peut supposer ||x—1|| <1 et x — 1le(1-p)A(1—p).
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Soient K comme au début du paragraphe et e un projecteur minimal
de K. Le lemme 2.3 de [4] montre qu’il existe un morphisme
¢: A® K-> A avec

P((x—D®e) =x — 1.

Ij(_)t\oanencorc @ le prolongement unital de ce morphisme a la C*-algébre
A ® K obtenue par adjonction d’une unité 4 A ® K. Alors

x = o(1+(x~1)®e) € p(GLYA®K)) = ¢(DGLI(AGK))
en vertu de la proposition 7.1, donc x € DGL(A). O

Soit en particulier A une C*-algébre infinie simple avec unité. Alors
GL{(A) est un groupe parfait [4]. Nous montrerons que, modulo son
centre, c’est méme un groupe simple.

Variation unitaire.

En modifiant a peine la preuve des propositions 7.1 et 7.5, et en utilisant
les numéros 5.17 et 5.18, on montre aussi :

PROPOSITION 7.6. — Soit A une C*-algébre stable. Alors U?(A) est un
groupe parfait.

ProposITION 7.7. — Soit A une C*-algébre infinie simple avec unité.
Alors U3Y(A) est un groupe parfait.

Appendice.

Dans le théoréme III (=7.5), nous ne savons pas estimer le nombre
des commutateurs multiplicatifs nécessaires comme dans les théorémes I
et II. En revanche, les estimations ci-dessous pour le probléme additif sont
faciles a obtenir; elles améliorent celles que nous avons pu trouver
dans la littérature.

PROPOSITION. — Dans une C*-algébre stable ou infinie simple avec unité,
tout élément est somme de deux commutateurs additifs.

Preuve. — Considérons d’abord le cas stable. Soient A une C*-
algébre, A < B(H,), et K lidéal fermé de B(H,), comme au §7.
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Vérifions que tout xe A ® K est une somme de deux commutateurs
additifs. Soit S’ une isométrie de H, telte que les projecteurs 1 et
1 — S'S'* soient équivalents dans B(H,), et soit
S=1®@S cC®BMH,;)) cM ou M est 'algébre des multiplicateurs
de A® K. Soient y,ze A® K avec x = yz. Alors

x — [yS*,Sz] = SzyS*

est un commutateur additif en vertu du théoréme 1 de [1], ou plus
précisément de la généralisation immédiate suivante :

Soient p'eB(H;) un projecteur tel que 1 et 1 — p' soient
équivalents, p=1® p'eM, et te A ® K avec ptp = t; alors t est un
commutateur additif dans A ® K.

Le cas d’une algebre infinie simple avec unité se raméne au premier cas
par I'argument usuel (lemme 2.3 de [4]). O

En particulier, tout opérateur compact sur un espace de Hilbert de
dimension infinie est somme de deux commutateurs d’opérateurs compacts,
ce qui précise la remarque 5 de [6].
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