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#-CLASSES INFINITESIMALES
D’UN CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES

par Jean-Francois JAULENT

Nous introduisons dans cet article certains groupes de nombres et
d’idéaux, canoniquement attachés a un corps de nombres algébriques, et
que nous appelons infinitésimaux parce que leur logarithme /Z-adique, pour
un premier donné ¢, est identiquement nul. Notre propos est de montrer
comment ces groupes, qui interviennent de fagon naturelle dans I’étude du
groupe de Galois ((K) de la /-extension abélienne /-ramifiée maximale
d’un corps de nombres K, comme dans celle de son sous-groupe de
torsion & (K), permettent de ce fait d’éclairer les problémes de /-
ramification. Disons un mot sur leur définition :

Si K est un corps de nombres de degré fini sur Q, le tensorisé
X =7Z,8,K* du groupe multiplicatif de ses éléments non nuls s’envoie
canoniquement dans son complété profini au-dessus de ¢, défini comme la
complétion projective 1im< @D K /K,"’m> du composé des groupes

- ("2
multiplicatifs des complétés de K pour les places au-dessus de ¢. Le
noyau de cette application est ce que nous appelons le /-groupe des
éléments infinitésimaux de K; son image £ ,(K) dans le tensorisé
Z, ®; P(K) du groupe des idéaux principaux est le /-groupe des idéaux
principaux-infinitésimaux; et nous disons qu’un idéal de K est
infinitésimal lorsqu’une de ses puissances non nulles tombe dans 2 (K).

Bien entendu, le principal intérét des groupes présentés est de rendre
compte des propriétés de ¢/-ramification, tout en dissimulant sous un
formalisme commode les problémes souvent fastidieux de passage a la
limite.

C’est ainsi que dans une premié€re partie nous montrons comment le /-
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groupe des idéaux principaux-infinitésimaux apparait comme limite des
groupes de rayons associés par la théorie du corps de classes aux extensions
abéliennes /-ramifiées, et nous relions ce résultat a la description idélique
traditionnelle du groupe @ (K). Auparavant, nous précisons la structure
des groupes d’unités infinitésimales du corps K, qui gouvernent la
répartition des sous-groupes de décomposition des places de K dans la /-
extension abélienne /-ramifiée maximale de ce corps.

Enfin, dans les deux -derniéres parties nous mettons en ceuvre les
résultats précédents pour étudier les questions de classes ambiges et de:
théorie des genres dans une extension galoisienne finie L/K :

a) La suite exacte des classes ambiges.

Ces considérations sur les classes ambiges trouvent leur origine dans un
article de G. Gras (cf. [5]) qui souligne ’analogie entre le comportement du
groupe de défaut de la conjecture de Leopoldt vis-a-vis du groupe & (K) et
celui du groupe des unités vis-a-vis du groupe des classes d’idéaux. Nous
avons choisi une méthode d’exposition de la formule des classes ambiges
qui s’appuie sur des résultats de cohomologie tout a fait semblables a ceux
développés par Iwasawa dans sa note sur les unités (cf. [9]), mais nous
aurions pu aussi bien, du moins dans le cas cyclique, reprendre la
démonstration plus élémentaire de Chevalley (cf. [1]), pour la transposer
dans le cas qui nous intéresse, le parallélisme des résultats étant éclatant.
Reprenant une idée de [6], nous - montrons ensuite comment I’extension du
logarithme aux groupes d’idéaux permet, dans bien des cas, d’¢lucider la
structure du sous-groupe de torsion & (K).

b) La suite exacte des genres.

Nous reprenons ici des considérations de théorie des genres, que nous
avons développées ailleurs dans un tout autre contexte (cf.[10]). Aprés
avoir étudié l'application norme dans une extension finie L/K, nous
regardons plus attentivement le cas abélien dans lequel nous étendons au
groupe Z, ®,K* les symboles de Hasse pour généraliser aux éléments
infinitésimaux la réciproque de la formule du produit. Nous introduisons
enfin la notion de genre infinitésimal d’une extension galoisienne L/K, et
nous montrons en particulier que les /-groupes d’inertic des places
ramifiées dans L/K sont déployés dans le corps des genres associ€, dés que
la conjecture de Leopoldt est vérifiee dans K.
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1. DESCRIPTION DES GROUPES
DE CLASSES ET D’UNITES

Dans ce paragraphe, K désigne un corps de nombres de degré fini sur
le corps des rationnels, /£ un nombre premier, et & un ensemble fini de
places de K étrangéres & ¢, contenant les places a linfini.

a. Définition du groupe de défaut et des éléments infinitésimaux.

Convenons d’écrire K* le groupe multiplicatif du corps K, puis
E?(K) le sous-groupe des #-unités (i.e. des éléments unités en dehors
de &) et E'(K) celui des Z-unités, E(K) enfin celui des unités de
I’'anneau des entiers de K. Nous notons %", &7(K), &' (K), &£(K) leurs
tensorisés /-adiques respectifs, c’est-a-dire les fermetures de leurs images
respectives dans le groupe X = Z, ®  K*, pour la topologie des sous-
groupes d’indice fini.

Pour chaque place | de K au-dessus de £, introduisons le groupe U
des unités principales du complété K; de K en [; faisons choix d’une
uniformisante m de K;; et notons p, le groupe des racines de I'unité
d’ordre étranger & ¢ contenues dans K,;. Le groupe multiplicatif du corps
K, s’écrit comme produit direct K;* = p,.n.2;, ce qui permet de définir
son complété profini en posant: X = m”.U; (cette définition étant
indépendante du choix de 'uniformisante m). Le complété profini de K
au-dessus de ¢, R = [[ A, produit des complétés " pour les places

(3

au-dessus de 7, contient naturellement le groupe % (K) = [] U, des unités
Ii¢

semi-locales de K et sa filtration canonique %,,(K) = [](1+I™), pour
(74
meN.

Cela étant, l'injection diagonale de K* dans le produit de ses complétés

[TK se prolonge par continuité en une surjection s du tensorisé ¢  sur
[

le complété profini K. La filtration transportée

H oy ={xeX|s(x)e%,(K)}
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prolonge celle de K, et le noyau de s est le groupe )", = ﬂ A, des
meN
éléments infinitésimaux. Son intersection avec &7 (K) est le groupe &7 (K)

des S -unités infinitésimales, et son sous-groupe & .(K), noyau de la
restriction de s a4 &(K), est le groupe de défaut de la conjecture de
Leopoldt.

Bien entendu, c’est le théoréme d’approximation simultanée qui assure
la surjectivité de ’application s, le groupe s(6¥(K)) recouvrant % (K)
dés que & est assez grand. Plus précisément :

LemMe 1. — Etant donné un ensemble fini & de places de K, ne
contenant pas les places a linfini, il existe un &' fini ne rencontrant pas &
tel que la restriction de s aux &'-unités recouvre A

Démonstration. — Soient x,, .. :, x, une famille finie d’éléments de K
dont les images par s engendrent /-adiquement % (K). Quel que soit &
ensemble fini de places finies de K, nous pouvons résoudre pour chacun
desindices i = 1, ..., n le systéme de congruences (ou v; est le degré de I-
hyperprimarite) :

y; = 1 (mod p), Vpe? et yi = x; (modIM), VIZ.
Les y; obtenus sont étrangers & &, et les relations
s(y) = s(x) (mod %(K))

nous montrent que leurs images par s engendrent le Z,-module % (K).
L’ensemble & réunion des places a I'infini et de celles intervenant dans
les y; convient donc.

Quant a la détermination effective du Z,-rang du groupe &% (K), elle
est naturellement subordonnée a I’étude des propriétés Z-adiques des -
unités. Dans le cas le plus simple, celui des unités, qui fait objet de la
conjecture de Leopoldt, le résultat (&, (K) = 1) n’est connu que pour les
corps abéliens sur le corps des rationnels ou sur un corps quadratique
imaginaire, et quelques autres. Dans le cas général, la structure du groupe
&% (K) (qui n’est jamais nul dés que & est assez grand) est gouvernée par
la conjecture /-adique de Schanuel et il est possible d’en donner une
description conjecturale que ’on peut vérifier par le théoréme de Baker-
Brumer sous certaines hypothéses d’abélianité (cf. [12]).
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b. Introduction des groupes de classes d’idéles.

Notons I(K) le groupe des idéles du corps K. Par la théorie du corps
de classes, le groupe de Galois A (K) de I’extension abélienne maximale de
K qui est non ramifiée en dehors de ¢ s’identifie au quotient :

AK) = IK)K*.T] U,(K)
pre
(ou U,(K) représente le groupe des unités du complété p-adique de K).

Sa /-partie A(K) s’identifie par conséquent a la limite projective :

A(K) = lim AK)/A(K)" = [( @nff) ® R]/j(f),

pre

ou j est induite par le plongement diagonal du groupe multiplicatif de K
dans le groupe des idéles: pour p f ¢, lapplication j, est induite par
la valuation (j,(r) = m»"), et pour les places au-dessus de ¢, I'image
d’un élément r dans K n’est autre que s(r).

La décomposition directe du groupe R donnée dans la section a)
permet d’écrire le groupe (K) sous une forme légérement différente :

aA(K) = [( @ nff) ® %(K)]/j(x),

qui redonne immédiatement la suite exacte bien connue :
() 1-2K)/sEXK)->aK)-Lerx) -1,
ou lapplication p associe a la classe dans . Z(K) de I'élément

(Z nf,v> + u, celle, dans le Z-groupe des classes d’idéaux du corps K, de
P
ridéal []p%.

P

Plus généralement, si & est un ensemble fini de places de K
étrangéres a ¢, le groupe de Galois @7 (K) de la /-extension abélienne
maximale K¥ de K qui est non ramifiée en dehors de ¢ et ou les places
de & se décomposent complétement s’écrit comme quotient de & (K):

a’(K) = [( @ nff) ® %(K)]/f’(xx

[ 124
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d’ou, comme plus haut, une suite exacte courte :
() 1-%K)s(8%(K) »a’K)-Lerr/®) -1,

dans laquelle ¥77(K) représente le /-groupe des #-classes du corps K,
i.e. le quotient de ¥/ (K) par le sous-groupe engendré par les classes dans
%¢(K) des idéaux de <. En particulier, pour & assez grand, les &-
unités épuisent le groupe #(K) et @”(K) se réduit a %7/7(K).

c. Interprétation en termes de classes d’idéaux.

Introduisons le groupe J(K) des idéaux de K qui sont étrangers a ¢,
désignons par P(K) le sous-groupe constitué par ceux qui sont
principaux, puis, pour tout naturel .m, par P,(K) le groupe de rayon:

P,(K) = {aeP(K)|, IxeK, a=(x) et x =1 (modf), Vfl/}. Notons

F(K) =12, ®I(K), ?(K) = Z, ®, P(K), et
Zn(K) = Z; @2 P,(K)

leurs tensorisés respectifs (de sorte que le /-groupe des classes €7(K)
s’identifie canoniquement au quotient _¢(K)/2(K)); [Ilintersection
2,(K) = ﬂ 2,.(K) des groupes 2,(K) est le groupe des idéaux

meN

principaux-infinitésimaux du corps K, et nous disons que le groupe
F.K) ={ac #(K)ImeN, o"e?,(K)} est le groupe des idéaux
infinitésimaux de K. Cela étant, la théorie du corps de classes permet
d’interpréter le groupe de Galois ((K) de la /-extension abélienne /-
ramifié¢e maximale K de K comme limite projective des groupes de
classes de rayon:

A(K) = lim #(K)/Pn(K) = £ (K)/P»(K).

Et nous disons que (X (K) est le £-groupe des classes infinitésimales du
corps K. Il vient en effet:

LEMME 2. — Les idéaux principaux-infinitésimaux sont les idéaux
principaux engendrés par les éléments infinitésimaux.

Démonstration. — Soit x un élément de ¢ engendrant un idéal
principal-infinitésimal. Par définition de £ _(K), nous pouvons trouver
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pour chaque naturel n une unité g, dans &(K) et un élément x, dans
X, vérifiant: x = g,x,. Maintenant, le groupe &(K) étant compact,
nous pouvons extraire de (g,) une sous-suite convergente, ce qui nous
permet d’écrire ¥ = g%, avec g,€8 et ¥, €A , comme annoncé.

Plus généralement, si & est un ensemble fini de places de K
étrangeres a ¢, convenons de noter #,(K) le sous-Z,-module de ¢ (K)
engendré par les places de &, et #7(K) celui engendré par les
places étrangéres a &; posons alors #7(K) = #7(K) n #,(K)2(K)
(le groupe des idéaux & -principaux), puis
27 (K) = FZK)n £,XK)2,(K) (le groupe des idéaux & -principaux-
infinitésimaux). Nous obtenons sans peine les isomorphismes :

%7 (K) = #(K)/2(K)SF4(K) = #7(K)/?7(K)
et

a’(K) = £(K)/2,(K)F4(K) ~ #7(K)/P(K).
En effet :

LeMME 3. — Toute classe de €¢(K) (respectivement de (X (K)) peut étre
représentée par un idéal étranger a .un ensemble fini de places donné.

Démonstration. — C’est bien connu pour ¢7¢(K). Cela étant, si a est
un idéal de #(K) et & un ensemble fini de places, il existe x dans X
tel que xa soit étranger a &; puis, par le lemme 1, il existe y étranger a
& tel que I’élément xy soit infinitésimal. L’idéal b = xya convient
donc.

Nous disons, par analogie, que @7 (K) est le /-groupe des &-classes
infinitésimales du corps K. Revenant alors sur les suites exactes courtes
introduites dans la section ¢), nous voyons qu’elles peuvent encore s’écrire :

@) 1-2K)/2,(K)~> F(K)2,(K) - F(K)/PK) -1,

(i) 1-27K)/2,(K) » £7(K)P,(K) - £ (K)/P"(K) > 1.

Et, bien entendu, pour & assez grand le groupe @¥(K) est nul, et 27 (K)
se confond avec #7(K).
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d. Description du sous-groupe de torsion.

La suite exacte (i) de la section a montré que le groupe & (K) est un
Z,-module noethérien (de méme rang que le quotient #(K)/s(€(K))),
somme directe comme tel d’'un Z,-module libre de rang fini et d’un module
fini ¢(K). D’aprés ce qui précéde, nous avons immédiatement :

t(K) = F5(K)/2,(K).

De fagon semblable, si & est un ensemble fini de places de K, le sous-
groupe de torsion de d“(K) peut étre défini par le quotient
77 (K) = #2(K)/?%(K), ou le groupe #%(K) est donné par:

F2(K) = {ae #7(K)AmeN, o € 2, (K)}.

Pour éclairer la structure du groupe des idéaux infinitésimaux £ (K),
il est possible de faire appel au logarithme /-adique: supposons pour
simplifier que K soit un corps a conjugaison complexe (i.e. une extension
quadratique totalement imaginaire d’un corps totalement réel). Dans ce
cas, l'application Log, s’étend canoniquement a la composante relative
F 7 (K) du tensorisé du groupe des idéaux de K (i.e. au sous-groupe de
F(K) constitué des idéaux dont le conjugué complexe est égal a I'inverse).

. .« g7 - . . . m
En effet, si a est unidéal de #~(K), toute puissance principale a° de a
admet, & une racine de I'unité prés, un unique générateur a € X qui

vérifie a = a~!, ce qui permet de poser sans ambiguité (cf.[6], §2):
1
Log,a = 7 Log, s(a).

Le groupe #_(K) est alors de fagon claire le noyau dans £~ (K) de
I’application logarithme; d’ou la suite exacte canonique :
Gii) 1-[2K)n £, K)/Z2,K)] =6 (K)—> % (K)
Y% 1 og, #~(K)/Log, #(K) — 1,
qui précise, en ce qui concerne les composantes relatives, la situation du ¢-

corps de classes de Hilbert relativement au composé des Z,-extensions de
K (cf. [6]), puisque le quotient [2(K) n £, (K)/?,(K)]~ du groupe des
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idéaux principaux qui sont infinitésimaux par le sous-groupe des idéaux
principaux-infinitésimaux s’identifie canoniquement, via I’application s,

a la composante relative du quotient ( I1 u(K,))/u(K) du produit des
Iz

¢-groupes de racines de I'unité locales par son sous-groupe global.
Plus généralement, si K est abélien sur un sous-corps H, de degrée

relatif [K : H] étrangera 7, etsi @ est un caractére /-adique irréductible

du groupe de Galois G = Gal (K/H) qui n’est pas représenté dans le

Q/[G]-module Q, ®2 E”, la restriction du logarithme aux @-composantes

donne lieu a une suite exacte :

(iv) 1-[27K)n FLEK)/PLK)], > Ty (K) > 647 (K)
2% Log, #4(K)/Log %,(K) - 1,

de sorte qu’en pratique, la connaissance d’un systéme de générateurs de
g{i’(K) suffit pour comparer @, (K) et %{f X).

2. LA SUITE EXACTE DES CLASSES AMBIGES
DANS UNE EXTENSION GALOISIENNE

Nous considérons une extension galoisienne L de degré fini sur K,
dont nous notons G le groupe de Galois. Nous reprenons les notations du
paragraphe précédent et nous notons en outre £ le complété profini du
groupe multiplicatif L* du corps L, et ¥ =Z, ®,L* son tensorisé
par Z,. En particulier, %, désigne ainsi le groupe des éléments
infinitésimaux du corps L.

a. Résultats préliminaires.
Il s’agit des trois lemmes de cohomologie suivants :

LeMME 4. — Le groupe de cohomologie H'(G, #7 (L)) est nul.
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Démonstration. — Ce n’est rien d’autre que le théoréme 90 de Hilbert
pour les idéaux.

LEMME 5. — Le groupe de cohomologie H'(G,%Z ) est nul.

Démonstration. — Partons de la suite exacte courte qui définit les
¢léments infinitésimaux :

12, >2-5g 1.
Elle donne naissance a la suite exacte de cohomologie :
15X, - X-5Q - HI(G,Z,) » H(G,%);

I'application sx est naturellement surjective, et le groupe H'(G,Z) est
nul d’aprés le théoréme 90 de Hilbert; d’ou le résultat.

LEMME 6. — Le quotient P% (L)°/P%(K) s'identifie au groupe de
cohomologie H'(G,6%(L)) .

Démonstration. — D’aprés le lemme 5, la suite exacte courte qui définit
le groupe 27 (L):

1> 85(L) » £, —> PLL) > 1,
donne naissance, en effet, 4 la suite exacte de cohomologie :

1> 85(K) » A, > 2L (L)° > H(G,EL(L) > 1.

b. Enoncé de la suite exacte.

Considérons la suite exacte courte :
1-22L)» /L) -a’@L)» 1.
La suite exacte de cohomologie associée :

1 - 2LL)° > #7(L)° > a”(L)° » H'(G.27 (L)
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s’arréte en vertu du lemme 4. L’application i induite par I’extension des
idéaux donne lieu par conséquent au diagramme commutatif :

15 27(K) - #7(K) »a”(K) ~1

f .

15 27(L)° > #7(L)° » a”(L)° > H'(G,2%(L)) - 1.
qui conduit, par le lemme du serpent, a la suite exacte :

I - Keri” » 27 (L)°/27,(K) » #7(L)°/ #7(K)
- a”(L)°/i” (@7 (K)) » H' (G2 (L)) - 1.

Compte tenu du lemme 6, nous pouvons donc énoncer :

THEOREME 2. — Dans une extension galoisienne finie L/K de corps de
nombres, de groupe de Galois G, le sous-groupe ambige du ¢£-groupe des &-
classes infinitésimales du corps L est donné par la suite exacte suivante, ou

'application corestriction i” est induite par I'extension des idéaux, et ou tous
les termes sont finis :

1 - Keri” > H'(G,67 (L) - #7(L)°/#7(K)
- a’ (L))" (% (K)) » H'(G,#% (L)) > 1.

Démonstration. — Seule reste a vérifier la finitude des différents termes
de la suite. Or, puisque G est d’ordre fini, les groupes de cohomologie qui
lui sont attachés ont un exposant qui divise la Z-partie de son ordre. Ainsi
H'(G,6%(L)) est bien fini, puisque &7(L) a un rang fini, et
HY(G, #% (L)) lest aussi, comme quotient de &“(L)®, qui a un rang fini.
Enfin, le groupe #7(L)°/#7(K) est bien connu depuis Chevalley et
mesure ici la ramification en dehors de & et de ¢ (cf. par exemple [10],
prop. 1):

LeMME 7. — Désignons par &, l’ensemble des places finies ramifiées dans
l’extension L/K et étrangéres a £; puis, pour toute place p de ., notons
e, la /-valuation de son indice de ramification relatif. Alors, le quotient
FZWL)° #7(K) admet la décomposition directe :

FSLYITK) > D Z)eZ,.

pesL\S
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CoroLLAIRE 1. (Formule des classes ambiges). — Sous les hypothéses du
théoréme, 'application d’extension des idéaux induit un pseudo-isomorphisme
i de @”(K) dans A”(L)° dont le noyau et le conoyau sont liés par
I'identité :

H'(G,2Z (L)

o L1 #L(T\C . &%
(Coker 7] = [Ker #I(#“(L)° : £ (&) (rq 5 oy

Plus précisément, lorsque l'extension L/K est non-ramifiée en dehors de
& et de ¢, il vient exactement :

Keri” ~ H!(G,6%(L)) et  Cokeri’ ~ H!(G,#%(L)).

COROLLAIRE 2. — L’application i” est injective dés que le groupe de
cohomologie H*(G,£% (L)) est nul. Cela a lieu en particulier lorsque le rang
du groupe &7 des S-unités infinitésimales est constant dans l'extension
L/K.

Démonstration. — C’est 1a une généralisation immédiate d’un résultat
de G. Gras(cf. [3], th. II, 1 et prop. II, 3). L’hypothése sur les rangs entraine
que &7 (K) est d’indice fini dans &7(L). Mais, le groupe &% (L) étant
sans torsion, cela ne peut avoir lieu qu'avec I'égalité &2 (K) = £7(L): en
effet, si pour chaque S-unité infinitésimale € e &7 (L), il existe un naturel
m tel que & soit dans &% (K), il suit £€°-" = 1, pour tout o de G,
iie. €7 ! =1, comme attendu.

Notons que cette hypothése sur les rangs est toujours vérifiée (au moins
a partir d’un certain rang) dans une tour cyclotomique : le défaut de la
conjecture de Leopoldt y est effet borné (cf.[4], th. 1, cor.) et chaque
nombre premier est finiment décomposé dans la tour; mais ces deux
résultats peuvent étre en défaut dans une Z,-extension quelconque (cf. [7] et

(11).

CoROLLAIRE 3. — Supposons l'extension L/K cyclique, et désignons par
N o = Nyx(Z,) le groupe des normes infinitésimales. Le groupe de
cohomologie H! (G,.@”“‘; (L)) s’identifie au quotient
65 (K) N N[N x(65(L)) de sorte que la formule des classes ambiges prend
la forme :

|Cokeri”| _ (F7()°: F7(K)) [H*(G,62)
[Ker il — (67(K): 65(K) n &) H'(G.67)|
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Démonstration. — Soit a un idéal de #7 (L) de norme unité sur K.
Par définition du groupe %7 (L), nous pouvons écrire a = xb pour un x
de £, etun b de £, (L); etlacondition N x(a) = 1 nous assure que
I’élément € = N x(x) est une S-unité de K. L’isomorphisme annoncé
s’obtient alors par passage au quotient.

c. Etude du sous-groupe de torsion.

Revenons au cas général ou L est une extension galoisienne de degré
fini sur K. La capitulation Keri” étant bornée, elle n’intéresse en fait
que le sous-groupe de torsion &7 (K) de &”(K). Et comme I’application
corestriction i” applique évidlemment & (K) dans le sous-groupe ambige
de @7(L), nous pouvons reprendre pour le groupe de torsion &7 la
construction de la section précédente, a partir cette fois de la suite exacte
courte :

1- ?Z(L) - ji(L) - 67(L) - 1.

Une difficulté toutefois se présente: le groupe H!(G,#7 (L)) n’étant
généralement pas nul, la suite exacte de cohomologie associée :

1-27(L)° > #72(L)° » ¢ -» H(G,2% (L))

ne s’arréte pas, non plus par conséquent que celle déduite par le lemme du
serpent du diagramme commutatif donné par lapplication i” :

1 > 2L(L)°/25(K) » FL(L)°/2L(K) - &7(K) > H'(G,Z(L)).

D’aprés le lemme 5 en revanche, la suite exacte de cohomologie associée a
celle :

1-85L)» L, > 2 (L)> 1,

qui définit 27 (L), nous prouve que le groupe H'(G,27 (L)) s’injecte
dans celui de H%(G,£%(L)) qui est, a priori, mieux connu : Par exemple,
lorsque & se réduit aux places a I'infini, le groupe H?(G,£Z (L)) est nul
dés que le corps K vérifie la conjecture de Leopoldt.

Il vient donc:

THEOREME 3. — Dans une extension galoisienne finie L/K de corps de
nombres, qui vérifie la condition H*(G,8%(L)) = 1, le sous-groupe ambige
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du groupe de torsion ©”(L) est donné par la suite exacte (ot i” est
I'application corestriction de ¥ (K) dans A7 (L)):

1> Keri” > HY(G,6(L) » £ (L)°FL(K) - &7 (L)% @ (K) - 1.

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme, 'ordre du groupe
ambige 7 (L)® est donné par la formule :

seyor - 107K F 6. g7
__ B7®) FL°: 7 K)
H'(G,6% L) (£F7L)°: £7(K). £7(L)°)
Démonstration. — L’égalité de gauche provient directement du

théoréme. Cela étant, puisque la capitulation Keri” est bornée,
lintersection #7(K) n #7(L) se réduit a #%(K) et le quotient
FZ(L)°/ #2(K) sécrit encore #7(L)°. #7(K)/#7(K), d’ou le résultat
annoncé.

Bien entendu, lorsque le groupe &7 des -unités est cohomologique-
ment trivial dans I’extension galoisienne L/K, la corestriction i’ est
injective et la formule précédente donne I'ordre de & (L)° comme produit
de deux entiers :

S FK)
L #7K). £ ML)

177 (L) = 167 (K)I.

Le numérateur du quotient étant donné par le lemme 7, disons un mot sur
le dénominateur : Pour chaque premier p; de K étrangera & eta ¢, qui
se ramifie dans I’extension L/K, notons PB; le composé des idéaux de L
au-dessus de p;; désignons par 27(K) le sous-module de #£7(L)
engendré parles p;, et par 27(L) celui qui est engendré par les B;. Le
groupe #7 (L)% #7(K) des idéaux ambiges modulo les étendus s’identifie
au quotient 27(L)/27(K). Comme, de plus, pour m assez grand, les
idéaux de 27 (L)”" sont les étendus d’idéaux principaux de K, le choix de
générateurs permet de représenter #7(L)°/ #7(K) comme quotient de
deux groupes de nombres €7(L) et ¥7(K) contenus dans . :

F7W°1F7(K) ~ 27()/27(K) ~ 27L)"/2° K)Y" =~ 67 (L)/[¢7(K).
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Prenant le logarithme, nous obtenons alors la formule :
7L/ F7(K). FL(L)° ~ Log, 67 (L)/Log, ¢” (K),

qui permet le calcul pratique du dénominateur. Dans deux cas particuliers
au moins, celle-ci se simplifie considérablement :

— lorsque K est totalement réel et vérifie la conjecture de Leopoldt, le
quotient #(K)/s(€(K)) est de rang 1, de sorte que le groupe _#(K)
contient £ (K)#(Q) comme sous-groupe d’indice fini. Le quotient
FZL)°#7(K)FZ(L)C peut ainsi se descendre dans Q; C'est la situation
exploitée dans [5] (cf. [3], lemme IIL.6).

— lorsque K en revanche est une extension quadratique totalement
imaginaire d’un corps totalement réel, le logarithme /-adique s’étend a la
composante relative du groupe #(L)°, ce qui permet d’écrire directement
(cf. [6], th.5.1):

F7 L) NF7(K)FL L))~ ~ Log, (F7(L)°)/Log, (F7(K))~.

3. L’APPLICATION NORME DANS UNE EXTENSION FINIE

Nous supposons ici que L est une extension finie d’'un corps de
nombres K. Suivant ’'usage, nous repérons par une étoile le noyau de la
norme arithmétique N .

a. Suites exactes du serpent associées a P’application norme.

Partons de la suite exacte (ii) €tablie au § 1.c); en faisant opérer la
norme arithmétique, nous pouvons former le diagramme commutatif :

1- W(L)/.?‘:(L) - dy(L) - ﬁy(L) -1

S
l Vv l NL/K lNL/K

1 - 27K)/2%2(K) > A“(K) » $7(K) > 1,
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qui nous conduit 4 la suite exacte du serpent :

1 - Ker v/’ = &7 (L)* - ¢¢7(L)* - Coker v¥' - &7 (K)/Nx (% (L))
- 6¢7(K)/Nyx (67 (L)) > 1,

dans laquelle les deux termes de droite sont donnés par la théorie du corps

de classes: le quotient A (K)/NL,K(G!‘V (L)) correspond a la /-sous-

extension abélienne #-décomposée de L/K qui est Z-ramifiée, et le
quotient 7% (K)/Nyx (67”7 (L)) & celle qui est non ramifiée.

Pour évaluer les ordres du noyau et du conoyau de I'application v*,
formons maintenant le diagramme commutatif :

157 (L) »%L) » 2" L)/PL(L) -1
l Nk lNL/K l v’
15 5(67(K) » %K) » 27 (K)/P%(K) — 1.

La suite exacte du serpent associée s’écrit :

1 - s(&7(L)* » %(L)* - Kerv’ - s(é’y(K))/NL/K(s (&% (L))
— U (K)/Nyx (% (L)) > Coker v/’ > 1,

de sorte que v’ est un pseudo-isomorphisme dés que s(&7(L))* est
d’indice fini dans #(L)*. Et nous pouvons donc énoncer :

THEOREME 4. — Soient L/K une extension finie de corps de nombres, et
& un ensemble fini de places de K tel que le groupe s(&”(L))* soit
d’indice fini dans % (L)*. Dans ces conditions, I'ordre du sous-groupe de
¢7(L), qui est annulé par la norme arithmétique, est donné par la formule :

(@7 (K) : Nyg (@7 (L))
(®¢7(K) : Nk (67 (L))
(s(67(K)) : Ny (s(67 (L))

(%K) : Ny (Z(L))

67 (L)*| = 627 (L)*|

@@L)*: s(e(L)*)

COROLLAIRE. — Dans une extension finie L/K de corps de nombres
totalement réels, vérifiant la conjecture de Leopoldt, I'ordre du sous-groupe de
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& (L) annulé par la norme arithmétique est donné par la formule :

(A(K): Ny (A(L))

& (L)* = |¢¢/(L)*
eLY = 16" G ) V@ @)

(@ @L)* - s(6L)*)

(EK): Nyx(£(L))
(% (K): Nyx( (L))

Dans lexpression obtenue, les indices (A (K): Ny (X(L))) et
(%4(K): N x(¥7(L))) sont donnés, comme nous I'avons dit, par le corps de
classe global; lindice (#(K): Ny x(#%(L))) provient, lui, du corps de
classes local : il mesure la /-ramification sauvage. Enfin, lorsque I'extension
L/K est abélienne, le nombre |¢7(L)* s’exprime simplement a partir de
'ordre du sous-groupe des genres $7(L), ce qui permet de retrouver la
formule donnée par G. Gras dans ce cas particulier (cf.[S], th. III, 3).

b. Le symbole de Hasse dans une extension abélienne.

Nous nous restreignons un instant au cas ou I'extension L est
abélienne sur K. Son groupe de Galois Gal(L/K) est alors
canoniquement le produit direct de ses sous-groupes de Sylow, ce qui
permet de définir le /-symbole de Hasse b, = (%) attaché a une place
finie p de K comme composé du symbole de Hasse au sens usuel (cf. [8])
et de la surjection naturelle de Gal (L/K) sur son ¢-Sylow G. En
particulier, I'image du groupe multiplicatif de K par le symbole b, est
donc le /-Sylow D, du sous-groupe de décomposition de la place p dans
'extension L/K. De plus, le groupe G étant supposé fini, le symbole b,
est localement constant sur K>, et se prolonge donc de fagon évidente en
un Z,morphisme (que nous continuons par abus d noter b,) du tensorisé
X =1Z,® ;K> surle /-sous-groupe de décomposition D,, ayant pour
noyau le sous-module de ¥ engendré par les ¢léments de K* qui sont
normes locales en p.

Plus généralement, si L est une extension abélienne infinie, réunion
dénombrable d’une famille croissante de sous-extensions finies L*¥(k € N),
il est toujours possible de définir le Z-symbole de Hasse d’un élément de ¥~
dans lextension L/K comme la limite projective de la famille des
symboles associée aux sous-extensions L*/K :

k
P <~ \ »
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(la cohérence de la définition étant assurée par le fait que la restriction du
symbole de Hasse a une sous-extension n’est autre que le symbole de Hasse
pris dans cette sous-extension). Si maintenant I’extension L/K n’est

x,L/K
p

ramifiée qu’en un nombre fini de places, le symbole ( ) vaut 1 pour

presque tout p (en fait pour toute place finie étrangére & x, qui ne se
ramifie pas dans L/K), et la famille des Z-symboles (b,), envoie le Z,-
module & dans la somme directe des /-groupes de décomposition D, et,
plus précisément, en vertu de la formule du produit, dans le sous-groupe I'
de cette somme directe constitué des familles (o,), qui vérifient I'identité

[1o, = 1. Réciproquement, il est bien connu, lorsque I'extension L/K
P

est finie, que les familles (o,), qui vérifient la formule du produit sont
précisément les images par les symboles de Hasse des éléments de K*,
ce que nous pouvons traduire par la suite exacte :

V) loN X ->@PD,>Go1,
P

ou A = Kerl désigne le sous-module de X" engendré par les éléments
de K* partout normes locales dans L/K (mais ce résultat est en défaut
lorsque L/K est infinie (cf. par exemple [11])).

Supposons maintenant que p divise /. Le symbole b, se factorise
alors via 'homomorphisme s, de sorte que la restriction de b, aux
éléments infinitésimaux est identiquement nulle. Autrement dit b envoie
X ., dans le sous-groupe I', constitué des éléments de I' qui valent 1
pour les places au-dessus de ¢. Réciproquement :

THEOREME 5. — Dans une extension abélienne finie L/K, les éléments
(o,), de la somme directe @ D, des /-groupes de décomposition des places

finies, qui vérifient la formule du produit []| o, = 1 et la condition o, = 1

P
pour les places au-dessus de ¢, sont les images des infinitésimaux par les ¢-
symboles de Hasse.

En particulier, nous avons donc la suite exacte :

Vi) lo Ny X —>@PD,>Go1,

pre

ou N, =N nA, désigne le sous-groupe des éléments infinitésimaux qui
sont normes locales partout dans l'extension L/K.
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Démonstration. — Soit (o,), une telle famille. D’aprés (v), nous
pouvons trouver un ¥ de X qui vérifie

b, (3) = o,, pour chaque place p.

La condition o, = 1, pour les p au-dessus de ¢, nous dit que x est
norme locale en £/, i.e. qu’il existe un € dans £ vérifiant N(g) = s(x).
Relevons € en un élément y de £, et posons 3 = x/N(y). Nous avons
alors b,(3) = o,, pour tout p (puisque nous n’avons modifié ¥ que par
une norme globale), et s(3) = s(x)/N(e) = 1, comme attendu.

ScoLIE. — Dans une extension cyclique N/K, les éléments de X", qui
sont normes locales partout sont précisément les normes d’infinitésimaux.

Démonstration. — D’apreés le principe des normes de Hasse, les normes
locales partout sont exactement les normes globales. Soit donc * = N(p)
un infinitésimal. L’égalit¢ N(s(y)) = s(N(»)) =s(x) =1 et le
théoréme 90 de Hilbert appliqué dans I’extension £/® nous permettent
d’écrire s(y) = €°~! pourun o de G et ¢ dans L. Relevons € en un
3 de #; Iélément n3'~° est alors Pinfinitésimal cherché.

Le théoréme 5 admet le raffinement suivant :

PROPOSITION. — Sous les hypothéses du théoréme 5, si nous supposons en
outre que la famille (o,), vérifie la condition o, = 1, pour chaque facteur
premier p d’un idéal entier donné | de K, alors nous pouvons imposer da
infinitésimal dont elle provient par les symboles de Hasse d’étre étranger a f;
ce qui se traduit par l'exactitude de la suite :

iy 1> >4 > PD,-G1,
p A

ou N et A" désignent respectivement les intersections de N o, et X
avec le groupe X' des éléments de X étrangers a f.

Démonstration. — Elle s’effectue comme pour le théoréme, a partir cette
fois de la suite exacte:

VW loA"s4"5P D,>G-1,
pii

en s’appuyant sur le lemme 1 pour relever € en un élément y de &
étranger a f.
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c. La suite exacte des genres dans une extension galoisienne.

Nous supposons désormais que L est une extension galoisienne finie de
K; nous notons L, la sous-extension maximale de L qui est abélienne
sur K, puis A le tensorisé par Z, du groupe des éléments de K* qui
sont normes locales partout dans L/K, et f le conducteur (au sens
normique) de l’extension galoisienne L/K; enfin nous utilisons les
notations %', #' et #' pour désigner les tensorisés respectifs par Z, du
rayon modulo f, du groupe des idéaux principaux étrangers a | et du
groupe des idéaux étrangers a f.

Introduisons le Z-corps de classes de Hilbert K de K et celui L de
L, puisle Z-corps des genres L de L/K (i.e. la /-extension maximale non
ramifiée de L qui provient par composition d’une extension abélienne
de K). Nous obtenons le schéma galoisien (ou sont représentés les corps et
les groupes de Galois) :

6(L)

m L
L ( (LK ()/()T (L)

LO LoK L0

L

Ny (€¢¢(L
LAR Lk ( ())K

%
K

D’aprés la théorie du corps de classes, le groupe de Galois Gal (L,/K)
s’identifie au groupe de classes de rayon :

R (KN ((D)/R'(K) = ' (K)N k(P L)/ R (K);
ce qui conduit a la définition classique du genre principal :
¢/ (L) = {ctWM)e€/(L)Ae #F1(L) et Nx(A) = (z) avec x€ A}

(le quotient ®(L) = %{(L)/_‘E{_”(L) étant le /-quotient des genres, et son
ordre le Z-nombres de genres).
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Pour chaque place p de K qui se ramifie dans L, notons 3, son /-
groupe d’inertie dans Iextension abélienne [,/K. La description
précédente nous montre qu’un élément x de ¢, étrangera f, est norme
locale en p dans I'extension abélienne £,/K si et seulement s’il I'est dans
I’extension galoisienne L/K, autrement dit (cf. [3]) que 3, s’identifie au
¢-groupe d’inertie de la sous-extension abélienne d’une quelconque des
extensions locales Lg/K, au-dessus de L/K. Cela étant, I’expression
classique du nombre de genres permet de conclure a I’exactitude de la suite

L,/K
courte obtenue par action des /-symboles de Hasse ((’—j—)) sur les
plf

unités de K :

(i) 1o EEK)EEK) NN @I, 5 Gal (Ly/R) - 1.
pif

Plus généralement (cf. [9], §4), si & est un ensemble fini de places de K
(étrangéres & # dans le cas qui nous intéresse ici), la suite exacte (vii) se
généralise sous la forme :

i)y 1 87(K)/87(K) A ¥ T ( ® :Df) ® ( o) sf,’)

pes PES

", Gal (LZ/R%) - 1.

Dans celle-ci, K¥ désigne le /-corps de classes de Hilbert en dehors de &
(i.e. 1a plus grande sous-extension de K qui est #-décomposée sur K),
L7 le ¢-corps des genres en dehors de & relatif & L/K (i.e. la plus
grande sous-extension de [, #-décomposée sur L, qui provient par
composition d’une extension abélienne de K), Ly la sous-extension
maximale de £ qui est abélienne sur K; DY et °37 sont les /-sous-
groupes de décomposition et d’inertie d’'une place p dans I’extension
abélienne [J/K; enfin h” est le composé des ¢-symboles de Hasse

Ly/K P - .
Y et p” est la surjection canonique.
14

Introduisons maintenant le corps K déja défini (analogue /-ramifié de
K?), notons LY la sous-extension maximale de L¥ qui provient par
composition d’une extension abélienne de K (analogue /-ramifié¢ de £%),
et LY la plus grande sous-extension de LY qui est abélienne sur K.
Nous obtenons ‘le schéma galoisien (ou &“(L) est le sous-groupe de
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a’(L) qui fixe LY et ¥”(L) le quotient correspondant) :

%7 (L)

e e

L a?Lja® Ly* LRY a? Ly ja? (L) [ a’ (L)

Lb, ——— LR ——I¢

L.?

LARY Mx@WL) oo

K

Et nous disons que L est le /-corps des &#-genres infinitésimaux de L/K .
Considérons I’extension (en général infinie) L/K : pour toute famille

(o,), déléments de la somme directe ( @ 27 ) ® ( @ #7 ) des

pes p¢ES
groupes de décomposition ou d’inertie des places de K dans LJ/K, qui

vérifie la formule du produit [ o, = 1, et tout sous-corps M de L de

P
degré fini sur K, la suite exacte (viii), appliquée a ’extension abélienne
M/K, nous assure I'existence d’une &-unit¢ ey qui vérifie l'identité

em, M/K

(—-——p——) = 0,y pour chaque place p. Le groupe &7(K) étant

compact, nous en concluons que les éléments o, proviennent tous, via les

£4
,Ly /K
symboles de Hasse ( L;/

autrement dit, que nous avons la suite exacte courte :

), d’une méme ZL-unité ¢ de &7(K);
14

(ix) 1- &7(K)/&%(K)
nﬂa(@ 9{)@(@ Jﬁ')—»Gal(l{/K”)—» 1.

pes PeS

Si maintenant o, est égal a 1 pour les places au-dessus de 7, 1’élément
€ obtenu est dans le sous-groupe &7(K) de #7(K) constitué¢ des -
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unités qui sont normes locales en ¢ dans Iextension Ly/K; ce qui se
traduit par I’exactitude de la suite courte (ou tous les termes sont finis) :

x) 1-&7K)/EL NN > ( &) @;2’) ® < &) Jf,’)
pes Pes
pLe

- Gal (LY/K") > 1.

Le but de la section qui suit est d’établir que dans la suite exacte (x), le
groupe &7 (K) peut étre remplacé par le sous-groupe infinitésimal &7 (K).
Enongons ce résultat :

THEOREME 6. — Dans une extension galoisienne finie L/K de corps de
nombres, les £-symboles de Hasse attachés a la sous-extension maximale L)
abélienne sur K du ¢-corps des & -genres infinitésimaux de L/K donnent
naissance a la suite exacte des genres :

(xi) 1 &5 (K)/EL(K) NN - ( @D -@i’) ® ( @D ff’)

pes PES

P, Gal (LY/R%) - 1.

CoROLLAIRE. — Lorsque le corps K vérifie la conjecture de Leopoldt, le

groupe de Galois de I'extension Ly/R s’identifie a la somme directe @ 5 »
pre
des /-groupes d’inertie des places qui ne divisent pas /.

Nous disons que la ramification est déployée dans L,/K.

d. Genre infinitésimal d’une extension abélienne.

Désignons par A" le sous-module des éléments de 4" qui sont
infinitésimaux et étrangers 4 f. Nous savons, par le lemme 3, que toute
classe de (L) peut étre représentée par un idéal de #'(L). Cela étant, la
théorie du corps de classes nous dit que le sous-module (L) associé a la
sous-extension maximale de L[ qui provient par composition d’une
extension abélienne sur K est engendrée par les classes dans ' (L) de
ceux des idéaux de #'(L) dont la norme sur K peut s’écrire:

Nyx(d) = . Nyx(B), avec zxe’, et Beg'(D).
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Mais comme le groupe d’Artin de L/L est précisément 2, (L), I'idéal
Nk (B) est dans N x(2,(L)), et la condition précédente signifie
simplement que N, x(%) est un idéal principal engendré par un
infinitésimal qui est norme locale partout dans I’extension L/K. D’ou la
définition du genre infinitésimal :

AL) = {ctWeAL)Ue #F1(L) et Nx®A) = (), avec xe ¥ }.

Maintenant, notons 2!  le groupe des idéaux principaux-infinitésimaux
étrangers 4 f et définissons le rayon infinitésimal par :

A (K) = {ae? (K)a=(x), avec x =1 (mod, )}

(la congruence signifiant que 1’élément x doit étre pris dans le groupe
(1+9%). Par lisomorphisme du corps de classes, le groupe de Galois de
I’extension abélienne L,/K s’identifie au quotient :

Gal (Ly/K) = #'(K)/2L (K)N x (ZL,(L)).
Et son sous-groupe Gal (L,/K) est ainsi:
Gal (Ly/K) ~ 2!, (K)/#!,(K)N (2, (L)).

Notons alors X le groupe des infinitésimaux de X  qui sont étrangers
a f, puis #.(K)={xeX T |x =1 (mod, )}.
Nous obtenons sans peine la suite exacte courte : »
15 6, (K)/E,(K) NN = A U (K)N k(L)
- 2L (K)/ R (K)Nyx (PL (L) — 1

qui n’est rien d’autre que la suite (xi) écrite lorsque & se réduit aux seules
places a I'infini :

i) 1 - &,(K)/ELK) NN = P £, - Gal(Ly/K) > 1,
pre
en vertu de la décomposition directe
AU KN (L) ~ @ U,(K)/N(Ug(Ly))
pre

et des isomorphismes de réciprocité locaux.
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Plus généralement, il est facile de voir que le #-genre infinitésimal de
I’extension galoisienne L/K est donné par l'identité :

aA’(L) = {ctMed’(L)Ae ¢ et Nyx(A) =xb,
avec xe AT et be £,(K)},

qui conduit, comme plus haut, & la suite exacte attendue :

xi) 1-&K)/ELK) NN > ( &) @f) o) ( @ Jf,’)

pes PES
prL

} - Gal (L7/K") > 1,
ce qui achéve la démonstration du théoréme 6.

Montrons pour conclure comment ce dernier résultat permet de préciser
le théoréme S. Supposons, pour simplifier, que & contienne les places
ramifiées dans I’extension galoisienne L/K (sauf, éventuellement, celles au-

dessus de #) et considérons le noyau dans “(L) de la norme
arithmétique Ny :

a’(L)* = {ct(Wead”(L)Ue #I(L) et Ny x(A) = xb,
avec xeX , et be £,(L)}.

Le théoréme 6 nous conduit a I'identité :

v4
@) - KL 14l .
' T [Lo:LAR"] ~ (6Z(K): €%(K)n A)[L,: LNK]

Pour la retrouver directement, remarquons que si U est un idéal de
F#'(L) qui représente une classe de ¥ (L)*, les générateurs infinitésimaux
x de l'idéal &-principal-infinitésimal Ny, () sont normes locales en
dehors de &% . Faisons choix, pour chaque place p de K, d’une place B
de L au-dessus de p et considérons la famille h(x) = ((x, Ly/K,)), des
symboles de restes normiques associés aux extensions locales
correspondantes (par le corps de classes local, le symbole (x,Lg/K;) prend
ses valeurs dans le /-Sylow D, du groupe de Galois de la sous-extension
abélienne maximale de I’extension locale Ly/K,). Elle est contenue dans le
sous-groupe I',, de la somme directe des D, constitué des éléments (o,),
qui vérifient la relation o, = 1 pour les places p au-dessus de ¢, et dont
les restrictions a la sous-extension abélienne L,/K satisfont la formule du
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produit. Et puisque z est défini modulo une & -unité infinitésimale, nous
obtenons ainsi une application de &”(L)* dans T ,/h(£%(K)) dont le
noyau est précisément (L). Comme maintenant, ordre du quotient
I,/b(€%(K)) est précisément :

I,
@K): %K) N A)

[T Dyl

pes

T LK) LK) A ALy :LnK]
[T 1271

pes

T @® ) A e LR

(Co : H(EL(K)) =

I’égalité des ordres nous permet de conclure a I'exactitude de la suite
courte :

1 - a7(L) » a”(L)* > T, /h{(E)K) ~ L.

Toute famille de ', est ainsi I'image par h d’un élément de ", norme
locale en dehors de &, ce qui montre que la . formule du produit dans
Lo/K est, avec les conditions o, = 1, pour p|/, la seule relation entre
les symboles de Hasse infinitésimaux attachés a [I’extension
galoisienne L/K.
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