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1. Introduction.

Les ensembles polaires dans C" , c'est-à-dire les ensembles où
une fonction plurisousharmonique qui n'est pas —°° identiquement
admet cette valeur, apparaissent comme des ensembles exceptionnels
dans beaucoup de problèmes en analyse complexe. C'est par exemple
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le cas pour les ensembles négligeables, définis comme des ensembles
où on a u < u* pour une fonction u = lim sup u. avec u-
plurisousharmoniques, comme l'ont montré récemment Bedford et
Taylor [1]. Les questions de croissance d'une fonction entière de
deux groupes de variables x € C" et y G C^ ont été étudiées depuis
longtemps, cf. l'introduction de Kiselman [10]. Il apparaît alors que
la croissance est essentiellement la même en y pour toutes les valeurs
de x , sauf quand x appartient à un ensemble polaire. Notre but
ici est d'établir un énoncé de ce type, très général et précis, quand
x et y varient dans des espaces de dimension infinie ; voir le
théorème 4.1.

C'est grâce au principe du minimum établi dans Kiselman [8]
qu'on trouve de façon assez constructive des fonctions plurisous-
harmoniques qui montrent que les ensembles où la croissance est
faible sont polaires. En particulier les résultats sont indépendants
de toute théorie de capacité.

Une conséquence facile du théorème 4.1 est que tous les bornés
de certains espaces de Fréchet sont polaires ; voir le corollaire 4.2.
Cette question a été étudiée par Leiong [16] et Dineen, Meise et
Vogt [2],[3].

Leiong [13, 14] a étudié d'autres problèmes en dimension infinie
pour lesquels les ensembles exceptionnels sont polaires.

Nous démontrerons comme application du théorème 4.1 un
résultat (le théorème 6.2) sur la croissance de la composition
v o x d'une fonction plurisousharmonique v définie dans C" et
des applications holomorphes x de C'" dans C" . Cette compo-
sition a une croissance maximale pour toutes x sauf celles qui
appartiennent à un ensemble polaire dans l'espace de Banach de
toutes les applications considérées. Cela veut dire, d'une part, que
l'ensemble des applications holomorphes avec une croissance plus
lente que maximale est très petit, et, d'autre part, que la restriction
i;|X de v à l'image X = = x ( C " ) de x croît aussi vite que v
globalement excepté d'une petite classe d'ensembles X. Bref, la
croissance de v o x peut être lente pour deux raisons différentes :
ou bien x croît lentement, ou bien v croît lentement sur l'image
de x , mais l'un ou l'autre n'arrive que si x est dans un ensemble
polaire. Voir à ce sujet aussi les travaux [11] et [12] de l'auteur.
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Pour démontrer le théorème 6.2 nous aurons besoin de la
résolution d'un problème d'interpolation pour les fonctions
entières d'une variable complexe (voir le paragraphe 5) : il s'agit
de trouver, étant donnés des points a. G C sans point d'accumu-
lation, ^ entière satisfaisant à des majorations très précises et
avec des valeurs ^(cij ) == bp prescrites, mais en revanche seule-
ment pour certaines sous-suites (a, ) de (a;). C'est donc unP '
énoncé de type tout à fait classique mais que nous n'avons pas
trouvé dans la littérature.

Nous montrerons par des exemples que les conditions sur la
croissance données aux paragraphes 5 et 6 sont très précises. En
ce qui concerne les conditions au paragraphe 4 ceci a été fait
déjà dans notre travail [10] ; voir les théorèmes 2.4 et 2.5 de celui-ci.
Dans la même direction, Loksin [17] a montré que, étant donné
un ensemble polaire E de classe F y dans C" , il existe / entière
dans C"^ telle que l'ordre p(z) de t 1—> f(z , t) soit 0 pour
z G E mais que sup p(z) = 1 .

Je tiens à remercier Leif Abrahamsson, Christer Borell, Urban
Cegrell, Lawrence Gruman, Pierre Leiong, Reinhold Meise et
Mikael Pettersson de toutes les discussions intéressantes sur les sujets
traités ici que j'ai eues avec eux, et tout particulièrement Mikael et
Larry qui ont lu et commenté le manuscrit.

2. Les fonctions plu ris ou sharmo niques.

Nous utiliserons dans cet article une définition des fonctions
plurisousharmoniques qui est la plus vaste possible, c'est-à-dire
celle où les propriétés topologiques requises sont les plus faibles.
Rappelons-en ici les propriétés les plus élémentaires.

Soit E un espace vectoriel complexe. Une partie X de E est
dite finiment ouverte si elle coupe tout sous-espace G de E de
dimension finie suivant une partie ouverte pour la topologie usuelle
de G (c'est-à-dire celle obtenue en identifiant G à un espace
cartésien C"). La famille de toutes les parties finiment ouvertes
de E définit la topologie finie de E. (Voir Hille [4, p. 71].)
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Soit X une partie finiment ouverte de E et u :
X —^ [— °°, + °°[ une fonction numérique qui ne prend pas la
valeur +00. On dit que u est plurisousharmonique dans
X, ^GPSH(X), si u est semicontinue supérieurement par
rapport à la topologie finie et si u satisfait à l'inégalité de la

/ i
moyenne u(x) < u(x •+- e2"15 y ) d s pour tout ;c€X et tout

o
y CE tels que le disque x 4- Dy = {x + ty e E ; r € C , |r| < 1}
soit contenu dans X. Il revient au même de dire que, pour toute
application linéaire /: C" —^ E, la fonction composée u ^ f est
définie dans un ouvert et y est plurisousharmonique au sens
classique.

Bien que la topologie finie ne soit pas une topologie vectorielle
en général (voir Kakutani et Klee [6]), les résultats fondamentaux
sur les fonctions plurisousharmoniques dans les espaces de dimension
finie — et parmi eux notamment le théorème de convergence, voir
Kiselman [9, Th. 5.2]-- demeurent vrais.

Soit t une topologie sur E et X une partie r-ouverte de E.
Nous noterons PSH^(X) l'ensemble des fonctions plurisoushar-
moniques dans X qui sont semicontinues supérieurement par rapport
à r.

Une partie Y de X sera dite polaire dans X s'il existe
u GPSH(X) telle que u(x) = — oo pour tout x EY et telle que u
ne soit identiquement — oo dans aucune composante connexe de
X. On dit que Y est strictement polaire dans X si en outre u
peut être choisie <0 . De même on dit que Y est (strictement)
polaire pour PSH^(X) si u peut être prise dans cette classe et non
identiquement — oo dans aucune composante connexe de X par
rapport à t . Si t est plus faible que la topologie finie, PSH^(X)
est contenu dans PSH(X) ; si, de plus, X est un couvert dont
toute r-composante connexe est aussi connexe pour la topologie
finie, alors tout ensemble polaire pour PSH^(X) est polaire. Enfin
si E est un espace vectoriel topologique et X un ouvert de E nous
dirons "polaire dans X" tout court au lieu de "polaire pour
PSH^(X) où t est la topologie dans X induite par E".
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3. La convolution infimale et la transformation de Legendre.

Quand il s'agit de comparer la croissance de deux fonctions
convexes, la convolution infimale apparaît comme une opération
fondamentale, en effet aussi fondamentale que l'addition qui lui
est duale sous la transformation de Legendre. Le but du présent
paragraphe est d'en rappeler les définitions. Pour la théorie générale
des fonctions convexes nous renvoyons à Rockafellar [19] ou loffe
et Tihomirov [5]. Cependant, en ce qui concerne l'arithmétique
de la droite achevée [ — 0 0 ^ + 0 0 ] nous avons préféré suivre Moreau
[18], car c'est les additions supérieure et inférieure qui rendent le
maniement des quantités infinies le moins pénible et les exceptions
qu'elles causent dans les énoncés le moins difficiles à retenir pour
le cerveau humain.

L'addition, considérée comme opération + : R2 —> R ,
admet un prolongement semicontinu supérieurement •+•* :
[— °°, -+• oo]2 ——> [— oo, -h oo] et de même un prolongement
semicontinu intérieurement + ^ , donc

a -+-* b = lim sup x + y , (a , ^) E [— oo, 4- oo]2 ;
x.yGR

( x , y ) -> (a,&)

cette opération prolongée, nous l'appellerons addition supérieure, et
l'autre addition inférieure. Nous écrirons a + b au lieu de a +* b
quand a + ^ b ^ a ^ - ^ b .

Si / et g sont deux fonctions convexes définies sur un
espace vectoriel, alors leur somme supérieure / +* g est elle aussi
convexe (par contre, leur somme inférieure ne l'est en général pas).
Parmi les règles formelles concernant ces opérations notons les
suivantes :

LEMME 3 A.-Soient f: X -> [ — o o ^ - h o o ] une fonction
numérique et a €E [— oo , + oo] une constante. Alors

sup (a +„ f(x)) = a +„ sup f(x) . (3.1)
x^ jcex

On a sup (a +*/(x)) =a +* sup f(x) sauf si a = + oo, X = 0
xex jcex

où a ==—°°, /< +°°, sup/= +°° ;
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et sup (û 4-* f(x)) = û 4 ^ sup /(x) 5ûH/ 5z a = 4- oo,
jcex xex

X =^ 0,/ = — °° identiquement ou a = — °° ^ / admet
la valeur 4- oo .

Heureusement on n'a besoin que du premier cas ici.

DEFINITION 3.2. — Etant données deux fonctions numériques
f , g : F —^ [ — 0 0 ^ + 0 0 ] définies dans un espace vectoriel F
nous définissons leur convolution infimale de rapport e, où
0 < e < 1, comme suit :
f^gW- inf ( ( l~e) /0c)+*e^(z) ; ( l - e) x + ez ^ y ) , y CP.

JC.ZGF

Nous utiliserons f °ç g comme une espèce d'interpolation entre
/ et g\ la proposition 3.5 ci-dessous en fournira une explication.
La définition ici est une variante de la convolution infimale ordinaire,
qui est / o g(y) = 2(/ a^ g) ( y / 2 ) ; d'autre part on peut exprimer
Qç à l'aide de a : f °ç g = f^_ç a gç où ^(z) = € g ( z / e ) . Il s'en
suit que / Qç g(y) est fonction convexe de (y , e) G F x ]0 , 1 [
si / et g sont convexes.

Exemples. — Une fonction / est convexe si et seulement si
/ "e / = / (ou f°ef^f) P0^ tout e satisfaisant à 0 < e < 1.
Si / est convexe et si nous définissons f^(x) = af(x/a), alors
fa °e A = fs ou <î = (1 — €) a 4- e7. Soit i^ l'indicatrice de
A C F, à savoir i^(x) = 0 si x € A et i^(x) = 4- oo si x € F\A.
Alors ^AO "e ^AI = iA, où A, = (1 - e) AQ + eA^ .

DEFINITION 3.3. — So it F* /^ rfMû/ algébrique d'un espace
vectoriel réel F. On définit la transformée de Legendre f d'une
fonction numérique f : F —^ [— oo, + oo] par

/(T?)= sup «^ ,77) - /W)=-/aî?(0), 7?€F*.
y(=F

PROPOSITION 3.4. — En identifiant un espace vectoriel F à
son bidual algébrique F**, on a T^f pour toute fonction
numérique f\ F — ^ [—oo , -h oo]. Si f est convexe on a
/(û) =/(û) pour tout point a qui est intérieur pour la topologie finie
dans l'ensemble {y € F ; f(y) < + 00}.
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On note que le dual algébrique est le dual topologique par
rapport à la topologie localement convexe la plus forte de F, et
que / est continue pour cette topologie en tout point tel que /
soit finie dans un ensemble finiment ouvert le contenant. La
proposition découle donc de la théorie des fonctions convexes dans
les espaces localement convexes, cf. loffe et Tihomirov [5, p. 175].

Remarque. — Si la dimension de Hamel de F est non-dénom-
brable, il existe une fonction convexe sur F à valeurs dans
] — o o ^ -h oo ] qm est semi-continue intérieurement par rapport à la

w
topologie finie mais qui satisfait à /(O) < /(O) = 4- oo. Cette
fonction n'est donc pas semi-continue inférieurement par rapport
à la topologie localement convexe la plus forte de F.

PROPOSITION 3.5. — Soient f et g deux fonctions numériques
définies dans un espace vectoriel F. Alors on a

( f ° g r = r ^ ^ g
et (/ o^r = (1 - e)/^ eg dans F*

pour tout e satisfaisant à 0 < e < 1.

Notons que f - ^ ^ Ï est convexe car cette fonction vaut
/+*? sauf si elle est constante. Grâce à la règle (3.1) concernant
l'opération "sup", la démonstration de cette proposition est très
facile et consiste en un calcul direct. Cf. Rockafellar [19, Th. 16.4]
et loffe & Tihomirov [5, p. 178].

L'utilisation de la transformation de Legendre en analyse
complexe repose sur le résultat suivant :

THEOREME 3.6 (Le principe du minimum). — Soient X une
partie finiment ouverte d'un espace vectoriel complexe et
Y = F ^ i¥ le complexifié d'un espace vectoriel réel F. Soit
^ G P S H ( X x Y ) indépendante de la partie imaginaire de
y G Y dans le sens que u(x , y ^ ) = u(x , y ^ ) si y^ = y^ + iy^
avec y ' j ç , y^ E F, k = 1,2, et y\ = y\. Alors

v(x) = inf u(x , y ) , x Œ X,
y(=Y

est plurisousharmonique dans X.
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Dans Kiselman [8, Th. 2.2] nous avons démontré ce théorème
dans le cas où les espaces sont de dimension finie. La réduction à
cette situation est triviale pour X, un peu moins triviale pour Y.
Soit G un sous-espace de F de dimension finie et posons

Vr_(x) = inf u ( x , y ) , x E X .
yGG+i'G

Du principe du minimum en dimension finie on déduit que VQ est
plurisousharmonique dans X, car il suffit de regarder les traces de
VQ aux sous-espaces de dimension finie. On a v = inf Vç où G

G

varie dans l'ensemble filtré de tous les sous-espaces de dimension
finie. Bien que cette famille ne soit pas dénombrable en général on
peut conclure que v satisfait à l'inégalité de la moyenne. La
démonstration en est très semblable à celle que nous avons donnée
dans Kiselman [7, p. 42].

On sait que la fonction u du théorème 3.6 est convexe en y
et comme u ne prend jamais la valeur 4- oo dans X x Y on a
toujours, d'après la proposition 3.4,
u(x , y ) = î!(x , y ) = sup « R e > / , î ? > — u(x, T?)) , ( x , ^ ) G X x Y,

TÎ€=F* (3.2)
où u est la transformée de Legendre partielle, c'est-à-dire par rapport
à y : u(x ,r?) = sup ((y ,17) — u(x , y ) ) , Oc , r î )eX x F* (nous

y€F

avons identifié F au sous-espace F ^ iO de Y). Bien entendu
cela est tout à fait indépendant de l'analyse complexe. Mais le
principe du minimum nous fournit l'information supplémentaire
que dans la représentation (3.2) de u comme enveloppe supérieure
de fonctions affines en y , chaque terme est aussi une fonction
plurisousharmonique des variables ( x , ^ ) E X x Y. Ce sont ces
termes qui nous serviront d'éléments dans la construction du
paragraphe suivant.

4. Croissance des restrictions des fonctions plurisousharmoniques.

THEOREME 4.1. —Soient X une partie finiment ouverte d'un
espace vectoriel complexe E, et Y = F ® fF le complexifié
d'un espace vectoriel réel F. On se donne une topologie t dans
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E qui est plus faible que la topologie finie, et une fonction
^ G P S H ( X x Y ) indépendante de la partie imaginaire de ^ G Y
et telle que la fonction partielle x •—^ u ( x , y ) soit semicontinue
supérieurement par rapport à t quelque soit ^ € E F . Etant
données trois fonctions f: X —^ R , localement bornée supérieu-
rement par rapport à t , et g , h: F —^ [— 0 0 ,4 '0 0], on pose

X(/;g) = { x G X ; u ( x , y ) < f ( x ) + g ( y ) pourtant y G F} (4.1)
et X ( / ; g , A ) = U X ( / ; g D , A ) . (4.2)

0 < e < l

Soit a? une partie t'ouverte et t-connexe de X(/;g). Alors, si
co H 0 X(/+ 6 ; g , / î ) ^ c j , (4.3)

6> 0

cet ensemble est polaire pour PSH^(co) ; plus généralement
a? H X(/\ ; g , h) et cj H X(/^ ; h) sont polaires quel que soit la
fonction f^ à valeurs réelles. Si f vaut zéro identiquement et si

a;nX(0;g,A)^.cù, (4.4)

alors (jù H X(0 ; g , h) et a? H X(0 ; h) sont strictement polaires
pour PSH^CJ).

Démonstration. — On va étudier des fonctions de la forme
UQc) = 2 c,(i(7?,) - H(x , T?,)) , x G a;,

où c, > 0 et où les T .̂ G F* sont choisis de façon que ?(î?y) G R .
La fonction x < — ^ — i < ( x , i 7 ) = inf (u(x , y ) — <^ , 17» est>/GF
semicontinue supérieurement par hypothèse et plurisousharmonique
d'après le principe du minimum (voir le théorème 3.6). Comme les
g^(rff) sont des nombres réels, chaque terme dans la série définissant
U est une fonction r-plurisousharmonique. Pour étudier la
convergence de celle-là on note qu'on a toujours

u(x,y)<f(x) ^ g ( y ) , ( x , y ) € X ( f , g ) x F ,
et par conséquent, en prenant la transformée de Legendre par rapport
à y , -S0c,7?)</0c)-i(r?), (x , T?) G X(/;g) x F* , d'où
c,(g(î?) - ÏOc, r])) < c,/0c) < + oo si gW G R .
Si la série S c • converge il s'ensuit que U est r-plurisousharmonique,
car pour tout XQ E cj il existe un ^-voisinage de Xç où / est
bornée supérieurement, disons f(x) < A, et U peut s'écrire
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U(x)= ^c^g(^)-u(x,rî^))
2

fit 00

= lim ^ CÀÏ^.) - 'u(x , T?.) - A) 4- A V c.,
m-+00 2 / / / ^ /

donc comme limite d'une suite décroissante de fonctions r-plurisous-
harmoniques. Notons que si / vaut zéro identiquement, on peut
prendre A = 0 et l'hypothèse que 2 Cy converge devient inutile.

Nous avons donc établi que U G PSH^(û;) ; examinons son
ensemble polaire. Toute inégalité de la forme

u ( x , y ) < f , ( x ) - ^ g o , h ( y ) , y C F , (4.5)
conduit à une majoration
- ÎT(x , ry) < f, (x) - (g o^r (r?)

=/i0c)-((l - e ) g W + ^ € h W ) , î?eF*, (4.6)
où l'égalité découle de la proposition 3.5 ; donc si ^(17) est un
nombre réel :

gW - ît(x , r?) < f, (x) - e(h(rï) - gW), r? E F* .
Si les Cj sont choisis de façon que 2 Cy < 4- oo et

2;^(A(r7,)-i(r?,))=+oo (4.7)

il vient, pour tout x satisfaisant à (4.5),
U(x) < f, (x) 2 c, - e 2 c,(/T(r?,) - ?(r?,)) == - oo

et donc U vaut — °° sur cj H X(/^ ; g , A) ainsi que sur
c<;OX(/^ ; A ) ; il suffit pour voir cela de définir g ^ A = A dans
le calcul précédent. Si f^ = 0 on peut admettre que 2 c. diverge.

Finalement il faut voir que U ne vaut pas — °° identique-
ment dans a;. Toute inégalité de la forme (4.6) entraîne

^ ( x , y ) <f,(x) + (g o, h)^ ( y ) <f,(x) + (g n, h) ( y ) , y G F.
Or, comme y '—^ u ( x , y ) est convexe et ne prend pas la valeur
+ °° on a îf = u (voir la proposition 3.4) : il s'ensuit que (4.6)
donne u(x , y ) < /i (x) + (g ̂  h) ( y ) , y E F , c'est-à-dire que
xEX(/ i - , g ^ h ) . Si

a G ex; C X(/;^) et û ̂  H U X(/ + 5 ; g a h)
6 > 0 0 < e < l

il existe alors ô > 0 tel qu'on n'ait pas (4.6) pour x = a ,
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/i == / + 5 et e = = l / 7 , 7 = 2, 3 , . . . ; il existe donc des points
TL € F * tels que

-î7(û,7?,)>/(û) +S- (ga^ .Ar(^ ) , 7 = 2 , 3 , . . . . (4.8)
D'autre part le fait que a^X(f,g) montre que

-u(a,rî)<f(a)-g(rî), (4.9)
d'où en particulier
f(a) - g(î?,) > f(a) + S - (g D^ AF (î?y)

=/(û) + ô - ((1 - l//) ?(T^) +„ (l//) A(î7,)).
Or, cette inégalité stricte est impossible si ?(T?.) = 4- oo ou si
i(î?,) = -00. On a donc bien ^) G R , et (4.8) et (4.9)
peuvent s'écrire

0 > - ô > ?(r?,) - î(û, ̂ ) - f(d) - S > (l//) (g(^.) - A(^)).

Il existe donc des nombres c. > 0 tels qu'on ait S Ci < + oo ^
(4.7) et en même temps

U(û) = 2c,(g(î7,)-î7(û,r?,))>-oo, (4.10)

où, répétons le, — oo < g(^.) < 4- oo et — oo < A(r^.) < 4- oo,
7 = 2,3 , . . . . Ceci montre que U(û) > — oo et donc que l'ensemble
o;nx(/i , g , h ) où U vaut — oo est polaire dans u.

Pour la dernière affirmation du théorème on prend
a G cj\X(0 ; g , h) et on obtient donc une majoration

0 > ̂ .) - H(a, T?,) > (l//) (?( .̂) - A^))
ce qui garantit l'existence des c^ > 0 satisfaisant à (4.7) et (4.10)
mais, cette fois, peut-être avec £ c. = + oo. Comme nous l'avons
déjà remarqué, cela ne gêne pas, et on a même U < 0 dans a?,
donc a? H X(0 ; g , h) strictement polaire.

Parmi les conséquences du théorème notons :

COROLLAIRE 4.2. — Soient E un espace vectoriel complexe et
^ E P S H ( E x C ) indépendante de la partie imaginaire de yG.C.
Supposons que p y ( x ) = e u ( x ) y ) est une seminorme pour tout
y E R et que l'espace E muni de la topologie définie par toutes
ces seminormes est séparé et complet. Alors ou bien E est un espace
de Banach ou bien toute partie bornée de E est polaire dans E.
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En particulier on peut prendre E = (9(C") et
u ( x , y ) = sup log|^(z)|, ( x , y ) e E x C.

\z\^\ey\

Toute partie polaire dans E est bien entendu strictement
polaire dans un ouvert convenable la contenant. Que les bornés de
E admettent cette dernière propriété a été démontré par Leiong
[16, Th. 10 et Corol. 1]. Dineen, Meise et Vogt [2] et [3] ont
poursuivi l'étude des espaces où toute partie compacte est polaire.
En particulier, le corollaire 4.2 est une conséquence de leur
théorème 7 [3]. Voir aussi Leiong [15, Corol. du Th. 5].

Démonstration du corollaire 4.2. — Soit M une partie bornée
de E ; on a h ( y ) = sup u(x , y ) < + °°, y G R , et A est donc

xGM
une fonction convexe sur R à valeurs < + °°. Il s'ensuit que
g Dç h est < + oo partout sur R pour tout e avec 0 < e < 1
et toute fonction g non identiquement + oo. Nous allons
prendre g ( y ) = c quand y appartient à un intervalle compact non
vide [ a , b ] et g ( y ) = + oo quand y^.fï\[a,b]. Ici la constante
c sera choisie telle que -+• oo > c > sup h(y)\ notons que cela

y^a.b]
entraîne que g Qg h ( y ) est fonction décroissante de e, 0 < e < 1.

Avec la notation (4.1) nous avons
E(/;^) = [ x e E , u ( x , y ) < f ( x ) + g ( y ) pour tout y € R } .

Pour que E(/;g) soit l'espace E tout entier il suffit que
f(x) + c > sup u ( x , y ) =y ^ [ a , b ]

sup(u(x ,a ) , u(x ,6)) = log sup(p^(x),^(x)).
Avec une telle / on a donc E(f',g) = E et nous pouvons choisir
a? = E, l'intérieur de E(f',g) par rapport à la topologie t qui
sera celle définie par les seminormes p , y G R , ou, ce qui revient
au même, pjç , k G Z .

Définissons maintenant
M, = E(7;go^. / î )

= { x C E ' , u ( x , y ) <j ^ g ^ ^ i / f h Ç y ) pour tout y € R} ;
c'est un ensemble borné, fermé, convexe et symétrique dans E. Alors
deux cas se présentent : ou bien la réunion des My, / = 2, 3 , . . . ,
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est égale à E, ou bien il existe un élément dans le complémentaire
de U M.. Dans le premier cas le théorème de Baire nous garantit
l'existence d'un point intérieur dans un des bornés M., et par
conséquent E est un espace de Banach. Dans le deuxième cas nous
allons vérifier la condition (4.3). Soit XQ un élément dans
E\ U M. qui existe par hypothèse, et supposons que
XQ G E(/ 4- 1 \g , h). Il existe donc un e , 0 < e < 1, tel que

u(Xo,y)<f(Xo)^- 1 4 - g n ^ ( ^ ) , ^ E R .
En prenant / satisfaisant à 7>/0co) + 1 et ;> 1/e nous avons
g n^ h(y)<g " i /yAC^) et donc uÇx^ , y ) </ + g "i/, h ( y ) ,
c'est-à-dire XQ G M., contradiction qui montre que

XQCG}\E(f^ l ; ^ , A ) C o A H E ( / 4 - 6 ; ^ , A ) .
6 > 0

Donc (4.3) est satisfaite et le théorème 4.1 nous dit que ou H E(0 \h)
est polaire dans o ? = E . Or E(0; /z) contient par définition
l'ensemble M donné.

5. Interpolation des fonctions entières.

Dans les applications du théorème 4.1 c'est la condition (4.3)
ou (4.4) qui garantit que la fonction plurisousharmonique construite
ne soit pas identiquement — °°. Il s'agit donc de démontrer
l'existence d'un élément qui n'admet pas une certaine majoration,
et dans le cas que nous aborderons dans le paragraphe suivant cela
veut dire trouver une fonction entière qui n'est pas trop petite.
C'est cela que nous ferons ici : nous exprimerons le résultat comme
la solution d'un problème d'interpolation.

Ce paragraphe a donc un caractère auxiliaire par rapport au
reste de l'article - notons cependant qu'il y a un trait commun
dans la mesure où la transformation de Legendre est utilisée.

Soit <^ : C^ —^ C" une application entière et mesurons sa
croissance par

/ ( r )== sup log|^(z)|, r E R , (5.1)
\^\<et

où |z| et |<^(z)| sont des normes quelconques dans C'" et C" .
En développant ^ en une série
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^)= S P/^) (5.2)
/<=N

où les py sont des polynômes homogènes de degré / , on s'aperçoit
que, dans chaque domaine où l'un des p. domine les autres, la
fonction / est près d'une fonction affine de pente / . Cela fait que
/ peut être approchée par une fonction polygonale F ; posons

F ( r ) = sup( / r -7( / ) ) ,^R, (5.3)
/GN

où /(r) == sup ( r r — / ( r ) ) , r e R , est la transformée de Legendre
f€R

de /. La fonction F est donc la plus grande minorante convexe
et croissante de / dont les pentes sont des entiers; en particulier
on a /^ < F < /, où f^ est définie par l'équation

/i (r) = sup log sup |p,(z) |, t C R ,
\z\<et /eN '

analogue à (5.1).

PROPOSITION 5.1. - Soit ^: C171 —> C" une application
entière, et soient f et F définies par ( 5 . 1 ) et ( 5 . 3 ) respectivement.
Alors F </< F 4- log 3.

LEMME 5.2. (Les inégalités de Cauchy). - Si les polynômes
pj sont définis par (5.2), on a

Ip^l^lzl^-^zec^" ,/GIM.
Démonstration. - En effet, les inégalités de Cauchy nous permet-

tent de dire que |p,(z)| <çAiogl^l) dès que |2 p^z)\ < ^doglzi)
Donc |p,(z)| == \z\ï e-f5 ^.(^z/|z|) < \zV e-1^^ et en faisant
varier le nombre réel s on obtient l'inégalité désirée.

LEMME 5.3. — Soient ^ comme dans la proposition 5.1 et f
et pf définies par ( 5 . 1 ) et (5.2). Si J(k) est fini, alors

00 p-îw
\ Ï p,(z) \<\^\k ————^——^—— (5.4)

k 1 — |Z| e/(fc)~/(fc+l)

pour tout z tel que le dénominateur soit strictement positif,
c'est-à-dire tel que |z| < ^-W+Afc+D ^ ^



FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES 169

k ê-Afc)
|V p.(z)| < |z|^ ———————^————— (5.5)
'o 1 - |z|-i^-W-D+/W

po^r ro^r z tel que \z\ > ̂ -Afc-i)+/(fc)

Démonstration. - La série dans (5.4) peut être majorée par
une série géométrique dont le premier terme est Iz^ ^-Afc) et dont
le rapport est

|^[/+i e - ^ ^ ^ H z ^ e-7^ = \z\e7{J)-7u+^ < |z| é?7^-^1),
et (5.5) s'obtient de façon tout à fait analogue.

LEMME 5.4. —Notons t. les points de brisure de F, à savoir
^ = 7 ( 7 + 0-7(7), défini si 7(7') ou 7(7 + 1) est fini. Alors
on a, pour tout t satisfaisant à une des inégalités

tj_ i + 6 < t < t^ ^ — 5
où 5 > 0 : / ( r )<F( r ) + log2-log(l -e-6).

Démonstration. — On a, vu la définition (5.3) de F,
I z l ^ ^-/w < ^(^el2 l)

et donc le lemme précédent donne, si f{k) est fini :
k

1^)1 < 1 ï Pf(z)\ + lSp/^1»- > « <\k+l 0

|Z| ^-^+1 1 - [zl- 1
<^F(log|z|) 1—————!——————+——————î———————j

( l - |z| e-^+ï 1 - |z|-1 ^-1 )

^(0 j — — — — — ^ — — — _ _ )
( l -e-8 l -e~6 }

si t = log |z |, t — r^+1 < — 6 et ^_ i — t < ~ 6 . Ceci est vala-
ble même si f(k 4- 1) ou f(k — 1) est infini.

Démonstration de la proposition 5.1. — Soit }q ,r[ H N l'en-
semble des entiers où / admet une valeur finie, ~ ! < ^ < ^ < + o o .
Les r^ du lemme 5.4 sont donc définis si q — 1 <f <r et finis
si q < 7 < r — 1. Choisissons pour tout j satisfaisant à
q + 1 < / < A- — 1 un point x • E R tel que

7(/) = s^ (;r - /(r)) = /^ - /(x,).
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On note qu'on a /Oc/) = F(x.) et que r . ^ <Xy < r. si
q + 1 < / < r - 1 .

Si /• == ^7 + 1, la fonction <^ vaut zéro, et / = F = — 0 0 ;
si r = ^ + 2, (^ est homogène, ^ = ̂  -n » et / = F > si
r = ^ 4 - 3 , < ^ = p + i + p + 2 et on volt facilement que
/ < F + log 2. On pourra donc supposer dans la suite de la
démonstration que r > q 4- 4 : dans ce cas il y a au moins un
point Xf.

Si t se trouve entre deux des points Xy , disons Xj < t < x^ ^ ,
où q + 1 < / < r — 2, la dérivée de / (à gauche ou à droite) est
comprise entre / et ; + 1 ce qui nous donne

/0)</0c/) + ( / + l)(r-;c,)<F(r)+r~x,
et /(r)</(x,^)+7(r-^^)<F(r)+x,^ - r.
De même, si r est fini et t>Xy_^ , la dérivée de droite de / est
comprise entre r — 2 et r — 1, d'où

/(r)</0c,-2) +('•- 1) 0-^-2) ̂ œ^-^-^ •
Avec un inégalité semblable pour t<x^+^ on voit que
f(t) < F(r) + log 3 si la distance de r à un des points x^ est au
plus égale à log 3 .

Il nous suffit donc de regarder un point t tel que
|r —x. | > log 3 pour tout / . Il peut alors arriver que t se trouve
entre deux points x^ et x^^ avec

^•-i <^/ < r - l og3 < t < t + log 3 <^.+i < ^+1
et alors le lemme 5.4, avec 5 = log 3 , nous donne le résultat voulu.
Ou bien t se trouve à gauche ou à droite de tous les points x.. Si
t < je + ^ — log 3 on applique le lemme 5.4 avec / = q + 1 et
ô = log 3: / ( r )<F( r ) + log2-log(l -(T0) = F(r) + log 3 pour
tout t satisfaisant à — °° = ^ + log 3 < t < ^+2 — log 3 .
Or xq+2<ttq+2 et donc l'inégalité f(t) < F(r) 4- log 3 est
valable si t ^ x q + 2 ~ l o g 3 . Si, d'autre part, r est un nombre
fini et t>x^_^ -(-log 3, on peut appliquer le lemme 5.4 avec
; = r — 2 ce qui donne le résultat voulu pour tout t satisfaisant
à ^_3 + log 3 < t < ty_^ — log 3 = 4- oo et donc en particulier
pour tout ^ > .3Cy_^ + log 3. Cela termine la démonstration de
la proposition 5.1.
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Remarque. — Si m = 1 on peut regarder les fonctions holo-
morphes dans un domaine annulaire :

(p(^) = ^ CyZ 7 , e^o < \z\ <e5^ ,
/ez

et les résultats sont les mêmes quitte à remplacer F par

F ( r ) = = s u p ( / r - 7 ( 7 ) ) ^ o < ^ < ^ i •/ez

Soit maintenant g une fonction à valeurs réelles définie sur
l'axe réel. On définit

Ml^ = SUP \^z)\e-^o^z^, (5.6)
z €EC
z ^ O

et on note E^ l'espace de Banach de toutes les fonctions holo-
morphes < p : C —> C telles que ||̂ || soit finie. On pose

G(r) = sup Ut-gU)Xg(t),teH, (5.7)
/€=N

et on sait, d'après la proposition 5.1, que

Ml,, < MIc < 3 11^1^ (5.8)
car /< g 4- log |M|̂  donne F < G + log ||̂ ||̂  et ensuite

/ - l o g 3 < F < G +log 11^11^
d'où ||̂ ||ç < 3 \W\g . Les espaces Eç et E^ sont donc les mêmes
comme espaces vectoriels topologiques.

Nous dirons qu'une propriété a lieu pour toute suite suffisa-
ment espacée s'il existe des fonctions / : N^ —> N telles que
toute suite ( jp )^ avec 7p > /p ( /o , . . ., 7p -1 ) admette cette
propriété.

PROPOSITION 5.5. - Soit g : R —> R convexe et croissante
et soit G définie par (5.7). On suppose que g (et par conséquent
G) croît plus vite que toute fonction linéaire. Etant donnée une
suite (ap de nombres complexes sans point d'accumulation et un
nombre e > 0 , toute suite ( f p ) suffisamment espacée admet la
propriété suivante : pour toute suite (bp) de nombres complexes
il existe une fonction entière ^ telle que ^(cij ) = b , p G N , et

Wg < IMIo < (1 + e) ^ \bp\ exp(- G(log \a. |)). (5.9)
p p
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II existe une suite de nombres réels 7^ tels que
G(7fc)=^(7t). S'il y a une infinité d'indices /• tels qu'il existe
un k avec log \a,\ = 7^ on pourra donc choisir les / parmi

eux, et on aura ||<^ < (1 + e) ^ \b^\ exp(- g(log \a, |)).

Or ceci n'est pas possible pour des suites (a,) quelconques com-
me nous allons le voir. Supposons qu'on peut résoudre un
problème d'interpolation y(a^) = bp avec une <p satisfaisant à

IMI^ < C 2 \bp\ e-^'ogl-'/pl). (5 10)
En ne prenant qu'un bp i= 0 on aura donc

|ép| e-0^^ < ||^HQ < 3 |M|̂  < 3C \b^\e-^W

et ensuite g(\og \a^\) < G(log |a^|) + log(3C). Si par exemple
g(t) = t ï o g t , t> 1,

=0, t < l ,
on a g ( T ) = e T - l , T > I ,

= r , O < T < 1
= +00, r<0,

et les points de brisure de G sont t^= e'-1 (e- l). On a, avec
une constante c > 0: g(t,) - G(t,) = ce/-1 , et il est 'donc
impossible de résoudre le problème d'interpolation avec la majoration
(5.10) si les cif sont choisis tels que log |a.| = t..

LEMME 5.6. - On pose

S(x) (z) = 2 x, <?-?('"*> z " ' k , où x e î 1 ,zeC,^£IM.

Alors S est une application de î1 dans Eç de norme au plus
égale à un.

Démonstration. — On a
|S(;c)(z)|<2 |jcJ e-y^-'-'-tioglzl

< ll.ïlli exp(sup(Wfc log \z\ -'g(m^))
< Hxll i exp(G(log|z|)).

Donc ||S(X)HG < 11^1), .
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LEMME 5.7. - Etant données (^. ) et g comme dans la pro-
position 5.5 on choisit pour tout p E N un nombre m tel que

G ( a . ) = sup ( m a . / g ( m ) ) = m a . -?(m.) (5.11)p w e N /p • /p p

où a^ = log |û,|. 0^ pcw T(<^)p = ̂ ^ a^P (^ ), p G N ,
o^ <^ ^r M^ fonction entière, et T(^?) = (T(<^) ) ç ^ . ^Itor^ T
applique Eç ûfû^^ fi00 av^c norme au plus égale à un.

Démonstration. — on a
|T(<^)p| < |(^(a,p)l exp(- Wp a^ + g(Wp)) = |<^ )| exp(- G(ûy. ))

< II^HG .

LEMME 5.8. — Avec les notations des lemmes 5.6 et 5.7 on a :
pour toute suite suffisamment espacée (7 ) , T applique Eç dans
9.1 (et non seulement dans K0 0) et T o S : £1 —> i1 est bijective
avec ||(To S)"1 II < 1 + e, e étant strictement positif donné.

Démonstration. — On a
To S(;c)p -Xp = ̂ ^ a^P ^ Xj, e-^^ a^ -Xp

p k=0 p

d'où
I T o S(x)p—Xp| < ||x|li sup exp(g(mp)—mp^ -g(w^) + m^ Qy )

k ̂  p •

= ||x||i sup exp(- G(a^) —i(m^) + m^a^)

où l'égalité provient de la relation (5.11). On va montrer qu'il est
possible de choisir (/ ) de façon que

G(o^) +?(^)-m^ >c^ (5.12)
où c^ sont des nombres quelconques asujettis à la seule condition
c^ = 0 . En particulier on pourra choisir Cjç = ( p 4 - l ) c , f c ^ p ,
et il vient |T o S(x\ -x^\ < ||^||i e-^^^0 , p E N , d'où en

sommant ||T o S(x) -x\\, <\\x\\, -f——^'
00

La série de Neumann V (I — T o S)^ définit donc l'inverse
Ï
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de T o S , et la norme | | I — T o S | | ainsi que la différence

II (T o S)"1 II — 1 < ^ ||I — T o SH^ peuvent être aussi petites qu'on
T

veut avec un choix convenable de (/ ) et donc de c. Reste à
m outrer (5.12). /

Supposons que (5.12) a été démontrée pour 0 < f c , p < q ,
k+ p . Il s'agit donc de choisir OL de façon que l'inégalité soit
vraie aussi pour k = q , p < q et p = q , k < q , le nombre m
étant défini (bien que peut-être pas de façon univoque) par a.

'•>«' ' Q
grâce à (5.11). Or ceci est facile comme g et g croissent plus
vite que toute fonction linéaire : G ( a ) — w ^ a est aussi grand
qu'on veut avec a quel que soit m^ , k = 0 , . . . , q — 1, et de
même /g(m)—ma. est aussi grand qu'on veut avec m quel que
soit a. , 0 < p < q . Pour trouver a. on n'a donc qu'à satisfaire
un nombre fini d'inégalités, car les m tendent vers l'infini avec les
a. . Toutes les conditions sur / peuvent donc être résumées en
une seule inégalité / >f (/o , . . . , f q _ ^ ) , ce qui démontre le
lemme 5.8.

Démonstration de la proposition 5.5. — On choisit (/ )
d'après le lemme 5.8. Alors il vient avec T~1 = S o (T o S)~1 :

IIT-^KIISH (KToSr^K 1 +e .
Donc (^ = T-'Oc) satisfait à Mlç < (1 + e) \\x\\^ = (1 + e) £ \Xp\
et Xp = T(^)p = ̂ p) a^P ̂ ).

En introduisant 6., = e'^^p^ d?P x^ on a finalement
r / p r

\bp | = \Xp | exp(- g(mp) + m? a^) = \Xp \ exp G(û^)
(voir (5.11)), et MIc < (1 + e) S \bp\ exp(- G(o^)) ainsi que
^(a^)=bp , p G N .

Cela donne donc la solution du problème d'interpolation si le
membre de droite de (5.9) est fini, car alors x G£1 . Sinon, on n'a
aucune condition sur la croissance de ^ et la solution est classique.

Il est facile de formuler une version de la proposition 5.5 pour
des applications C —> C" . Soit E^(C,C") l'espace de toutes
les applications holomorphes < ^ : C —^ C" telles que 11^ IL
soit finie, où la norme est définie par (5.6) avec |<^(z)| désignant
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une norme quelconque dans C" ; notons N une constante telle
que M < Nsup |wJ < N2 |w| , vveC" .

PROPOSITION 5.9. - Soient g . G, (a? et e comme dans
la proposition 5.5. Alors pour toute suite suffisamment espacée
(7n) le problème ^interpolation <^(ûy ) = & p € C " admet une
solution entière < ^ : C —^ C" avec

MG ^N^l +e)S|&p|exp(-G(log|^|)) .

Démonstration, — Nous prenons une sous-suite (a^ )
d'après la proposition 5.5 et pouvons donc résoudre les équations
scalaires <^(û^ ) = b^ , p € N , fe = 1 , . . . ,n avec ^ satis-
faisant à (5.9). L'application <p = (<^i , . . . ,^) satisfait à
11^11 < N sup II^JL , d'où le résultat. (Il importe donc que la suite
(/p) ne dépende pas de (6p).)

6. Croissance de la composition d'une fonction
plurisoushannonique avec des applications entières.

Notons EAC1" ,C") ou seulement E- l'espace de toutes les
0 ®

applications holomorphes x : C"" —^ C" telles que
\\x\L= sup |^(z) |ç-^< l o g l z l ) < + o o , (6.1)

z^C171

z ^ O

où |jc(z)| et \z\ sont des normes quelconques dans C" et Cm ,
respectivement. La croissance globale d'une fonction plurisous-
hannonique v sera mesurée par î ) ( t ) = sup v ( z ) , r G R , de

IzK^

façon qu'on a toujours v(z) < iî(log |z |), z G C" , et
v(x(z)) < i)(log ||jc||^ 4- g(\og |z|)) ,^ e E^ , z EC'" . (6.2)

Etant donnée une fonction g : R —^ [ — 0 0 ^ + 0 0 ] on pose comme
au paragraphe précédent

G(r) = sup (ft - ?(/)) < H(t) < g ( t ) . (6.3)
/ e = N

DEFINITION 6.1. - iS'o^r ^ ,h : R —^ R deux fonctions
convexes et croissantes. Nous dirons que h est petite par rapport
à g s'il existe des nombres positifs Xj <y^ < Zj ,/ € N , tels que
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ZLZ^L—^O^et (6.4)
z /-^

G(^) — sup(^(^), A(z^)) —> + 00 ^û^ûf / —^ + oo , (6.5)
G étant définie par (6.3).

Au paragraphe suivant nous donnerons quelques conditions
plus simples qui sont suffisantes pour qu'une fonction soit petite
par rapport à une autre.

THEOREME 6.2. - Soient g : R —> R et h : R —> R deux
fonctions convexes et croissantes. On suppose que g croît plus vite
que toute fonction linéaire, que h < g et que h est petite par
rapport à g dans le sens de la définition 6.1. Soient v plurisous-
harmonique dans C" et non constante et f: E^C^" ,C") —> R
une fonction quelconque. Alors l'ensemble
P = {xGE/C^ ,C") ; v(x(z))<v(f(x) +A(log |z | ) )

pour tout z C (^ }
est polaire dans E/C^ ,(;").

Pour illustrer la précision des conditions de croissance nous
allons regarder le rôle de la fonction G dans le théorème 6.2. Soit
h = G. On a toujours v(x(z)) < î5(log ||jc||^ + A(log |z|)) et donc,
d'après la proposition 5.1,
v ( x ( z ) ) <î5(log||jc||^ + log3 + A(log |z|)) = v(f(x) + A(log |z|)).

Donc dans ce cas P = E , un ensemble non polaire. Or si
g ( t ) = t log r , t> 1, la condition g ( y ^ ) — sup(g(x^) , A(zp) —> 4- oo
semblable à (6.5), est facile à satisfaire, par exemple avec

z^ = é?7-l (e - 1), x^ = Zj - j , ̂  = Xj + 1.
Cela montre qu'on ne peut pas remplacer G par g dans (6.5). Avec
g ( t ) = t^ ,t > 0, l < a < 2 , l a conclusion est pareille.

D'autre part, si on remplace g par G dans le théorème 6.2
on obtient un résultat vrai, car Eç = E ; cf. (5.8). La définition
6.1 n'a donc d'intérêt pour nous que si G>g—C pour une
constante C. Avec une telle fonction g , on voit que h est petite
par rapport à g si et seulement s'il existe des suites ( t ' ) et (z.)
telles que g(tj) > h(z^) et g\fj) (z^ - t^) —> + oo.
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Démonstration du théorème 6.2. — On pose
u ( x , y ) = sup v(x(z)) ,(x ,y)CE. x C.

\z\=\eV\ 8

Alors MGPSH(E^ x C) d'après les propriétés classiques des fonc-
tions plurisousharmoniques : soit

V ( x , y , z ) = v ( x ( z e y ) ) , ( x , y ,z)CE^ x C x (̂  ;

c'est une fonction plurisousharmonique car c'est la composée de
vGPSHtC") avec l'application holomorphe (x , y , z ) '—^ x ( z e y ) ,
et en prenant le sup de U sur le compact {z ; |z| = 1} on obtient
u . On note qu'on a la majoration, vu (6.2),

u(x,y)<v(log\\x^ + g ( y ) ) , ( x , y ) € E ^ x R .
On va trouver des fonctions /\ , /^ , g^ et h^ telles que

u(x , y ) < v(log 11̂  4- g ( y ) ) </^ Oc) + v ( g ^ y ) ) , (6.6)
et iK/Oc) ^-h(y)Xf^x) +v(h,(y)), (6.7)
de façon que, avec la notation introduite dans (4.1),

^(A ; 5 ° ̂ i ) = H^ et E^ ; î) o ̂  ) D P.
Pour pouvoir appliquer le théorème 4.1 avec a? = E et t = la topo-
logie définie par la norme (6.1), nous allons montrer que

B//i + l ; î o ^ , 1)0^)=^, (6.8)
ce qui montrera que (4.3) est satisfaite et nous permettra de
conclure que E^(/^ ; v o h^) est polaire, et par conséquent aussi
son sous-ensemble P.

LEMME 6.3. — Soient î) et g comme dans le théorème 6.2
et g^ : R —> R une fonction telle que

g<g^ et lim ( g ^ ( y ) - g ( y ) ) = + °°.
y —^ + oo

Alors il existe une fonction ^ '. R —> R localement bornée telle
que v(t -h g(y)X^p(t) + v ( g ^ ( y ) ) , t ,y G R .

Démonstration. — Si r 4- g(3/) < gi(^) on a

î50 +^(^))< i5(^ (J^)).
D'autre part, si / + g ( y ) > g^ ( y ) il vient

v(t + ̂ (^)) ~ v(g, (y)) < v\t + g(y)) (t + ̂ (^) - g, (y)

<î)'0 +g(^)) ^
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où v ' est la dérivée à gauche de v . Or quand t + g ( y ) > g ^ ( y ) ,
y est majoré par une fonction continue de t , disons y < a ( t ) ,
et par conséquent

v(t 4- g(y)) - v(g, (y)) < v\t 4- g(a(t))) t = ̂ (t).

Il est donc facile à trouver g^ ^ g et h^ > A telles que (6.6)
et (6.7) soient satisfaites avec une fonction /\(jc) > <^(log ||x|| )
qui dépend continûment de IMI et une fonction f^(x) = ̂ p(f(x))
à valeur réelles mais non forcément localement bornée dans E ,
la fonction ^ étant fournie par le lemme 6.3. Il importe ici de
noter que g^ et h^ peuvent être choisies assez proches de g
et h respectivement; mettons pour préciser que les suites (x.),
( y - ) et (z.) qui existent d'après les hypothèses satisfont à

G(^.)-sup(^0cp, A(z,))>2;

et que g^ et h^ sont assez proches de g et h pour satisfaire à
G(^)-sup(^0c,), A ï ( ^ ) ) > / .

En outre, comme h <g on pourra supposer que h^ <gi . C'est
dans ces conditions que nous allons montrer que (6.8) est
satisfaite.

Soit e. = (y^ —JCy)/(z^. — X y ) . Comme h^ <g^ , la convo-
lution infimale (i5 o g ^ ) D^ (v o h^) est fonction décroissante de
e , 0 < e < 1, et nous pouvons la majorer comme suit pour
e^ < e < 1 :
( v o g ^ ) ^ ( v o h ^ ( y ^ ) < ( v o g ^ ) o^ ( v o h ^ ) ( y ^ )

<(l-epfi(gi(^))+e,î)(A^(zp)<t)(G(^)~7). (6.9)

Soit maintenant a. = eyî et choisissons une suite (/ )
d'après la proposition 5.5. Le problème d'interpolation <^(û, ) = b
peut donc être résolu et nous allons le faire avec & GC" définis
par les équations suivantes :

\bp\ = exp(G(log \a^\) + ̂ ) = exp(G(^) + ̂ )
v ( b ) = t)(log|& |) = sup v ( z ) .

' l î l=l&pl

Ici on prend (j3 ) comme n'importe quelle suite satisfaisant à
2 exp ( S p < + oo. La solution <^ fournie par la proposition 5.9
satisfait à <p(û, ) = 6- , etIp V
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Ml^ < IMIc ^N^l^Sl^lexp^G^^N'O + e) S eh .
Donc x = (POTTGE^C^ ,C") si TT : C'"—>C est une forme
linéaire de norme 1. D'autre part, si x appartenait à
E^(/i + 1 ; v o g^ , î) o h^) il existerait e, 0 < e < 1, tel que

u ( x , y ) < f ^ ( x ) + 1 + (t5 0^ )0^ (1 )0 h ^ ) ( y ) , y € R ,
et en particulier, vu (6.9),

u(x,y^)<f,(x)^- 1 +i)(G(^)-/p),
pour tout p assez grand, plus précisément tel que ê . < e. Or

v(G(y^) + Pp) == v(\og \bp\) = v(bp) = v(^p(a^)) < u ( x , y ^ )
par le choix des points bp . En combinant ces inégalités on aurait

i5(G(^)+^)<^(;c)-h 1 +i5(G(^)-/p). (6.10)
Comme v est une fonction convexe croissante qui ne se réduit

pas à une constante, il existe un nombre positif A tel que, pour
tout c > 0 on ait :

s > Sç et î)(s) < c + v(t) entraînent s < Ac + t . (6.11)
(En effet, on prend SQ tel que V^SQ) > 0, t)' étant la dérivée à
droite, A = 1/{)'(^) et ensuite s^ tel que v(s^) > c 4- V(SQ) .)
Comme G(^.) tend vers + oo avec ; (voir (6.5)), nous pouvons
choisir la suite (/p) telle que G (y . ) 4- B —> +00 (bien que
<3p——^~°°) , et en appliquant (6.11) à (6.10) nous aurions

G ( y ^ p ) + ^p = -î < Ac 4- r = A(/\0c) + 1) + G(^) -/p
et Pp < A(/^(x) + 1) —/p pour tout p assez grand, à savoir tel
que G(Yj ) + j3p dépasse une limite qui dépend de x . Or ici
((îp) est une suite fixe, par exemple ; 3 p = — 2 1 o g p , tandis que
(;p) est une suite qui peut être choisie croissante aussi vite qu'on
veut. Cette contradiction montre bien que x ne peut pas appar-
tenir à E^(^ + 1 ; i5 o^ , { ) o h^) et par suite toutes les hypo-
thèses du théorème 4.1 sont satisfaites et nous pouvons conclure
que P est polaire dans E .

7. Comparaison des fonctions convexes croissantes.

Au paragraphe précédent nous avons été amenés à introduire
une notion de comparaison entre deux fonctions convexes croissantes,
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à savoir la définition 6.1. Comme la condition (6.5) est assez
compliquée à vérifier il est commode d'avoir des critères plus simples
pour pouvoir appliquer le théorème 6.2. Ici nous en donnerons
deux. Comme nous l'avons constaté au paragraphe 6, seules les
fonctions g telles que G > g — C ont un intérêt, et c'est pourquoi
nous ferons toujours cette hypothèse.

LEMME 7.1 — Soient g , h : R —^ R deux fonctions convexes
croissantes dont g croît plus vite que toute fonction linéaire. Suppo-
sons que, avec une constante C,

G ( x ) > g ( x ) - C , x > 0 , (7.1)
et que lim (g(x) - h(x)) = + oo. (7.2)

y -^ +00

Alors h est petite par rapport à g dans le sens de la définition 6.1.

Démonstration. — Prenons
^ = inf { / ; g\t)> 2^}, k C N , k > p ,

où g9 est la dérivée à droite. Par le théorème des accroissements
finis on a

/lk(y-x)<g(y)-g(x)<2k^ ( y - x ) si a^<x<y<a^^ ,
d'où (7.3)

f2-^(^)--^))> â(^, , -^)=^~^.
P P

Comme a +1 —^ + oo avec q, on a forcément, étant donné / ,
une infinité d'entiers k tels que ^ ( f l^+ i ) "~~ g(a^) > j 2 .
Prenons un tel k , assez grand pour que g(x) — h(x) > 2/2

pour tout x > a^ , et définissons x^ = a^ et z. par l'équation
g ( Z j ) = ^(^) + 72 ; ensuite .̂ = (1 — \l])Xj + (l//) ̂  . Avec
ces définitions on a

g(y,)-h(z,)>g{y,)-g(z^lj2 >g(x,)-g(z^ 2 7 2 = / 2 .
Comme a^ = ̂  < ̂  < Zj < a^+ ^ on peut appliquer (7.3) :

g(y,)-8^)> 2^-x,) =12fc(z,-x,)
7 >^(^.)-^,))=^/.

Finalement, vu (7.1), on a
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G(y^-sup(g(x^h^))>j/2-C —^+00 ,
c'est-à-dire que h est petite par rapport à g .

Pour des fonctions g qui ont un comportement suffisamment
régulier la condition (7.2) peut être affaiblie.

DEFINITION 7.2. - Soit g : R —> R convexe et croissante.
Nous dirons que g est de croissance régulière si, pour toutes
suites (xy) et (z^.), Xj>0, telles que g(Zj)—g(x.)—> +00
// existe une suite (y.) telle que g ( y j ' ) ~ g ( x . ) — ^ +00 et
(^-x,)/(z,-^.) -^ 0.

Il revient au même de dire que, pour tout e, 0 < e < 1 , il
existe une fonction localement bornée <^ : R —^ R et une
constante c tel que, pour tous x , y , z > 0 avec c < x < z
et ^ = (1 — e)x + ez, on ait g ( z ) — g ( x ) < ^ ( g ( y ) — g ( x ) ) .
Pour qu'une fonction convexe et croissante soit de croissance
régulière il suffit que g\x + alg\x))lg\x) soit bornée pour tout
a > 0 et tout x assez grand (g1 étant la dérivée à droite ou à
gauche). Exemples : g(x) = x01, x > 0, a > 1 ; g(x) = ex ;
g(x) = e^ , x > 0 ; g(x) = ̂  ; etc.

LEMME 7.3. — Soient g , A : R —^ R d^x fonctions
convexes et croissantes dont g de croissance régulière. Supposons
que G(x) > g(x) — C ,x > 0 pour une constante C et que

sup (g(x) - h(x)) = + oo. (7.4)
x> 0

Alors h est petite par rapport à g .

Démonstration. — Si h est constante la conclusion est facile.
Sinon, prenons une suite (z? telle que g ( z ^ ) — A ( z y ) —> + oo et
définissons Xj par l'équation g(x^) = h(z^) pour / assez grand.
Alors g(Zj) — g(Xf) = g ( z ^ ) — A(zy) —^ + oo. D'après la défini-
tion 7.2 il existe ( y ^ ) telle que ( ^ — ^ . ) / ( z ^ — x p — ^ 0 et
g{y,) -~g(Xf) —> + °°. Donc
G(^.)- sup(g(x^,h(z^))

= G(^,) -g(x,) > g(^,) -g(x^) - C -^ + oo.

Il existe deux fonctions convexes et croissantes g et h telles
que A < g <a G + C, telles que (7.4) soit satisfaite, mais telles que
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h ne soit pas petite par rapport à g . On ne peut donc pas
remplacer la condition (7.2) du lemme 7.1 par l'hypothèse plus
faible (7.4), ni supprimer l'hypothèse de régularité du lemme 7.3.

Notons enfin qu'il existe trois fonctions convexes et crois-
santes /, g et h telles que A < ̂  < G + C et que (7.4) soit
satisfaite, mais telles que, pour tout e avec 0 < e < 1, on ait
( f ° g ) ° ^ f ^ h ) ( y ) > f ( g ( y ) - A , ) , y G R , où A, est une
constante qui dépend de /, g , h et e, mais non pas de y . Avec
de telles fonctions on ne peut donc pas obtenir l'inégalité (6.9)
qui est d'une importance capitale dans la démonstration du
théorème 6.2.
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