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COBORDISME FIBRE ET APPROXIMATION
DTNE SOUS-VARIÉTÉ SINGULIÈRE

PAR DES SOUS-VARIÉTÉS C00

par André DIDIERJEAN

Vers 1955, en utilisant un argument de cobordisme R. Thom
donne un premier exemple de singularité isolée algébrique non
lissable, contredisant ainsi une célèbre conjecture de F. Severi (1909).
Dans un article paru en 1973, R. Hartshorne fait le point sur ces pro-
blèmes de lissage et redonne une démonstration du contre-exemple
de R. Thom. En 1978, E. Rees et E. Thomas montrent comment
la méthode de R. Thom permet d'associer à toute singularité isolée
d'une sous-variété plongée dans une variété lisse une classe de L-
équivalence qui est l'obstruction à une notion de lissage topologique
de la singularité considérée. Ils calculent un certain nombre de ces
obstructions dans le cas de variétés complexes.

Poursuivant cette idée, on montre, dans la deuxième partie
de ce travail, comment le cobordisme fibre fournit des obstructions
au problème de lissage topologique de singularités « régulières » sur
un lieu singulier compact.

Le cobordisme fibre, introduit par W. Shih en 1966, a été
calculé ces dernières années dans le cas orienté pour des fibres de
base un cercle (M. Kreck, P. Melvin, F. Bonahon). Utilisant une
« pseudo » représentation pour les groupes de cobordisme fibre,
on les exprime dans la première partie de ce travail en fonction
d'invariants classiques, dans le cas des petites dimensions de la fibre.

Ainsi les résultats connus sur le cobordisme fibre ou sur son
image dans celui de Conner et Floyd nous permettent de calculer
certaines obstructions du problème de lissage précédent.
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A. COBORDISME FIBRE EN DIMENSIONS
ZERO UN ET DEUX

1. Une représentation du cobordisme fibre.

Soit F une variété orientée, compacte, connexe sans bord (resp.
avec bord) de dimension n et Diff(F) le groupe des difféomorphismes
de F respectant l'orientation. Ce groupe est muni de la topologie
C00. On note D (F) le groupe des difféomorphismes de la réunion
disjointe de p exemplaires de F. Les éléments du groupe Dp (F)
peuvent être décrits comme le produit d'une matrice de permuta-
tion de p éléments par une matrice diagonale dont les éléments
sont des difféomorphismes de F. Un tel élément est appelé une
matrice monomiale à coefficients dans le groupe Diff(F). On notera
Dp (F) == S? Z Diff(F). Le morphisme ip: Dp(F) —^ Dp^(F),
<^ —> (^Jlid est injectif. On note D(F) la limite, munie de la topo-
logie de la limite inductive du système inductif (Dp (F), ip)p^ .
Soit B^/F) le classifiant associé à ce groupe topologique.

D'autre part, soit !„ (resp. J^) l'ensemble des classes d'iso-
morphie de variétés orientées, compactes, connexes, sans bord
(resp. avec bord) de dimension n. On pose

V., = H' B^n et W. = IT Bp^n Fei^ D(F) " wejy, D(w)

où n' désigne le produit réduit, i.e. la limite inductive sur les sous-
ensembles d'indice fini de l'ensemble !„ (resp. !„).

Exemples 1.1 (cas des dimensions zéro et un). — II y a deux
variétés connexes, orientées de dimension 0 sans bord, le point
muni des orientations + ou — 1 . Pour tout entier p , les groupes
D (4- 1) et D (—1) s'identifient à 2p , le groupe des permuta-
tions de p éléments. D'où on a V^ = B^ x B^.

- Le segment 1 = [—1 , 1] orienté de — 1 vers + 1 ou de
+ 1 vers —1 nous donne les seules variétés orientées, connexes à
bord de dimension 1. On a ainsi W^ = Bp/^ x Bp/^ .

Le groupe des difféomorphismes du segment préservant l'orien-
tation se rétracte par déformation sur l'identité. L'application
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Sp C Dp (I) associant à une permutation la matrice monomiale dont
les coefficients sont l'identité du segment I, induit une équivalence
d'homotopie : i : B^ ——> ^D(I) '

— Le cercle S1 et ses deux orientations sont les deux variétés
orientées, connexes sans bord de dimension 1 . D'où

V, = B i x B , .1 D(S1) D(S1)
Le groupe des difféomorphismes du cercle préservant l'orientation,
se rétracte par déformation sur le sous-groupe des rotations S0(2).
L'injection du groupe G des matrices monomiales à coefficients
dans le groupe S0(2), dans le groupe D(S1) induit une équiva-
lence d'homotopie : i : Bç ——> B ^ .

Soit X un espace topologique compact ; on a :

PROPOSITION l.,2. —L'ensemble des classes d'homotopie d'appli-
cations de X dans V^ (resp. W^) est muni naturellement d'une
structure de monoi'de abélien.

Démonstration. — L'ensemble des classes d'isomorphie de fibres
C00, orientés sur X, de fibre une variété différentiable C00 compacte
de dimension n sans bord, noté ô^ est un monoi'de abélien pour
la loi de réunion disjointe des fibres. Deux éléments Z, et Z-, de

y 1 2

&„ sont dits «stablement isomorphes», s'il existe deux fibres tri-
viaux sur X , X x F ^ et X x F^ tels que les réunions disjointes
Z^ IX x F^ et Z^-U-X x F 2 soient isomorphes. On note ê^ le
quotient de ê^ par cette relation d'équivalence. C'est un monoi'de
abélien pour la loi de réunion disjointe. On montre alors que ce mo-
noi'de s'identifie naturellement à l'ensemble des classes d'homotopie
des applications continues de X dans l'espace \n. A un fibre sur
X on associe une application classifiante de l'espace X dans le
classifiant du groupe des difféomorphismes de la fibre de ce fibre.
Par passage à la limite, ceci nous définit une correspondance
Qx ——>. fY V 1^n 1^' yl n \ '

LEMME 1.3. — Cette correspondance est une bijection naturelle :
[X.VJ—^.

Démonstration. - Soit /: X—> V^ une application continue.
L'espace X étant compact, il existe un nombre fini de variétés
F ^ , . . . , F ^ telles que l'application / se factorise à travers le sous-
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espace B^ . (F i )x • • • x BD, (^ de ^n == n' ^(F) • on associe
alors à / l a classe du fibre correspondant à ce relèvement. Les homo-
topies se relevant de même dans des produits finis de classifiants,
cette correspondance est bien définie de l'ensemble [X,V^] dans
&^ . On vérifie de façon analogue qu'elle est inverse de la corres-
pondance définie précédemment, n

On rappelle que deux fibres différentiables C°° sur X, orientés,
ZQ et Z ^ , de fibre une variété différentiable compacte de dimen-
sion n sans bord, sont dits «cobordants fibres» s'il existe un fibre
différentiable C°° orienté, à bord H, tel que le bord de H soit
isomorphe en tant que fibre à la réunion disjointe Zoii(-Z^); — Z ^
désignant le fibre Z^ muni de son orientation opposée. L'ensemble
Î2^ des classes de «cobordisme fibre», muni de la structure de
groupe abélien induite par la réunion disjointe, est appelé n-ième
groupe de cobordisme fibre sur X.

Pour toute variété W de bord une variété F, l'homomor-
phisme de restriction au bord des difféomorphismes de la variété
W induit une application continue : 3^+i : Wy,.n ——^ V^ . D'autre
part le groupe î2^ se scinde naturellement en î2^ ^ Î2^, le
n-ième groupe de cobordisme orienté des variétés de dimension
n, î2^, représentant les classes des fibres triviaux dans î2^ . Soit
P^: [X,V^] —> S2^ , l'application associant à une classe de fibres
sa classe de cobordisme fibre.

PROPOSITION 1.4. -La suite

[X^J-^-^IX.VJ-^S^——.0

est exacte. C'est-à-dire :

(i) Pn 0 ^1=0 ;
(ii) PM = P )̂ ̂  3^e[X,W^Jia^Oî) = a^-a^,

où — a^ désigne la classe d'un fibre représentant a^ muni de son
orientation opposée.

Démonstration. — Cette proposition est une conséquence de la
description géométrique donnée au lemme 1.3. La réduction au
groupe S2^ correspond à la relation de « stablement isomorphe »
pour les fibres, o
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Remarque. — Ce paragraphe écrit dans le cadre du cobordisme
orienté, se transcrit dans celui du cobordisme non orienté. On prend
alors toutes les classes d'isomorphie des variétés connexes d'une
dimension n et Diff(F) désigne tous les difféomorphismes d'une
variété F. On notera également par V^ et W^ les espaces clas-
sifiants correspondant à ce cas quand il n'y a pas d'ambiguïté.

2. Calculs en dimension zéro.

a) Cas du cobordisme orienté
Pour ce cas, en utilisant la description de l'exemple 1.1, la

proposition 1.4 nous donne la suite exacte de monoïde suivante :

[X, B^ x B,J ̂  [X, B^ x B^] -!U ^x -^ 0.

Si A désigne le sous-monoi'de diagonal du produit [X, B^ ] x [X, B^ ],
c'est-à-dire : A = {(a, j3) G [X, B^J x [X, B^J | a = j3},°° on a :

LEMME 2.1. — L'image du morphisme ô^ s'identifie au sous-
monoïde A .

Démonstration. — Le diagramme suivant est commutatif :

[X.Bs ] x [ X , B ^ ] -^ [ X , B . ] x [ X , B s ]

[X.B^J ^

où TT désigne la loi de monoi'de de l'ensemble [X, B^ ] et A le
morphisme diagonal, A(a) = (a, a). Cette commutativité résulte
alors de la remarque géométrique suivante :

Un fibre ayant pour fibre des segments orientés a pour bord
la réunion disjointe de deux exemplaires du même revêtement, chaque
exemplaire orienté différemment. Le morphisme TT étant surjectif,
on a Im 3i = A . Q

Soit Hom^(7Ti(X), 2»,) l'ensemble des classes de conjugaison
des homomorphismes du groupe TT^X) dans le groupe £„. La
réunion disjointe des permutations induit une structure de monoi'de
abélien sur Homç(7Ti(X), Zoo).
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LEMME 2.2. - Le monoi'de [X,B^J s'identifie naturellement
au monoi'de Hom^(7^(X), £„).

Démonstration. - L'espace X étant compact, ce lemme est
une conséquence de la classification des revêtements. D

La suite exacte et les deux lemme s précédents nous donne :

PROPOSITION 2.3. - Le groupe S2^ est isomorphe au groupe de
Grothendieck du monoi'de Hom^(7Ti(X), 2^).

COROLLAIRE 2.4. - Le groupe Î2^ est un groupe abélien libre,
avec un générateur par classe de conjugaison de sous-groupe d'indice
fini de TT^X).

Démonstration. - Un revêtement connexe orienté sur X est
bord fibre si et seulement si il est trivial.

En effet, le groupe fondamental TT^X) agit trivialement sur
l'orientation des points de la fibre. La classe d'un revêtement est
donc dans le sous-monoïde diagonal du monofde

Hom^(7ri(X), 2J x Hom^(7^(X), 2J
si et seulement si elle est triviale.

Les générateurs de Sî^ sont donc les revêtements connexes
sur X. La classification des revêtements sur X nous donne une
correspondance biunivoque entre les revêtements connexes sur X
de fibre un nombre fini de points et les classes, de conjugaisons de
sous-groupe de TT^(X) d'indice fini. n

b) Cas du cobordisme non orienté

Le point (resp. le segment 1 = [0, 1]) est la seule variété sans
bord (resp. à bord) de dimension zéro (resp. un). Ainsi on a V^ = B^
et Wi = B^(i). Soit Sj^ = S^ ^ Z/2Z le groupe des matrices mono-
miales de S^ à coefficients dans le groupe Z/2Z. Ce groupe s'iden-
tifie au sous-groupe du groupe D^(I), formé des matrices monomiales
dont les coefficients sont soit l'identité, soit l'opposée de l'identité
du segment I. Soit i: ^c—> D^(I) cette identification.

Le groupe des difféomorphismes du segment se retractant sur
son sous-groupe constitué de l'identité et de son opposée, l'appli-
cation i induit un isomorphisme : i : [X, B^J —^ [X, B^. ] .
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D'autre part, une matrice monomiale du groupe S^ est une matrice
de permutation de 2k éléments. Soit 3 : 2^——> S^ cette iden-
tification. Par l'isomorphisme i précédent, on peut regarder 3
comme consistant à prendre l'action obtenue au bord des segments
sur lesquels 2^ opère.

Cette description et la proposition (1.4) précédente nous donne
la suite exacte de monoi'de suivante :

[X.B^J-^tX.B^J-^ N^ -^0.

Le groupe £„ étant discret, pour tout espace X compact, le mo-
noi'de [ X , B ^ ] s'identifie au monoi'de Hom^TT^X), 2L>). On a
alors :

PROPOSITION 2.6. — Pour tout espace topologique compact,
la suite de monoi'de

Hom,(7^(X), :0 JL^ Hom,(7Ti(X), 2J ̂  N^ -^ 0

est exacte.
Soit H un sous-groupe d'indice fini du groupe TT^X) et EH

le revêtement connexe quotient du revêtement universel de X
par l'action de H.

PROPOSITION 2.7. - Le revêtement E^ est bord fibre si et
seulement si [N(H):H] est pair, où N(H) désigne le normalisa-
teur du sous groupe H.

Démonstration. — L'indice [N(H) : H] est pair si et seulement
si il existe une involution sans points fixes sur l'espace homogène
7r^(X)/H commutant à l'action par translation à gauche de TT^(X)
sur cet espace homogène ([23], p. 68). Cette involution est la mul-
tiplication à droite sur 7r^(X)/H par un élément de N(H) qui n'est
pas dans H, mais dont le carré est dans H. On regroupe alors les
éléments de 7Ti(X)/H en couples (a,T(û)), orbites de l'involu-
tion T.

La translation à gauche par les éléments de TT^(X) opère sur
l'espace homogène 7T^(X)/H par permutation des couples précé-
dents et permutation des points des couples.
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Ainsi l'application ^ : TT^(X) —^ 2^ représentant cette action
de TT^(X) sur l'espace homogène 7i^(X)/H se factorise à travers le
groupe 2^ .' a

COROLLAIRE 2.8 (*). — Pour tout espace topologique compact
X, le groupe N^ = Nç 0 N^ est un espace vectoriel sur Z/2Z ,
avec un générateur par classe de conjugaison de sous-groupe H de
7Ti(X) d'indice fini tel que [N(H):H] soit impair.

Démonstration. — La réunion disjointe de deux exemplaires
du même revêtement E étant bord du cylindre E x 1, le groupe N^
est un espace vectoriel sur Z/2Z . Tous les revêtements connexes sur
X étant isomorphes à un quotient E^ du revêtement universel de X,
la proposition précédente nous donne le résultat, n

Exemples 2.9. — Si le groupe 7r^(X) est abélien, tous les revê-
tements connexes avec un nombre pair de points dans la fibre sont
bord fibre.

-Si |7^(X)|= 2k N^ = Z / 2 Z .

3. Une remarque sur les fibres munis d'une involution.

Soit V une variété C°° compacte de dimension n et T une
involution C00 sur V. On suppose de plus que T est soit sans points
fixes, soit l'ensemble de ses points fixes est une sous-variété de codi-
mension un. Soit Diff^(V) le sous-groupe des difféomorphismes de
V commutant à cette involution.

PROPOSITION 3.1. - Tout fibre C°° de fibre V et de groupe
structural se réduisant à Diff-r(V) est bord fibre pour la relation
de cobordisme fibre non orienté.

Démonstration. — On considère le cône de l'involution T, le
quotient V du produit V x [ 0 , l ] par l'action de T au bord
V x {1}. L'ensemble des points fixes de l'involution étant soit vide,
soit de codimension un, V est une variété C°° à bord de bord V.

(*) Ce corollaire corrige le corollaire 2.6. de [8] suivant le résultat donné
par R.E. Stong dans Math. Reviews 54, 2 8677 (1977).
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Les difféomorphismes de V commutant avec l'involution T
passent au quotient et s'étendent à la variété V. n

COROLLAIRE 3.2. — Soit G un groupe de Lie compact possé-
dant un élément d'ordre deux. Tout fibre principal de groupe G
est bord fibre pour la relation de cobordisme non orientée.

Démonstration. - Soit a G G un élément d'ordre deux. L'action
de a sur G par translation à droite : a : G —> G, g »—> ga,
définit une involution sans points fixes sur G. Cette involution
commute à l'action de G sur lui-même par les translations à gauche, n

4. Calculs en dimensions un et deux.

a) Cas de la dimension un

PROPOSITION 4,,1. -Les groupes Nf- et S2^ sont nuls.

Démonstration. — Le groupe des difféomorphismes du cercle
S1 se rétracte sur son sous-groupe des rotations 0(2).

Ainsi pour tout entier p le groupe 2 ^ 2 Diff(S1) se rétracte
sur son sous-groupe Sp ; 0(2) qui, lui, s'identifie au sous-groupe
correspondant de S^ l Diff(D2). Tout fibre C°° sur X de fibre
p cercles S1 est donc isomorphe au bord du fibre en disque cor-
respondant. D

b) Cas de la dimension deux, l'espace X étant simplement connexe
Dans le cas d'une base X simplement connexe, il suffit

d'examiner le cas des fibres de fibre connexe. En effet :

LEMME 4.2. - Si le groupe TT^X) = 0 et l'espace total d'un
fibre sur X est connexe, alors sa fibre est aussi connexe.

Démonstration. — Soit F la réunion disjointe de k exemplaires
d'une variété connexe F . On a Diff(F) = 2^ î Diff(F).

La composante connexe par arc de l'identité du groupe Diff(F)
est donc le produit de k exemplaires de celle du groupe Diff(F).
On la note Diffo(F). La suite exacte

Diff.o(F)<-^ Diff(F) ——> 7To(Diff(F))
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nous donne la fibration d'espaces classifiants :

^tff^F) ^ ^if^Ï) ^ ^(DiffCÏ)) •

Ainsi le groupe 7i^(X) étant nul, toute application classifiante dans
®Diff(T) d'un fibre de fibre F se relève à l'homotopie près dans
l'espace B^^ /p. . Cet espace étant le produit de k exemplaires
de BD^/F) ? un fibre de fibre F est donc bien isomorphe à la réunion
disjointe de k fibres connexes de fibre F . n

Les résultats connus sur l'homotopie des groupes de difféo-
morphisme des surfaces nous donnent alors :

PROPOSITION 4.3. — Tout fibre connexe orienté (resp. non
orienté) de fibre une réunion disjointe de sphères S2 est un bord
fibre pour la relation de cobordisme fibre orienté (resp. non orienté).

Démonstration. — Le groupe Diff(S2) se rétractant sur son
sous-groupe des rotations 0(3) [4], la situation est la même que
celle de la proposition 2.8. D

PROPOSITION 4.4. — Tout fibre connexe orienté (resp. non
orienté) de base simplement connexe et de fibre un tore T2 est bord
fibre pour la relation de cobordisme fibre orienté (resp. non orienté).

Démonstration. — Un fibre C°° de fibre un tore et de base sim-
plement connexe est isomorphe à un fibre principal de groupe struc-
tural le tore T2 [4]. L'action de T2 sur lui-même s'étendant à la
variété à bord S1 x D 2 , tout fibre de fibre un tore est bord du fibre
de fibre le tore plein correspondant, a

PROPOSITION 4.5» — Si la base X est simplement connexe, le
groupe Sî^ est nul.

Démonstration. — Les fibres de fibre une sphère ou un tore
étant bord fibre, il suffit d'examiner le cas des variétés de genre
g > 2. Or la composante connexe par arc de l'identité du groupe
des difféomorphismes d'une surface de genre g > 2 étant contrac-
tile, les fibres connexes de fibre une telle variété sont triviaux, a

A une classe d'homotopie de X dans l'espace classifiant
BSO(3), on associe la classe de cobordisme non orienté du fibre
de fibre l'espace projectif RP2 correspondant. Ceci nous définit
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une application d'un espace vectoriel sur Z/2Z ayant un générateur
par classe d'homotopie d'applications de l'espace X dans BSO(3),
dans le groupe N^ .

Soit (R : <3 Z /2Z —> N^ cette application.
(X,BSO(3)] 2

PROPOSITION 4.6. — Si X est simplement connexe, l'applica-
tion ^ est surjective.

Démonstration. — La composante connexe par arc de l'identité
du groupe des difféomorphismes de l'espace projectif RP2 se rétracte
sur le sous-groupe des rotations S0(3) [4]. Ainsi toutes les classes
des fibres de fibre l'espace projectif RP2 sont dans l'image de ^ p .
La composante connexe par arc de l'identité du groupe des difféo-
morphismes de la bouteille de Klein se rétracte sur le sous-groupe
des rotations S0(2) [4]. Les fibres de fibre une bouteille de Klein
et de base simplement connexe sont donc bord d'un fibre de fibre
une bouteille de Klein « pleine ».

La composante connexe par arc de l'identité du groupe des
difféomorphismes des autres surfaces compactes non orientables
étant contractile [4], ces remarques et la proposition 4.5 nous donne
le résultat précédent. D

COROLLAIRE 4.7. — Si l'espace X est simplement connexe et
que de plus [X,BSO(3)] = = 0 , on a N ^ s Z / 2 Z .

Exemples 4.8. — Pour l'espace X une sphère S^ on a :
[SP , BSO(3)] = 7Tp_i(SO(3)) = 7T^(S3), p > 1

d'où C . Z/2Z —> Nf —^ 0
/•C«J\ i-,(S3)"p-1

ainsi
Î2f = 0 Nf = Z/2Z

Î2;3 = 0 N^3 =Z/2Z.

5. Présence de submersions dans une classe de cobordisme.

L'oubli de la structure de fibre définit un homomorphisme de
groupe ^x : N^ —> N +^(X), l'espace X étant ici une variété
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différentiable C00 compacte de dimension n et N +^(X) désignant
le groupe de cobordisme des applications au-dessus de X [6]. L'image
de ce morphisme nous donne les classes de cobordisme du groupe
Np+^(X) contenant une submersion. Le problème de l'étude de
cette image posé par Conner et Floyd dans [7] trouve une solution
pour les sphères S^, k < 8 dans [5, 17, 1, 24, 18] et pour les

_ "̂
groupes N +^(S") avec p < —-— dans [9]. Ici les calculs des
paragraphes précédents nous donnent les résultats suivants :

PROPOSITION 5.1. - Soit f\ Y —> X une application C00

entre des variétés compactes de dimension n. Si le groupe TT^X)
est abélien et si le degré de l'application f est pair, f est cobor-
dante à une submersion dans le groupe N^(X) si et seulement si
sa classe est nulle dans ce groupe.

Démonstration. — Par l'exemple 2.9, l'image par le morphisme
^ de revêtements pairs est nulle, a

PROPOSITION 5.2. - Soit f: Y —> X une application C°°
entre des variétés compactes de dimension n. Si on a |7Ti(X)| = 2k ,
alors :

— Si le degré de f est pair, f est cobordante à une submersion
dans le groupe N^(X) si et seulement si sa classe est nulle dans ce
groupe.

— Si le degré de f est impair, f est cobordante à une submer-
sion dans le groupe N^(X) si et seulement si elle est cobordante
à l'identité de X dans X.

Démonstration. — Par l'exemple 2.9, l'image du morphisme
^ est le sous-groupe Z/2Z, composé de la classe nulle et de celle
de l'id : X —> X dans le groupe N^(X). n

PROPOSITION 5.2. - Soit f: Y —> X une application C°°
entre des variétés compactes, Y de dimension n -+- 1 et X de
dimension n. Alors f est cobordante à une submersion dans le
groupe N^+^(X) si et seulement si sa classe est nulle dans ce groupe.

Démonstration. — Par la proposition 4.1, l'image du morphisme
^ est nulle, a
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PROPOSITION 5.4. - Soit f\ Y——> X une application C00

entre des variétés compactes, Y de dimension n •+- 2 ^ X d^ A'-
mension n. Si de plus l'espace X est simplement connexe et que
[X,BSO(3)j = = 0 , on a, XQ désignant une valeur régulière de l'appli-
cation f:

a) Si /"^^o) est une wriété cobordante à l'espace projectif
RP 2 , / est cobordante à une submersion dans le groupe N^+^(X) si
et seulement si elle est cobordante à la projection p^ : X x RP2 —> X .

b) Si f~l(xQ) est un bord, f est cobordante à une submersion
dans le groupe N^+^TO si et seulement si sa classe est nulle dans
ce groupe.

Démonstration. — Par le corollaire 4.7, l'image du morphisme
^ est le groupe Z/2Z composé de la classe nulle et de celle de
la projection p^ : X x RP2 —> X. n

B. APPROXIMATION D'UNE SOUS-VARIETE
SINGULIERE PAR DES SOUS-VARIETES C00

1. Obstruction au e-lissage sur un lieu singulier.

On appelera triplet singulier, noté (2^, Y^, X^P^) la donnée
suivante :

— X^P-^ , une variété différentiable C00 de dimension k + p + £.
— 2^ , une sous-variété compacte de dimension k de la variété

yfc+P+C

— Y^ , un sous-espace topologique fermé de la variété x^^
contenant la sous-variété S^ et tel que le complémentaire de S^
dans Y^, Y^ - S^ soit une sous-variété C00 de la variété X^^
de dimension k + p .

DEFINITION 1.1. - Un triplet singulier (^k, Y^, X^^) sera
dit e-lissable, s'il existe sur la variété X une métrique riemanienne
telle que l'on ait la propriété suivante :
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Pour tout e > 0 «suffisamment petit», il existe une sous-
variété fermée C00, Yç , de la variété X, coïncidant avec la sous-
variété Y — S à l'extérieur d'un tube ouvert de rayon e autour de
la sous-variété S , c 'est-à-dire :

0 0

Y, 0 (X - T,(S)) = Y H (X - T,S)) (voir Fig. 1)

où Tç(2) désigne le tube de rayon e autour de S pour la métrique
considérée et T^(2), l'intérieur de ce tube.

Soit (S^Y^X^-^) un triplet singulier. Pour e «suffi-
samment petit » , on considère un tube Tç(S) dont le bord 3T^(2)
soit transverse à la variété Y — 2.

Suivant R. Thom [25], on considère l'ensemble des classes de
L-équivalences mod 2 des sous-variétés de dimension k 4- p — 1
du bord du tube 3Tç(S). Pour e « suffisamment petit » cet ensemble
indépendant de e est donc L^+p_i(3T(S),Z/2Z).

A la sous-variété (Y - S) H 3T^(S) correspond ainsi une classe
a, dans L^_i(3T(S), Z/2Z).

LEMME 1.2. — La classe o^ ne dépend pas de e, on la notera OL.

Démonstration. — Soit e' < e deux valeurs de e telles que
les variétés 3Tg(2) et ôTç.(S) soient transverses à la variété
Y — S . La couronne Tg(S)—Tg»(2) est difféomorphe au produit
3T(S) x [0,1 ]. Ainsi l'intersection (T,(S) - f^(2)) H Y nous
donne une variété à bord réalisant la L'équivalence entre les variétés
3T,(S)nY et 3T^(S)nY. a

Au triplet singulier (2^, Y^, X^^^), on associe sa classe
a dans l'ensemble L^_^(9T(2), Z/2Z).

PROPOSITION 1.3. -
DPo^r ̂  /(? rnpter (S^Y^X^^) ^Y e-lissable, il

su f fit que sa classe a dans Lp+^_i(3T(2) ,Z/2Z) soit triviale.
2) Si k<i pour que le triplet (2^, Y^P, X^^) 50^ e-

lissable, il faut et il suffit que sa classe a soit triviale.

Démonstration. — 1) Avec les notations précédentes, pour tout
e petit tel que le bord du tube 3T^(S) soit transverse à la variété
Y — S , a est la classe de la sous-variété Y H 3Tg(S) dans la variété
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3T(S). Cette classe étant triviale, il existe une sous-variété W de
3T(2;)x [0, 1] telle que

W H ôT(2) x {0} = Y H aT,(2) et Wn3T(S)x { l } = 0.

Comme précédemment, on identifie la variété 3T(2 )x [0 , l ]
à une couronne T^(2) -- T^(S) et on a :

WCT,(2) -f^(S)CT,(2).

Ainsi la variété W est une sous-variété C°° à bord de la variété
T,(S), telle que 3W = W 0 3T,(2) = Y H 3^(2).
Le recollement des variétés Yn(X- f^ (S) ) et W sur leur bord,
donne la sous-variété Yç cherchée.

Si pour e, le bord du tube 3Tg(2) n'est pas transverse à la
variété Y — 2 , on prend une valeur e' < e pour laquelle 3T^(2)
est transverse à Y — S . On prendra alors Yg» = Yç . (voir Fig. 1).

2) Le triplet (2^, Y^, X^P^) étant e-lissable, pour e
« petit », soit Yç la sous-variété C°° telle que

Y, n (x - f,(S)) = Y n (x -f,(2)).
Soit W = Y, H T,(2), on a 3W = Y H 3T,(2).

La variété W est de dimension k 4- S., ainsi si k < £ on
peut, quitte à modifier W sans toucher à son bord, supposer que
wns = 0.

La variété S étant compacte, soit T^S un tube autour de
2 tel que T^2 H W = 0. La variété W est donc une sous-variété
C°° de la couronne Tç2 —Tg»S., ne rencontrant pas le bord inté-
rieur 3T^(S) de cette couronne. On a ainsi une L'équivalence
entre la sous-variété Y H 3Tç et le vide. D

x

Fig.l

ôT,(2) H Y
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La projection du tube sur la variété 2^ induit un morphisme
V p ^ k - i ' ' Np^..i [01(2^)1 —^ N^.^). On désigne par 0 le
morphisme composé :

^ Lp^-^aTCT —. N^.jaW)] -^ N^_,(^).

PROPOSITION 1.4. - Po^ S i > k ^ p le morphisme 6 est un
isomorphisme.

Démonstration. - L'inégalité S. > k + p nous donne
dim [81(2^)] > 2p + 2k - 1 .

Ainsi toute application d'une variété de dimension p + k — 1 dans
la variété ÔT'CS^) peut être approchée par un plongement [16].
Soit F : W —> 37(2^) x 1 une application telle que sa restriction
F/aw: aw —^ aW) x {0} U aW) x {1} soit un plongement.
On peut de même que précédemment modifier F en dehors du
bord de W pour qu'elle soit un plongement [16]. Ceci démontre
pour S. > k 4- p la bijectivité du morphisme

Lp^-jaW)] —^ N^.jaW)].
D'autre part, le fibre q : BT^) —> ^k a pour fibre une

sphère S^12"1. Ainsi en homologie, le morphisme induit
q,:îi^9W),Z/2Z)—^ H^S^Z^Z)

est un isomorphisme pour / < p + £ — 1 [22].
La suite spectrale du cobordisme non orienté étant dégénérée,

on a les isomorphismes :

Np^-jaW)] - ^ H^aW)] ® N,/+/=p+fc-i
et

N^-^)- S H/CS^N,.
/+/=p+fc-i

Le morphisme q. étant un isomorphisme pour
/ < p + f e - l < 2 p + Â : - l < p + £ - l ,

^-^N^.jaW)] -^ N^_^)
est aussi un isomorphisme. D

Remarque 1.4. - Dans le cas d'une singularité isolée, c'est-
à-dire la variété Sfc étant réduite à un point, la classe a décrite
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précédemment, est identique à l'élément A(v) étudié par E. Rees et E.
Thomas [20, 21 ]. En effet, dans ce cas, le groupe Lp^^SP^-1, Z/2Z),
est isomorphe au groupe îr.+g _ ^ (MO(fi)). (voir [ 25 ]).

2. Cobordisme fibre relatif à un fibre vectoriel.

Dans ce paragraphe, on se fixe q : E"4'1 ——*- 2, un fibre vec-
toriel réel de fibre R"^ et de base 2 une variété C°° compacte
de dimension fe. Le fibre en sphère associé sera noté SE et un
couple (Z, 0 désignera un sous-fibre C00, du fibre en sphère SE,
de fibre une variété C°° compacte.

DEFINITION 2.1. -Soient (Z^, ^) et (Zi , ï \ ) deux sous-fibres
C00 du fibre SE sur la variété 2 . On dira que (Z^, i^) et (Z^, z\)
sont cobordants s'il existe un sous-fibre C00 à bord, (H, 0, du
fibre S E x I sur 2 tel que:

W H ) n S E x { 0 } = / o ( Z o ) et W) H SE x {1} = i^Z^)y v
Cette relation de cobordisme est une relation d'équivalence

sur l'ensemble des sous-fibres en variétés compactes du fibre en sphère
SE sur la variété 2 .,

On notera dans la suite N^L^SE) l'ensemble des classes d'équi-
valences pour la relation décrite précédemment, l'indice p — 1 dési-
gnant la dimension des variétés, fibre des sous-fibres considérés.

La classe des éléments cobordant au vide sera notée * et appelée
classe triviale.

Remarque 2.2. — Ces ensembles N ^(SE) sont l'analogue
fibre des ensembles de classes de L-équivalences et ne sont en général
pas des groupes. Cependant pour n > 2 ( k + p ) , on verra que
N^_^(SE) est un module sur Z/2Z .

D'autre part pour n > k + p , si le fibre SE est le fibre trivial
S" x 2, la somme connexe le long d'une section constante de deux
exemplaires du fibre S" x 2 induit sur l'ensemble N - ^ ( S ' l x 2 )
une structure de module sur Z/2Z .
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Soit N^ , le groupe de cobordisme fibre non orienté des
fibres sur la variété 2 de fibre une variété de dimension p - 1 .
A tout sous-fibre du fibre en sphère SE, on associe sa classe dans
le groupe N^ . Ceci définit un morphisme ^ : N^(SE) —> N^ .

PROPOSITION 2.3. - Pour n > 2(k + p), le morphisme </?
est un isomorphisme.

Démonstration. - Pour toute variété C08 compacte de dimen-
sion p - 1 , F^-1, on considère P^F^-^R"), l'espace des plon-
gements de F^1 dans l'espace numérique R". On montre tout
d'abord que si n > l(k -h p) cet espace est fc-connexe.

En effet, soient pour 9. < k deux applications /o et
/i: Sfi —> PCCF^.R").

Comme n > 2(p + S ) , on peut supposer que les applications
induites f^ S ^ x F P - 1 —> R" et ^: S^F^-1 —> R" sont des
plongements [16]. Soit F: S^xf^-1 x i —> R" une application
telle que F/S8 x F^-1 x {1} =/^ et F/S® x F^-1 x {0} = ̂  .
Comme ^ 2 > 2 ( p + £ ) , on peut prendre pour F un plonge-
ment de S^F^^I dans R" coïncidant avec 7o et f\ sur
S ^ x p P - 1 x {0} et S ^ x p P - 1 x { l } .

L'application F induit une homotopie entre /o et /i.
On considère à présent S"<—^ SE -^ 2 le fibre en sphère

fixé au début de ce paragraphe. L'inégalité n > k, nous assure que
ce fibre a une section SQ : S —> SE [19].

i
On notera alors E' ——> 2 le fibre complémentaire de cette

section, SE - .^(S) -îz^ 2 . C'est un fibre vectoriel de rang n.
Soit FP- l<—> Z —> 2 un fibre C°°. Le groupe

DW-^xOÇn)
produit du groupe des difféomorphismes de la variété F^1 par
le groupe linéaire 0(n) opère sur l'espace des plongements de
F^-1 dans R" , P^-1, R"). On considère alors

Pfiœ^-1, R")-^ 5f(Z) —^ 2^ ,

le fibre sur 2 de fibre l'espace des plongements Pi^F^1, R"),
construit à partir des cocycles correspondant aux fibres Z —> 2
et E' -i-^ 2. Une section de ce fibre 5f(Z) nous donne un plon-
gement du fibre Z —> 2 dans le fibre vectoriel E' -â-^ 2 .
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— Surjectivité du morphisme <^
Soit Z —> S un fibre de fibre F^-1 représentant un élé-

ment du groupe N^ . Pour n > 2 ( k + p ) l'espace P^F^1,^)
est fc-connexe. Ainsi le fibre 5f(Z) correspondant admet une section
[19]. Cette section nous donne un plongement du fibre Z dans le
fibre vectoriel E' —^ S . Le fibre Z —> 2 plongé dans E' -^ 2 ,
l'est donc dans le fibre en sphère SE, d'où la surjectivité du mor-
phisme </?.

— Injectivité du morphisme (p :
Soient (Z^, f^) et ( Z ^ , ^ ) deux sous-fibres du fibre SE et

soit H —> 2 un fibre C°° à bord, de bord la réunion des fibres
ZQ et Z i . Par une démonstration identique à la précédente, on
montre l'existence d'un plongement du fibre (H, / ) dans SE x 1
tel que :

/(H) H SE x {0} ̂  Zo et /(H) H SE x {1} ̂  Z , .
Ainsi, pour montrer que le morphisme ^ est injectif, il suffit de
vérifier que, vu les conditions de dimensions, la classe d'un sous-
fibre ( Z , Q dans N^_i(SE) est indépendante du plongement i.

En effet, soient ^ et ^ deux plongements dans SE d'un
même fibre Z. A ces deux plongements correspondent deux
sections 5^ et s^ du fibre 5f(Z). L'espace P^FP-1, R")
étant ^-connexe, ces deux sections sont homotopes. Elles définis-
sent ainsi des éléments équivalents dans l'ensemble N^.^SE). n

3. Obstruction au e-lissage régulier.

Dans cette partie, on reprendra les notations introduites au
premier paragraphe.

DEFINITION 3.1. - Un triplet singulier (2^, Y^.X^^8) sera
dit régulier s'il vérifie les conditions suivantes :

II existe une métrique riemanienne sur la variété X et un
nombre e^ > 0 «suffisamment petit», tel que :

a) la restriction à la sous-variété Y - 2^ de la projection q
du tube de rayon e^ autour de 2^, q/ : (Y - 2^) n T (2^) —> 2fc

est une submersion.
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b) Pour presque tout e , 0 < e < CQ , la restriction à la sous-
variété Y — 2^ de la projection du bord du tube de rayon e de
2^ , q l : Y 0 ôT^(2^) —> S^ ^ i^é? submersion.

Exemples 3.2. —
1) Soit (S^Y^.X^"^) un triplet singulier. Si le couple

de strates S^Y^—S^, vérifie la condition (b) de Whitney,
alors le triplet (5^, Y^, X^^) est régulier (voir [14]).

2) Si Y^ et YÇ sont deux sous-variétés compactes de dimen-
sion p , transverses, d'une variété X, C°°, de dimension n, alors
le triplet (Y^ H Y^ , Y^ U Y^, X) est régulier.

DEFINITION 3.3. - Un triplet régulier (S^, Y^, X^^) ^ra
AT régulièrement e-lissable si la propriété suivante est vérifiée :

Pour presque tout nombre e > 0 «suffisamment petit», il
existe une sous-variété fermée C°°, Y^, de la variété X telle que
l'on ait :

1) L'application ql : Yç H (TgS^) —»- 2^ est une submer-
sion. ^ ^

2) Y^ 0 (X - T,^) = Y 0 (X - T^S^)
(voir Fig. 1).

Soit (^k ̂ kjrp .Vf^^) un triplet régulier. Ce triplet étant
régulier, l'application ql : 3T^(2) —> 2 , projection du bord du
tube d'épaisseur CQ donné par la condition de régularité, est un
fibre en sphère sur £ . C'est le fibre en sphère associé au fibre
normal à la sous-variété 2 dans la variété X.

On considère N2 (3T(2)) l'ensemble des classes de cobor-
disme de sous-fibre défini dans le paragraphe précédent.

Pour presque toute valeur de e, 0 < e < Cç , l'intersec-
tion Y H 9T^(S) étant une sous-variété compacte, sa projection
^ / : Y n 3 T ^ ( 2 ) — ^ 2 est un sous-fibre C00 du fibre en sphère
^ / :3T,(S)—^2.

On note j3ç la classe de ce sous-fibre dans l'ensemble
N^jaT(S)].

LEMME 3.4. ~ La classe j3g est indépendante du choix de la
valeur de e <CQ.
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Démonstration. — En utilisant la propriété a) de la définition 3.1,
la démonstration est identique à celle du lemme 1.2. n

A un triplet régulier (2^, Y^, X^'1'8), on associe sa classe
P dans l'ensemble N^[81(2^)].

PROPOSITION 3.5. —
1) Pour que le triplet (2^, Y^, X^P^) soit régulièrement

e-lissable, il suffit que sa classe j8 dans l'ensemble N^JâTCS^]
soit triviale.

2) Si k < S. pour que le triplet (2\ Y^P, X^^8) soit régu-
lièrement e-lissable, il faut et il suffit que sa classe j8 soit triviale.

Démonstration. — Soit e < e^ fixé. L'élément fS est alors
la classe du sous-fibre Y H 3Tç(2) —^ S . Cette classe étant tri-
viale dans N ^ t i î T C S ) ] , il existe un sous-fibre à bord W de
3T(2) x 1 tel que :

W 0 3T(2) x {0} = Y H 3T(2) et W 0 3T(2) x {1} = 0.
0

On identifie 3T(2) x 1 à une couronne Tç(2) - Tg,(2) autour
de S. Le recollement des variétés Y n ( X — T ç ( 2 ) ) et W sur
leur bord Y 0 3T^(2) nous donne la sous-variété fermée Yç
cherchée (voir Fig. 1 ).

3) Soit Yç la sous-variété fermée telle que
Y, n [x - f,(2)] = Y n (x - f,(2).

Le fibre W = Yg H Tç(2) étant une variété de dimension k + p ,
si k < p on peut la supposer disjointe de 2 . Le fibre W étant
alors plongé dans une couronne, donne la nullité de l'obstruc-
tion j8. a

PROPOSITION 3.6. - Pour tout fibre C°° sur 2^ , Z -^ 2^ ,
de fibre une variété C°° compacte de dimension p — 1, il existe
un triplet régulier (2^, Y^, R*-^8) ^/ q^? ; poi^ e suffisam-
ment petit, le sous-fibre C00, î/: ÔT^) n Y^ —^ 2^ ^r ^0-
morphe au fibre Z —^ 2^ .

Démonstration. — O n prend pour espace Y^ , dans Rk+p+!l,
le cône « le long de 2 » du fibre Z.

Remarque 3.7. — On se fixe une variété C°° compacte 2^ de
dimension k et deux entiers p et £ tels que £ > 3 f c 4 - p — 1.
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Soit ^CS^p.î) l'ensemble des triplets singuliers réguliers
(S^Y^, R^^). On dira que deux tels triplets ont même type
de singularité au voisinage de S^, s'ils définissent une même
obstruction <p(|3) dans le groupe N 2 ^ (voir propositions 2.3 et 3.5).

Cette relation est une relation d'équivalence sur l'ensemble
des triplets SKS^p,^) . Soit ^(S^p.e) le quotient par cette
relation d'équivalence. La correspondance qui, à tout triplet singulier
régulier, associe sa classe ^p(fS) dans le groupe N2^, définit
une bijection entre ce groupe et l'ensemble quotient ^(S^,?,^).

L'injection découle des propositions 2.3 et 3.5, la surjection
de la proposition 3.6 précédente.

Remarque 3.8. — Les trois premiers paragraphes de ce travail,
écrits dans le cas « non orienté », se transcrivent dans le cas orienté.
On notera toujours a l'obstruction au e-lissage dans l'ensemble
des L-classes Lp.^_^[^T(2fc)]. De même l'obstruction au e-lisfcage
régulier toujours notée j3 appartient à l'ensemble des classes de
cobordismes de sous-fibres orientées noté ^^[ÔT^S^)] .

4. Quelques résultats dans te cas stable (£ > k 4- p ) .

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas stable, c'est-à-dire
le cas où £> k + p . On a vu alors (proposition 2.3) que le mor-
phisme ^ : N^^SE) —^ N2^ est un isomorphisme.

On considérera les obstructions au e-lissage régulier ^p(fS) dans
le groupe N^ .

a) Lieu singulier 21 connexe de dimension un, cas orienté

Le Heu singulier est ici un cercle S1 et les triplets réguliers
considérés sont de la forme (S1, Y^, X^^) avec £ > p + l .

a) p pair, p > 4
Correspondant à un tel triplet, on considère le fibre C°° sur

S1 q l : 3T^S1) H Y^ —> S1. Soit Z = 3T,(S1) H Y^ son
espace total et F = fl"1^) une fibre.
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PROPOSITION 4.1. -Le triplet régulier (S1, Y1^, x1^8) ^
régulièrement e-lissable si et seulement si la classe de la variété Z
dans le groupe Sî et celle de F dans Sîp_i sont nulles.

Démonstration. — Dans ce cas, p pair p > 4 et S1 = S1,
M. Kreck a montré [11] que le morphisme ^ : îî^i —>> î2p(S1) est
injectif. De plus, comme on a un isomorphisme î2-(S1) ̂  î2 6) ^p-i
[6], un fibre sur S1 est bord fibre si et seulement si la classe de son
espace total dans le groupe S2 et celle de sa fibre dans le groupe
^n-i sont nulles, o

COROLLAIRE 4.2. - Si la classe de F dans S2p_i est nulle, le
triplet régulier (S1, Y^, X1'^2) est régulièrement e-lissable si
et seulement si il est e-lissable.

Démonstration. — Si le triplet est régulièrement e-lissable,
alors il est e-lissable. D'autre part, s'il est e-lissable, sa classe a
dans L [3T(S1)] représentant l'espace total Z du fibre est triviale
dans cet ensemble. On a ainsi Z qui est un bord, si de plus F
est un bord par la proposition précédente, le triplet est réguliè-
rement e-lissable. o

fS) p impair, p > 3

PROPOSITION 4,.3. - Un triplet régulier (S1, Y^P , X14-^)
est régulièrement e-lissable, si et seulement si l'image de son obstruc-
tion <^(j3) par Î2j^—> W^ (^^(Z, Z) 0 Ù^,C î2p (voir
[12]) est nulle.

Démonstration. — Dans [12] M. Kreck calcule le groupe
A = n^^p-i ""p-i •

7) P = 4

PROPOSITION 4.4. - Tout triplet régulier (S1, Y5, X5^) est
régulièrement e-lissable.

Démonstration» — Dans [ 15] P. Melvin montre que S2| = ^3 = 0.
Dans cette dimension, l'obstruction j8 au e-lissage régulier est donc
toujours nulle, a
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COROLLAIRE 4.5. - Soit Y5 une sous-variété de dimension 5 d'une
variété X54"8 de dimension £ + 5 telle que son lieu singulier soit
une sous-variété compacte de dimension un de X.

Alors si le couple de strates S^Y5 — S1 vérifie la condition
( b ) de Whitney, la variété Y5 est régulièrement e-lissable (et donc
e-lissable).

Démonstration. — Ici le lieu singulier S1 sera une réunion
disjointe de cercles. La condition (b) de Whitney étant vérifiée, on
aura au voisinage de chacun de ces cercles un triplet régulier (voir
exemple 3.2). L'obstruction fî étant nulle pour chacun de ces
cercles (proposition précédente), la variété Y sera régulièrement
e-lissable. °

6 ) p = = 3

PROPOSITION 4.6. - Un triplet régulier (S^Y^X4^) est régu-
lièrement e-lissable si et seulement si son obstruction

^esi^z-eçz/izr
(voir [ 1 ]) est nulle.

Démonstration. — Dans [1] F. Bonahon calcule le groupe
A,=Î2J1 .

b) Lieu singulier 2^ connexe, p == 1 .

a) Cas orienté

PROPOSITION 4.7.- Un triplet régulier (2^, Y^1, X^1-^) est
régulièrement e-lissable si et seulement si son obstruction

)̂ G Î2f - Z 0 K [Hom,(7r,(X), 2J]
est nulle.

Démonstration, — Voir A. Proposition 2.3. a

Pour un triplet régulier (2^, Y^1, X^^), on considère le
revêtement q / : ÔT^) H Y^——> ^k . Soit nCZ la différence
entre le nombre de points d'orientation 4- 1 et ceux d'orientation
— 1 d'une fibre de ce revêtement.
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COROLLAIRE 4.8. - Si 7^(2^) = 0 , un triplet régulier
(2^ Y^1, \k+l+Q•) est régulièrement e-lissable si et seulement si
l'entier n G Z rf^/im précédemment est nul.

Démonstration. — Dans ce cas K[Hom^(7r^(X), 2<J] = 0 et
donc <^(j3) == w G Z . a

j3) Cây ^ow orienté

PROPOSITION 4.9. - Un triplet régulier (^k ,Yk+l ,Xk+l+!l) est
régulièrement e-lissable si et seulement si son obstruction </?(j3) € N^
^ AîM/fo £ê groupe N^ ^ MW espace vectoriel sur Z/2Z ai^c
MAÎ générateur par classe de conjugaison de sous-groupe H d^ îr^S^)
d'indice fini, tel que [N(H):H] soit impair.

Démonstration. — Voir A. Corollaire 2.8.

COROLLAIRE 4.10. -Si le groupe Tr^S^) = 0 ou si iTr^S'')! = 2^
un triplet régulier (2^, Y^'4'1, Xk+l+&) est régulièrement e-lissable
si et seulement si le revêtement q / : 3^(2^) H Y^'^1——> 2^ a un
nombre de points pair dans sa fibre.

Démonstration. — Dans ces deux cas, un revêtement est bord
fibre si et seulement si il a un nombre de points pair dans sa fibre, a

c) Lieu singulier 2^ connexe, p = 2

a) Cas orienté

PROPOSITION 4.11. - Tout triplet régulier (2^, Y^2, Xk+2^)
est régulièrement e-lissable.

Démonstration. — Voir A. Proposition 4.1.

COROLLAIRE 4.12. —Soit Y^2 une sous-variété singulière de
dimension f e + 2 d'une variété Xk+2+!i telle que son lieu singulier
soit une sous-variété compacte de dimension k (pas nécessairement
connexe).

Alors si le couple de strates 2 f c ,Y f c+2 — 2^ vérifie la condi-
tion ( b ) de Whitney, la variété Y^2 est régulièrement e-lissable
(et donc e-lissable).



302 A. DIDIERJEAN

Démonstration. — Au voisinage de chaque composante connexe
du lieu singulier, l'obstruction j3 sera nulle, a

fS) Cas non orienté

PROPOSITION 4.13. - Tout triplet régulier (2\ Y^2, X^2-^)
est régulièrement e-lissable.

Démonstration. — Voir A. Proposition 4.1.

d) Lieu singulier 2^ connexe, p = 3.

a) Cas orienté

PROPOSITION 4.14. - Tout triplet régulier (2^, Y^3, X^3^) ^/
<^ TT^S^) = 0 est régulièrement e-lissable.

Démonstration. — Voir A. Proposition 4.5.

j3) Cas non orienté

PROPOSITION 4.15. - Si 7^(2^) = 0 et si de plus [2^, BSO(3)] = 0
alors tout triplet régulier (2^, Y^"*"3, x^'1"3'^) ^ régulièrement e-
lissable.

Démonstration. — Voir A. Corollaire 4.7.

e) Z^M singulier une sphère Sk, p < fc/2, cû5 non orienté

Pour un triplet régulier (S^, Y^^, X^^-"8), soit F une fibre
d'un fibre q/ : ÔT^S^) H Y^ —»- S^, e « suffisamment petit ».

PROPOSITION 4.16. -
1) Pour p < k / 2 , '̂ la classe de la variété F dans le groupe de

cobordisme Np_i est nulle, alors le triplet régulier (S^, YP^ , X^^6)
&s^ e-lissable.

2) Si k et p sont pairs, alors l'inégalité p < k/2 suffit.

Démonstration. — Soient :
^: N^JÔW)] —^ L^,[9W),Z/2Z]

et ^N^—^,..^)
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les morphismes consistant à oublier la structure fibrée. Dans [4],
on considère les scindages suivants pour le morphisme ^ et les
groupes de cobordismes correspondants :

fï 0\
^ = n J : ̂ S-i e Vi——-N^eN,_,.\0 id /

On montre que sous les hypothèses de la proposition, le morphisme
Ï est nul.

Le diagramme suivant est commutatif :

^L^.^awhz^z]—^ N^^)
1^1 1^

^Nj^taW)] ——x——>Nf_,
Comme on a S. > k 4- p , les morphismes 0 et ^ sont des isomor-
phismes (propositions 2.3 et 1.4) et on a : ^[<^(j3)] = 9(a).

La classe de F étant nulle dans N I , le morphisme ï étant
nul, on a ^[<^(j3)] = 0(a) = 0.

Le triplet considéré est donc bien e-lissable. a

Remarque 4.17. — En utilisant la proposition 3.6 et la remarque
3.7, les résultats précédents nous donnent dans le cas orienté, pour
S. > 3k -+- p — 1 la classification suivante :

^(s^.fi) -s^en^ (s>2) [7]
3(s1, 4s 4 - 1 , c) - w(z, z) e n^ e à^ [8]
^(S1^,^) ^ 0 [9]
g(S l ,3 , î ) ^Z°'e(Z/2Z)00 [1]
9(2^, 1 , C ) - Z e K[Hom,(7^(X), 2J] [A. Prop. 2.3]
3(2^, 2, £) ^0 [A. Prop. 4.1]
3(2^, 3 , C) ^ 0 si ^1(2^ = 0 [A. Prop. 4.5]

où on a mis entre crochets les références sur le cobordisme fibre
utilisées.
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5. Conservation de la classe dTiomologie par e-lissage.

Comme précédemment, on considère Y^ une sous-variété
singulière d'une variété x^"^8, on suppose de plus que le lieu sin-
gulier S^ de Y est une sous-variété C°° compacte de X et que
la variété Y — S est orientée.

Si p > 2 la variété Y a une classe fondamentale W E H^+ (Y, Z)
[13]. On suppose ici que le triplet (X, Y, 2) est e-lissable.

Soit Yç une sous-variété lisse « voisine » de Y dans X obtenue
par e-lissage et Wg G H^+p(Yç, Z) sa classe fondamentale.

On notera de même W et Wg les images dans l'homologie
de X de ces classes fondamentales.

PROPOSITION 5.1. - Si p > 2 les classes W et Wg dans le
groupe H^+p(X,Z) sont égales.

Démonstration. — Les classes W et Wg sont dans le groupe
H^(X,Z).

Soit Tç une tube d'épaisseur e autour du lieu singulier S.
Au couple (X, Tg) correspond la suite exacte :

H^p (Te. Z) —^ H^ (X, Z) -^ H^ (X, T,, Z)

avec H^.p(T^,Z)—^ H^p(2, Z) = 0 car la variété 2 est de
dimension k . Il suffit ainsi de montrer que l'élément < ^ ( W — W e )
est nul dans le groupe H^+ (X, Tg, Z).

On considère une triangulation de (Y, S , Tg H Y) (voir [2]
p. 45). A cette triangulation correspond un cycle de X, o, repré-
sentant la classe fondamentale W, cycle qui s'écrit o = a^ + a^
où 04 est à support dans Y — Tg et o^ dans Tç.

De la même manière, on peut représenter la classe fondamen-
tale Wg par un cycle de X, a, qui s'écrit a = c^ + c^ où c^ est
support dans Y — Tg et o^ dans Tç .

Les variétés Y et Yç coïncidant en dehors du tube Tç , on
peut choisir a tel que ^ 1 = ^ 1 .

D'où l'élément W — Wg est la classe du cycle a — a = a^ — a^
à support dans T^ et on a ^(W - Wç) = 0 E H^+p (X, Tç, Z).
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