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EXTENSIONS CENTRALES D'ALGÈBRES DE LIE

par C. KASSEL et J.-L. LODAY

Soient k un anneau commutatif et A une fe-algèbre associative.
S. Bloch ([l], théorème 3.1) a démontré que le groupe d'homologie
H2(sln(A),k) de l'algèbre de Lie des matrices de trace nulle sur A est
isomorphe au k-module de différentielles Qj^/dA lorsque A est
commutative et que 2 est inversible dans A (le cas particulier où
A = k[t,t~1} a été traité dans [3], théorème 2.36).

Dans ce travail, nous éliminons les hypothèses restrictives de Bloch et
nous calculons H^sI^A),^) en toute généralité. Au module Qj^/rfA qui
n'est défini que pour A commutative, on substitue un groupe HC2(A)
construit à partir d'un complexe-quotient du complexe de Hochschild de
l'algèbre A. L'idée d'un tel complexe vient des travaux d'A. Connes sur
les C*-algèbres. On démontre alors stablement l'isomorphisme

H2(sUA),fe) ^ HC2(A) ( n^5 ou n^2 et ^ e A )

en étudiant l'extension centrale universelle st^(A) de la fc-algèbre de Lie
5ln(A).

Au § 2 nous développons une version relative des résultats précédents
pour une surjection A -> A/I. Lorsque A est commutative, on calcule le
groupe d'homologie relative H3($I^(A/I),5l^(A);fc) de la projection
sI^(A) -> si,, (A/I) au moyen d'un groupe relatif pour l'homologie de
Connes. On montre ainsi que H3(sI^(A/I),$I^(A);^) est isomorphe (pour n
assez grand) au k-module îi^i^/dl engendré par les générateurs <a,fc)
(où l'un au moins des éléments a, b de A est dans l'idéal I) et les
relations

<o,fc> + <M> =0,
<Û,ÀA+HC> — À,<a,fc> — n<û,c> = 0 , ^, [ i e k ,

<a,fcc> + <fc,ca> + <c,afc> = 0 , a ou b ou c e l .
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On se reportera à la proposition 2.11 pour un résultat général lorsque A
n'est pas nécessairement commutative.

On peut réinterpréter les résultats du § 1 de la manière suivante : (pour
n assez grand), on a une suite exacte fonctorielle en A

0 -. H^(A),k) ̂  st^-^gUA) -. Hi(^(A),fe) -^ 0

et les groupes Hi(sI^(A),fe), Hi(s^(A),k) et H^nW^) sont nuls. Par
analogie avec les premiers groupes de K-théorie algébrique (voir [9]), nous
introduisons les foncteurs

et
Kt-(A) = H,(9UA),k), K^A) = H,K(A),k)

K^(A) = H3(st,(A),k)

(n assez grand). Alors K^(A) est isomorphe au groupe HQ(A)
d'homologie de Connes ( f= l et 2).

Par ailleurs, pour toute surjection A -> A/I, on peut construire des
groupes relatifs K^AJ) et HC;(A,I) ( f = = l et 2) dont on démontre qu'ils
sont isomorphes et qu'ils donnent lieu à une suite exacte de la forme

K^A) -> K^A/I) -̂  K2L(A,I) -^ K2L(A) -. • . • -^ K^(A) -. Ki-(A/I) -^ 0.

De même qu'au § 1 on utilise la théorie des extensions centrales
d'algèbres de Lie, on a besoin au § 2 d'une classification des suites exactes
d'algèbres de Lie à quatre termes. Ceci nous amène à introduire des
« modules croisés d'algèbres de Lie » par analogie avec une notion similaire
définie par J. H. C. Whitehead en théorie des groupes. On présente en
appendice les propriétés principales de ces objets.

1. Extensions centrales de sIn(A).

1.1. La donnée d'un anneau commutatif k et d'une k-algèbre A
(associative, commutative ou non) permet de définir le complexe de k-
modules

... - C^(A) -^C^-,(A) -. ... ̂  C,(A) - Co(A) - 0

où Co(A) = k, Ci (A) = A et si n ^ 2, C^(A) est le quotient du k-
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module A (x)^ A (x^ • • • ®^ A par le sous-fc-module engendré par les
n fois

éléments a^ ® ̂  ® • • • ® ̂  -h (-1)"^ 00 • • • 00 û,, 00 ̂  . L'homo-
morphisme d : C^(A) -^ C^_i(A) est donné par

n

rf(ûi00 • • • ®^) = ^ (-1)^1 (x) . • . (g) a,_i^ (x) .. • (g) ̂
— â^ ® • • • ® <V^

lorsque n ^ 2 et par rf = 0 sinon. On vérifie facilement que les
homomorphismes d sont bien définis et que à2 = 0. Le complexe C (A)
est un quotient du complexe de Hochschild de la fe-algèbre A ([2], IX.6).
Le dual de C^(A) (décalé d'un cran) a été considéré pour la première fois
par A. Connes (non publié).

DÉFINITION 1.2. - On appelle homologie de Connes de la k-algèbre A
les groupes d'homologie, notés HQ(A), du complexe précédent.

On voit aussitôt que HCo(A) = k et que HCi(A) ^ A/[A,A] où
[A,A] est le sous-fe-module de A engendré par les éléments de la forme
ab — ba(a,b e A).

Lorsque A est commutatif, a ® b \-^ adb induit un isomorphisme
0)2 '' HC2(A) S Qjt^/rfA (1-formes différentielles modulo les formes
exactes), qu'on peut encore décrire comme le fc-module engendré par les
générateurs <a,fc> (a,fceA) et les relations

<a,fc> + <fc,a> = 0
<a,ÀA+nc> = Ha,fc> + n<û,c>
<b,ca) - <afr,c> -h <û,fcc> = 0

pour a, fc , ce A et À - , n e f e .

Remarque. — Plus généralement (A commutatif), on a pour tout
i ^ 2 un homomorphisme co, : HC((A) -> Q.^/dO1^2, caractérisé par

ai ® • • • ® a, }—> a^ da^ A • • • A da^.

D'autre part, on peut montrer qu'il existe un produit commutatif gradué

HC,(A) ®k HC/A) -^ HC,+,(A) sur l'homologie de Connes. Il vérifie la

formule

"•^^ = (i^^),^ A d^eSî^-1^-2-
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On en déduit (comme dans [6], prop. 1.3.7) que lorsque A est commutatif
et n ^ 3, œ^ induit une surjection scindée de HC^(A) (x) Z[l /(n— 1) !] sur
n^^O^^Ztl/^-l)!].

En général, œ, n'est pas un isomorphisme pour i ^ 3. En effet
lorsque A == fe, les différentielles Qj^ sont nulles alors que

HC,(fe) =
k si n = 0 et 1
0 si n pair ^ 2
2k si n impair ^ 3.

1.3. Soit <f un entier ^ 1 et M^(A) la k-algèbre des matrices carrées
d'ordre n à coefficients dans A. Il existe un homomorphisme de
complexes Tr^ : C^(M^(A)) -> C^(A) qui étend la trace :

Tro = identité, Tr^ = Trace et si n ^ 2,

Tr^(w1® • • • 0W") = ^ m^ ® m2^ (g) • • • ® w^,^.
Kil , . . . ,^^^

Cet homomorphisme est compatible avec l'inclusion de M^(A) dans
M^i(A). On peut vérifier qu'il induit un isomorphisme de HC^(M^(A))
sur HC^(A).

1.4. Nous faisons maintenant quelques rappels sur la théorie des
extensions centrales d'algèbres de Lie (ils sont tirés de [2], [3]).

Une suite exacte de fe-algèbres de Lie

0 -, I -, u-^g ->0

est une extension centrale de 9 (par l) si I est dans le centre de u, i.e. si
[I,u] = 0. L'extension centrale a : u -+ 9 est universelle (et dans ce cas,
elle est unique à isomorphisme près) si pour toute extension centrale
P : o -^ 9, il existe un unique homomorphisme d'algèbres de Lie
y : u -^ o tel que Py = a. On a alors la

PROPOSITION 1.5. — Une algèbre de Lie 9 possède une extension centrale
universelle si et seulement si 9 est parfaite, i.e. 9 est égale à la sous-algèbre
[9.9] de ses commutateurs. Une extension centrale u -> 9 est universelle si et
seulement si u est parfaite et toute extension centrale a : t -> u de u est
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inessentielle (i.e. il existe un homomorphisme d'algèbres de Lie u -»• t qui
scinde a).

D

Cette proposition peut se formuler en termes de l'homologie de l'algèbre
de Lie 9 : en effet, Hi(g,fe) ^ 9/[9,g]. L'algèbre 9 est donc parfaite si et
seulement si Hi(g,fe) = 0. De plus, si a : u -> 9 est l'extension centrale
universelle de 9 et si 9 est un k-module libre, alors Ker(a) ^ H2(9,fe).
L'extension centrale universelle u vérifie donc (si elle est libre sur k) :
Hi(u ,k )=H2(u , / 0=0 .

Prenons l'exemple de l'algèbre de Lie 9^ (A) des matrices carrées
d'ordre n à coefficients dans A. Le crochet de Lie est donné par
[x,y] = xy - y x . Pour tout n ^ 1, [9^(A),9^(A)] est la sous-algèbre
sI^(A) des matrices dont la trace appartient à [A,A]. Par conséquent

Hi(9^(A),fe) ^ A/[A,A] ^ HCi(A) pour tout n ̂  1.

L'algèbre de Lie si» (A) est parfaite si n ^ 3 (c'est également le cas de
sl2(A) lorsque 2 est inversible dans fe) :

Hi(sI^(A),k)=0 (n>3).

D'après la proposition 1.5, elle possède donc une extension centrale
universelle dont l'étude occupe le reste de ce paragraphe. Les résultats qui
suivent sont également vrais pour n = oo où on pose

9l(A) = 9UA) = lim 9^(A) et $I(A) = $I^(A) = lim sI^(A).
" ^

DÉFINITION 1.6. - Soit 3 < n < oo. On note st^(A) la k-algèbre de
Lie engendrée par les générateurs

Uij(a), a e A, 1 ^ i ^ j ^ n
et les relations

a) Uij(ka+\tb) = 'kUij(a) -h pi^.(fc) a, b e A et À,, H e fe,
,. , / . /.., f 0 si i + £ et j + k,0)[«^Wfc)]=^ ,. ^, ^ ̂ ,

L'algèbre de Lie st^(A) possède alors les propriétés suivantes.

THÉORÈME 1.7. - Soit 3 ^ n < oo. L'algèbre de Lie st^(A) <?st MUC
extension centrale de ôI^(A) de noyau isomorphe à EK^A). Lorsque A
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est commutative (alors HC2(A) ^ Qj^/dA), le 2-cocycle associé à
l'extension st^(A) -^ si,, (A) est donné par l'application

x A y »-> Trace (x d^)

A? Ajsl»(A) rfans Oj^/riA.

La démonstration du théorème se fait en plusieurs étapes (pour une
démonstration analogue, cf. [7], appendice). En 1.12 on montre que
l'extension st^(A) ~> sI»(A) est centrale, puis en 1.16 on démontre qu'il
existe une surjection T| de HC^A) sur le noyau de l'extension; enfin en
1.17 on établit l'injectivité de r|.

Le théorème est complété par l'énoncé suivant.

PROPOSITION 1.8. — Si de plus n ^ 5, alors st^(A) est l'extension
centrale universelle de si,, (A).

La proposition a été établie par S. Bloch ([l], 3.16) pour A
commutative et 2 inversible dans k. La démonstration de Bloch s'adapte
sans restriction au cas général, une fois qu'on a démontré que l'extension
si,, (A) -> $I^(A) est centrale.

D

COROLLAIRE 1.9. — Soit 5 ^ n ^ oo et supposons que, de plus, A est
un k-module libre. Alors

H,(^(A),fe) ^ HC^(A) et H^I^A),^) ^ HC^(A) ® A^A/tA.A]).

Démonstration. — Le premier isomorphisme résulte de 1.4, 1.7, 1.8 et le
second de l'examen de la suite spectrale d'homologie associée à l'extension

0 ——sUA)——(^(A)——A/[A,A] ——0. D

Remarques. — a) II est possible de définir si,, (A) pour n = 2. En
effet, soit ^(A) la fe-algèbre de Lie engendrée par les éléments u^^(a),
M2i(&), îî(a,b)(a,b e A) soumis aux relations

u^a + [ib) = ̂ (a) + ^(b), a , b e A , X . ^ i e f e
H(û,fc) = [u^Ça)^(b)]
[u^(c),îî(a,b)] = - u^(cba+abc)
[u^(c),îî(a,b)] = u^(cab-\-bca)
[u^(a)^(b)]==0.
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Alors ôt^CA) est une extension centrale de ^(A). Si - ^ e f e , c'est

l'extension centrale universelle de ^(A) et son noyau est isomorphe à

HC^A). De même si ^efe.s^A) (resp. $14 (A)) est l'extension centrale

universelle de ^(A) (resp. 514 (A)).
b) Plus généralement, soit 9 une algèbre de Lie simple déployée sur Q

et gz un ordre de Chevalley de 9. Posons g(A) = A®zgz l'algèbre de
Lie associée sur la fe-algèbre A. Alors en suivant la voie tracée dans [3],
pp. 20-24, on montre que, si 2 est inversible dans fe, g(A) possède une
extension centrale universelle de noyau isomorphe à HC^A) et donc (si
A est libre sur k), H^A)^) ^ HC2(A).

c) En termes de stabilité de l'homologie, ces résultats montrent que
^(^(A),^)——'H2(sI^+i(A),fe) est un isomorphisme pour n ^ 5 et
pour n ^ 2 si . e k.

1.10. Démonstration du théorème 1.7.
Fixons un entier n ^ 3.

Les matrices élémentaires E,/û) de sI^(A) (l^i^j^n) vérifient les
relations de la définition 1.6. En associant E,/û) à u^a), on définit un
homomorphisme surjectif q> de st^(A) sur sI^(A). Soit n (resp. n') le
sous-fe-module de st^(A) engendré par les éléments u^(à) avec i < j
(resp.oj). L'image par (p de n (resp. n') est formée des matrices
triangulaires supérieures (resp. inférieures) avec éléments diagonaux nuls de
sI^(A). Les restrictions de (p à n et n' sont injectives.

On pose :

îîij(a,b) = [Uij(a\Uji(b)], 1 ^ i ^j < n ; a,bç\.
Alors :

H,,(a,fc) = - H,,(M)
et (pH;/a,fc) = E«.(ab) - E^(fca) (matrice diagonale).

Soit ï) le sous-fe-module de ôt^(A) engendré par les éléments Hf/û,fc)
(l^i^'^w^^eA). Alors on a le

LEMME DE DÉCOMPOSITION 1.11. - Soit n ^ 3. Tout élément jcest^(A)
s^crï'r d^ manière unique sous la forme

x = u + t + u'
avec y e n , n'en' ^ t e l ) .
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Preuve. — Pour montrer l'existence de la décomposition, comme le k-
module n -h I) -h n' contient les générateurs u^a) de $t^(A), il suffit de
démontrer que n -h t) + n' est un idéal de st^(A). Il suffit donc de
montrer que pour tout x de la forme u^(b) ou H^(fc,c),
[Uij(à),x] e n -h Ï) + n', ce qui se fait aisément par un calcul direct utilisant
la définition de H^(fc,c) et l'identité de Jacobi.

Quant à l'unicité, supposons qu'on ait

u + t 4- u' = 0 avec u e n, t e Ï ) et u' e n'.

Alors (p(M) + (p(0 + (p(M') = 0. Or (p(M) est la partie triangulaire
supérieure de la matrice (p(M+r+u') = 0.

La matrice (p(M) est donc nulle et, d'après la remarque faite plus haut,
u = 0. De même u' = 0 et par conséquent t = 0.

D

Si on appelle ?„ le noyau de (p : s^(A) -^ sIn(A), on déduit du lemme
de décomposition le résultat suivant.

PROPOSITION 1.12. — Soit 3 ^ n ^ oo. Alors le noyau ?„ est contenu
dans t) et l'extension (p : st^(A) -> sln(A) ^5t centrale, i.e. [pn,stn(A)] = 0.

Preuve. — Soit x = M +1 -h M' e ?„ (u 6 n, r e I) et M' e n). Alors
0 = (p(x) = (p(u) 4- (p(0 + (p(M'). En reprenant le raisonnement utilisé
plus haut, on a (p(u) = (p(u') = 0 et donc u = u' = 0; x = t e ï ) .

Montrons maintenant que [M,/û),r] = 0 pour tout t e t) tel que
(p(^) = 0. D'après les relations l.ô.fc, pour tout H^(fc,c)

[^,(a),H^,c)] = ^,(d)

pour un certain de A. Par conséquent, [Uij(a),t] = M 6 n + n'. Si
(p(0 = 0, alors

0 = [cp(^(a)),(p(0] =(p(u).

Par conséquent M = 0 = [M;/û),r] et donc [p^,st^(A)] = 0.
D

Les éléments Hy(û,fc) de $UA) vérifient les relations suivantes.

LEMME 1.13. — Soit 3 ^ n ^ oo et i, j, k trois entiers distincts
compris entre 1 et n . Alors

a) (a,b) i—^ H;y(fl,fc) est k-bilinéaire,
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b) H../afr,c) = H,k(a,bc) + H»,(fc,ca),
c) H,,(l,a)= -H,,(l,a)=H,,(a,l).

Démonstration. — La relation (a) est claire. Pour (b), on a :

H./ah,c) = [»,,(afc),u,.(c)] = [[u^a\u^(b)},u,,(c)] (d'après l.ô.fc)
= [Uik(a),[u^(b),u^c)]] + [My(fc),[M,.(c),M,k(a)]] (Jacobi)
= [Uit(a),Uu(bc)] + [uy(fc),«^(ca)]
=H,,(a,fcc)+Hy(fc,ca).

Pour (c), on pose a = b = 1 dans la relation {b). Alors

H.,(l,c),=H.,(l,c)+Hy(l,c).

En échangeant j et fe :

H,»(l,c)=H,,(l,c)+H,,(l,c).

Additionnant membre à membre ces deux égalités :

Hy(l,c)= -H,t(l,c). D

En utilisant à nouveau la relation (b) du lemme précédent, on observe
que

Hi,(a,fc) - Hi,(l,ba) = Hn(a,fc) + H,,(l,ba) - H»,(l,fca) - Hn(l,fca)
=îl^(a,b)-îî^(l,ba).

Cette expression ne dépend pas de l'indice ; ̂  1. On pose :

h(a,b)=îîi,(a,b)-îl^,ba).
On transcrit le lemme 1.13 sous la forme suivante.

LEMME 1.14. — Soit 3 < n < oo. Alors
à) (a,b) i-+ h(a,b) est k-bilinéaire,
b) h(ab,c) = h(a,bc) + h(b,ca),
c) h(a,l) = h{l,a) = 0,
d) h(a,b)^ -h(b,a). D

Remarque 1.15. — L'élément l(a,b) défini et utilisé par Bloch ([l], 3.9)
est le double de h(a,b)

î(a,b) = 2h(a,b).
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En effet,
2h(a,b) = Hi,(û,fc) - H,,(l,fca) + H^(a,fc) - H^(l,^)

= H^(l,fcû) + H^b) + H^(l,fcû) -h Hi/a.fc) (d'après 1.13.c)
= H^(û,fc) + îîkj(a,b) (d'après 1.13.fc)
= I(a,fc). (d'après [l], 3.9).

Ceci explique pourquoi î(a,b) est alterné (i.e. I(û,û)=0), alors que
h(a,b) ne l'est généralement pas.

Nous montrons maintenant que h(a,b) permet de définir une surjection
r( du groupe d'homologie de Connes HC^A) sur le noyau ?„ de (p.
Considérons le diagramme

0 ̂  HC,(A) -^ C,(A)/Im(rf) -^Ci(A) = A

T1 û

1

(D ' Ell(û)

0 ^ ?„ -^ s^(A) ——Ql^A)

dont les lignes sont formées de suites exactes et où on pose
r}(a®b) = h(a,b). Par définition de la différentielle dans le complexe de
Connes et en vertu du lemme 1.14, T| est bien défini.

LEMME 1.16. - Soit 3 ^ n ^ o o . Le diagramme précédent est
commutatif et T| induit une surjection de HC2(A) sur le noyau ?„.

Démonstration. — Calculons (p o r|.

(por|(a(x)fc) = (pHi,(û,fc) - (pHi,(l,fcû)
= E^(ab) - E^ba) - E^(ba) + E^(ba)
== E^(ab-ba) = E^(d(a®b)).

Le diagramme est donc commutatif et définit, par restriction, un
homomorphisme encore noté T| de HC^A) dans ?„.

D'après 1.13.fc, tout élément r e t ) se met sous la forme

^=IX^A•)+ £Hi,(l,c,).
' w

Si, de plus, ?€?„ , alors

0 = (p(Q = E^(a^-b^)\ + ^ (E^(c,)-E,,(c,)).
\ 1 / î^l
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Par conséquent, Cj = 0 pour tout 7 ^ 2 et

t =IX^A-) = Tl(Z^(g)fc,.)
i \ i )

avec

^fS ̂ ®^ = Z (^A-^) = 0. D
\ i / i

L'injectivité de T| (et donc de sa restriction à HC^A)) est une
conséquence immédiate du résultat suivant,

LEMME 1.17. — Soit 3 ^ n ^ oo. // existe un homomorphisme de k-
modules 9 : st^(A) -> C2(A)/Im d rendant le diagramme

0 - ^ - Pn ^ st,(A) -^ gI^A)

9 Trace

d0 -> HC2(A)^ C2(A)/Im d —- Ci (A) = A

commutatif et tel que 9or| soit l'identité.

Preuve. — On caractérise 9 par les conditions suivantes :
— 9 est un homomorphisme de fe-modules de st^(A) dans

C2(A)/Im(d),

- e([x,^)=^(p(x),,(x)(p(^,=Tr2((p(x)®(p(^)) (voir 1.3),

- 9(u,,(a))=9.

Remarquons tout de suite que 9(H^-(a,b)) = a g) fc .
Pour montrer que 9 est bien défini, il faut vérifier les trois conditions

suivantes :
i) 9([x,x]) = 9 dans C^A)/lmd,
ii) 0([ ,̂z]]) + 9([^[z,x]]) + 9([z,[^]]) = 9,

•"\ û/r / \ /L^ f° si f ^ ^ et 7 ^ fc

"0 e([«,(a),Mfr)]) = {e(« )̂) si ̂  et ; = f c .
Supposons ces conditions vérifiées. Alors

9 o Tt(û(g)fc) = 9Hi,(û,fc) - 9Hi,(l,fca)
= a g) fc — 1 (g) fca.
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Or 1 ® ba = - d{a®\®b) dans C^(A). Donc 9or| est l'identité de
C^(A)/îm(d). Par ailleurs, ralgèbre de Lie ôtn(A) est engendrée en tant
que fe-module par les éléments u^Ça) et H^(a,fc) (1.11). Si donc on veut
vérifier la commutativité du diagramme du lemme 1.17, il suffit de le faire
sur ces éléments-là.

d6(u^a)) = 0 == Trace (E,,(a)),
d9(H,,(a,fc)) = d(a(9b)

= ab - ba= Trace (E«(ûA) - E^.(feû))
= Trace ((p(H,,(a,fc)).

Ce qui démontre le lemme 1.17. Passons maintenant à la vérification des
conditions (i), (ii) et (iii) énoncées plus haut.

La condition (iii) est immédiate. Pour la condition (i) il faut calculer
dans C^(A)/îmd l'expression TT^(m(S>m) pour toute matrice m de
sI^(A). Il est facile de se ramener au cas où m = E^^(ab—ba). Dans ce
cas

Tr2(w®m) = (ab—ba) ® (ab—ba) = ab (x) ab -+- ba ® ba
= d{a®ba®b-ab®a®b)
= OdansC2(A)/Imrf.

Pour (ii), en sommant sur les permutations cycliques de x, y et z, on
a :

S9[x,[^,z]]
= Z Tr2((p(x) ® ((p(}Q(p(z) - (p(z)(p00)
= Tr^ d(<p(x) ® (p(z) ® (p(^)) - Tr^ rf((p(x) ® (p(^) g) (p(z))
= dTr3(<p(x) (g) (p(z) ® (p(}/) - (p(x) 0 (pCy) ® (p(z)) (d'après 1.3)
= 0 dans C^A^/îmd. D

Une autre manière de démontrer l'injectivité de r| consiste à vérifier
que l'application

x A y ̂  /(x,}/) = Tr^xïSy) = Z ^j ® Vji
l^ij^n

est un 2-cocycle de l'algèbre de Lie sIn(A) à valeurs dans le module trivial
C2(A)/Im d (pour l'homologie et la cohomologie d'une algèbre de Lie 9,
on utilise le complexe standard • • • -> Ajçg -^ Aj^g -> ' • ' décrit dans
[2], XIII, 7). Ce 2-cocycle définit une extension centrale
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[^ = C2(A)/Im d ® si,, (A) de ôl^(A) par la formule
[(c,x),(c',^)] = (/(^}0,bc,y|). On obtient un homomorphisme p de st^(A)
dans !„ au-dessus de s^(A) en posant p(î^(â)) = (0,E^(a)). En
composant avec T|, on a : pr|(c) = (c,En((fc)), d'où on déduit
Finjectivité de r|.

On observe, par ailleurs, que st^(A) est isomorphe, via p, à
l'extension centrale !„ donnée par le 2-cocycle / si et seulement si
l'inclusion HC^A) -> C^(A)/ïmd est bijective, ce qui, par définition du
complexe C^(A), est équivalent à la commutativité de A. Dans ce cas, le
cocycle / prend bien la forme énoncée au théorème 1.7.

Puisque dans le cas de sIn(A), on a Fisomorphisme

H^UA^C) c. Hom,(H^(A),fc),C)

pour tout sl^(A)-module trivial C, il résulte de ce qui précède qu'on a la

PROPOSITION 1.18. — Soit 3 ^ n ^ oo et A un k'module libre. Alors
l'application de H^sI^A),^) dans le noyau ?„ ^ HC^A) de l'extension
centrale stn(A) de sIn(A) est induite par

x A y \-> Tr^Oc®^) = ^ x^ ® y^
1 ̂ .i,j^.n

(x,y e sIn(A)). Lorsque A est commutative et que HC^A) ^ Q^/dA,
elle se met sous la forme x A y \-> Trace (xdy).

2. Extensions relatives.

Par analogie avec la K-théorie algébrique définie à partir du groupe
linéaire, il est naturel de définir la K-théorie algébrique de l'algèbre de Lie
des matrices comme suit.

DÉFINITIONS 2.1. — Soient k un anneau commutatif et A une k" algèbre
unitaire associative. On considère l'homomorphisme (p^ : st(A)——^I(A)
(dont l'image est SÏ(A) ) défini en 1.10 et on pose

K^(A) = Coker q>A et K^(A) = Ker q>A.

On a évidemment K^(A) ^ HCi(A) et le théorème 1.7 se reformule en
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K^(A) ^ HC2(A). Lorsque A est libre sur k, on a aussi
Kt-(A) ^ Hi(9l(A),k) et K^(A) ^ H2(sI(A),fc). Il est naturel de poser
Klr(A)=H3(st(A),k).

On se propose d'étudier des groupes analogues définis pour un idéal
bilatère 1 de A. Dans toutes les constructions de ce paragraphe, il est
possible de remplacer gl (resp. si, resp. ôt) par 9^ (resp. sl^, resp. st^)
où n est un entier supérieur ou égal à 5 ou supérieur ou égal à 2 si

- e k. Tous les énoncés restent vrais dans ces cas-là.

Soit D = A x A/i A le produit fibre de A par lui-même au-dessus de
A/I. On note pi (resp. p^) la première (resp. seconde) projection et p^
(resp. ?2*) l'application induite st(D) -> st(A). Ces deux projections
sont scindées par la diagonale A : A -^ D, a \-> (a, a).

Soit c(I) == [Kerpi^,Kerp2j l'idéal de st(D) engendré par les
crochets [x,y] d'éléments x et y de l'algèbre de Lie st(D) tels que
p^(x)=0 et p2*œ=0.

On pose

5t(A,I) = Ker(p^ : ôt(D)/c(I) -^ st(A))
sI(AJ) = Ker (p?l : sI(D) -^ 5l(A)) et
gI(A,I) = Ker (p?l : 9l(D) -^ gI(A)) = 9l(I).

L'homomorphisme (po induit (p^i : st(A,I) ̂  9l(A,I) dont l'image est
sI(AJ). Si A est commutative, $I(A,I) ^ $1(1).

DÉFINITION 2.2. — Pour tout idéal bilatère 1 de A on définit les groupes
relatifs K^AJ) lorsque i = 1 er 2 par

Ki-(AJ) = Coker((pA,» : st(AJ) -. 9l(A,I))
K^AJ) = Ker((pA,i : st(A,I)^ ôI(AJ)).

Un calcul direct utilisant l'isomorphisme K^(A) ^ A/[A,A] montre que
KKA,I)^I/[A,I].

THÉORÈME 2.3. — Po^r rouî épimorphisme A -^ A/I ^ k-algèbres
associatives, libres sur k, on a une suite exacte

K^(A) -^ K|r(A/I) -^ Kz^AJ) ̂  K^(A) ̂  . . . -^ K^A/I) -^ 0.
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Démonstration. - On considère le diagramme commutatif ci-dessous

0 0 0
i l l

K^AJ) ^ K^A) -^ K^A/I)
i i i

st(A,I) -. st(A) -̂  st(A/I) -.0
i i 1

0^ gI(A,I) ^ gl(A) ^ ôI(A/I) ^0
i i i

Kî-(AJ) -^ Ki-(A) ^ K^A/I) ^ 0
i i i
0 0 0

Les applications st(A,I) -^ $t(A) et 9l(A,I) -> gI(A) sont induites par
Pr

Les deux colonnes de droite sont exactes d'après (*).

La colonne de gauche est exacte par définition.

La ligne en 9! est exacte car gI(A,I) = ôl(l).

Montrons l'exactitude de la ligne en st.

LEMME 2.4. - La suite st(AJ) -> st(A) -^ st(A/I) -^ 0 est exacte.

Démonstration. — Puisque l'image par p^ de c(I) dans ôt(A) est
triviale, il suffit de montrer l'exactitude de la suite

Ker (p^ : st(D)->st(A)) -p2<-5t(A) -^ st(A/I) -> 0.

Pour cela on considère le diagramme

st(D) -p2^- st(A)

^K! !
st(A) -̂  st(A/I)

où A^ est induit par l'application diagonale A.

Tout générateur i^(û,fc) de st(D) s'écrit

Uij(a,a) -h Uij(0,b-a),
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soit encore

Uij(a,b) = A^(Uij(a)) -h î (0,0 avec t = b - a e 1 .

Ainsi Ker^ ^ CokerA^ est engendré, en tant que sous-algèbre de Lie
de st(D) par les Mij(0,î) avec t e 1 (Comparer avec [9], p. 53). Il est
immédiat d'après 1.6. que si l'on ajoute u^{t} = 0 pour t e 1 aux relations
de définition de st(A) on trouve une présentation de st(A/I). Ceci
montre l'exactitude cherchée.

D

Suite et fin de la démonstration du théorème 2.3. — Comme conséquence
du lemme précédent on déduit, par le lemme du serpent, l'exactitude de la
suite

K^AJ) ̂  K^A) -^ . . . ^ K^A/I) ^0.

La fin de la démonstration découle immédiatement du lemme ci-dessous et
de la définition de Kir.

D

LEMME 2.5. — Si A et A/I sont libres sur k , le noyau de
st(A,I) -> st(A) (et donc de K^(A,I)-^K^(A)) est isomorphe à
Coker (îî^i(A),k)-.îî^i(A/ï),k)).

Démonstration. — Considérons les homomorphismes d'algèbres de Lie
Pi* et ?2* : ̂ (P) -> ^(A) et A^ : st(A) -> st(D). Nous allons montrer
que nous sommes dans les conditions de la proposition A.5 de l'appendice
avec 9 = st(D), n = st(A), s == p ^ , b = p^ et i = A^.

Tout d'abord il est clair que pi^A^ = p^^ = id. D'autre part,
d'après 1.8 et 1.4, Hi(st(D),fe) = HMW) = 0.

Enfin le sous-groupe Ker pi^ n Ker p^ de ôt(D) a une image triviale
dans sl(D), il appartient donc au centre de st(D), en particulier

[A,(5t(A)),Kerp,,nKerp,J=0.

L'application de la proposition A. 5 montre que

Ke^Kerp^/c^-^^sHA)) ^ Ker(st(A,I) -> st(A))
=Ker(K^A,I)^K2L(A))

est isomorphe à Coker (H3(st(A),k)-^ H3(st(A/I),fe)). D
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2.6. La surjection A -> A/I induit un homomorphisme surjectif de
complexes de Connes C^(A) -> C^(A/I) (voir 1.1). On note C^(AJ) le
complexe noyau et HC^(AJ) les groupes d'homologie de ce complexe.

On remarque que Co(A,I)=0, Ci(A,I) = 1 et C2(A,I) est l'image de

A ® 1 -h 1 0 A dans C^ (A). On en déduit
k k

HCo(AJ) = 0 et HCi(A,I) = I/[A,I] ^ K^(A,I).

THÉORÈME 2.7. — Pour toute surjection de k-algèbres libres A ->• A/I on
a un isomorphisme

K^(AJ)^HC2(A,I).

En particulier si A est commutatif K^(A,I) est le quotient du sous-groupe

1 0 A -h A (x) I de A ® A par les relations
k k k

a®b-\-b®a=Q (a ou bel)
ab ® c — a (g) bc + ça g) b = 0 (a ou b ou c e I).

Dans ce cas particulier le symbolisme des formes différentielles permet
d'écrire ce groupe sous la forme Q^i^/dl.

Démonstration. — Dans le diagramme commutatif

0 -> st(A,I) -^ st(D)/c(I) -> st(A) -> 0
i i i

0 ̂  sl(A,I) ^ sI(D) -^ sI(A) -^ 0

les lignes sont exactes et scindées. Par conséquent les noyaux des flèches
verticales forment une suite exacte (scindée), on a donc

K^(AJ) = Ker^DVcW-^K^A)).

La longue suite exacte de la projection pi pour l'homologie de Connes
nous donne îK^DJi) = Ker(HC2(D)-.HC2(A)) où ï, = Kerpi.

Le corollaire 1.9. nous permet donc d'affirmer que K^(A,I) est
isomorphe à HC2(DJi)/image de c(I).

Le théorème résulte immédiatement du lemme 2.8. D
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LEMME 2.8. — L'image de c(I) dans HC^D) est

c(I)= {1(0,0 ® (5,0)^61}

et HC2(DJi)/c(I) est isomorphe à HC^AJ).

Démonstration. — Soient x, yesi(D) tels que pi^(x) = 0 = p2*00-
D'après la démonstration de la proposition 1.18 l'image du commutateur

[x,y] e c(I) c Ker (po dans HC^D) est la classe de ^ (poMij ® ^D^ji •
u

Puisque p^(x) = 0 = p2*Cy) on a

^>D(x)ij = (0,̂ .) et (poOO/. = (^p0) avec ^j^jfe I •

On en conclut que l'image de c(I) dans HC^D) est c(I).

Pour démontrer la seconde partie du lemme on remarque que
l'homomorphisme FK^DJi) -> HC^AJ) induit par p^ passe au
quotient par c(I). On construit un homomorphisme de HC^AJ) vers
HC2(DJi)/c(I) en envoyant a ® t sur (a,a) ® (0,0 et t ® a sur
(0,r) ® (a,a) lorsque t e I et a e A. Il n'y a pas d'ambiguïté car si t et
a e I on a

(a,a) ® (0,0 - (0,o) ® (t,0
= (a,0) (g) (0,0 - (0,a) (x) (t,0) = 0 mod c(I).

On vérifie aisément qu'on a défini un homomorphisme inverse du
précédent. Q

Remarque. — On peut définir des groupes birelatifs K^AJJ) i == 1,2
lorsque I et J sont des idéaux bilatères de A comme dans le cas de la K-
théorie algébrique ([4]). Si l'intersection I n J est nulle on trouve

K^(A;I,J) ^ I (g) J avec A^A^A^.
^ z

2.9. Le théorème 2.7. permet de donner une interprétation
homologique du groupe K^(A,I) lorsque A et A/I sont libres sur k et
par suite de calculer un groupe d'homologie relative d'algèbres de Lie en
termes de l'homologie de Connes (plus facile à calculer).

On considère la surjection v : si (A) -> sI(A)/st(A,I) qui s'identifie dans
le cas commutatif à sI(A) -> sI(A/I).
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PROPOSITION 2.10. - Le groupe K^(AJ) est isomorphe au groupe
d'homologie relative d'algèbres de Lie H3(ôI(A)/sI(A,I),sI(A);fc).

COROLLAIRE 2.11. — Le groupe d'homologie relative

H3(5l(A)/5Ï(A,I),ôI(A);fe)

est isomorphe à HC2(AJ). En particulier si A est une k-algèbre
commutative H3(sI(A/I),sI(A);fe) ^ îK^AJ).

D

Démonstration de 2.10. - Le groupe H2(sI(A)/5l(A,I),sI(A);fe) est nul.
En effet c'est le conoyau de

H2(5l(A),k)^.H2(5l(A)/ôI(AJ),k), c'est-à-dire (théorème 2.3)

le conoyau de la surjection K^(A) -> Im (K^(A)^K^(A(I)) (on utilise ici
le fait que st(A/I) est l'extension centrale universelle de 5l(A)/sI(A,I)).

D'après A.4, il existe donc un module croisé central universel de
conoyau v. C'est

0 -^ K^AJ) -^ ^(AJ^sHA^sKAVsKAJ) ̂  0

où p est le composé de la projection sur $I(A,I) avec l'inclusion de
sI(A,I) dans $I(A). L'action de $I(A) sur st(A,I) se décrit à partir de
celle de $t(A) sur st(A,I). On en conclut d'après A.4 que K^(AJ) est
isomorphe à H3(sI(A)/sI(A,I),sI(A);k).

D

Remarque 2.12. — On peut montrer qu'il existe un homomorphisme
naturel K^(A) -> HC3(A) qui rend commutatif le diagramme

K^(A) -^ K^A/I) -. K^AJ) -^ K^(A) ^ .
i i i^ i^

HC3(A)^HC3(A/I)^HC2(A,I)^ HC2(A) ^ •

• • ^ K^A/I) ^ 0
[^

" -^ HCi(A/I) -^0

Appendice : Modules croisés (Talgèbres de Lie.

Le but de cet appendice est de démontrer quelques résultats concernant
les groupes d'homologie relative d'algèbres de Lie que l'on utilise dans le
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paragraphe 2. On est amené à regarder des suites exactes à quatre termes
munies d'une structure supplémentaire : les modules croisés d'algèbres de
Lie. Dans [8] on a démontré pour les modules croisés de groupes des
résultats similaires à ceux exposés ici, aussi renvoie-t-on le lecteur à cette
référence pour les démonstrations où les seules modifications consistent à
remplacer «groupe» par «algèbre de Lie».

Dans cet appendice k est un anneau commutatif avec unité et toutes les
k-algèbres de Lie sont des fe-modules libres.

DÉFINITION A.l. — Un module croisé d'algèbres de Lie est la donnée
d'un homomorphisme de fe-algèbres de Lie \JL : m -^ n et d'une action de n
sur m, soit T| : n -^ î)er m ( = algèbre de Lie des dérivations) tels que

1) [i(r}(n).m) = [n,n(m)],
2) r|(n(w)) .m' = [w,w'], nen et m.m'çxn.

Ces conditions impliquent que dans la suite exacte

(*) 0 -> L -^m-^-n -> p ->0

L est une sous-algèbre centrale de m et que p opère sur L (via T|) . On
dit que le module croisé est central si l'action de p sur L est triviale.
Désormais on se fixe un homomorphisme surjectif d'algèbres de Lie
v : n -> p et un p-module L. On considère tous les modules croisés (p)
qui admettent v comme application conoyau et L comme noyau (avec sa
structure de p-module). Deux tels modules croisés (n) et (n') seront dits
équivalents s'il existe un isomorphisme / : m -> m' compatible avec les
actions r| et T|' et qui vérifie ^ o f = p, et Y[L = idi. On note
CML(p,n;L) l'ensemble des classes d'équivalence de modules croisés
d'algèbres de Lie d'application conoyau v et de noyau L.

THÉORÈME A.2. — I I y a une bijection naturelle
CML(p,n;L) ^ H^p^L) où le groupe de droite est un groupe de
cohomologie relative d'algèbres de Lie à coefficients dans le p-module L.

Explicitement le groupe îî3(p,n',L) se décrit de la manière suivante.
Soit C*(p;L) (resp. C*(n;L)) le complexe standard
(C*(p;L) = Hoirie (AÎ?,L)) donnant la cohomologie de p (resp. n) à
coefficients dans L. La suite exacte

0 -^ C^p^^C^n^-^C^p^L) -^ 0
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définit le complexe C*(p,n;L). L'homologie en C^p^L) est notée
H^p^L). On définit de manière analogue les groupes d'homologie
relative H^(p,n;L).

Démonstration. — Nous allons tout d'abord établir l'existence d'une
application CML(p,n;L) -> H3(p,n;L), puis nous construirons une
application en sens inverse.

Classe de cohomologie relative d'un module croisé d'algèbres de Lie. Soit
(p, :m-^n) un module croisé d'algèbres de Lie d'application conoyau v et
de noyau L. On note n. m l'action de n e n sur m e m et
o = Im n = Ker v. Puisque toutes ces algèbres de Lie sont libres sur k il
existe des sections k-linéaires 5 : p -^ n et CT : o -^ m. Pour tout couple
(x,y) d'éléments de p on pose

g(x,y) = a([s(x),s(y)]-s[x,y])em.

Pour tout n e n on pose ^(n) = a(n—sv(n)) e m.

Pour tout n et n' e n on pose

/(n,n') = g(vn,vn') - n'.^(n) -h n.^(n') - pP(n), ^(n')] + ̂ [n,^].

On constate que / est à valeurs dans L et qu'il définit donc une cochaîne
/ e C^î^L). Son image K*/ e C^p^L) est la cochaîne cherchée. Nous
allons montrer que K*/ est un cocycle dont la classe de cohomologie dans
H^pjtiL) est indépendante du choix des sections 5 et a. Posons pour
tout x, y, z e p

k(x,y,z) = î.g(x,[y,z]) + Zs(x).g(^,z) € L,

les sommes étant étendues aux permutations cycliques des trois lettres x, y
et z.

C^L) ^ C^L)

iv* lv*

C t̂O) -5- C^tO)

ÎK* J,K*

C^p^L) -5- C^p^L)
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Un calcul direct montre que Ô/= v^eC^r^L). Ainsi on a
ÔK*/ = K*Ô/ = K*V*/ = 0, c'est-à-dire que K*/ est un cocycle.

Supposons que l'on choisisse une autre section a' à la place de cr,
alors K*/ est modifié par l'addition d'un cobord. Si l'on modifie 5 en 5',
alors il existe une modification de CT qui laisse K*/ inchangé (on pourra se
reporter à [10] pour les calculs explicites).

D'autre part, si l'on a deux modules croisés équivalents, il est clair que
l'on peut choisir les sections de telle manière que les cocycles associés soient
les mêmes. Ainsi l'application qui au module croisé d'algèbres de Lie
associe la classe de K*/ est une application bien définie

CML(p,n;L) ̂  H^p^L).

Module croisé d'invariant donné.

Inversement supposons donné un cocycle dans C^p^L) que l'on
relève en une cochaîne /eC^r^L).

L'hypothèse que K*/ est un cocycle implique l'existence de k e C^p.L)
tel que ô/ = v*fe. En particulier la restriction d e / à o = Ker v fournit
un cocycle de C^o.L). On en déduit une structure d'algèbre de Lie sur
m == L x D donné par

[(<f,î;),(^t;/)]=(/(l;,t;'),[t;,l;']).

II nous faut maintenant définir l'action de n sur m. On pose
n.(^)=((vn).<f+/(n,y),[n,i;]).

On vérifie en utilisant les propriétés de / que cette action est bien
définie et qu'elle fait de p, : m -> n, (/,u) i-̂  v un module croisé d'algèbres
de Lie.

L'addition à / d'un cobord n'affecte pas la classe d'équivalence du
module croisé.

Enfin il est facile de voir que l'invariant de ce module croisé est la classe
de cohomologie de H^p^L) dont on est parti (comparer avec [8],
p. 186-187).

Pour montrer que la composition dans l'autre sens est l'identité on
construit explicitement un morphisme du module croisé de départ (n) vers
le module croisé (^) construit à partir de l'invariant de (^i) (cf. loc. cit.).
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Une version « absolue » du théorème précédent a été démontrée sous
une forme un peu différente par Hochschild dans [5]. On en donne
simplement l'énoncé, sa démonstration résultant sans difficultés du
théorème A.2.

THÉORÈME A.3. — Soit p une k-algèbre de Lie libre et L un p-module.
Sur l'ensemble des modules croisés (n) de conoyau p et de noyau (en tant
que p-module) L, on met la relation d'équivalence engendrée par la relation
(H) ~ (^') si et seulement s'il existe un homomorphisme induisant l'identité

sur p et sur le p-module L. A lors il y a une bijection naturelle entre
l'ensemble quotient CML(p,L) et le groupe H^p^).

D

Le théorème A.2. permet de développer une théorie des extensions
centrales universelles des modules croisés d'algèbres de Lie, similaire à celle
qui existe pour les groupes [8]. Nous ne traiterons ici que la partie
nécessaire aux démonstrations du paragraphe 2.

Fixons un homomorphisme surjectif d'algèbres de Lie v : n -> p. Un
module croisé p : m -> n d'application conoyau v est dit universel si pour
tout autre module croisé (p') d'application conoyau v il existe un unique
morphisme de (n) dans (n') qui induit l'identité sur n et sur p. En
utilisant le théorème A.2. et des arguments classiques [8] [3] on montre le

THÉORÈME A.4. — La surjection d'algèbres de Lie v : n -> p est le
conoyau d'un module croisé central universel si et seulement si le groupe
d'homologie relative H^p.n;^) est nul. Dans ce cas le noyau de ce module
croisé est H3(p,n;fe) et son invariant est

ideHom(H3(p,n;k),H3(p,n;fe)) ^ H^p.n^p.n^)).

Le résultat suivant, dont on se sert dans le paragraphe 2, indique
comment dans un cas particulier, on peut construire le module croisé
central universel à partir d'une certaine extension centrale universelle
d'algèbres de Lie.

PROPOSITION A.5. — Soient 9 et n des k-algèbres de Lie (libres en tant
que k-modules) et s, b : g -> n, i : n -> g des homomorphismes vérifiant
S o f = b o i == id^ et [ f ( n ) , K e r s n Ker b] = 0 . Alors
S : Ker 5/[Ker s,Ker b] -> n (induit par b) est un module croisé central de
conoyau p = n/5(Ker b).
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Si de plus Hi(g,fe) = îî^(Q,k) = 0, alors le module croisé (B) est
universel et son noyau KerS est isomorphe à Coker (îî^(n,k)-> H^(p,k)).

Démonstration. — On procède comme dans [8],p. 192-194 en utilisant le
théorème A.4 et le fait que l'hypothèse Hi(g,k) = îî^(Q,k) == 0 implique
l'universalité de g (cf. [3]).
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