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COURBES CORDE-ARC ET ESPACES
DE HARDY GENERALISES

par Guy DAVID

Lorsque TI' est une courbe rectifiable, orientée, et séparant le
plan complexe en deux composantes connexes ' et £7, il est
possible de définir I’espace de Hardy H*(Q*) des fonctions analy-
tiques dans Q' et ayant des valeurs au bord dans L*(I"). Les
fonctions de H?*(2*) sont caractérisées par leurs valeurs au bord,
de sorte que H?(Q2*) peut étre assimilé 3 un sous-espace de L2(I").
On définit pareillement H?(27).

On ne sait pas encore a quelle condition, portant sur la géométrie
de I', L*(I') est la somme directe de H?>(Q") et H*(Q27) (on
dira dans ce cas que I' ala propriété de Calder6n).

A.P. Calder6n a montré en 1977 que c’est le cas lorsque I' est
le graphe d’une fonction lipschitzienne dont la constante de Lipschitz
est assez petite (voir [4]).

Plus récemment, R.R. Coifman et Y. Meyer ont étendu ce résultat
aux courbes “‘corde-arc” (voir [6]). Rappelons que la courbe I' est dite
corde-arc (de constante inférieure a C) si pour tout couple (z,,2z,)
de pointsde T', la longueur de 'arc z,z, estinférieurea Clz,—z,]|.
Coifman et Meyer ont montré qu’il existe § > 0 tel que si I' est
corde-arc de constante inférieure 4 1 + &, alors

L2(I") = H*(Q") + H*(Q").
Si 'on note m, la projection orthogonale de L%(I") surle sous-espace
fermée H*(QY) , et m, la projection orthogonale de L*() sur
H2($27), le résultat de Coifman et Meyer peut étre énoncé de maniére

plus précise : pour tout € > 0, il existe 6 >0 tel que, si ' est
corde-arc de constante inférieure 8 1 + 6, on ait ||Id—m, —m, ||, <e
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(I Tll, désignera toujours la norme de l'opérateur T de L? dans
lui-méme) : en quelque sorte, la somme H2(Q%) + HZ(S27) est
presque orthogonale.

Nous nous proposons de démontrer la réciproque, c’est-a-dire
que pour tout & > 0, il existe € > 0 tel que si

L*(M) = H*(Q") + H*(Q7) avec |IId—m, —m,ll, <€,
alors I' est une courbe corde-arc de constante inférieure a 1+ 6.

Le point clef de la démonstration sera la minoration de la norme
d’un commutateur entre la transformation de Hilbert et un opérateur
unitaire associ¢é a un changement de variable de R. Celle-ci sera
obtenue par des techniques élémentaires de minoration du noyau
associé.

Notons que ce résultat, s’il signifie que le seul moyen d’approcher
la situation d’orthogonalité des espaces de Hardy (qui a lieu quand T
est une droite) est de considérer les courbes corde-arc de faibles cons-
tantes, ne concerne que la situation limite. En effet, de nombreuses
courbes (comme les paraboles) ont la propriété de Calder6n sans pour
cela étre corde-arc.

1. Minoration de la norme d’un opérateur.

La transformation de Hilbert (c’est-a-dire I’0.p.d. de symbole
sgn §) sera notée J€ . On désignera par 2 un homéomorphisme
croissant de R, préservant les ensembles de mesure nulle ; U, sera
alors ’'opérateur unitaire de L?(R) défini par

U, f(x) = [fo h(x)] K (x)'/?
pour toute f dans L?(R) et presque tout x dans R.

D’autre part, m et n seront deux fonctions de R a valeurs
dans le cercle unité S'; M et N seront les opérateurs de multipli-
cation associés : VfEL*(R), Vx€E€R, Mf(x)=m(x) f(x) et
Nf(x) = n(x) f(x). Avec ces notations, on a le

THEOREME 1. — Pour tout &6 >0, il existe € >0 tel que
IMU, 83U, _,N—-#lIl, <e== || Logh'llgyo <8, lImllgyo <3,
et |Inllgyo <9.



COURBES CORDE-ARC ET ESPACES DE HARDY GENERALISES 229

Nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 1. — Soit f:R—> R telle que || fligyo=1; soit
I un intervalle de R tel que — f [f(x) —m;fldx = i Soient

E=%x€l,f(x)>m1f+; et F-—§x€l f(x)<m1f—-—
Alors |E| 2 €, |1| et |F|=¢4l1].

(m;f désigne la moyenne de f sur lintervalle I, €, est une

constante universelle, et || fllgyo =: sup ; I—II_I f | f(x) — myfldx
I I

le sup étant pris sur ’ensemble des intervalles bornés I).

Le lemme est une conséquence du résultat suivant : Ve >0,
3K >0, VFf€BMO, VI intervalle borné,

1

I m dx <€ ,
Il 10 {if =my £1>K 17 Igmo} |f=m Sl I f lgmo

qui est lui-méme une conséquence de I'inégalité exponentielle de
John et Nirenberg [10].

Calculons pour commencer le noyau de I’opérateur

T=MU,%U;'N.

. 1
Nous négligerons le facteur p dans le noyau de 3, de sorte que,

si fEL” etsi x& supp foh™!,
U fO)=Fo b D[R O)T

pour tout y, et

comp.

foh ™Y [A ' (»)1'"* dy
%Uh_lf(x)_f Xy :

Notons qu’il s’agit 1a d’une intégrale définie a cause de I’hypothése
faite sur le support de f, ce qui nous autorise a faire le changement

de variable défini par u = A~ (), — =h"' () -1
dy h'(u)
o F@ R ) R (w)
"‘7'€Uh_1 fx)= . x — 7o) du ,

d’ou
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~ LR O 0 ()
Un U, 100 = | T — o)
et

Tf(x) =

f FO)Y R GO ()Y m(x) n(y) J
. hx) — h(») d

Nous allons maintenant prouver le résultat concernant | 7(lgye -
Supposons que || 7llgyo = 8,. Nous voulons montrer que T ne
peut pas étre trés proche de 3€. Pour cela, nous allons isoler un
certain nombre de points ol le noyau de T est significativement

différent de , et nous choisirons une fonction-test en consé-
quence,

Puisque |lnllgyo = 6,, l'une des deux fonctions Ren(¢) et
Imn(¢) a une norme supérieure a &,/2 dans BMO. Supposons
par exemple que ce soit la seconde (le cas ou || Renllgyo = 8,/2
se traite de maniére identique). Choisissons un intervalle I tel que,
si m;=my(Imn(z)),

S 3 3
mf [Im n(y) — myldy = 8 >3 1 Imn(D)llgwo > 5 & .

On considére E = {y €1,Imn(y) > m; + §/5} et
F={y€l,Imn(y) <m; — §/5}.
Les inégalités |E| =€, |I| et |F| =€, |I| découlent du lemme 1.

On aurait d’ailleurs pu les démontrer directement : elles sont évidentes
parce que |Imn(y) — m;| <2 pourtout y.

Posons

= {y€E,Ren(y)>0} et E'={y€E,Ren(y) <0}

Soit E celui de ces deux ensemblss qui a la plus grande mesure (et
E=E si |E'|=|E"|). Alors |E|=>|Il€,/2.

Choisissons de méme F= {y€FRen(y) >0} ou
F= {y€F,Ren(y) <0
de fagon que |F| > |1l €y/2.

Soit F (resp. FE) le plus petit cone convexe contenant n(’l:f)
(resp. n( F))
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LEMME 2. — Tout point du cercle unité se trouve d une distance
supérieure @ 8/10 de I'un au moins des deux cbnes FE et I‘%, .

Démonstration. — FE est inclus dans I'un des deux cones
convexes I ={z€C,Imz=>(m; + §/5)|z| et Rez =0} et
I',={z€C,Imz = (m; + §/5)|z| et Re(z) <O0}; quant a I‘,f ,
il estinclusdans I'; = {z€C, Imz < (m; — §/5) |z| et Re(z) =0}
ou dans T, ={z€C,Imz <(m; — §/5)|z| et Re(z) <0}. Le
résultat s’en déduit parce que tout point du cercle est a une distance
supérieurea 8/10 de I'y U, oude I'yUT,.

Posons maintenant f, = xi. et f, = XF , de sorte que
Nf 12 + 11 £, 112 <II]. Soit x un point de

J=1+10 |1 = {y +10[I|,y€I}.
d
Soit ge f,(x) = | —~

E X—J
positif, de sorte que

reonL/2 pronND/2
A(x)=f, 1 h'(x)"'* h'(y)

. 1l s’agit d’'un nombre réel strictement

%7 k) —hoy "V

est un élément de PE' De méme,

~ 1 hr(x-)l/Z hr(y)l/z
B = sef, he—hoy Y
est dans FF'
Alors

ITfi(x) — 3efi(x)]

3 1 h'(x)l/2 hP(y)l/2 _ 1

= Im) gef, ()1 | [, %7 =i "% e
1

=3 fi()||Alx) — ;—(;)

et

ITf(x) — 8 f,(x)]

_ 1 K@) e 1

= ImG) 2L, 01| [ R0 he i) " m(x)‘
1

=18 f,(x)] | B(x) —'m—(x—) .
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E €
On déduit du lemme 2, de [Jf,(x)| = El(ﬂl_l-l >Z_6 et de
|3 £, (x)| = /E que pour tout x de J, |[(T —-&4)f,(x)| = 400
€,0
ou [(T-8)f,(x)= 2. on a donc démontré que, si

400°
Inllguo = 85, alors I T —3€|l, = €(8,) avec un €(§,) qui tend
vers 0 avec 8,. Le résultat concernant |[Imllgy, se déduit de
celui-ci par simple dualité.

Le résultat portant sur || Log#'llgyo est un peu compliqué
a établir, mais la démonstration en est basée sur le méme principe
général. Soit encore I un intervalle tel que, si m; désigne m; Log 4,

3 5.

1
on ait — [ |Logh'(») — myldy =8>3 | Log llgwo > =

RY
(On suppose donc que || Logh'ligmo = 8,) -

Soient E = {y €1, Logh’ (y)=m; + 8/5} et
F={y€l, Logh'(y) <m; — §/5}.

Nous sommes cette fois obligés de nous servir du Lemme 1, qui nous
dit que |E| > 2¢, (1] et |F| = 2€, |I| pour une certaine constante
universelle €,. Nous allons choisir deux fonctions f, et f, a sup-
ports dans I, et nous testerons ensuite |(T — @) f;(x)| sur des
intervalles J, =1 — N|[I| et J, =1+ N[I| (N sera un réel positif,
moralement de grande taille, et qui sera choisi plus tard).

Posons E=E,VE,, avec E,={y€E,y<(C} et

={y€E,y>C}, ou C est ch0151 de maniére que

|E;I = |E,| = |E|/2. Procédons de méme avec F. Nous obtenons
quatre ensembles E,, E,, F, et F, dont les mesures sont toutes
supérieures & €, |1|. De plus, Vy€E,, VY ' €E,, y <y’ (nous
noterons cela E; <E,), etdeméme F, <F,.

Deux possibilités se présentent donc : ou bien E, <F,, ou
bien 3y, €E,, 3y,€F,, y, >y,, etalors F, <E,.

Placons nous d’abord dans la premiére hypothése :
E, <F,. (1)

Nous choisirons f,(¥) = xg, (N n()™" et £, = x5, ().
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1
LEMME 3. — V§ € ]0, —1—6[ , AN > 0 tel que avec les notations

ci-dessus, Vx€J, =1- N|I|,

€
(T - &) fi(0)] + (T - 3) f,(x)| = 1080 8% .

Notons tout de suite que le lemme 3 nous permet de conclure
instantanément : || f; lI% <|Il et lf, ||§ < |I|, joints a

2 €2 6% 62954
||(T—3€)f1||2>‘9‘_‘107 Il ou (T —3e)fI%=> 107 (11,
€, 82
donnent ||T — & ||, = ;)04 :

Pour démontrer le lemme 3, nous allons utiliser un lemme qui
sera démontré plus tard.

+1

1 N
LEMME 4. — Soit § E]O, — [ Soit N tel que N =e~810,

10
Alors Yx€J,, Vy,€E,, Vy,€F,,
RO RO e —y) G510 KON (x -y
h(x) — h(y,) h(x) — h(y,)

Pour voir comment le lemme 3 se déduit du lemme 4, fixons
B )R (p,)' 2 (x ~ y,)

x €J,. Soient ¢, = yzsggz R = Ry et
. R R ) (x - y)
¢, = inf .
Y1€E; h(X) - h(yl)
Ona
(T - &) f,(x)
- [ - L) AR mx) () (x - ) 1) dy
E [x — yl h(x) — h(y)

=—m(x) S x—-y)—
L V-

1 [hl(x)l/2 hl(y)l/2 1 ] d
h(x) — h(») myn(»|
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Ainsi,si ¢, > 1

3

T — > _ > Goley =D
(T — ) f, ()] fEl S (@ - Dy >
car |E,| =2 ¢€,1I|. Deméme,si ¢, <1,
I(T — 5) £, (x)]
N 1 [l_h'(x)‘” HWmx) ) & -] ’
6y _x hx) — h(») g
1 n ()" (N m(x)n(y) (x — y)
= —_— |1 — d
sz (N +2) 1] [ ‘ h(x) — h(») g
> — -yl
F, (N+2)[1| V=TV T2
Comme ¢, = e®/° ¢, 4 cause dulemme 4,0na
(T — 80) £,(0)] + (T — 8e) £,(x)] > =0 (1 — e~t110) > £0&°
! 2 N+2 1000

1+ e80 i’ N -
1 — 810 N +1
a la condition du lemme 4).

si 'on a pris N = = ¢~8/10  pour satisfaire

Démontrons maintenant le lemme 4. C’est ici que va intervenir
'hypothése E, <F,, ainsi que le choix de x €J, (au lieu de J,) :
1

h(x)—h(¥)I
pour x€J, et y€I. Soit x€J, =1—- N|IJ, soient y, €E, et
y, €F,, alors
B R ()" = yy) B x -y LW
h(x) — h(y,) [h(x) — h(y,)]

Comme y, et y, sontdans I, et x dans J,, ona

nous allons utiliser la décroissance de la fonction y —>

N —
_ > (N — >
Ix =y, =N -1DII] N T+ 1

lx — y,| = e ¥ |x — y,]|.

Enfin, y, €E, CE et y, €F, CF impliquent

B ()P > ™I 8110 3 pr(y,)2 g28h10
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En regroupant les résultats, on obtient

WO RGO x =y e KOO R 5" (x —yy)
h(x) — h(y,) h(x) = h(y,)

Le lemme 4 est démontré, et donc aussi le théoréme dans le cas ol
E, <F,.

Supposons maintenant que F, <E,. On choisit cette fois

les fonctions-test f,(y) = XF, ) et f,(¥y)= XE, 62) -—1—— . La
1 n(y)

croissance de la fonction y — ————— pour x €J, =1+ N|I|
h(x) — h(y) 2
et ¥y €1 permet d’établir le lemme 4 bis.

+1

LEMME 4 bis. — Si 6§ €10, 1/10[, et
Vx€l,, Vy, €F,, Vy, €E,

= e~%1°  glors

B )R ()2 (x — p,) S G110 ORGP x—y)
h(x) — h(y,) h(x) — h(y,)

On peut déduire du lemme 4 bis un lemme 3 bis comme on I’a
fait pour les lemmes 4 et 3.

1
LEMME 3 bis. — Si & E] 0, ﬁ ':, il existe N >0 tel que,

2
si x€J,, (T-3)fi()]+(T-3)f,(x)]=> ;506

000

Comme précédemment, le lemme 3 bis implique que
2

€,0
IT—-8 Iy, = —IQOT et la démonstration du théoréme 1 est terminée.

2. Position des espaces de Hardy dans L2().

Donnons-nous une courbe I' rectifiable, orientée, et séparant
le plan. Soient Q% et Q™ les composantes connexes de C\I'. Soit
& une représentation conforme du demi-plan P* = {z €C,Imz >0}
sur %, normalisée pour que ®() = . Soit de méme ¥ une
représentation conforme de P~ = {z€C,Imz <0} sur 7, avec
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Y(e0) = oo, Soit U: L*(I") — L*(R) tel que
Uf(x) = fo &(x) &' (x)'?

(on peut définir ®'(x)"?> dans Q' simplement connexe, et il est
possible d’en déduire la valeur au bord parce que @' est suffisam-
ment réguliére). On définit pareillement V :L*(I') —> L?*(R) par
Vix)=fo Yy(x)¥'(x)/*. A vpartir de DIespace de Hardy
H2(P*) C L*(R) des valeurs au bord des fonctions holomorphes
dans P* et dont les restrictions aux droites horizontales sont uni-
formément dans L?, on peut définir H*(Q%) = U (H?(PY)).
On définit pareillement H?*(Q7) = VI(H*(P7)). H*(Q") et
H?(Q27) sont deux sous-espaces fermés de L2(I"), et les projections
orthogonales sur ces espaces sont

T, =%U“(Id +ig)U =% (Id + iU 5e V)

et , =%(Id—iv-‘3eV).

THEOREME 2. — V8 >0, 3e>0 telquesi ||m, +m, — Id|l, <€,
' est corde-arc de constante inférieured 1+ 8.

La démonstration qui suit est largement inspirée de M. Zinsmeister
[16]. Nous partons de ’hypothése

L

1
I|21d+2

U-'%U +% 1d —é ViV - 1dll, <e,
qui implique || UlyUu - V'13€V|l* < 2e, et par conséquent
IVU '3 UV™! —% |, <2 (notons que les trois premiers opé-
rateurs agissent sur L%(") et le dernier sur L2(R), bien que les
normes en aient été notées de la méme maniére). Le théoréme 1 montre
que,si =@ ' Y|g, ILoghllgyo <8.

Faisons I’hypothése “a priori”’ que I'" est corde-arc. En particulier,
Log @' € BMO,(P") et Log y' € BMO,(P”) (voir [7]) (BMO,(P")
est I’ensemble des valeurs au bord dans BMO des fonctions analytiques
dans P* et uniformément dans BMO sur les droites horizontales).

Notons alors u la partie réelle de Log @' et v cellede Log y’.
Ona Log®' =u+i8%u et Logy' =v —i%v. De y|g =Poh,
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on déduit Log ¢' = Log®' o & + Logh', ce qui s’écrit
v—idv=uoh +i%u)oh + Logh'.

En utilisant opérateur V, défini par f—> foh, et qui est
continu sur BMO dés que | Log h'IIBMo est assez petite (ce qui
est justement le cas), on obtient v = V,u + Logh’, et

— i3 V,u —i%Logh' =iV, 8u,
c’est-a-dire (3eV, + V, 3)u = —3Logh’.
Notons que
gV, +V, 8 =V, (V' 5V, + ) = V, [28 + (V; ' 5V, — 5e)]

et comme |V;'¥%V, - #llsmo(r), BMo(ry tend vers 0 avec
| Log #'llgyo  (voir [6]), u =— (3eV, + V,3)" ! Jelogh' a une
norme dans BMO qui tend vers O avec €. Il en est de méme pour
Log ®'. T est donc corde-arc avec une constante qui tend vers 1
quand € tend vers O (voir par exemple [7]).

Lorsque I' n’est pas supposee corde-arc, on peut quand méme
poser u =—(€?€V +V, ¥¢)~'3e Logh’. On peut trouver %
telle que Log ' =u+ i%u; P est exponentielle d’une fonction
de BMO A(P ) dont la norme tend vers O avec €.

Or, on sait (voir p. ex. [14] dans le cas du disque unité) que si
IlbIIBMOA(P+) <u (u constante universelle), e® est la dérivée d’une

représentation conforme de P* sur un domaine de C limité par
une courbe corde-arc.

Ainsi, 3’ est la dérivée d’une représentation conforme d de
P* sur un domaine de C délimité par la courbe corde-arc F On
peut aussi choisitr v =uoh + Logh' et 77 de maniére que
Log @" =v—i%v. N\ﬁ sera une représentation conforme de P~
sur un domaine de C, lui aussi délimité par une courbe corde-arc.
Si 'on ch01s1t bien les représentants dans BMO de LOglIJ ‘et
Log ', et <I>(0) et $(0), ona Ylg= <I>°h et en particulier
le domame \lx(P ) est lui aussi délimité par F Alors la meme
fonction £ est associée a la fois a la courbe I' et a la courbe T.
Un théoréme d’Ahlfors [1] nous dit que T" et I' sont semblables.
Donc I' est corde-arc, et le théoréme est démontré.
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