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Introduction.

La transformation de Nash d’une variété algébrique réduite consiste
intuitivement & remplacer chaque point singulier par les positions limites
des espaces tangents aux points lisses voisins (on donnera plus loin la
définition précise). Nous présentons ici une méthode qui permet de calculer
le transformé de Nash d’une singularité de surface pour laquelle on dispose
d’une résolution explicite. Plus particuliérement, cette méthode devient
effective pour certaines singularités rationnelles de surfaces pour lesquelles
le morphisme de résolution est assez facilement calculable a partir du
graphe dual pondéré de la résolution (i.e. de la matrice intersection de la
fibre exceptionnelle). Pour expliciter un tel morphisme de résolution (ou de
contraction) on définit la notion de plongement cylindrique, notion qui
généralise en quelque sorte celle d’éventail (non complet). Nous obtenons
par ce moyen une résolution du transformé de Nash, a partir de laquelle on
peut calculer le transformé de Nash itéré. Il se trouve que le normalisé du
transformé de Nash d’une singularité rationnelle de surface est, ou bien une
surface lisse, ou bien une surface n’ayant que des singularités rationnelles.
En fait le méme résultat est valable pour les singularités quasi-rationnelles
(i.e. en remplagant rationnelle par quasi-rationnelle dans la phrase
précédente). Pour illustrer cette méthode, nous calculons la normalisation
du transformé de Nash de chaque point double rationnel, et nous itérons ce
procédé pour conclure quen un nombre fini de telles opérations
(transformé de Nash suivi de normalisation) on arrive a les résoudre. La
résolution ainsi trouvée n’est pas, en général, minimale. Parmi Ies
singularités qu’on trouve dans ce processus il y a des singularités de
multiplicité plus grandes que deux (et aussi des singularités qui ne sont pas
des singularités quotient — i.e. quotient de C? par un sous-groupe fini de
GL(2,C) — méme si la singularité au départ I'était).

Je tiens d remercier Jean-Louis Verdier pour les discussions fructueuses
qui sont d l'origine de ce travail.

1. Définitions et notations.

1.1. Nous travaillerons sur le corps de nombres complexes (}).

Soit S une variété algébrique réduite de dimension pure d et soit Qi
le faisceau des différentielles.

(*) Bien que les méthodes employées soient algébriques, donc les résultats sont
valables sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.
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Soit m : Grass,(Q§) — S le morphisme canonique, de la grassmanienne
des quotients localement libres de rang d de Q&, dans S. Soit U
I'ouvert des points lisses de S; alors la restriction de n# a n~!(U) est un
isomorphisme sur U, car Q! est localement libre de rangd sur U. On
appelle transformé de Nash de S l'adhérence S de =n~'(U) dans
Grass,(Q4).

1.2. Soit v la restrictionde m a S, et sur S considérons le faisceau
localement libre de rangd Q! (qu’on appelle fibré cotangent de Nash),
quotient de v*Q§, induit par le faisceau universel de Grass,(Q}). Le
morphisme v est propre et birationnel. Le transformé de Nash S muni du
quotient Q' de v*Q! a la propriété universelle suivante. Si v:S — S est
un morphisme propre et birationnel, et si S est muni d’un faisceau
localement libre de rang d Q' quotient de v*Qi, alors v se factorise de
fagon unique par un morphisme p:S—-S, V=vopu, tel que

p*Ql = Q.

1.3. Dans la construction précédente du transformé de Nash on peut
prendre, au lieu de Grass,(Qf), le fibré projectif P(Q) associé a
Q¢ = AQL, et considérer, de maniére analogue, 'adhérence de la section
canonique au-dessus de U. En effet, le morphisme de Pliicker reliant les
deux constructions envoie Grass,;(Q}) dans P(Q¢) et c’est une immersion
fermée [E.G.A].

14. Si S est une variété affine plongée dans CV, on peut donner la
description géométrique suivante.

Considérons la section o définie sur 'ouvert U des points lisses de S,
a valeurs dans le produit S x Grass,(CN)*, qui associe a chaque point
se U le couple (s,T¥S) formé du point s et de la direction de I'espace
cotangent T¥S a S en s.

Alors on peut définir le transformé de Nash S comme étant 'adhérence de
o(U) dans S x Grass, (C)*.

Aussi dans ce cas on peut plonger S x Grass, (CY)* dans S x PM,
avec M = (?) — 1, grdce au morphisme de Pliicker, en identifiant
P(A(CNy*) avec PM.

Le morphisme v :S — S est la restriction & S de la projection p, de

S x PM sur le premier facteur. On a donc les diagrammes suivants :

(e}
U ——> S x Grass,(CY* =, S x PM

4.
(14.1) s — (5,T*S) — (s,A“T*S).
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SxP" 5§ > o)

(1.42) ’, l / ]
U

S |

2. Méthode de calcul du transformé de Nash d’une surface.

2.1. Soit m®:X — S une résolution de la surface S, ie. X est une
surface lisse 7 est birrationnel, et isomorphisme au-dessus du
complémentaire du lieu singulier de S.

Considérons sur X le faisceau =n*Qi; ce faisceau est envoyé
canoniquement dans Qf par le morphisme dn.

Notons Q' Iimage de dr, qui est donc un sous-module de type fini de
Q%. On a donc une fléche surjective.

d —
(2.1.2) 0t 5 0t 0.

Etant donné que X est une surface lisse et que Q! est génériquement
localement libre (de rang 2), alors 'ensemble ou Q' n’est pas localement
libre est de codimension au moins égale a 2, car I'anneau local au point
générique d’un diviseur est un anneau de valuation discréte, et Q! est un
sous-module du module libre Qf.

2.2. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, il existe une surface
lisse X, obtenue d partir de X par une suite finie d’éclatements de points
fermés (i.e. de transformations quadratiques), qui est une résolution du
transformé de Nash S de S.

Démonstration. — Soit ¢ : G —» X le morphisme canonique dans X de
G = Grass,(n*Q}), la grassmanienne des quotients localement libres de
rang 2 de n*Q{; ce morphisme est un isomorphisme au-dessus d’un ouvert
dense V de X tel que X — V est de codimension 2. Sur G on considére
les faisceaux o*(n*Qf) et o*(Q)) munis de la fliche dn (remontée). Par
ailleurs on a le quotient canonique g¢:o*(n*Q§) > Q, ou Q est
localement libre de rang2 et q est surjectif. La sous-variété G de G
définie par la condition que drn se factorise par g est fermée. Par suite,
I'adhérence X de ™! (V) dans G est contenue dans G. Soit 5 : X —» X
la restrictionde ¢ 4 X. Alors o est birationnelle et 'image de o*(n*Q}
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dans 6*(Q%) par dn (quin’est autre que o*Q!) est localement libre et de
rang 2, car cest Q.

Si la surface X n’est pas lisse, soit T :X — X une résolution, et soit
6:X 5 X la composition G ot. Alors o*(n*Q{) est munie d’un
quotient localement libre de rang 2, 6*Q'; et le morphisme 6 de X sur
X est un morphisme birationnel entre deux surfaces lisses, donc c’est une
composition de transformations quadratiques (& isomorphismes preés).

11 résulte de la propriété universelle (1.2) du transformé de Nash
v:8 =S, que n.0 se factorise par v (i.e. on a le diagramme commutatif
suivant), d’ou la proposition.

o X
Ko

S‘_,_,_,X_—-——-—-—ﬁ

2.3. Soit S une surface affine plongée dans CN.

En reprenant le point de vue de (1.4), on peut décrire le procédé énoncé
dans la proposition 2.2 de la fagon suivante. Soit ¢ la section définie sur
I'ouvert des points lisses U de S, a valeurs dans S x PM, avec

N
M = <2> — 1, dont ladhérence est par définition le transformé de
Nash S.

Alors en composant avec m:X — S, on obtient un morphisme
com:n }(U)—S x PM. Soient p, (resp. p,) les projections de S x PM
sur le premier (resp. deuxi¢me) facteur. La premiére composante p; oo o™
coincide avec m, donc est définie sur X tout entier. La deuxiéme
composante p, oo om définit une application rationnelle de X dans un
espace projectif P™ qui consiste 4 associer a chaque point x e n~(U) la
direction de I'espace cotangent 2 S en w(x). Or, X étant lisse, I'ensemble
ou l'application rationnelle est indéterminée est de codimension au moins 2,
donc c’est un ensemble fini et on peut lever I'indétermination par des
transformations quadratiques de centre les points successifs d’indétermina-
tion. De sorte quon obtient finalement une surface lisse X et un
morphisme propre et birationnel de X sur S.
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On a le diagramme commutatif suivant :

e

= 1 1(U)

(2.3.1) n com| T

X2

Se> U —258§ > SxPH™

On remarquera que les points qui sont centres des transformations
quadratiques se projettent sur des points singuliers de S.

2.4. On obtient par cette méthode le transformé de Nash S de S
donné d’une fagon « paramétrée», c’est-a-dire comme image d’un
morphisme défini sur une surface lisse. Puisqu’on obtient ainsi une
résolution de S, on peut recommencer par la méme méthode et calculer le
transformé de Nash itéré, ie. le transformé de Nash de S.

2.5. Soit n:S, > S le normalisé du transformé de Nash §. Etant
donné que X est lisse (donc normale), alors le morphisme ©:X — 8 se
factorise par n, C’est-a-dire qu’il existe un morphisme w,: X — §, tel que
on ait n om, = ©. Le morphisme 7, : X — S, est une résolution de §,,
donc on peut appliquer la méthode précédente pour calculer le transformé

de Nash de §,.

3. Plongements cylindriques.

3.1. Soit O eS une singularit¢ normale de surface (donc isolée). Le
probléme qui nous intéresse (2 savoir la détermination du transformé de
Nash) est alors local et on peut supposer S plongé dans CN.

Soit m:X — S une résolution de S et soit E=|JL, =n!(O) la
1

fibre exceptionnelle, ou les L; sont les composantes irréductibles. On dit
que 7 est la résolution minimale si on a l'auto-intersection (L;.L;) < — 2
pour toute L; de genre nul. Si © est une bonne résolution, ce qui veut dire
que chaque courbe L; est lisse, que les croisements entre différentes L,
sont normaux et qu’il n’y a pas d’intersection commune a trois L;, alors
on associe & m un graphe dual pondéré. Ce graphe consiste en un ensemble
de sommets tel que chaque sommet est associ¢é & une courbe L,, un
ensemble d’arétes qui sont associées aux points d’intersection de deux
courbes, et des poids pour chaque sommet qui sont donnés par I'auto-
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intersection et par le genre de la courbe représentée par le sommet. Le cycle
fondamental d’une résolution w:X — S d’une singularité normale de
surface est l'unique cycle qui est minimal parmi les cycles positifs
Z = ¥nL; asupport dans la fibre exceptionnelle qui satisfont les inégalités
(Z.L) < 0-Vi (voir [2]). On peut calculer le cycle fondamental d’une
bonne résolution en connaissant seulement le graphe dual pondéré.

3.2. Une singularité rationnelle de surface O €S est par définition une
singularité normale telle que si = : X — S est une résolution, alors R'm,0x
est nul (voir [2],[12]).

On trouve la caractérisation suivante des singularités rationnelles. Soit
Z le cycle fondamental de X. Alors S est une singularité rationnelle si et
seulement si le genre de Z, p(Z) = [(Z . Z) + (Z.K)]/2 + 1, est nul, ou
K est un diviseur canonique de X, En ce cas, on a aussi les faits suivants :

i) Chaque composante irréductible L; de la fibre exceptionnelle est
une courbe rationnelle lisse.

ii) La résolution minimale est une bonne résolution.

iii) Le graphe dual de X ne contient pas de boucles, ie. il est
simplement connexe.

3.3. On appelle configuration la donnée d’un couple (C,I'), ou C est
une courbe connexe réduite telle que les composantes irréductibles sont des
courbes rationnelles lisses a croisements normaux (i.e. si x est un point
d’intersection de deux composantes, alors on a Oc, = C[[X,Y]]/XY), et
ou I' est le graphe associé 4 C muni d’'une pondération. (La donnée du
graphe pondéré T est équivalent a la donnée d’une matrice carrée
symétrique — « matrice d’intersection »).

Exemple. — Soit m:X — S une bonne résolution d’une singularité
normale de surface O €S dont les composantes irréductibles de la fibre
exceptionnelle sont des courbes rationnelles lisses (i.e. une singularité
quasi-rationnelle, cf. [1]).

Soit C la courbe n~!'(O) réduite et soit I le graphe dual pondéré
associé & C. Alors (C,I') est une configuration appelée configuration
associée a m:X — S.

Soient (C,I') et (C,I") deux configurations. On dit que (C,I') est une
sous-configuration de (C',I") siona C <« C' etsi I' est le sous-graphe de
I associ¢ a C'.

On appelle configuration rationnelle une configuration (C,I) telle qu’il
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existe une singularité rationnelle de surface O €S ayant une résolution
n:X — S dont la configuration associée soit (C,I). On sait que la
propriété d’une configuration d’étre rationnelle ne fait intervenir que le
graphe pondéré I'.

3.3.1. ProPOsITION. — Soit O €S une singularité rationnelle (resp.
quasi-rationnelle) et soit peS, un point singulier du transformé de Nash
normalisé. Alors p est une singularité rationnelle (resp. quasi-rationnelle).

Démonstration. — Soit © : X — S une résolution de S et soit (C,I) la
configuration associée. Soit X la surface obtenue dans la proposition 2.2,
qui est obtenue par une suite d’éclatements a partir de X, et soit
o :X - X le morphisme correspondant. Alors X est une résolution du
transformé de Nash S de S et par conséquent de son normalisé
S, m,:X-38§,. Soit (CT) Ia configuration associée & m oo : X-s.
Alors la configuration associée a2 m,:X — S, au point p est une sous-
configuration de (C,I"), donc si O est quasi-rationnelle, alors p aussi, car
les composantes de C sont des courbes rationnelles lisses. Si O est
rationnelle, alors p aussi car il est facile de vérifier qu’une sous-
configuration d’une configuration rationnelle est aussi rationnelle (voir [2]).

On appelle plongement d’une configuration (C,I') la donnée d’un
plongement de C dans une surface lisse X tel que le graphe pondéré
associé soit I'.

Une propriété importante des configurations rationnelles est que si on a
un plongement d’une telle configuration (C,I'), dans une surface
algébrique lisse X, alors elle est contractable algébriquement, i.e. il existe un
morphisme 7 : X — S ou S est une surface algébrique, et un point normal
O €S tel que la restriction de © 4 X — n~!(O) soit un isomorphisme
sur S — {O}, ou la courbe n~'(0) réduite soit C (voir [3]).

3.4. La propriété précédente fait des singularités rationnelles un
exemple de choix pour essayer d’appliquer la méthode décrite au § 2. Etant
donné un plongement d’une configuration rationnelle, nous allons, donc,
construire le morphisme de contraction dont I'image sera une singularité
rationnelle ayant pour configuration associée la configuration donnée.

3.4.1. Nous appelons un cylindre canonique de degré n, noté F,,
I'espace total d’un fibré vectoriel en droites de degré n sur P!. La base
plongée dans F, par la section nulle, a une auto-intersection égale a n.

3.4.2. Soit (CJI') une configuration; soient L;,, i=1,...,n, les



120 GERARDO GONZALEZ-SPRINBERG

composantes irréductibles de C, et soit ((a;;)), 1 <i<n, 1<j<n,la
matrice (« intersection ») associée a I'.

On définit un plongement cylindrique de la configuration (C,I') comme
étant la donnée d’un plongement de (C,I') dans une surface lisse X,
satisfaisant aux propriétés suivantes :

I) Pour chaque i avec 1 < i < n, il existe un ouvert de Zariski C;

i

dans X, contenant L;, et une immersion ouverte f;:C, > F, de C
dans un cylindre canonique F,, de degré a; quienvoie L; sur la section
zéro Z; du fibré F, et tel que le complémentaire F, — £(C) de f(C)
dans F, soit un ensemble fini de points. On appelle un tel C; un voisinage
cylindrique de L,.

II) Si L; et L; (1<i<j<n) sintersectent en un point P;, soit
U;; = C;, nC; Touvert intersection de deux voisinages cylindriques
respectifs. Notons U; (resp. U;) T'ouvert de F,, (resp. Faﬁ) défini par

U; =fi(Uij) (resp. Uj =fj(Uij)),
B; (resp. B)) l'ouvert de la section zéro Z; (resp.X;) défini par
B; = fi(L; n'U;j) (resp. B; = fi(L; n Uy)) et P; (resp. P))

le point de B; (resp. B; défini par P; = fi(P;;) (resp. P; = f;(P;)). Soit
pi:F,, — Z; (resp.p; : F,, - %) la projection du fibré F oy (TESP. Fa”) sur
sa base (identifiée avec la section zéro). Alors I'isomorphisme hj; : U; - U;
défini par hy; = f; of;7'/U; doit avoir la propriété suivante : il existe une
trivialisation

t;:pi '(B) » B, x C (resp. t;:p;'(B) - B; x )

et un plongement w;:B; —» C (resp. n;: B; > C) tel que
T(p) = 0 (resp. 7y(p) = 0)
qui induit un plongement
m,=m;xid : B;xC - CxC (resp. m;=7;xid : B;xC - Cx C)

tel que lisomorphisme

mjot;ohj o trlo “i_1|nio,,.(u,.) im0ty (Uy) = m; 0t(U))
se prolonge en l'isomorphisme h:C x C - C x C donné par

h(u,) = (v,u).



RESOLUTION DE NASH DES POINTS DOUBLES RATIONNELS 121

3.4.3. Remarques. — a) La condition II imposée au morphisme de
recollement hj; implique en particulier que I'ouvert de la base B; est
envoyé sur 'ouvert pj”l(Pj) N U; de la fibre par P;, que p;'(P) nU;
est envoyé sur B; et que pour chaque point b;eB; avec b; # P,
louvert de la fibre sur b;, p;'(b;) nU,, est envoyé sur un ouvert
sy, "' U; d’une section s, du fibré p; '(B) sur B; (ie. d’'une section
rationnelle de F, définie sur B)), section qui ne s’annule pas, car b; # P,
donc Sp, N B, = hji(pi_l(bi) N pi_l(Pi)) = .

b) La définition de plongement cylindrique précédente est, en quelque
sorte, 'analogue algébrique de la construction de « soudure » (plombing)
utilisée dans le cas analytique par Laufer (cf. [9], [10]).

3.4.4. Exemple. — Soit (C,I') une configuration rationnelle telle que
chaque composante irréductible de C coupe au maximum deux autres, i.e.
tel que T' soit une chaine.

Soient L; (1<i<n) les composantes de C (ou les sommets de I') et
— a; le poids de L,, avec a; > 2.

Alors on peut construire un plongement cylindrique de (C,I') de la
maniére suivante. Soit U; (resp.U) une copie de C? de coordonnées
(u;0;) (resp.u;,v), 1 <i<n, et considérons la surface C; obtenue en
recollant U; — {v;=0} avec U; — {1;=0} par lidentification u; = u,
v; = 1/v;.

Alors C; est un fibré vectoriel en droites de degré — a; sur la courbe
rationnelle définie par u; = 0, u; = 0, courbe qu’on va identifier avec L,.

Soit X la surface obtenue par les recollements
U = Vg, V; = Uiy, pour 1<ig<n-1.

On voit facilement que X est un plongement cylindrique de (C,JI'). La
surface X est appelée un éventail (non complet) de dimension Z; et la
singularité normale qu’on obtient en contractant C est appelée singularité
en éventail (ou singularité de Jung normale, ou encore singularité torique).
La définition de plongement cylindrique généralise, donc, les éventails (non
complets) en dimension 2.

3.4.5. ProposiTION. — Soit X un plongement cylindrique de la
configuration (C,I') et soit P un point de C. Soit o : X — X [Iéclatement
de X de centre P. Notons C la courbe ™ *(C) dans X, image inverse
réduite de C, et T le graphe pondéré associé a C. Alors X est un
plongement cylindrique de (C,I).
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Démonstration. — Soient L;, 1 < i < n, les composantes de C; soit
L, la transformée stricte de L, pour chaque i, et soit L la droite
6 (P). On garde les notations de 3.4.2.

Soit C; un voisinage cylindrique de L;, identifié (par f;) avec un fibré
F,, moins un nombre fini de points n’appartenant pas  la section zéro; et
soit p;:F, — L; la projection du fibré.

Montrons que la condition I est satisfaite :

1) Si P¢L;, pour un j fixé, 1 <j < n, alors 'ouvert
Ci=c(C;—{P}))=0c"1C) - L
est un voisinage cylindrique de L;.

2) Supposons PeL;, pourun i fixé, 1 <i < n. Soit F, Iéclaté de
F, de centre P. Soit L; la transformée stricte dans F, de la fibre
Ly = p; '(P).

Alors Faﬁ — Lp est un fibré vectoriel en droites de degré a;; — 1 sur
L;. Par conséquent I'ouvert C,=o0""(C) — L, est un voisinage
cylindrique de L,;.

3) Pour finir de vérifier la condition I de la définition 3.4.2, il suffit de
montrer qu’il existe un ouvert U, dans X, contenant P, et isomorphe a
C? moins un nombre fini de points, car alors 'ouvert C, = ¢~ 1(U,) est
un voisinage cylindrique de L. Or on a PeL; pour un i avec
1 <i<n, eton peut prendre pour Uy, le voisinage cylindrique C;
moins une fibre Lp sur un point P'eL;, P’ # P, car F, — Lp estun
fibré trivial sur la droite affine L, — {P'}.

Montrons maintenant que la condition II est satisfaite :

4) Supposons d’abord que P ne soit pas un point singulier de C (i.e.
qu’il appartienne 4 une seule composante L)), et soit P;; = L; nL; un
point d’intersection de L; avec une autre composante L;, 1 <i, j<n.

Etant donné que la surface X satisfait la condition II de 3.4.2, alors
modulo des trivialisations ¢;, t; et des plongements =, n; dans C? des
ouverts p; '(B)), p; '(B;), le morphisme de recollement h;; est représenté
par h: C* - C?> donné par

(uiavi) — (vbui) = (uj’vj), ou (uhvi) (resp' (ujavj))

sont les coordonnées de la premiére (resp. deuxiéme) copie de C2.
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Soit D; = {u;=0} (resp. D; = {u;=0}) I'axe de C? tel que D, > B,
(resp. D; © B;). A une homothétie prés on peut supposer P = (0,1)e D;.
Soit C,=0"!YC)—Lp (resp.C;=0""(C;) —L) le voisinage
cylindrique de L; (resp.L;) défini dans 2) (resp. 1)). Alors ona

* CnCi=c"1(C;nC) —(LpuL).
Soient f;:C;»F, _, et f,:C;—> F,, les plongements des voisinages

cylindriques dans des cylindres canoniques, tels qu'on ait f; = f;oc et le
diagramme commutatif suivant :

Alors on a:
1l:j Otj
** fiCn C) =fi(C; nC; — Lp) —— Cc? - {u; = 1}
ot
(***) o ofi(C; nC) = f(C; nC;—Lyp) =—— C*> — {;=1}.

Notons aussi o : C2 - C? léclatement de C? de centre P, etsoit L, la
transformée stricte de Lp = {v;=1} dans CZ2.

Soient (u,v) les coordonnées de l'ouvert U = C? — L, telles que
oly:U—>C?*  sécrive  (upv) — (u(w—1),).

Par suite de (*), (**) et (***), le morphisme h;; au voisinage C; n C; de
P, =L, nL; est représenté par h:U — {v=1} - C*> — {u;=1} avec
h(up) = (vu(—1), car on a 6 '[C*—{v;=1}] = U — {v=1}, etle
diagramme commutatif suivant :

U — {v=1}

s

C? - {v;=1} — C* = {u;=1}.

(o
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Or on peut changer la trivialisation de U — {v=1} par u* = u(v—1),
v* =v; on a h*(@u*v*) = (v*,u*) et on vérifie la condition IL

5) Finalement, si PelL,, il faut montrer que le morphisme de
recollement au voisinage de L N L; satisfait II). Si {P} =L, nL;, on
aura alors vérifié la condition II) au voisinage de L n L, et au voisinage de
LnL,.

Soit Up l'ouvert dans X considéré en 3), et soit

t:F, —Lp—>C?

une trivialisation. Alors il est immédiat de voir que t oo fournit une

trivialisation de o~ '(Up) — {p; '(P)} no~'(Up) qui permet de
vérifier I1. O

3.4.6. Remarques. — La proposition précédente donne un moyen pour
obtenir des plongements cylindriques.

Par exemple, soit X une surface obtenue en éclatant successivement des
points & partir de C2, soit C la courbe réduite réunion des courbes
rationnelles introduites par les éclatements, et soit I" le graphe dual associé
a C. Alors X est un plongement cylindrique de (C,I'). On peut obtenir
par ce moyen un arbre arbitraire, mais on a des limitations pour les poids.
On peut aussi combiner la méthode utilisée dans 'exemple 3.4.4 avec les
éclatements, pour obtenir des plongements cylindriques.

Toutes les singularités dont on calcule le transformé de Nash (voir § 5)
ont une résolution qui est un plongement cylindrique de la configuration
associée.

4. Le morphisme de contraction.

4.1. Soit O €S une singularité rationnelle, et soit m:X — S une
résolution. M. Artin a démontré qu'on a M0Ox = £,, ou M est l'idéal
maximal au point O et £, est I'idéal du cycle fondamental Z de X
cf. [2]). Pour ceci, il démontre que si D est un diviseur de X dont aucune
composante irréductible n’est contenue dans la fibre exceptionnelle
n7'O)= UL ou les L, 1<i<n, sont les composantes

1<i<n
irréductibles de n~!(0), et tel quon ait (D.L,) = — (Z.L,)Vi, alors il
existe fe M telle que le diviseur (n*f) associé a n*f soit Z + D.

Plus généralement on démontre que si Y = Zr,L; est un diviseur positif
a support dans la fibre exceptionnelle et tel qu'on ait (Y.L,) <O,
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1 <i<n, etsi D estun diviseur de X qui n’a pas de support dans la
fibre exceptionnelle, avec (D.L,) = — (Y.L,), 1 <i < n, alors il existe
feM telleque (n*f) =Y + D. (Onremarque que D est la transformée
stricte de (f)).

4.2. Maintenant, étant donné un plongement X d’une configuration
rationnelle (C,I') on veut construire un morphisme n:X — S qui
est démontrée dans [3]. Soit M I'idéal maximal au point singulier
O = n(C), et soit e la dimension de plongement de cette singularité qui
est par définition la dimension de I’espace tangent de Zariski au point O,
c’est-a-dire dimc /M2

Il résulte de l'égalit¢ IMOx= #, et de la rationalitt quon a
e =dimcI'(F)/T(F,z). On veut, en plus, que S soit plongée
(localement) dans I’espace tangent de Zariski en O.

Donc on cherche des sections dans I'(#,) dont les images dans
I'(#,)/T'(F,7) engendrent I'(F)/T'(F,,) sur C.

Pour réaliser ceci, dans certains cas, on pourra construire de telles
sections f;, ...,f, de telle fagon que l'indépendance linéaire dans
I'(#)/NF,z) soit assurée par le critére valuatif suivant :

4.3. ProrosITION. — Soient f,,...,f, des sections appartenant a

I'(#,), et soient (f) =Y, + D;, 1 <i< e, les diviseurs associés, avec
n

Y, = ) r;L;, et D; sans composantes irréductibles contenues dans la
j=1

courbé exceptionnelle C. Soit v; 1 <j < n, la valuation qui associe a
chaque cycle Y; la multiplicité r;;. Supposons que, pour chaque entier k
avec 1 < k < e, il existe un entier j = j(k) avec 1 < j < n tel qu’on ait
vi(Yy) < vi(Y) pour 1 i<k —1, et vi(Y)) < 2vi(Z). Alors les images
fi des f,, 1<i<e, dans T(F)/[(Fy) forment une base de
IIT(I ).

Démonstration. — En effet, si Y, a,f; =0 dans I'(#)/T'(F,,) alors

i=1
Vie <Z aif,-) = Vj(a.f) < vj(2Z), donc f, =0
i=1 :

dans I'(#)/T'(F,2) et rcar suite a, = 0.
Par récurrence on a q; =0, 1 <i<e.
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4.4. Remarque. — Par conséquent on a Z<Y;, Y, 2Z et
(Y;,L) <0 pour 1<i<e, 1<j<n. On peut associer a chaque

diviseur positif Y = ) r,L; le point a coordonnées entiéres non négatives
i=1

(ry,...,r,) dans R".

Les inégalités (Y.L,) <0, 1 <i < n définissent un céne polyédral
rationnel dans R", qui a été considéré dans [11], [12] et [15]. Pour la
construction du morphisme de contraction, on s’intéresse au sous-ensemble
A du cone défini par A:{Y|Z<Y,2Z £ Y}.

5. Résolution de Nash des points doubles rationnels.

5.1. Les points doubles rationnels (i.e. les singularités rationnelles de
multiplicité 2) sont des singularités normales dont le graphe dual pondéré
de la résolution minimale est 'un des suivants (cf. [2]) :

A,: &—@ ... &—@ (n sommets, n > 1)

D,: .—I—o ... @@ (n sommets, n > 4).
Eg: H—T—-’—o

E,: O—O—I—H—O

Eg : H—I—o—o—o—o

ou le poids de chaque sommet est — 2.

Par un résultat de Brieskorn ([4]; voir aussi [10]) on sait que les points
doubles rationnels sont tendus (« taut »), i.e. si on a deux singularités dont
les graphes duaux pondérés des résolutions minimales sont isomorphes,
alors elles sont analytiquement isomorphes.

Nous allons calculer les transformés de Nash normalisés (i.e. suivis
d’une normalisation) itérés de ces singularités.

Soit (CJI') la configuration associée a la résolution minimale
n:X —» S d’une singularité rationnelle OeS. On peut obtenir une
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résolution m:X —» § du transformé de Nash § de S, oo X est une
surface obtenue par une suite de transformations quadratiques o : X — X
a partirde X (prop. 2.2). Notons (C,I") la configuration dont la courbe C
est la courbe réduite o~ !(C) image inverse de C par o et ou I estle
graphe dual pondéré associé & C plongée dans X. Soit n le nombre de
sommets de I' (ie. le nombre de composantes irréductibles de C), et
notons L;, 1 <i < n les sommets de I'. On note L, le sommet de T
qui correspond a la composante de € obtenue comme transformée stricte
de la composante de C représentée par le sommet L; (1<i<n). Dans la
suite, on notera de la méme fagon un sommet et la courbe qu’il représente ;
on précisera selon les besoins s’il s’agit de 'un ou de lautre.

5.2. Pour les cas A,(n>1) on a un résultat plus général valable pour
toutes les singularités en éventails (introduites en 3.4.4).
Soit ': @&—... —@ , n>1, le graphe dual pondéré d’une telle

- ay - a,

singularité, avec a; > 2, 1 <i < n. Notons L; le sommet (et la droite
qu’il représente) de poids — a;. Siona n > 1, soient k', k" deux entiers
avec 1 <k’ <k’ <n. On dit que le sous-graphe connexe I, du
graphe I' qui contient les sommets L; avec k' < i < k” est un segment si
on a a; =2 pour chaque i avec k' <i < k”, et a, > 2 (resp.a,.>2)
ou k' =1 (resp. k"=n). Autrement dit, si on représente le graphe I" sur
une ligne polygonale ayant des points anguleux aux sommets de poids
strictement inférieur & — 2, alors un segment de I' est le sous-graphe porté
par un des cOtés de la ligne polygonale.

On dit qu’un sommet de T" est central s’il est le sommet central d’un
segment ayant un nombre impair de sommets, et qu’'une aréte de I' est
centrale si elle est I'aréte centrale d’un segment ayant un nombre impair
d’arétes (donc un nombre pair de sommets).

5.2.1. THEOREME. — On garde les notations précédentes.

Soit O € S une singularité en éventail dont le graphe dual pondéré de la
résolution minimale m:X — S est T'.

i) La surface X de la résolution minimale n :X — S du transformé de
Nash S de S est obtenue a partir de X en éclatant les points de n~'(O)
représentés par les arétes centrales de T'.

ii) Soit L, la transformée stricte de L, dans X (1<i<n), et si a est
une aréte centrale de T, soit A la droite exceptionnelle de X introduite par
Péclatement du point représenté par a.

Soit 8(L,) (resp. 8(A)) le degré de la restriction a L, (resp. A) du fibré
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cotangent de Nash (relatif a S). Alors ona

5(£.~)=20,~—6 si a; =3 et 1 <i<n.

(L) = 2q, — 4 si n>1, i=1 ou i=n.

8(1:,,)=2a1 -2 si n=1.

o(L) =0 si a; =2, l<i<n et L; n'est pas un
sommet central de T .

(L) =2 si a;=2 et L; est un sommet central de T".
8(A)=1.

Par conséquent T contracte la droite f,- en un point si et seulement si
ou bien a; =2, n>1 et L, n'est pas un sommet central de T
ou bien a; =3, i # 1, n; ce sont les seules courbes contractées par T.

Pour la démonstration voir [6] ou I'appendice.
(Dans [6] on détermine si & = 0 ou & # 0, sans calculer la valeur de
& quand & # 0)

5.2.2. CorOLLAIRE. — Soit O € S une singularité en éventail. Alors le
transformé de Nash normalisé S, de S est, ou bien une surface lisse, ou bien
une surface ayant des singularités en éventail.

Démonstration. — En effet, si P €S, est une singularité de S,, alors le
graphe dual de la résolution minimale de P est une chaine.

5.2.3. THEOREME. — Soit O € S une singularité en éventail. Alors on
résout S en un nombre fini de transformations de Nash normalisées.

Pour la démonstration voir [6] ou l'appendice.

5.2.4. Exemples. — Soit o : X — X Déclatement défini en 5.1.1i), et soit
I le graphe dual pondéré associé a la courbe o~ ' on'(O). Voici
quelques exemples, ou on a I' dans la colonne a gauche et I dans la
colonne a droite :

a o—e—e—o —0O—@
-2 -3 -4 -3 -3 -1 -5 -1 -6 -1 —4
He—e—e oo [EHo}—o—(o}3]
-2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 =2
c) o—e o—0O—o

-3 -4 -4 -1 -5
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d e—e—e o—o—o
-3 =2 -3 -3 =2 -3
e @ ()
—a —a @=2)

Les nouveaux sommets apparaissant dans I sont représentés par O.
Les droites contractées par 7 : X — S sont représentées par des sommets
entourés d’un carré : @

Donc, dans le cas a) le transformé de Nash normalis¢ S, a deux

singularités dont les graphes des résolutions minimales sont @ et @;
-3 -5

danslecas b) ona A audépartet S, a deux singularités A,; dans le cas
c) S, est lisse mais ce n’est pas la résolution minimale de S; et finalement

dans le cas d) et e) on trouve que S, est la résolution minimale de S.

Dans 5.(3-6) on donne I'énoncé des résultats des transformations de
Nash normalisées itérées pour les cas E¢, E;, Eg et D, (n>4), ouona
fait le calcul jusqu’au moment ou la surface obtenue présente seulement des
singularités en éventail. On garde les notations fixées en 5.1.

5.3. Cas E¢ (Enoncé des résultats).

i) Soit O €S un point double rationnel dont le graphe I de la
configuration (C,I') associée a la résolution minimale m:X — S est

L, L, Ly L, L,

I' =Eg: (avec poids de L;:p(L)= —2
’ 1<i<6)

Le

Notons Q, (resp. P,; resp.P,) le point d’intersection des courbes Lg
(resp.L,; resp.L,) et L;.

Soit Q, le point de la droite projective L; tel que le birapport
(Q,,Q,,P,,P,) soit égal a — 1.

Alors, la surface X de la résolution minimale © :X — S du transformé
de Nash S de S est obtenue a partir de X par la suite d’éclatements
6,00, =06:X—>X, ou o,:X; » X est l'éclatement de Q, dans X,
et ou o,:X—>X, est léclatement d’un point Q, de la droite

exceptionnelle 67'(Q,) = X,, avec Q—l un point lisse de la courbe réduite
-1
o; (O).
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Le graphe dual pondéré T associé a la courbe réduite C = ™ 1(C) est

ot on a représenté par O les nouveaux sommets introduits dans T, et ol le
poids p( ) de chaque sommet est p(L) = — 2 avec 1 <i<6,i#3;
p(Ly) = = 3; p(Fy) = —-2; p(F;) = — 1.

Soit 8(L), 1 <i <6, (resp. 8(F,), i = 1,2) le degré de la restriction
a L, (resp. F) du fibré cotangent de Nash (relatif a S).

Alors on a 8(L)=0, 1<i<6, 8§(F,)=0, 8(F,) =1.

Par conséquent le transformé de Nash normalisé S, a un seul point
singulier dont le graphe dual pondéré de la résolution minimale est

-2

N(Eg) : *—0— -@ @
-2 -2 -3 -2 -2

-2

ii) On change les notations utilisées dans 1).

Soit O €S le point singulier (rationnel) obtenu dans 1), et soit (C,I') la
configuration associée a sa résolution minimale m:X — S, avec

L,

L, L, L, L, L

I = N(Eg): *—o *——o
Le

(avec p(L) = -2 si 1<i<7, i#3, p(Ly)= —3).
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Alors la surface X (de la résolution minimale © :X — S du transformé
de Nash S de S) est isomorphe @ X, et le degré (L,) de la restriction a L,
du fibré cotangent de Nash (relatif @ S), 1 <i <7, est

d(Ly)=8(Ls) = 1;
d(L,;) = 8(Ly) = 3(Lg) = 8(L;) =0;  8(L3) = 3.
La surface normalisée S, (de S) a quatre singularités de type A, .

5.4. Cas E, (Enoncé des résultats).

i) Soit O €S un point double rationnel dont le graphe T de la
configuration (C,I') associée a la résolution minimale n:X — S est

L, L, L, L, L, L

I'=E,: O——.——-I—‘——H (avec p(L)=—2,1<i<7).
L,

Alors la surface X de la résolution minimale = : X — S du transformé de
Nash S de S est obtenue d partir de X par Péclatement o : X —» X d’un
point de L, différent de {Ly N L,}. Le graphe dual pondéré T associé a la
courbe réduite C = o~ 1(C) est

F

ou on a représenté par O le nouveau sommet introduit dans T, et ou les
poids sont p(L) = —2 si 1<i<6, pL;)=—3 et pF)= — 1. Le
degré de la restriction du fibré cotangent de Nash (relatif @ S) a chaque
composante de C est :

SL)=0 si 1<i<7, i#6; 8(Lg=2>8F) =1.

Par conséquent le transformé de Nash normalisé S, a un seul point singulier
dont le graphe dual pondéré de la résolution minimale est :

NE;): o—e- *—©
-2 -2 =2 -2 =2
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il) On change les notations utilisées dans i).

Soit O €S le point singulier (rationnel) obtenu dans 1), et soit (C,I') la
configuration associée d sa résolution minimale m:X — S, avec

L, L, L, L, L

I'=N(,): .—O—I—‘-—.

L6
(avec p(L)=—2 si 1 <i<$5, p(Lg) = — 3).

Alors la surface X (de la résolution minimale 7 :X — 8 du transformé
de Nash § de S) est isomorphe a X, et le degré 8(L,) de la restriction a L,
du fibré cotangent de Nash (relatif a S), 1 <i <6, est

8(L;) = 8(Ly) = 8(Ls) =0;  8(Ly) =8(Ly) =1;  8(Le) = 2.

La surface normalisée S, (de S) a trois singularités de type A, .

5.5. Cas E4 (Enoncé des résultats).

i) Soit O €S un point double rationnel dont le graphe I de la
configuration (C,I') associée a la résolution minimale n :X — S est

I'=Eg: (avec p(Ly)= -2,
Lg . 1 <i<8)

Alors la surface X (de la résolution minimale © :X — S du transformé de
Nash S de S) est obtenue a partir de X par la suite d’éclatements
6,00, =0:X > X, ou o,:X, > X est 'éclatement d’un point Q € Lg
avec QéL, NnLg, et o o,:X > X, est Iéclatement d’un point
Q,€071(Q) avec Q, un point lisse de la courbe réduite oy '(C).

Le graphe dual pondéré T associé a la courbe réduite C = o~ !(C) est

L, L, L, L, L, Lg L,
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ot on a représenté par O les nouveaux sommets introduits dans f,- et ou le
poids p( ) de chaque sommet est p(L)= —2 avec 1<i<7;
p(Lg) = — 35 p(Fy) = —2; p(F) = —1.

Le degré d( ) de larestriction du fibré cotangent de Nash (relatif a S) a
chaque composante de C est :

S3L)=0 avec 1<i<8; &F)=0; J(F,=1.

Par conséquent le transformé de Nash normalisé S, a un seul point singulier
dont le graphe dual pondéré de la résolution minimale est

N(Eg): o—e o —9o o —o
-2 -2 -2 -2 -2 -2 -2

-3
-2

il) On change les notations utilisées dans i).

Soit O €8 le point singulier (rationnel) obtenu dans i) et soit (C,I') la
configuration associée a sa résolution minimale © :X — S, avec

L, L, L, L, Ly Lg L,
I' = N(Ey) :

Ly

L,

(avec p(L)y= -2 si 1<i<9, i#9, p(Lgyy = —3). Notons Q,
(resp. P,; resp.P,) le point d’intersection des courbes Lg (resp.L,;
resp.L,) et L;.

Soit Q, le point de la droite projective L, tel que le birapport
(Q19Q2,P1,P2) SOit égal d 4

Alors la surface X (de la résolution minimale © :X — S du transformé
de Nash S de S) est obtenue a partir de X par I'éclatement o : X — X du
point Q;.
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Le graphe dual pondéré T associé a la courbe réduite C = 6~ (C) est :

ou on a représenté par O le nouveau sommet introduit dans T, et ou le
poids p( ) de chaque sommet est p(L)= —2 si 1<i<9, i#8,
i#3; p(Ly) =plg) =-3; pF) = - 1.

Le degré &( ) de larestriction du fibré cotangent de Nash (relatif a S) a
chaque composante de C est :
8(L,) = 8(Ly) = 1;
S(L)y=0 si 2<i<9, i#8 et 8(F)=1.

La surface normalisée S, (de S) a une singularité de type A, et une
singularité en éventail de type :

-2 -3 -2 -2 -2 -2
*——0—0- L 2 -—0

5.6. Cas D, (Enoncé des résultats).

1) Soit O €S un point double rationnel dont le graphe T de la
configuration (C,I') associée a la résolution minimale n:X — S est

Ll LZ Ln— 1

r=D,: G—I— ... —@ (avec p(L)=—2, 1<i<n),
LPI

ou on suppose n pair, n = 4.

Alors la surface X (de la résolution minimale 7 : X — § du transformé
de Nash § de S) est isomorphe a X.

Le degré &( ) de larestriction du fibré cotangent de Nash (relatif a S) d
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chaque composante de C est:
8(Ly) = d(L,-y) =8(L,)=1; 3L)=0, 2<i<n-2.

La surface normalisée S, (de S) a une singularité de type A,_,.
2.i) On change les notations utilisées dans 1).

Soit O€S un point double rationnel dont le graphe T de la
configuration (C,I') associée a la résolution minimale ©:X — S est

L, L Loy

r=>D,: Q—I- ... —@ (avec p(L)=-2, 1<i<n),
L'l

ou on suppose n impair, n > 5.

Notons Q, (resp. P,;P,) le point d’intersection des courbes L, et L,
(resp. Ly et L,; resp.L, et L,).

Soit Q; le point de la droite projective L, tel que le birapport
(Q1,Q2,P,,Py) soit égal d 1/2.

Alors la surface X (de la résolution minimale 7 :X — S du transformé
de Nash S de S) est obtenue a partir de X par éclatement o : X - X du

point Q, .

Le graphe dual pondéré T associé a la courbe réduite C = o™ (C) est

F

i:l Ez t’n—l

r: ... —®
Eﬂ

oti on a représenté par O le nouveau sommet introduit dans T, et ou le
poids p( ) de chaque sommet est

pL)y=-2 si 1<i<n, i#2;
pLy)=-3; pF)=-1.

Le degré &( ) de la restriction dl{ fibré cotangent de Nash (relatif @ S) a
chaque composante de C est :

8L)=0 si 1<i<n, i¥n—-1; &L,.)=8F) =1.
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Par conséquent le transformé de Nash normalisé S, a un seul point singulier
dont le graphe dual pondéré de la résolution minimale est :

N({D,) : '—I— v+ —@ (n—1 sommets).
—2 -3 -2

-2
2.ii) On change les notations utilisées dans 1) et 2.i)..

Soit O €8 le point singulier (rationnel) obtenu dans 2.i), et soit (C,I') la
configuration associée d la résolution minimale w®:X — S, avec

Ll LZ Ln—Z
I'=N®D,): —@ (n impair, n = 5).
Ln—l

Alors la surface X (de la résolution minimale @ :X — 8 du transformé
de Nash § de S) est isomorphe a X.

Le degré 8( ) de larestriction du fibré cotangent de Nash (relatif a S) a
chaque composante de C est:

si n=5: 8L, =8(L;)=3L,)=0; 3L, =4.
si nz27:8L)=0 si 1<is<n-—1, i#2, i#n-1)/2;

8(Lz) = 8(L(n—l)/z) = 2.

La surface normalisée S, (de S) a trois singularités de type A, si n=5;
deux singularités de type A,, une de type A,_, et une de type A, (ou
k=mn-3)2) si n=1.

5.7. Dans ce paragraphe on donne les démonstrations des énoncés 5.3 4
5.6

Démonstration de 5.3 1). — On peut réaliser un plongement (cylindrique)
de la configuration (C,I') dans une surface lisse X de la fagon suivante :
on plonge d’abord chaque droite L,(1<i<6) dans un cylindre canonique
de degré — 2, donné par le recollement de deux copies de C2, U,
resp. U)), de coordonnées (u;,v;) (resp.(u;v;)) par les identifications
définies sur Pouvert {v;#0} (resp. {v;#0})

2 ’
u; = Uy, v; = 1/,
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ou L, est identifiée & la courbe rationnelle définie par u; = 0 (resp. u;=0)
dans U; (resp. Uj).

Ensuite on construit la surface X par les recollements suivants de ces
six cylindres :

U = Uiy, V= Upy, pour 1<i<4,
et
Uz = vg, vy + 1 = ug.

On va donner un morphisme (de contraction) ©:X — S de X sur une
surface normale, qui contracte la courbe C en un point O €S. Le cycle
fondamental Z de X associé a un tel point singulier O est

Z=Ll+2L2+3L3+2L4+L5+2L6

(voir 3.1), et par conséquent la dimension de plongement e de O est égale
a 1—-(2.2)=3. Daprés le §4 il suffit de donner des fonctions
fi(1 < i<3) appartenant a I'(£,) (ou £, est I'idéal de Z), telles que
leurs images f; dans I'(#,)/I(#,) forment une base (sur C) de

['(£)/T(F2z). On va noter un cycle Y = ) mL; a support dans C

1<i<6
avec un diagramme analogue au graphe I', ou on remplacera un sommet
L, par le nombre m;:

my; m; mz; my Ms;
me

et on indiquera de fagon similaire a la précédente ’ensemble des nombres
d’intersection

A=1{d =(Y.L), 1<i<6}: d, d, dy d, ds-
de
Soient Y; = ) m()L;, 1 <j <3, les trois cycles définis par :
1<i<6
Y,=Z:1 2 3 2 1; Y,:2 3 4 3 2
2 2

Y,:2 4 6 5 4.
3
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Alors les ensembles de nombres d’intersection

AG) = {di) = (Y,.L), 1<i<6}, 1<j<3,

sont :
A1):0 0 0 O0 0; AQ2: -1 0 0 0 -—1;
-1 0
A3): 0 0 0 0 -—3.
0

Soit B, (resp. Bs; resp. B¢) la droite affine dans X définie par {v, =0}
(resp. {vs = 0}; resp. {vsy = 0}) dans l'ouvert U, (resp. Us; resp. Uy).
Alors il existe une fonction f; (resp.f,; resp.f;) définie sur X, dont le
diviseur associé (f;) (resp.(f); resp.(f3) est (f) =Y, + Bg
(resp. (f2) = Y, + B, + Bs; resp.(f3) = Y;+3B5). Ona Y; > Z, dou
f;eT(F), 1 <j<3. Dautre part ona 2Z % Y;, 1 <j <3, eton
vérifie les hypothéses de la proposition 4.3; par conséquent {f},1<j<3}
forme une base de I'(F)/T(F,;). Donc les fonctions f;,1<i<3
définissent un morphisme n de X dans C* dont I'image est une surface
normale S ayant un point singulier a I'origine O de C3; la résolution
minimale de S est w:X — S. On considére I'application rationnelle
n: X--» § induite par lisomorphisme S — {O}x8 — v !1{O}, et
d’autre part le faisceau Q2 sur X défini par Q? = A? (dn(n*Q})) (voir
§2). On cherche a lever les indéterminations de =, autrement dit, a
«rendre inversible Q2 ».

Pour cela, on fait un calcul local pour déterminer (2|, avec U
parcourant les ouverts du recouvrement de X {U;};U,;|1<i<6}. En fait, il
suffit de faire ce calcul pour les ouverts U,, U] = U,, U, = U; = Ugq
(car par symétrie on peut éviter de le faire pour Uj = U,, U, = U, et
U;), et pour Uj. La restriction |, est engendrée par df; A dfily
(avec 1<j<j'<3) sur Oy. Les fonctions f;,1 < j < 3, sont déterminées
a un facteur constant non nul prés, donc on peut écrire :

f1|U1 = u; (1 +ufv});
Loy, = uio (1 +uiv})?;
Sslu, ui(l+uiv})®;

et par conséquent :
dfy A dfyly, = ui(l+uivd)> (1 —uiv}) du, A du,;
afy A dfsly, = = 3utoi(l+ulvd)* du, A dv; ;
afy A dfsly, = ui(1+uiv})’ du; A do,.
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Sur l'ouvert U, on a:
fily, = uzv, (1 +uy03)%;
faly, u303 (1 +u,03)%;

fily, = w303 (1 + u,03)%,

et par conséquent

dfy A dfsly, = uz03(1+u,03)° (1 —uyv3) du, A dvy;
dfy A dfsly, = — 3u3v3(1+uyv3)* duy A doy;
afy A dfsly, = — 2u5v3(1 +uy03)° duy A do,.
Sur Pouvert U; on a:
filu, = u3v3(1+0y)?;
folu, = usv3(1+v5)%;

fslu3 = u3vi(1+vy)*;

et par conséquent

dfy A dfaly, = u§r3(1+03)° (1—v3) duy A doy;
dfy A dfsly, = u3vi(1+v3)* dus A doy;
dfy A dfslu, = — 2u3v§(1+03)° duy A dos.

Finalement, sur 'ouvert U, on a:
6

fily, = uvy g =17
faly, = w@wgd ~1)%;

falU'6 u,63(u’6”’62 —1*;

et par’ conséquent :
dfy A dfoly, = ug (uevg —1)* (2 —ugve) dus A dvg

afy A dfily, = — Sud (ugrd — 1) dug A dvy;
afy ndfily, = - 2uvg (ugv2 —1)° dug A dug.

Il résulte des calculs précédents qu'on a

Q2 ~ FO(—M+Ky),

139

ou Ky est un diviseur canonique de X, ou M = ZM,L; est le diviseur
défini par M; =My =2, M, =M, =4, M; =6, Mg =3, ie. le
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diagramme qui le représente est

2 4.6 4 2(%,
3

et ou £ est un idéal a cosupport (ie. le support de 0y/#) fini qui est
inversible partout sauf au point Q, (de L;) dont les coordonnées dans
U; sont u; =0, v3 =1.

Plus précisément 4y, est engendré sur Oy, par (1-v,), uZvi(1 +v,)
et u3vi(1+vy)®; donc sur louvert U; n {v;#0,1+0v3#0} il est
engendré par (1—v,) et u3- On vérifie par un calcul immédiat que sur la
surface X, obtenue par la suite d’éclatements o, oo, : X — X décrits
dans I’énoncé 5.3 i), I'idéal o*.# est inversible. Par conséquent le faisceau
o*Q3? est inversible, et application rationnelle 7 : X---= S se reléve en un
morphisme bien défini 7 : X - §. Soit C la courbe réduite C = 6~ 1(C)
etsoit T' le graphe dual pondéré associé (voir énoncé 5.3 i). Soit div (c*.#)
le diviseur défini (@ équivalence linéaire prés) par o*.#, tel qu'on ait

c*J = Og(—div (c*¥)).
Alors on a:
div(c*#) = F; + 2F,
o*M = 1ZGM,.E,. + M,F, + M;F,
GK\X\E Kgz — F, — 2F,
(ou Kg est un diviseur canonique de X).

Par suite, on a o*Q? =~ Og(D), ou D est le diviseur
D = — div(c*¥) — o*M + o*Ky,
d’ou

= — (M3+2F,—~(M3+4F, — Y ML, + Kx.

1<i<6

Le degré &( ) de la restriction de 6*Q a chaque composante de C
est

8L)=m.L), 1<ix<e,

(*) Le diviseur M — Ky est appelé la partie divisorielle du faisceau 2.
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et
8(F,) = (D.F), i=12.
Il en résulte de la matrice intersection associée au graphe pondéré [
(ie. (F;.F,)=-2; (F,.F,)=—1; (L;,L)= -2 avec 1 <i<6,

i#3; (Ea-is) = -3, (F,.Fy) = (F1-E3) = (rq-f-‘z) = (Ez~£3)
=(L;.Ly=(L,.Ly) =(@L;.Le) = 1;

tous les autres nombres d’intersection entre composantes de C sont nuls),
et de la formule du genre :

(Kg.E) = — (E.E) — 2

(ou E est un diviseur dans X), que les nombres d’intersection de D avec
les composantes de C sont :

MD.L)=0, 1<i<6; (D.F,)=0, (D.F))=1;
donc le diagramme qui représente ces degrés est :

1
0

*) 00000
0

LEMME. — Soient S, le transformé de Nash normalisé, et &, :X — S, le
morphisme qui factorise T :X — S. Alors les seuls points singuliers de S,
sont les points images des composantes de C contractées en un point par =,
(i.e. les composantes dont le degré & — de la restriction du fibré cotangent de
Nash — est nul).

Démonstration. — Soit C, la réunion des composantes irréductibles de
C dont le degré & est nul, et considérons la restrictionde n, 3 X — Cy;
ce morphisme 1~t,,|x_% est birationnel et fini. Or la surface X est lisse et S,
est normale, donc m,gz_g, est un isomorphisme sur son image et par
conséquent S, — 7, (C,) est lisse.

Il résulte alors que la surface S, a un seul point singulier, car C, est
connexe (voir diagramme (*) précédent), et que m,:X —> S, est la
résolution minimale, car les auto-intersections des composantes de C,
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sont strictement inférieurs & — 1. Le graphe dual pondéré associé a C,
est :

Finalement on vérifie bien que le point Q, est le conjugué harmonique de
Q, = L; nLg par rapport au couple de points

P,=L,nL, et P,=L; nL,,

car v; et vy sont des paramétres locaux de L; (avec v; = 1/v}), etla
coordonnée de Q, (resp.Q,; resp.P,; resp.P,) est vy =1
(resp.v; = — 1, resp.vy; = 0; resp.vy = 0), dou le résultat.

Pour les énoncés 5.3 ii), 5.4, 5.5 et 5.6 on donne seulement une idée de la
démonstration, en fournissant les éléments de base, et en laissant les
vérifications des calculs au lecteur courageux.

Démonstration de 5.3 ii). — La partie précédente fournit un plongement
cylindrique X (prop. 3.4.5) de la nouvelle configuration (C,I'). Le cycle
fondamental Z d’un morphisme (de contraction) m:X — S sur une
surface normale S, qui contracte la courbe C en un point de S est:

1
Z:12221
1

et le diagramme de nombres d’intersection (Z.L), 1 <i <7, est:

0
0-10-1 0;
0
par conséquent on a (Z.Z) = — 4 et la dimension de plongement est

e =25.

Soient Y; = Y m()L;, 1<j <5, les cycles a support dans C
7

1<i<
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donnés par :

2 2
Y,:12333; Y;:33321

2 2

2 2
Y,:23456; Y;:65432

2 2

Alors les diagrammes de nombres d’intersection associés A(j) = {(Y;.L)),
1<i<7), 1<j<S5, sont

0
A): —2000 —2;
0
-1 —1
A2): 0000 —3; A@3): -3000 0
-1 —1
0 0
A4): —1000 —7; A(): -7000 —1.
0 0

On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie a support dans C
du diviseur (f}) associé soit Y;, pour chaque j avec 1 <j< 5. Ces
fonctions appartiennent a I'(#,), et leurs images dans I'(£,)/T(F)
forment une base (sur C) de I'(£,)/T'(F,7) (prop.4.3).

Il résulte que 2 est inversible et qu'on a Q? =~ Ox(—M+Ky) ou
M = ZIM,L; est le cycle a support dans C représenté par

2
M:23432.
2

Par conséquent le diagramme de degrés qui représente les nombres
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d’intersection (—M+Ky.L), 1 <i<7 est

0
10301,
0

d’ou le résultat.

Démonstration de 5.4 i). — On réalise un plongement (cylindrique) de
(CI) de fagon analogue a celle de 5.3i). Le cycle fondamental Z est
représenté par

Z:234321,
2

et le diagramme des nombres d’intersection

est :
-—100000.
0

Par conséquent on vérifie que la dimension de plongement est e = 3.
Soient Y;, 1 <j <3, les cycles a support dans C donnés par
Y, =2Z; Y,:246543;
3

Y,:369753.
5

Alors les diagrammes de nombres d’intersection
AG) = {(Y;.L), 1<i<T},
1 <j<3, sont A(l) = A(Z);
A2): 00000 —2; A3): 00000 —1.
0 . -1
On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie a support dans

C du diviseur (f)) associ€ soit Y;, pour chaque j avec 1 <j < 3. Ces
fonctions appartiennent a I'(#,), et leurs images dans I'(F,)/T(SFy)
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forment une base (sur C) de I'(#2)/T'(F,2) (prop. 4.3). Il résulte qu’on a
Q? =~ SOx(—M+Ky), ot M =IM,L,; est le cycle & support dans C
représenté par
M:369753,
5

et ou Iidéal # est a cosupport fini concentré en un point de L, différent
de L, nL,. Avec I’éclatement o :X — X de ce point, on trouve que
I'idéal o*.# est inversible, et qu’on a div (c*#) = F avec les notations de
I'énoncé 5.4i) pour le graphe I" associé 3 C = 67 1(C)). Ona

o*M = Y ML + M,F;

1<ig7

G*Kx = KX - F.
Par suite on a o*Q? = Ox(D), avec
D = — div(c*#) — o*M + o*Ky,
d’ou

D= — (M;+2F - ( y MI,-) + Kj.

1<i<7

Par conséquent le diagramme de degrés qui représente les nombres
d’intersection (D.L), 1 <i<7 et (D.F) est:
000001
0
1

d’ou le résultat.

Démonstration de 5.4 ii). — La partie précédente fournit un plongement
cylindrique (prop. 3.4.5) de la nouvelle configuration (C[I'). Le cycle
fondamental Z est

Z:12321,
1

et le diagramme de nombres d’intersection (Z.L;), 1 <i <6, est:

00 —-100;
0



146 GERARDO GONZALEZ-SPRINBERG

par conséquent on vérifée que la dimension de plongement est e = 4.
Soient Y;, 1 <j<4 les cycles a support dans C donnés par :

Y, :23432;
2

Y,: 12333, Y,:33321
1 1

Y,:34543.
2

Alors les diagrammes de nombres d’intersection
AQG) = {(Yj-Li)a I<i< 6}’
1<j<4, sont

A1): —1000 —1

-2
A2):0000 —3; A@B3): -30000
0 0
Ad): —2000 — 2.
-1

On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie a support dans C
du diviseur (f}) associé soit Y;, pour chaque j avec 1 <j < 4. Ces
fonctions appartiennent a I'(#,) et leurs images dans I'(F,T(Fy)
forment une base (sur C) de I'(F)/T(F) (prop. 4.3). Il résulte que ?
est inversible et quona

02> 04 (-M+Ky), oi M= Y ML

est le cycle & support dans C représenté par

M:24542.
2

Par conséquent le diagramme de degrés qui représente les nombres
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d’intersection (—M+Ky.L), 1 <i<6, est:

01010,
2

d’ou le résultat.

Démonstration de 5.51). — On réalise un plongement (cylindrique) de
(C,l') de fagon analogue a celle de 5.3i). Le cycle fondamental Z est
représenté par

Z:2465432,
3

et le diagramme de nombres d’intersection A(Z) = {(Z.L;), 1<i<8} est:

AZ): 000000 —1;
0

par conséquent on vérifie que la dimension de plongement est e = 3.
Soient Y;, 1 <j <3, les cycles a support dans C donnés par :

Y,=Z,Y,:47108642,
5

Y,:510 1512 9 6 3.
8

Alors les diagrammes de nombres d’intersection
AG) = {(Y;.Ly), 1<i<8},
1<j<3 sont: A(l) = A(Z);

A2): —=1000000; A3): 0000000.
0 -1

On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie a support dans C
du diviseur (f) associé soit Y;, pour chaque j avec 1 <j < 3. Ces
fonctions appartiennent a I'(#,), et leurs images dans I'(S,)/T(Fy)
forment une base (sur C) de I'(F,)/T(F,7) (prop.4.3).
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Il résulte quon a O = F Ox(~M+Ky), ot M= Y ML, estle
1<i<8
cycle a support dans C représenté par
M:51015129 6 3,

8

et ou f est un idéal a cosupport fini concentré en un point Q
appartenant & Lg, différent du point L; nLg. Avec I’éclatement
o*:X - X (voir énoncé 5.51i), on trouve que l'idéal o*.# est un
inversible, et quon a div(c*#)=F, + 2F, (avec les notations de
Iénoncé 5.5i) pour le graphe [ associ¢ & C = o~ 1(C)).

On a

o*M = < ) Mir‘i> + MgF, + MF,,

1<i<8
6*Ky = Ky — F, — 2F, .
Par suite on a o*0)? ~ Og(D), avec
D = — div(c*¥#) — o*M + o*Ky, d’ou

D

- Mg+2)F, — (Mg+4)F, — ( > Miti) + Kgx.

1<i<8

Par conséquent, le diagramme de degrés qui représente les nombres
d’intersection (D.L,), 1<i<7 et (D.F), i =12 est
0000000, d’ou le résultat.
0
0
1

Démonstration de 5.5 ii). — La partie précédente fournit un plongement
cylindrique (prop. 3.4.5) de la nouvelle configuration (C[I’). Le cycle
fondamental Z est

Z:2454321,
2
1
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et le diagramme de nombres d’intersection (Z.L)), 1 <i <9, est:

0-100000;
0
0

par conséquent on vérifie que la dimension de plongement est e = 5.

Soient Y;, 1 <i<35, les cycles a support dans C donnés par

Y, :3454321; Y,:2465432;
2 3
1 3

Y;:3576543; Y,:47108642;

3 5
2 5
Y,:3698765.
4
3

Alors les diagrammes de nombres d’intersection

AG) = {(Y;.L), 1 <i<9},

1<j<5, sont:

Al): =2000000; A2): 000000-1;
0 0
0 -3
AB): —=100000 —2; A4): -1000000;
0 0
-1 -5
A5): 000000-—4.
0
-2

On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie & support dans C
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du diviseur (f;) associ€ soit Y;, pour chaque j avec 1 <j < 5. Ces
fonctions appartiennent a I'(£,) et leurs images dans I'(F2)/I'(F,2)
forment une base (sur C) de I'(S,)/T'(F,7) (prop.4.3).

Il résulte qu'on a

0? = JOx(—M +Ky), ou M= ) ML

i~
1<i<9
est le cycle a support dans C représenté par :

M:47108 6 4 2;
4
2

et ou I'idéal # est a cosupport fini concentré au point Q, de L, défini
dans I’énoncé 5.5 ii). Avec I'éclatement o : X - X du point Q,, on trouve
que l'idéal o*# est inversible et quon a div(c*#) =F (avec les
notations de I'énoncé 5.5ii) pour le graphe I" associ¢ & C = ¢~ 1(Q)).
Ona

o*M = ( ¥ M,L) + M,F,
1<i<9
o*Ky = Ky — F.
Par suite on a Q? =~ Og(D), avec

D = — div(c*#) — o*M + o*Ky, dou

D

- (M;+2)F — ( Y M,.I:,.> + K.

1<i<9

Par conséquent le diagramme de degrés que représentent les nombres
d’intersection (D.L), 1 <i<9 et (D.F) est:
1

1000000, d’ou le résultat.
1

0

Démonstration de 5.6.1). — On réalise un plongement (cylindrique) de
(C,I') de fagon analogue a celle de 5.3 i). Le cycle fondamental Z = Zm,L,
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est défini par m; =m,_, =
nombres d’intersection d; =
1<i<g<n, i#n-2;4d,_,

m,=1, mi=2 si 2<i<n-—2. Les
(L), 1<i<n, sont: d,=0 si
= — 1. Par conséquent on vérifie que la

dimension de plongement est e =3. Soient Y;= Y m)L;,

1 <j<3, les cycles a support dans C donnés par :

1<i<n

ml)=m1)=1,m(l)=2 si 2<i<n-—1;
m(2)=n/2, m(2)=n—i avec 2<i<n-—-1,m,=n/2 -1,
m(3) =n/22, mB3)=n—-—i+1 avec 2<i<n-1,m,=n/2;

i.e. représentés par les diagrammes :
Y, :122...2; Y,:(n2) (n-2) (n-3) ... 21
2 (n/2—-1)
Y;: /2 (n—1) n—-2) ... 3 2.
(n/2)
Alors les ensembles de nombres d’intersection
A() = {d;(j) = {Y;.L), 1 <i<n}
sont donnés par :
1) =0 avec 1<i<n, i#n-1; d,_ ()= - 2.

d2=-2, d2)=0 avec 2<i<n.
d,3)=d,_.,3)=4d,3)=-1, d(3)=0 avec 2<i<n-2;

i.e. représentés par les diagrammes :

A1): 000 ... 0 —2; A2): =200 ... 0,
0 0
AB): =100 ... 0 — 1.
-1
On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie a support dans C
du diviseur (f;) associé soit Y;, pour chaque j avec 1 <j< 3. Ces

fonctions appartiennent & I'(#,), et leurs images dans I'(F,)/I'(F)
forment une base (sur C) de I'(£)/T(Fy) (prop.4.3). Il résulte que Q2
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est inversible et quon a Q% ~ Ox(—M+Ky), oo M = IML,; est le
cycle a support dans C donné par

M;=M,=n/2-1, M;=n-i+1
avec 2 <i<n-—1 (ie. le diagramme correspondant est
M: @n2-1) (n-1) ®-2) ... 3 2 )
(n/2-1)
Par conséquent les degrés d(L,) = (—M+Kx.L,), 1 <i < n, sont
8(Ly) =06(L,_;) =081, =1, d(L)=0  avec 2<isn—2.

(ie. le diagramme correspondant est 1 0 0 ... 0 1), d’ou le résultat.
1

Démonstration de 5.6.2i). — On réalise un plongement (cylindrique) de
(C,I') de fagon analogue a celle de 5.3.1). Le cycle fondamental est le méme
que celui de 5.6.1), et la dimension de plongement est e = 3.

Soient Y; = Y m()L;, 1 <j<3 les cycles a support dans C

1<i<gn

donnés par :

m@)=ml) =1, ml)=2 si 2<i<n-—1
mQ2) =mQ@) =m-1)2, m@ =n—i avec 2
m(3)=n+1)2, m(B3) =n—-—i+1 avec 2<i
m,(3) = (n—1)/2;

i.e. représentés par les diagrammes :
Y, ;122 ...22; Y,:(n—1)2 (n=2) (n-3) ... 2 1;
1 (n—1)/2
Y;: (n+1)/2 (n-1) n-2) ... 32
(n—1)/2.
Alors les ensembles de nombres d’intersection

AG) = {d:() = (Y;.L), 1<i< n}
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sont donnés par :
d(1)=0 avec 1<i<n, i#n-1; d,_(1) = —2;
d,(2)=d,2) = —-1; d(2) =0 avec 2<i<n-1
d,(3) = - 2; d3)=0 avec 2<i<n, i#n-1;
d,-3)=-1;

i.e. représentés par les diagrammes :

A1): 000 ...0 —2; AQ:-100...00
0 ~1

AB): =200 ...0 — 1.
0

On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie a support dans C
du diviseur (f}) associé soit Y;, pour chaque j avec 1 <j < 3. Ces
fonctions appartiennent & I'(#£), et leurs images dans I'(F,)/I'(F)
forment une base (sur C) de I'(#,)/I'(F) (prop. 4.3). Il résulte qu'on a

Q> SO(—-M+Ky, oo M= Y ML,

I<ign

est le cycle a support dans C défini par
M, =M, = (n-1)/2; M;=n-i+1 avec 2<i<n-1
(i.e. le diagramme correspondant est

M:(n—-1)2@m-1)(n-2...32),
(n—1)72

et ou £ est un idéal a cosupport fini concentré au point Q, tel que le
birapport (Q,,Q,,P,,P,) soit égal a 1/2, avec Q, =L, nL,,
P,=L, nL,, P,=L, nL;. Avec I’clatement o :X - X du point
Q,, on obtient que I'idéal o*# est inversible et qu’on a div (c*f) = F
(avec les notations de Inoncé 5.62-) pour le graphe associ¢ a
C =071C). Ona

c*M = ( Y M,.f,i) + M,F,

1<i<n

o*Ky = Kg — F.
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Par suite on a o*(3* =~ Og(D), avec
D = — div(c*#) — o*M + o*Ky,
d’ou
s—mﬁmu<2hﬂ>+&.
1<i<n

Par conséquent les degrés S(L) = (D.L), 1 <i<n et () =(D.F)
sont :

S(IL)=0, 1<i<n, i#n—1; SL,_)=1; d8F =1

1
(ie. le diagramme correspondant est 0 0 0 ... 0 1), d’ou le résultat.
0
Démonstration de 5.6.2ii). — La partie précédente fournit un

plongement cylindrique (prop. 3.4.5) de la nouvelle configuration (C,I'). Le
cycle fondamental Z estréduit: Z = ) L,, et ’ensemble de nombres

1<igsn-1

d’intersection
A@) = {(Z.L), 1<isn—1}

est (Z.L))=(Z.L,_,)=(Z.L,_))=—-1, et (Z.L)=0 avec
2 < i < n — 3; parconséquent on vérifie que la dimension de plongement
est e = 4. Soient

Y; = Z lmi(i)Li’ 1<j<4

1<isn—

les cycles a support dans C donnés par: Y, = Z;

m(2) =1; m;(2) =2 avec 2<i<n-2;
m,_,(2) = 3;
m;(3) = 3; m;(3) =2 avec 2<i<n-2;
m,_(3) =1;
m;4) =n-—1,; m@)=n—-i-1 avec 2<i<n-2,

m, (4 =n—4;
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i.e. représentés par les diagrammes :
Y, :111...1; Y,:122...22;
1 3
Y;:322...22; Y,:(n=1) n=3) (n—4) ... 2 1.
1 (n—4)
Alors les ensembles de nombres d’intersection
AG) = {d;() = (Y;.L), 1<isn—1}
sont donnés par :
A1) = A(Z); d2)=0 avec 1<i<n-3;
dy-,2)=-2; d,Q=-4; d,3)=—-4;
d(3)=0 avec 2<i<n-1, i#n-2; d,_,3)=—-2;
di4) = —(n+1);

d4) =0 avec 2<i<n-2;
dy—y(4) = —(n-35);

i.e. représentés par les diagrammes :

Al): =100 ... 0 —1; A2): 000 ...0 -2

-1 —4
AB): —400...0 —2; A@): —(n+1) 00...00
0 — (n-5)

On vérifie qu’il existe une fonction f; telle que la partie a support dans C
du diviseur (f;) associé soit Y;, pour chaque j avec 1 <j < 4. Ces
fonctions appartiennent & I'(#£,), et leurs images dans I'(£)/T'(F)
forment une base (sur C) de I'(#)/T(F,;) (prop.4.3). Il résulte que €32
est inversible, et qu'on a

02 =~ 0,(-M+Ky) oo M= Y ML,

est le cycle a support dans C défini par

M, =i avec 1<i<(n-1)/2; M,=n-i-1

avec m—-1)2+1<i<n-2; M,_, =1;
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i.e. le diagramme correspondant est

M:1234 ... kk+1)k ... 21, avec k=m-1)/2 - 1.
1

Par conséquent les degrés O6(L;) = (-M+Ky.L) avec 1 <i<n-—-1
sont

(L) =08(Ly) =3(Ly)=0 e dL,)=4 sin=S5

(i.e. le diagramme correspondant est 0 4 0); et
0

3Ly =0; B3(L,) =2;
S(L)=0 avec 3<i<(n-1)2, ou m—-1)2<i<n-1;
3(Lu-1)2) = 2, si n >S5, n impair

(i.e. le diagramme correspondant est

020...020...0, avec k=(@n-1)2-1),

———— S~

0 k-2 k

ce qui termine la démonstration des énoncés 5.3, 5.4, 5.5 et 5.6.

5.8.1. COROLLAIRE. — On résout les points doubles rationnels en un
nombre fini de transformations de Nash suivies de normalisations.

Démonstration. — En effet, pour les cas E¢, E,, Eg et D,(n>4) on
obtient une surface ayant des singularités en éventail aprés avoir fait au
maximum deux transformations de Nash suivies de normalisations (5.3-5.6).
Or, on sait qu’on résout les singularités en éventail (donc en particulier les
A,, n > 1) en un nombre fini de telles transformations (th. 5.2.2), d’ou le
résultat. O

5.8.2. Remarques. — 1) Aprés avoir fait une transformation de Nash
normalisée dans le cas E¢ (resp. E,; resp. Eg) on obtient une singularité
de multiplicité plus grande : 4 (resp. 3; resp. 4); dans les cas E; et Eg on
obtient ainsi des singularités qui ne sont pas des singularités quotient (i.e.
quotient de C? par un sous-groupe fini de GL(2,C), voir [4]).

2) On peut résumer la résolution de Nash de E¢, E,, E; (en précisant
le nombre de telles transformations), avec les diagrammes suivants (ou les
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graphes pondérés correspondent aux singularités qui apparaissent dans
chaque cran) :

1" N -3
E¢ .—‘—_I_H —
[ ]
2N 3*N ]
— [ [ —_— Lisse
®
1 N
E, H—I—O—O—. —_— Q—O—I—O—ﬂ
-3
2N 3* N ,
—_— e o o —_— Lisse
Eg o—o—I——o—o—o—O
1 N
_—
-3
2¢° N -3
—_— o —0o 0 0 0o
[
3¢ N -3 -4

£ N -3 -3 -3 5¢ N .
—_— e o o —_ Lisse
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Les sommets dont le poids n’est pas indiqué ont un poids — 2. On a
indiqué par N une transformation de Nash suivie d’une normalisation.

Donc il faut 3 (resp. 3; resp. 5) de telles transformations de Nash
normalisées-globales — pour résoudre Eg (resp. E,; resp. Eg).

3) Le birapport (Q,,Q,,P,,P,) = — 1 qui détermine le point Q, en
ayant fixé les points Q,, P,, P, (voir énoncé 5.3i)) est invariant par
Pautomorphisme de la configuration (C,E¢) qui échange les courbes L,
(resp. L,) et L5 (resp.L,) en laissant fixes L; et L. En effet, cet
automorphisme échange P, et P,, et laisse fixe Q,, donc ona

(QI,QZaPZ’Pl) = 1/(Q1 ’Qz»PuPz) = —1.

Le birapport (Q,,Q,.P,,P,) = 1/2 qui détermine le point Q; en
ayant fixé les points Q,, P,, P, (voir énoncé 5.6 i) est invariant par
l'automorphisme de la configuration (C,D,) qui échange les courbes L, et
L, en laissant fixe L; pour 2 <i < n — 1. En effet, cet automorphisme
échange P, et Q, et laisse fixe P, donc ona

(Q1,P1,Q;:,P5) = 1 = (Q;,Q,,P,,Py) = 1/2.

De méme, 'aréte centrale (resp. le sommet central) de A, avec n pair
(resp. impair) est invariante (resp. invariant) par 'automorphisme de A,
qui échange les sommets L; et L,,;,_;, 1 <i<n.

Les graphes A,, D, et Eg sont les seuls graphes (de points doubles
rationnels) dont le groupe d’automorphismes est non trivial.

4) Les points doubles rationnels sont obtenus aussi comme singularités
quotient par l'action sur C? d’un sous-groupe fini de SL(2,C) (voir par
exemple [8], [4]). Avec ce point de vue on peut aussi calculer le premier
transformé de Nash des points doubles rationnels par une méthode
analogue a celle exposée dans ce travail. Pour le cas E¢ on trouve une
interprétation curieuse du quatriéme point Q, qui apparait sur la droite
centrale L, (voir 5.3.ii) :

Soit g :C? - S le morphisme obtenu en passant au quotient par
'action du groupe binaire tétraédrique G qui agit sur C? en laissant
seulement l'origine comme point fixe; la surface S a une singularité du
type Eq. Soit o :C? —» C? Iéclatement de I'origine de C?, et notons D
la droite projective exceptionnelle dans C?. L’action de G se remonte &
C? et le centre Z de G agit trivialement sur D, donc on retrouve
laction du groupe tétraédrique pur G/Z sur la sphére S? ~ D. En
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passant au quotient § : C2 — S par I'action de G sur €2, on obtient une
surface S qui a deux points singuliers P, et P, de type A, et un point
singulier Q, de type A,, tous les trois portés par la droite D image
de D.

On considére Iapplication rationnelle n:S->S de S dans le
transformé de Nash § de S, et on trouve quelle n’est pas définie
seulement en un point Q, de la droite D. Le point Q, est un point lisse
de S. En résolvant les singularités P,, P, et Q, de S on trouve la
résolution minimale X de S.

On a le diagramme commutatif suivant :

X oL,

|

Dcéz—qrgDﬁ

|,

c2— S

La droite centrale L, (de la configuration Eg dans X) se projette
isomorphiquement sur la droite D, de sorte que les points P,, P,, Q, et
Q, se projettent respectivement sur P,, P,, Q, et Q,.

Les fibres ¢4~ 1(P,), 47 '(P,) et §~*(Q,) sont les orbites de G/Z dans
D formées respectivement par les quatre sommets d’un tétraédre T, par
les quatre sommets du tétraédre dual T* et par les six sommets de
I'octaédre O (déterminé par l'intersection de T et T*).

AN o
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Pour le point Q,, sa fibre §~'(Q,) est lorbite d¢ G/Z dans D
formée par les douze points au milieu des arétes de I'octaédre O, ou
encore les douze points déterminés (par projection sur S?) par
I’intersection de I'octaédre O avec le cube C, ou les sommets de C sont
ceux de T et ceux de T*.

APPENDICE

RESOLUTION DE NASH DES SINGULARITES
EN EVENTAIL (DE SURFACES)

Nous présentons ici une démonstration de la résolution des singularités
en éventail par des transformations de Nash suivies de normalisations. La
méthode utilisée est celle qui a été exposée dans la premicre partie. On peut
voir une autre démonstration, utilisant les techniques des éventails, dans
[6]. (Pour d’autres références sur les singularités en éventail, voir [7], [13],
[14]). Les renvois au paragraphe n de la premiére partie sont indiqués
par In.

1. Notations.

Soient n, g; (1<i<n) des entiers positifs avec a; > 2. Soit (C,I') une
configuration (I 3.3), ou le graphe pondéré T est une chaine ayant n
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sommets L;, 1 <i < n ordonnés a partir d’'une des extrémités, et ou le
poids de L; est — g;.

1

1) r- e— o ... ®© ... &— o

- a — a4y -4 — 4y - a,

On notera de la méme fagon le sommet L; et la composante irréductible de
C qu’il représente.

Soit X la surface lisse définie de la fagon suivante : pour chaque entier
i,1 <i<n, soit U; (resp. U) une copie de C> de coordonnées (u;,v,)
(resp. u;,v}).

Soit F; le cylindre canonique obtenu en recollant U; — {v;=0} avec
U; — {vj=0} par les identifications u; = upfi, v; = 1/v;.

La surface F; est un fibré vectoriel en droites sur la courbe rationnelle
définie par u; = 0 (resp. u;=0) dans Touvert U; (resp. U}, de degré
— a;; on identifie cette courbe rationnelle avec la courbe L;.

Soit X la surface (lisse) obtenue en recollant 'ouvert U; de F; avec
Pouvert U;,, de F,,,, pour 1 <i<n—1, par les identifications
U = Viyq, U = Ujyy.

Alors X est un plongement cylindrique de (C.I') (I13.4.2, 13.44).

2. Construction du morphisme de contraction.

Soit m:X — S un morphisme de X sur une surface normale S, qui
soit un isomorphisme de X — C sur S — n(C) et qui contracte la courbe
C en un point O = n(C), de telle sorte que O est un point singulier en
éventail ayant X comme résolution minimale. Le cycle fondamental Z de

X (I31)est Z= )Y L;; et la dimension de plongement e de O est égale
i=1

a 1~ (Z.Z) (car c’est une singularité rationnelle, cf. [2]), ou (.) est la

forme intersection de Pic(X). Donc ona

e=1- :V_: (Z.L)=1+ (a;-1)

i=1

+ <"i (ai—2)) + (a,-1)=3 + i (a;—2).
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Soit L, (resp. L,,,) la droite affine dans X définie par v; = 0 dans U}
(resp.v, = 0 dans U,).

Siona n =1, pour chaque entier j avec 0 <j < a;, soit f; une
fonction deéfinie sur X dont le diviseur associé (f) soit
(f) =Z +jLo +(a; —j)L,. Doncona f,eI'(£,), 0<j<a, ou £,
est I'idéal de Z; notons f; limage de f; dans [(F)/T(Fy,).

Siona n> 1, soit B I'ensemble des cycles positifs Y = ) mL; a
support dans C défini par : i=1

B = {Y| 3j =j(Y) t.q.m; = 1; (Y.L) =0 pour
2<i<n-1; (Y.L)<0; (Y.L)<O0}.

Pour chaque cycle Y eB, soit fy une fonction définie sur X dont le
diviseur associ¢ (fy) soit (fy)=Y —(Y.L,)L, — (Y.L,)L,,,. Par la
définition de B et du cycle fondamental Z ona Y > Z VY eB. Donc
fyeT(#£,) VY eB. Pour chaque fonction fy avec Y eB, notons fy son
image dans I'(F,)/I'(#,,). Alors on a la

2.1. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes,

i) Si on a n=1, alors 'ensemble {f}| 0<j<a,} forme une base de
[(#)/T(Fy) sur C.

il) Si on a n>1, alors I'ensemble {fy| Y € B} forme une base de
I'(FY/T(F,z sur C.

Démonstration. — i) 1l suffit de démontrer I'indépendance linéaire, car
ona dim(I'(#F)T(F) =e=1+ a,.

Pour chaque entier j,0 < j < a, lafonction f; est définie a un facteur
constant prés; soit f; donnée par les expressions locales suivantes :

fjlul = ulvli; f;'U'] = u'lv'l(“l—’).

a
Si on a une combinaison linéaire ) A;f; équivalente & 0 modulo I'(£,),
alors ona : j=0

car on a Sy, = u}), dou A; =

|
N
o
N
~.
N
RS
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ii) Pour chaque entier k avec 1 <k<n-—1 soit B, le sous-
ensemble de B défini par

B,={Y=) mLeB|m=1 et m,,>2},
i=1
et soit

B,={Y=) mL;eB|m, =1}.

i=1

Alors, la famille B,, 1 < k < n, est une partition de B. En effet, soit

n
Y = ) mlL; un élément de B, et soit k = max {ijm;=1}. Alors on a
=
! n
Y eB,, dou B = |J B;. Dautre part, si k et k' sont deux entiers avec
j=1
1<k<k <n, alors on a B, nB, = & : le nombre d’intersection
(Y.L), qui est égal a m;_, —am; + m;,; pour chaque i avec
1 <i<n, estnul par la définition de B, et par conséquent I'inégalité
m; > m;_, implique m;, ; =am; — m;_, > m; (car a;>2), et par
récurrence on a m;_, <m; <M, < ... < m,.

Donc si Y appartient 8 B, n B,,, on aurait d’'une part m, < m,, et
d’autre part m, =1 = m,, d’ou une contradiction.
k k

A Taide de cette partition {B,l1<k<n} de B on va montrer que
card B, le cardinal de B, est égal a e.

2.2. LEMME. — Soient k et m deux entiers tels quon ait: 1 <k <n
et 1<m<ag -1 (resp.k=1 e 1<m<a;; respk=n et
n
1 <m<a,). Alorsil existe un seul cycle Y = Y m\L; appartenant a B
i=1
tel quon ait m =1 et m,, =m (resp.m, =1 et m, =m, resp.
m,=1 et m,_; =m).

Démonstration. — On définit par récurrence m; pour 1 <i<k —1
par m; = a;, My, —my,, et m; pour k+2<j<n par
m; =a;_ymj_; —mj_, (resp.m; pour 3 <j<n, par
m; =a;_ym;_, —m;_,; resp.m; pour 1<i<n-—2, par
m; =a;, m;., —m;_,). Alorsona m,_, = a — m > 1 = m, etla suite
m;, 1 < i<k estdécroissante : m; > m, > ... = m,; d’autre part on
a m=1<m=m,, et la suite m;, k<j<n est croissante:

m <My, <...<m, (resp.my=1<m=m, et la suite m,



164 GERARDO GONZALEZ-SPRINBERG

1<j<n est croissante : m<m, < ... <m,; resp.
m,_,=m2>=1=m, et la suite m;, 1<i<n est décroissante :
m, =>m, > ... >2m, Par conséquent tous les m;, 1 <i<n sont

positifs et le cycle Y = ) mL; est positif (en fait on a Y > Z).
i=1
Pour chaque entier i avec 1 <i <n ona (Y.L) =0, car en ce cas
ona (Y.L) = m;_, — am; + m;,,. Finalement on vérifie (Y.L,) <0 et

(Y.L,) <0, car on a (Y.L))= —am, + m, et m; > m, (resp.
(Y.L)= —a, + m; resp.(Y.L,)= —am, +m, et m;=m,) et
d’autre part on a (Y.L)=am,+m,., e m, =>m,_,
(resp. (Y.L,) = — a,m, + m,_, et m, = m,_,;
resp.(Y.L,) = — a,+m). O

n
Soit Y = ) mL; un cycle appartenant & B, avec 2<k<n—1
i=1
(resp. & B,, resp. 2 B,). Alors on a d’'une part Y > Z (ie. m;>1, Vi,
1<ign) et dautre part 0= (Y.L)=m_, —a + m,
(resp.0>(Y.L,) = — a;+m,, resp. 0=>(Y.L,)= —a, + m,_,). Par
conséquent on a m, ., < a, — 1 (resp. my<a,; resp.m,_,<a,). Donc il
résulte du lemme qu’on a autant d’é¢léments dans B, que de valeurs
possibles pour m, ., (resp.m,; resp.m,_,), ie. card {m 2<m<a,—1}
(resp. card{m| 2<m<a,}; resp. card{m| 1<m<a,}). Par suite ona:

card B, = g, — 2 pour 2<k<n-1, card B, = a; — 1,

et card B, = a,. Donc on obtient

n n—1
cardB= ) cardB; = (a;—1) + | ) (ak—2)> + a,
i=1 =2

=34+ ) (@-2=e.

k=1

Pour finir la démonstration de ii) de la proposition, il suffit, donc, de
démontrer que l'ensemble {f, Y € B} est libre.

Pour chaque entier i avec 1 < i < n posons b; = ) card B, (donc
k=1
on a b, =e). On peut numéroter les éléments de B, Y(j), 1 <j < b
de sorte qu’on ait

n>

B, = {Y()) | by <Jj < by} pour 2<k<n,
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et
B, ={Y() |1 <j<b}.

Pour chaque j avec 1 <j <b,, soit Y(j) = ) m,(j)L,. Pour simplifier
i=1

un peu les notations, posons
U, = U], (ugs00) = (v},u), mo() = — (Y().Ly),
m,.1() = — (Y().L,). Notons f; la fonction fy; associée a Y(j), définie
par :
f"i(/7vf"i+1(i)

Sily, = uwi"vi pour chaque i avec 0<i<n.

Soit Z A;f; une combinaison linéaire a coefficients dans C, des

1<j<b,

fonctions f;, et supposons quon ait

1<j<by,
Alors on a
a1, Y Afl, =0 (mod Syly).

by _1<i<b,

En effet, on a Syly, = (47) et m,() >2 pour 1<j<b,_,, dou

> Mifilu, = > }\'jf;'IU" (mod Folu,)-

1<j<b, b,_1<i<b,

Par ailleurs on a

Z )"jf;'lUn - Z xjunvnm”. l(i),

by _1<i<b, by_1<i<b,
et tous les m,,,(j) avec b,_, <j < b, sont distincts, car si on avait
a, — mn—l(i) = mn+1(i) = mn+l(i,) =4a, — mn—l(i,)

avec b,_, <j<j <b,, alors on aurait m,_,(j) = m,_,(j') et par
conséquent Y(j) = Y(/') (lemme précédent), d’ou j =j.

Alors I'équation (IL,) implique A; = 0 pour b,_; <j < b,. Donc on

est ramené a (I,_,): Y A;f;=0.
-1
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Maintenant on procede par récurrence : supposons qu’on ait :

(L) Y Mf;=0, avec 2<k<(n-1).
1<j<by
Alors on a
(IL) Z ;\'jf;'IUk =0 (mod.f 2z|UZ)-
b1 <jsbg

En effet, on a Sy, = (ufv?), et m() = m() =2 pour 1 <j<b_,
(lemme), donc on a : '

Z Xjf}luki Z )"jijUk (mod fzzlu,)-

1<j<by by_1<i<by

Par ailleurs on a

my 4 10)
> Aifily, = DI

b1 <i<by by_1<i<by

et tous les my,,(j) (avec b,_;<j<b,) sont distincts, car si on avait
m, () = m, () avec b,_; <j <j < b, alors on aurait Y(j) = Y(j")
(lemme), d’ou j =j. Alors I'équation (IL,) implique A; =0 pour
b1 <j<b,. Par conséquent on est ramené a

(Il) Z }‘jj;' =0,

1<j<hy

donc

Mffo, = ¥ Auevo =0 (mod Syly,).
1 1

1<j<b 1<j<b

Orona Jyly, = (v3), et tous les mq(j) (avec 1<j<b,) sont distincts, car
si on avait :

a; — my(j) = mo(j) = mo(f) = a; — m,(j)  avec 1<j<j<b

on aurait m,(j) = m,(j'), donc Y(j) = Y() (lemme), d’ou j =j".

Alors I'équation (I,) implique A; = 0, 1 <j < b;. Donc tous les A;,
1<j<b,, sontnulset on a démontré I'indépendance linéaire. O
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En conséquence de la proposition précédente, les fonctions f;
1 < j < e, définissent un morphisme n de X dans C°¢, dont I'image S
a une singularité en éventail a l'origine de C°.

3. Calcul du transformé de Nash.

Siona n > 1, soient k', k" deux entiersavec 1 < k' < k” < n. On
dit que le sous-graphe connexe I'y, du graphe I'"’ qui contient les
sommets L; avec k' <i < k” est un segment si on a a; =2 pour
kk<i<k', et a.>2 (resp. a.>2) ou k'=1 (resp. k"=n).
Autrement dit, si on représente le graphe I' par une ligne polygonale
ayant des points anguleux aux sommets de poids strictement inférieur a
— 2, alors un segment de I' est le sous-graphe porté par un des cotés de
la ligne polygonale.

On dit qu'un sommet de T" est central s’il est le sommet central d’un
segment ayant un nombre impair de sommets, et qu'une aréte de I" est
centrale si elle est I'aréte centrale d’un segment ayant un nombre impair
d’arétes (donc un nombre pair de sommets).

Soit v:S > S le transformé de Nash de S, et soit n:X — S la
résolution minimale de S décrite au § 2.

Alors il existe une surface X, obtenue a partir de X par des
transformations quadratiques o :X — X, qui est une résolution de S
(voir 1.2.2).

On a le diagramme commutatif suivant :

3.1. THEOREME. — On garde les notations précédentes

i) Soit X la surface obtenue a partir de X en éclatant les points de C
représentés par les arétes centrales de T'. Alors il existe un morphisme
n:X — S qui est une résolution de §.

ii) Soit L, la transformée stricte (dans X) de la courbe L;, 1 <i < n,
et si P est un point de C représenté par une aréte centrale de T", soit
A = o Y(P) la courbe exceptionnelle de X image inverse de P par
c:X - X.
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Soit 8(L,) (resp. 5(A)) le degré de la restriction a L, (resp. A) du fibré
cotangent de Nash (relatif a S). Alors ona

8(L) = 24, - 6 si g; =23 et 1<i<n.

8Cy=o0 si g, =2, 1<i<n et L; nest pas un sommet
central de T .

3(L) =2 si a, =2 et L, est un sommet central de T.

8(L) =29, — 4 sin>1,i=1 ou i=n.

(L, = 2a, -2 si n=1

6(A) = 1.

Par conséquent T contracte la droite L; en un point si et seulement si ou
bien a;, =2, n>1 et L; n’est pas un sommet central de TI', ou bien
a;=3,i# 1 i#n. Cesont les seules courbes contractées par % : X — §
qui est la résolution minimale de S.

Démonstration. — Nous gardons les notations de la démonstration de la
proposition 2.1 sur le morphisme de contraction n : X - S = C®, qui est
donné par les fonctions f;, 1 <j<e.

On considére lapplication rationnelle 7 :X--»8§, induite par
isomorphisme S — {O} 53 § — v™(0O), et d’autre part le faisceau 2
sur X défini par Q? = A*(dn(n*Q})) (voir 1.2). On cherche a lever
les indéterminations de 7, autrement dit, « a2 rendre inversible {2 ».

Si ona n=1, alors on a (par i) de la proposition 2.1):
dfjlu1 = v{dul + j“xv{_ldvn > 0<j<e,
et par conséquent

Dy, =@f; Adfjlu) 0<Sj<j<e)
= ((F —jui? ' duy A dv |0 <j <] <e).

Donc on a fizlul = (u; du; A dv;) et par symétrie une expression
analogue sur U. Alors Q? est inversible et ona :

Q? = Ox(—L,+Ky ou Ky est un diviseur canonique de X.
Ilrésulte X=X, L,=L, et n1=n:X-S, dou:
3(Ly) = (L;.(-L;+Ky) = a; + (a;-2) = 24, - 2,

d’ou le théoréme pour le cas n = 1.
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Supposons n > 1 dans la suite de la démonstration. Pour chaque j
avec 1 <j<e on rappelle que f; est définic par

0), mi 1 10) .
flu, = wet vt pour 0 <k<n et par suite

mili) =1 ”'k 10) k(ﬁ mk 10)~1
deIUk = m (e T du + my o (e * dvy.
Pour chaque couple (jj) avec 1 <j <j < e, posons

MUJ) = mGmey () — me (Imi(), 0<k<n,
et
mGy) =m(G) + m() -1, 0<k<n+1

Alors on a
(*) df; A dfily, = MGk oY du, A do,.

La restriction du faisceau (2 a U, est engendré par {d find j}]uk} sur
Oy, = Clund, 0<k<n.

Pour chaque k avec 0 < k <n + 1, posons

M, = min {i(jj) [1<j<j <e).

3.2. LEMME. — Avec les notations précédentes, on a :

M, =M,,, =0, M, =M, =1,
M, =1 si g >2, l1<k<n

M, = min {k—Kk,k"—k} + 1 si qa =2, 1 <k <n et ou le sommet L,
appartient au segment I, (voir définition au début du § 3)

M) #0, O0<k<n, 1<j<j<e.

Démonstration du lemme 3.2. — Soit Y(j) = ) m,()L, € B défini par

1<i<n
m(G)=1 et my(j)=a, et soit Y(’) défini par m,(j') =1 et
m,(j) = a; — 1 (lemme 2.2). Alors on a mq(j) = 0 et my(j) = 1, d’ou on
vérifie M, = 0 (par symétric on a aussi M,,; = 0).

Pour 1 <k<n on sait quon a m() =1 Vj, 1 <j<e, dou
M, >1. Ona M, =1 caril y a au moins deux cycles Y(j), Y()eB
avec m,(j) = m(j') = 1 (par exemple ceux définis plus haut); et de maniére
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analogue ona M,,, =1. Si ¢ >2, 1 <k <n, alors on a aussi au
moins deux cycles Y(j), Y() € B avec m,(j) = m,(j) = 1, déterminés par
m..)=1, m,()=2<a —1 (lemme22) dou M, =1.

Si g =2, 1 <k<n, il existe un seul cycle Y(j) avec m(j) =1
(celui ou on a my,,(j) = m_,(j) = 1) et on vérifie que le minimum de
{m,() > 1, 1 <1< e) estreéalisé par le cycle Y(j') défini par m, (') = 1,
me () =2 (resp. m(f) =1, mp_ () =2) si k — k' < k" — k (resp.
k — k'=k" — k), et qu'on a m,(j') =k — k' + 1
(resp. m(j) = k" — k + 1), d’ou

M, = min {k—k', k"—k} + 1.

Finalement, supposons par contradiction qu’on ait A,(jj)) = 0. On a
m(j) # 0 et m(j) # 0 oubien m,,,(j) # 0 et m,,,(j) # O (car on peut
avoir m;(j) =0 seulement si i=0 ou i=n+ 1), donc on peut
supposer my(j) # 0 et m, () # 0. Soit r = m,(j)/m.(’); alors on a aussi
m..()/m; () =r, dou Y(j) =rY(’). Parsuiteona r=1cet j=j,
une contradiction. O

Soit M le cycle défini par M = Y ML;. Alors, en vertu des

1<ign

relations (*) et du lemme précédent, ona :
(**) P = JO0(-M+Ky),

ou Ky est un diviseur canonique de X et ou £ est I'idéal de Oy tel que
sa restriction S|y, a U, 0 <k <n soit engendré par

WO ~My gy 16)—M, .
wt k! 1K< <e,  sur Oy

Le cycle M — Ky est appelé la partie divisorielle de 2, car on a que
I'idéal # est a cosupport (i.e. le support de 0y/#) fini. En effet, sur
I'ouvert U=X —C on a S|y = Oy, donc le cosupport de # est
contenu dans C. Posons pour chaque k, 0 < k<n+1,

Yo = {( 1<j<i'<e, w(y) = My}

Alors la restriction de # a L, nU,, 0 <k < n, est engendrée par
opk+10)=M+1 pour (jj)eJ, sur Oy .y, car on rappelle quon a
L, n U, = {4, =0}. Par conséquent le cosupport de .# est contenu dans
{Ly "Ly, ,,0<k<n}.
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3.3 LEMME. — Le cosupport de # est formé des points de C représentés
par les arétes centrales de T.

Démonstration du lemme 33. — Le point P=L, nL,., avec
0 < k < n appartient au cosupport de # si et seulement si on a
Wt 1Gd) — Miy; > 0 pour tout couple (jj)€J,; par conséquent si et
seulementsiona J, N J,.; = &. On a déja vu dans la démonstration du
lemme 3.2 quon a J, nJ, #FF et J, nJ,,, # &, donc les cas qui
restent & considérer sont les points singuliers de C. Soit I, = {jll <j<e,
m()=M,} pour 1 <k<n. Si g >2 et 1 <k<n (resp. k=1,
resp. k = n)on a

I = {ilm() = 1 et 1< m () <q -1}

(resp. I, = {jim;() =1 et 1 < my(j) < a,}, resp.I, = {jlm,() =1 et
1 <m,_,() <a,} parleslemmes3.2et2.2; par conséquent on a, en ces
cas,

card I, > 1, d’ou Jo= {0 eLxL]j<j}.
Si g =2,1<k<n ona M;>2, lemme 3.2), alors ona

J={Ni<js; m@=1 e jel,
ou jel, et m()=1}.

Supposons que L, nL soit représenté par une aréte centrale de
'k k+1
Iy avec 1 < k' <k <k”<n; on a les cas suivants :

(ac,) Siona k' =k et k" =k + 1, ie. a > 2 (resp. g, > 2) ou
k=1 (resp. k+ 1 =n) alors ona

L 0Ly = {im@)=m.,()=1},

dou card (I, nL,;) = 1 (lemme 2.2), et par suite J, NnJ,,;, = .

(ac,) Si g =a,,,=2 e 2k+ 1=k +k" (donc K<k,
k+1<k”), alors on a k — k' + 1 =k" — k, donc

M, = min {k—k' k"—k} + 1 =k — K + 1

est égal a M,,, = min{k+1—-k',k"—(k+1)} + 1 = k" — k. Or il
n’existe pas de j tel qu'on ait

mG) = mee ) =M, >1, dou J,nl,, =0.
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Si L, nL,,, estreprésenté par une aréte non centrale de I';,,., on a les
cas suivants :

nac) Si k+1<n, g >2 (resp. k=1) et a,, =2, alors on a
My =2, dot J, nliyy =N # .

nac,) Si k>1, =2 et a,,, >2 (resp. k + 1 = n), alors on a
M,=2,dou Jynl, =5L#J.

nacy) Si l<k<n—-1,aq =a,,=2,¢et 2k +1 # k' + k", alors
ona M, , =M, +1 (tespo My =M., +1) si 2k +1<k +k"
(resp. 2k+1>k'+k"), donc ona

=l i =k #J. o

On peut vérifier facilement que si L, nL,,;,, 1 <k<n-—1, est
représenté par une aréte centrale de I" (i.e. dans les cas ac,) et ac,) dela
démonstration du lemme précédent), alors on a

min {+; GNGS) € Ly — Myyy = 1.

Par conséquent, si o :X — X est Péclatement des points de X
appartenant au cosupport de £, on a (par la remarque précédente et le
lemme 3.3) que o*Q? est un faisceau inversible sur X; autrement dit
lapplication rationnelle 7 :X — 8, induite par ©:X —>S§, est un
morphisme. D’ou Iassertion i) du théoréme.

Soit div (c*.#) le diviseur, dans X, associé (2 équivalence linéaire prés)
au faisceau inversible o*.# tel qu'on ait

o*Sf = Ogx(—div (c*.F)).
Soit D le diviseur, dans X, défini (3 équivalence linéaire prés) par :
1) D = — div(c*#) — o*M + o*Kx.
Alors Iisomorphisme (**) implique :
(***) o*(? = 0x(D).
Posons A = {kjl<k<n;P, =L, nL,,, est représenté par une aréte

centrale de I'}; soit A, = o~ !(P,) la courbe exceptionnelle (réduite)
image inverse du point P,, ke A, par o:X — X; soit I, la transformée
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stricte de L,, 1 < k < n, etsoit K¢ un diviseur canonique de X. Alors
ona:

2 div(c*#) = ) A,

keA

(3) o*M = (1 Mkr’k) + (Z (Mk+Mk+l)Ak>'

keA

) o*Kx = Kg — Y A,.

keA

Il résulte de (1), (2), (3) et (4):

5 D= - (Z (Mk+Mk+l+2)Ak) - (1 4 Mktk) + Kg.

keA

Soit 8(L,), 1 < k < n, (resp. 8(A,), ke A) le degré de la restriction de
o*(? a I, (resp.A). Alors on a (par (***)) &L, = (D.L,) (resp.
3(A) = (D.A,). Pour chaque keA on a (A,.L)=1 si i=k ou
i=k+1, et A.L)=0 si i#k et i#k+1, (A,.A)= —1.
Posons # = {P|le A}. Pour chaque k avec 1 <k <n, ona

L,.L) = —q si. Ln? =,

C,.L)y=-a -1 si cad(,n?) =1,

L. L)=—-q -2 si card (L, n2) = 2,

(L,.L)=1 sii 1<i=k+1<n et k¢A, ou
siio n2i=k—1>1c¢et k—1¢A

T,.Ly=0 si. 1<i<n,i#k—-1,k,k+1, 0u

si i=k+1 e keA, ou
si i=k—1c¢et keA.

Par la formule du genre on a ([,.Kg) = — (L,.L) — 2, 1 <k <n; et
(A .Kg = — 1, keA.

Calculons maintenant les degrés 8(L,) 1 < k <n et 8(A), keA:
d)Si g>2, 1<k<n, Lin?Z=¢, ona

(D.ik = - Mk+l + akMk - Mk+l + ak - 2 = Zak - 6,

car M,_; =M,,; =2 et M;=1 (lemma 3.2).
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d)Siag>2,1<k<n, L n? ={P,_,} (tesp. L, n 2 = {P,})
on a

(D.L) = = My, = My = 2 + My(g+1) — My,
+(ak+1) - 2 = 2ak - 6

car M,_, =M, =1 et My,; =2 (lemme 3.2)

(resp. D.L)=-M, —=M,,;, —2-M,_, + Ma+1)
+(@+1) —2=2a —6

car M,_, =2, M, =M,,;, =1 (lemme 3.2)).
dy) Si ¢,>2, 1<k<n, Ln?={P,_.,,P} ona

D.L) = —M_; +M;+2) —= M +M,_; -2) + My(a,+2)
+ (g +2) —2=2a -6

car M,_, =M, =M,;,, =1 (lemme 3.2).

En conséquence de d,), d,) et d;) ona &(,) = 24, — 6 si q > 2,
1 <k<n.

Siona g =2, 1 <k <n etlesommet L, n’est pas central (dans le
segment I',,) on a les cas possibles suivants :

d) L, n? =, donc:
(D.L) = - M, +2M, — M, =0,

carona M_, =M, —1et M,, =M +1si k—k <k’ —k, et
ona

M,_, =M +1 et M., =M, -1 si k— Kk > k" — k
(lemme 3.2)

ds) Ly n? = {P,_,} (tesp. L, n 2 = {P,}), donc
D.L)=-M_;+M;+2) +3M, — M,;,; + 1 =0
carona M,_, =M, =M, +1 (lemme 3.2)
(resp. D.L) = — M+M;;+2) =M, +3M, + 1 =0

carona M,, =M, =M,_, +1 (lemme 3.2)).
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En conséquence de d,) et ds) ona 8(L)=0si g =2, 1 <k <n,
et le sommet L, n’est pas central.

d¢) Si g, =2 et L, est un sommet central de I', alors on a
L, n? =, donc:

(D.L) = - M, +2M, - M, =2,

carona M,_;, = M,,; =M, —1 (lemme 3.2), dou &) = 2.

Si k=1 (resp. k =n) on a les cas possibles suivants :
d)L, n? =@ (tesp. L, n = &), donc

(D.L)=M;a; — M, +a, —2=2a, —4,
carona M, =1, M,=2 (lemme 3.2)
(resp. (D.L,) = —=M,_; + Mya, + a, — 2 = 2a, — 4,
carona M,=1, M,_, =2 (lemme 3.2)).
dg) Ly n? = {P,} (resp. L, n ? = {P,_,}), donc
D.L)= -M;+M,+2) + M,(a,+1) + (a; +1) — 2 = 2a, — 4,
car on a M; =M, =1 (lemme 3.2)

(resp. (D.L,)) = —M,_+M,+2) + M,(@,+1)+ (a,+1) — 2 = 2a, — 4

car on a M, =M,_, =1 (lemme 3.2))

En conséquence de dg), d;) ona &(L,) =24 —4 si k=1 ou n.
Finalement on a le cas

dyg) si keA, on a
(D.A")= Mk+Mk+l +2_Mk—Mk+l - 1 = 1.

On a, dong, les égalités de I'assertion ii) du théoréme, et m:X — S est la
résolution minimale de S car les courbes contractées en un point par ©
ont une auto-intersection strictement inférieure a — 1. O

3.4. Remarque. — L’assertion ii) du théoréme 3.1 donne plus de
précisions que le résultat de [6], car dans ce dernier on ne calcule pas les
degrés du fibré cotangent de Nash (notés ici 8( )), mais seulement on
calcule s’ils sont nuls ou non.
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3.5. COROLLAIRE. — Le transformé de Nash normalisé S, est ou bien une
surface lisse ou bien une surface ayant des singularités aussi en éventail.

Démonstration. — La résolution m:X —» S se factorise par la
résolution (minimale) 7, : X — §, de §,. Si PeS§, est un point singulier,
alors on a (théoréme 3.1) que le graphe dual associé est une chaine.

3.6. Remarque. — Soit P un point singulier de S,, et soit — a I'auto-
intersection d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle, sur P,
de sa résolution minimale. Alors on peut vérifier (par le théoréme3.1) qu’on
a les inégalités 2 < a < 5, et il existe des exemples ou ces bornes sont
atteintes.

4. Résolution de Nash.

THEOREME. — Soit O € S une singularité en éventail. Alors on résout
avec un nombre fini de transformations de Nash suivies de normalisations.
(Nombre plus petit ou égal au nombre de composantes irréductibles de la fibre
exceptionnelle de la résolution minimale de S).

Démonstration. — On garde les notations du § 3. Soit P €S, un point
singulier du transformé de Nash normalisé de S. Nous allons montrer que
le nombre de composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la
résolution minimale de P est strictement inférieur a celui du point O.

Soit G un graphe; on appelle longueur de G (notée I(G)) le nombre
de sommets de G.

Soit T" le graphe dual pondéré de la résolution minimale de O, L; ses
sommets avec poids — a;, 1 <i < n.

Si n =1 ona montré que S, est lisse, donc on peut supposer n > 1.

Notons I';;, le sous-graphe de I' qui contient les sommets L; avec
1<j<i<g<j<n.

Soit 6 : X - X le morphisme obtenu par éclatements de points de X,
défini dans le théoréme 3.1.

Soit Cp la fibre exceptionnelle de P dans X et o(Cp) son image dans
X, etsoit I'p (resp. I'p) le graphe dual associé & Cp (resp. o(Cyp)); I'p
est un sous-graphe de I'.

Par le théoréme 3.1 on sait que C, est obtenu en éclatant au maximum
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un des points d’intersection des composantes irréductibles de o(Cp), et par
conséquent on a

(1) ITp) < ITp) + 1.

Supposons qu’il existe un entier k, 1 < k < n tel qu'on ait g, > 2. Alors
il existe ou bien un sommet central de I', L, (resp.L;), avec 1 <d' <k
(resp. k < d” < n), ou bien une aréte centrale de I' représentant le point
L.nL.,, (resp. L._,nL.) avec 1 <c¢ <k (resp. k <c”" <n), ou
bien les deux. (Voir définitions de sommet et aréte centrale au début du § 3).
Dans le premier cas on a 8(L;) > 0 (resp. 8(L,) > 0) et dans le deuxiéme
ona 6(A,) > 0 (resp. 6(A,. > 0), par le théoréme 3.1 ii). Par conséquent
I's est un sous-graphe d’un des graphes suivants: I'y,_,, I',,_,,
I'y+1,n, dont les longueurs sont respectivement k — 1, n—2, n — k.
Or ces trois nombres sont strictement inférieurs a n — 1, donc on a
linégalité I(I'p) < n — 1, et il résulte de (1) quon a I(Tp) < n.

Si, par contre, on a g, =2 Vk avec 1 < k <n, alors ou bien n est
pair et par suite L,, nL,,,, estreprésenté par une aréte centrale de I,
ou bien n est impair et par conséquent L, ), est un sommet central de
I'. Dans le premier cas on a [(I'y) < n/2 — 1 et dans le deuxieme
I(Tp) < (n—1)/2. Par suite on a, dans les deux cas, [(I'p) <n — 1, etil
résulte de (1) quon a [(T'p) < n, d’ou le théoréme. a
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