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STRUCTURE GALOISIENNE
DES ANNEAUX D’ENTIERS
D’EXTENSIONS SAUVAGEMENT RAMIFIEES, II

par Ph. CASSOU-NOGUES* et J. QUEYRUT*

1. Introduction.

Soit S un ensemble fini de places de Q et © un ordre de Z
dans la Q-algeébre d’un groupe G fini. On sait classifier ([7]) les
9 -modules localement libres pour toute place de Q n’appartenant
pas & S, au moyen du groupe de Grothendieck 3€§(®) ; on note
:%3(9) le sousgroupe de torsion de GC(S)(D) et on remarque qu’il
s’identifie, si S est vide, au groupe des classes usuelles CL(D)
([14]). On note M un ordre maximal de Z dans Q[G] contenant
Z[G].

On considére une extension galoisienne finie N, d’un corps
de nombres K, de groupe de Galois G; on note Zy [I’anneau
des entiersde N.

Lorsque N est une extension modérément ramifiée de K,
Zy définit un élément que I’'on note Uy de C2(Z[G]). Frohlich
([14]) a démontré que Uy /x appartient au noyau de I'homomor-
phisme d’extension des scalaires de @R(Z[G]) sur CR(M) (le noyau
ne dépend pas du choix de M ). On peut décomposer UN/K en un
produit t(Wy,x). Vyx ou #(Wy,) est un €lément d’ordre 1 ou
2, défini a partir des constantes de I’équation fonctionnelle des
séries L d’Artin associ€ées aux caractéres symplectiques de G, qui
est égal a 1 lorsque ces constantes valent + 1. Une forme précise
d’'une conjecture de Frohlich est que Vy, est égal a 1. Cette
conjecture est démontrée dans [1] et [2] pour une grande famille
d’extensions N de K ; les méthodes utilisées consistent a définir
un ordre ¥ de Z dans Q[G] contenant Z[G], en général stric-
tement contenu dans 9, a démontrer que VN/K appartient au

(*) Laboratoire associé au C.N.R.S. n® 226.
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noyau de I’homomorphisme d’extension des scalaires de CR(Z[G])
sur @R(9) et a majorer ’exposant de ce groupe.

Dans [7] et [8], Queyrut a unifié le cas sauvage et le cas modéré
qui avait été traité par Frohlich. Soit S un ensemble fini de places
de Q contenant les places de K sauvagement ramifiées .dans N,
C’est-d-dire tel que I’ensemble des idéaux premiers de K au-dessus
des nombres premiers p de S contienne les idéaux premiers de
K sauvagement ramifiés dans N. Alors Zy définit un élément,
que l’on note UN/K, de J{, (Z[G]). Le principal résultat de [8]
est que UN/K appartlent au noyau de I’homomorphisme d’exten-
sion des scalaires de JC (Z[G]) sur J{:O(Ems) o M5 est un ordre
de Z dans Q[G], localement maximal pour toute place p de Q
n’appartenant pas 4 S, le résultat de Frohlich correspondant au
casolu S est vide.

Le but de cet article est de démontrer que les résultats de
Cassou-Nogues, ([1] et [2]), se généralisent eux-aussi, sans hypo-
thése sur la ramification de N sur K, & condition de se placer
dans des groupes de Grothendieck convenables. L’élément UN/K
se décompose dans JCO(Z[G]) en deux éléments ¢S (WN/K) et
VN/K ou 7S (Wnx) est un élément d’ordre 1 ou 2, égal & 1 lorsque
les constantes de 1’équation fonctionnelle des séries L d’Artin
valent + 1 pour les caractéres symplectiques. La conjecture faite
par Queyrut dans [8] peut se préciser par 1’égalité V =1. On
définit (§ 4) un ordre AS de Q[G] contenant Z[G] “en général
strictement contenu dans SD’ES et 'on démontre, (théoréme 4.1),
que I'image de VE/K dans Z’Ki(%{ S) est triviale. Dans le paragraphe
5, on obtient une majoration de I’exposant du noyau de I’homo-
morphisme de e}VCO(Z[G]) dans 5&5 (%); on en déduit, (théoréme
5.3), une majoration de l'ordre de V et une grande classe d’ex-
tensions N de K et de parties S pour lesquelles VN/K est égal
4 1. Cest le cas, en particulier, pour les extensions dont le degré
est sans facteur cubique, pour les extensions diédrales, (resp. quater-
nioniennes), de degré 2m, (resp. 4m), avec m impair et m quel-
conque si 2 appartienta S.

On utilise essentiellement les descrlptlons des _groupes UC 0(D)
données dans [7] et du représentant de UN x dans ﬂ(ﬁs Z[G)) donne
dans [8]. L’élément VN K est decrlt dans le paragraphe 1 ; il appartient
4 un sous-groupe canonique de J(:o (Z[G]) qui est interprété algé-
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briquement dans ce paragraphe. On montre que les méthodes de [1]
se généralisent dans cette situation en démontrant, dans le paragraphe
2, des propriétés de congruences vérifiées par les sommes de Gauss
galoisiennes sur certains sous-groupes du groupe des caractéres vir-
tuels de G. L’article se termine, (§ 6), par une généralisation dans
3~C§(Z [G]) d’un théoréme de dualité démontré dans [12] par M.J.
Taylor.

Notations. — Pour tout anneau A, on note A* son groupe
d’unités. On choisit une cloture algébrique Q de Q et on note
Gq le groupe de Galois de Q sur Q. L’ensemble des places de
Q, noté £(Q), s’identifie a I'ensemble formé de la place archi-
médienne p_ de Q et de 'ensemble 9(Z) des nombres premiers
de Z. L’indexation par un élément p appartenant & €(Q) dési-
gnera la complétionen p.

Soit J(Q) le groupe des idéles de Q. Pour tout p €E2(Q)
le groupe (Q, ®q Q)* peut étre considéré comme un sous-groupe
de J(Q). Un élément x appartenant & J(Q) s’écrit ainsi sous la
forme (xp)peg(o) ou Xp appartient a (Qp ®q Q)*. On note U(a)+
le groupe des idéles x = (x,)pes() tels que X, est une unité
pour tout p €ER(Z) et x, est totalement réel et positif, ce qui
signifie la chose suivante: en choisissant un prolongement de la
place archimédienne de Q a Q, que l'on note encore p_, les
autres places de Q sont de la forme p¥ avec w appartenant 4
Gq; alors x , est réel et positif pour tout w de G, . On pose:

o

U,@ = U(Q)* N (Q, ®, Q)* pour tout p ER(Q).

2. Description de Uy, X -

Soit S une partie de ’ensemble @(Z) des nombres premiers
de Z.

Soit © un ordre de Z dans Q[G]. On considére la catégorie
GEP(Q) des £ -modules M de type fini, sans torsion et tels que
pour tout p de ®(Z) n’appartenant pasa S, M, estun O ,-module
projectif. On désigne par SC(S, (L) le groupe de Grothendieck de cette
catégorie. C’est le quotient du groupe abélien libre engendré par les
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classes d’isomorphismes (M) des modules M de egp (D) par le
sous-groupe engendré par les éléments de la forme (M) — M') — M")
ot M, M' et M" sont liés par une suite exacte

0— M —M— M'—> 0.

On note [M] la classe d’un module M dans 5€§(D). Le groupe
{Kﬁ(ﬁ) a été décrit dans [7]. En particulier, ([7], th. 4.1 et 4.2),
il existe un isomorphisme Mg du groupe quotient :

Homg (R(G), J@)/Homg  (R(G), @*). HEKG(D) (1)

sur 3?:?,(6:)), le sous-groupe de torsion de 3(:3({_)_), ou R(G) désigne
le groupe des caractéres virtuels de G dans Q et E(ﬂcﬁ(b)) est
le sousgroupe des éléments f de HomGQ(R(G), J(Q)) vérifiant :

Vp €S, f(x)p € Up (6), pour tout caractéere x nul sur les
éléments de G dont I’ordre est divisible par p

Vp €ER(@) - S, f(x), = Det («,) avec a, GSZ‘, pour tout
caractére x de R(G)

pour p., f(X)pwe Upw(a), pour tout caractére x symplec-
tique de R(G).

Soit ©' un ordre de Z dans Q[G] contenant O et tel que
O,= @l’, pour p€S. Le foncteur extension des scalaires induit
un homomorphisme noté Extg[' de JC5(D) sur K5(D'). On note

également Ext® I’homomorphisme nZ! o Ext®'s -
8 9 9 ¢ Mo

On considére une extension galoisienne finie N d’un corps
de nombres K de groupe de Galois G. Pour toute famille S
de 9% (Z) contenant les places sauvagement ramifiées dans I’exten-
sion N de K, on note Uf,/K I’élément du groupe (1) dont I’image
dans &ﬁ(Z[G]) par nz(g; est [Zy]-[Z[G]IK:Ql],

Il est immédiat que le théoréme I de [7] est équivalent au théo-
réeme suivant :

THEOREME 2.1. — Soit WS un ordre de Z dans Q[G] conte-
nant Z[G] vérifiant ng =2Z,[G], VpES et 9)2!5, est maximal
pour tout pES. Alors :

S
Exty5 (UR) = 1.
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Pour tout x de R(G), on note Wy, (x) la constante de ’équa-
tion fonctionnelle des séries L d’Artin associées au caractére x.

On note W;,/K P’élément de HomGQ(R(G), J(Q)) construit
de la fagon suivante :
— pour tout caractére x irréductible et non symplectique
de G, on pose W;,/K(x) =1

— pour tout caractére x irréductible et symplectique de G,

3) on définit les composantes locales de W;, /K(x) par :
WI:I/K(X)p =1 Vp €EL(Z)

-1
W;{/K(X)p‘: = WN/K(xw ), VwE GQ .

(Noter que lorsque N/K est modérément ramifiée, cette définition
coincide avec celle de A. Frohlich dans [14].)

On désigne par tg(WN/K), et simplement par tS(WN /K) si
O = Z[G], laclasse de Wy dansle groupe quotient (1).

Il est clair que si ©' est un ordre de Q[G] contenant £ et
tel que ©, =9, pour pES, ona 1§ (Wyx) = ExtJ (r§(Wyx)).

On définit maintenant 1’élément Vf,ﬂ( appartenant au groupe
quotient (1) par I’égalité :

4) Ursq/x = ts(wN/K) Vfux .

PROPOSITION 2.2. — Soit S [l’ensemble des nombres premiers
nappartenant pas a S et divisant l'ordre de G. L’élément Vf,/K
est la classe de I'homomorphisme f de HomGQ(RG , J(Q)) défini
par : pour tout X € R(G),

o) { f00, = Iy q(a,1%) . 7¢(x);' pour pE€S
00, =1 pour pE®RQ)—S

ou 7g(x) est la somme de Gauss galoisienne associée au caractére
X, a, est une base de ZNp sur ZKP[G] pour tout pE€S et
9‘CK/Q(ap|x) est la résolvante de a, (définie dans ([14]).

Pour la définition de la somme de Gauss galoisienne nous ren-
voyons le lecteur 4 [6], chap. II, § 7.
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Démonstration. — Soit a €N tel que N = K[G]a; il existe
a, €N, tel que ZNp = ZKP[G]ap pour p €S et tel que

ZNp/ZNp N ZKp[G] a, et ZKp[G]ap/ZNp N ZKP[G]aP
aient méme suite de Jordan Holder pour p € S ([8] proposition 3.3).

L’élément Ui K est représenté par ’homomorphisme dont la

p-composante est donnée par: x > S“CK/Q(a Ix)! SZK,Q(ap 1x).
Lapplication x F—> 7 (x) g jqalx)™" Wy (x) appartient a
HomGQ(R(G) , Q*) ([4] propositions 2.3 et 2.5).

L’élément Uf,/K est donc représenté par I’homomorphisme
dont la p-composante est donnée par

X — 1 (X7 Fgpala, 1) Wy (x).
L’application f; définie par f(x), = 1 pour p ES et

fl(X)p = TK(X)—I %K/Q(apl)() W;]/K(X)
pour p ¢S appartienta HEKS(Z[G])) ([7] théoréme 4.1).

Donc I’él1ément Vf,/K est bien représenté par un élément f
vérifiant les conditions (5).

Soit V;, I’homomorphisme naturel de
Homg_(R(G), Q;)/Det(Z,[G]*)

dans HomGQ(R(G), J(a))/HomGQ(R(G), Q*). H(:Kﬁ (Z[G])). La
proposition précédente implique immédiatement que I’élément VglK

appartienta II Im V,’, . Nous voulons interpréter ce résultat.
PES

THEOREME 2.3. — Il existe deux Z[Gl-modules M et N loca-
lement libres en dehors de S, de type fini et sans Z-torsion vérifiant :

i) M, =N, si p &S, M, et N, sont des Z,[G]-modules
isomorphes si p € S

i) ngq (Vg/x) = [M] — [N] dans &ﬁ(Z[G]),

Démonstration. — Ce résultat découle immédiatement des
résultats de [7], § 1.
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THEOREME 2.4. — Pour tout idéal premier q de Zy, on note
G(q) le groupe de décomposition de q dans G. Si pour tout
idéal q de Zy , C(q) estun groupe abélien, alors Vg/x =1.

Démonstration. — Cest une formulation plus précise du théo-
réme III de [8].

3. Congruences.

Dans ce paragraphe, nous donnons deux généralisations aux
extensions sauvagement ramifiées du théoréme 6.1 de [1].

Soit £ un nombre premier. On désigne par Kerd, le sous-
groupe de R(G) formé des éléments x tels que x(g) =0 pour
les éléments de G dont lordre n’est pas divisible par £. On dit
que £ est modérément ramifi€é dans N sur K si les idéaux pre-
miers de K au-dessus de £ sont modérément ramifiés dans N
(i.e. le groupe G ne contient pas d’automorphismes sauvagement
ramifiés en 2 dans la terminologie de [8]).

On note ¢ la racine de I'idéal 2Z ou Z est la cloture inté-
grale de Z dans Q.

Soit u le groupe des racines de l'unité et ug le groupe des
racines de 'unité d’ordre premiera £.

Soit p un idéal premier de Zy et o un idéal premier de
Z, au<dessus de p . On note G(q)° le groupe d’inertie de ¢ dans
G. Si x est le caractére d’un Q[G]-module V, on note x%(° le
caractére du Q[G]-module V6 = ( €V, g(v) = v, Vg € G(q)°}.
On note Kerx ={g€G, g(w)=v, VvEV}. On définit ainsi
xS(° et Ker x pour tout x €R(G).

Pour tout x € R(G), I’élément Det G(q)o(—— FK’D)E# ne dé-
X

pend ni du choix de I'idéal ¢ au-dessus de p ni du relévement dans
G(q) du Frobenius Fy , .

THEOREME 3.1. — Pour tout idéal premier p de Zy et pour tout
nombre premier 2 modérément ramifié dans N sur K, ou nappar-
tenantpasd p, ona:

VxEKerd,, 14 (X) = Deth(q)o(— Fg,,)”' modulo 8

ou Tk, b est la somme de Gauss galoisienne locale.
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Pour la définition des sommes de Gauss galoisiennes locales le
lecteur peut se reporter a [6], chap. II, § 4.

Démonstration. — Si p est sauvagement ramifié, £ n’appar-
tient pas a p et le résultat se déduit de la proposition 1.8 de [8].

Sinon le résultat se déduit de [1] en remarquant que

= _ -1
% 00 = Det oo (= Fp)™

COROLLAIRE 3.2. — Il existe un élément y de HomGQ(R(G), )
tel que l'on ait :

1) 7(x) =Ey(x) modulo & , pour tout x de Ker d, et tout
2 modérément ramifié dans N sur K ;

ii) y(x) = 1 pour tout caractére x symplectique de G .

Démonstration. — On prend y(x) égal au produit
Det — Fg p)™?
P ‘AN/Q © XG('Q )0( K.} )
ol Ay/q estlediscriminant de N sur Q.

On a 'rK’p(x) =1 pour tout x €ER(G) si p ne divise pas
Ayja - La deuxiéme assertion est évidente car si x est un caractére
symplectique, le déterminant de ce caractére est trivial et son degré
est congrua 0 modulo 2.

Soit R*(G) le sousgroupe de R(G) formé des caractéres sym-
plectiques et soit Ng/a( fx,p(X)) le nombre d’élémentsde Z,/ fxp(X)
ol fy p(x) estle conducteur d’Artinde x enp .

COROLLAIRE 3.3. — Soit Wy p la composante locale en p de
la constante Wy de I’équation fonctionnelle des séries L d’Artin.
Pour tout nombre premier £, modérément ramifié dans N sur K,
on a la congruence suivante : Wy p(x) = Ng/q( fK,p(x))"‘/2 modulo &
pour tout X dans R’ (G)NKer d, .

Démonstration. — D’aprés le théoréme 3.1, on a Tk, p(X) = 1
modulo & pour tout 2 modérément ramifié dans N et pour tout
X € R*(G) N Ker d, . Par définitionona :

WK’p(X) = TK'p(x) NK/Q(fK,p(x))-llz *
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Pour x €R’(G), WK,p(x) est égal 4 1 ou —1; on en déduit que

fx,p(X)m est une unité en ¢ et que Wy n(x) = Ny o(Ffx y(x))~"/?
modulo £ .

Remarque. — Cette congruence définit la constante locale
Wi p(X) pour tout caractére x de Ker d, N R*(G) et & différent
de 2.

COROLLAIRE 3.4. — Pour tout idéal premier p de Zg et pour
tout nombre premier 2 modérément ramifié dans N sur K, ona:
Vx €Ker d;, (Wi ,(x))* = Det - )O(FK’,‘,)‘2 modulo L .

X

COROLLAIRE 3.5. — Il existe une fonction z de Homg Q(R(G), In)
telle que l'on ait :

i) WN/K()()2 = z(x) modulo & , pour tout x de Kerd, et
tout L modérément ramifié dans N sur K ;

ii) z(x) = 1 pour tout caractére x symplectique de G.

Démonstration. — Le corollaire 3.5 se déduit du corollaire 3.4,
comme le corollaire 3.2 s’est déduit du théoréme 3.1. Le corollaire
3.4 se déduit du théoréme 3.1 et du lemme suivant :

LEMME 3.7. — Sous les hypothéses du théoréeme 3.1, on a la
congruence NK/Q(fK,p(x))El modulo & pour tout x€Kerd,.

Démonstration. — On se raméne comme dans le théoréme 3.1
au cas ou N est une extension abélienne de K et x =nv—n.
Si v n’est pas ramifi€ en p, fyp(x) =1. Si » et n sont tous
les deux ramifiés en p, comme v est d’ordre une puissance de £
et que 2 est modérément ramifié dans N sur K, & n’appartient
pas 4 p . L’étude de la valuation de fK,p(nV) et fx p(n) montre
que fgp(nv) = fxp(n) car v est modérément ramifié. Si n est
non ramifié et v est ramifié, fK,p(nV) = fx,p(»). Le caractere v
est modérément ramifié, d’ou lordre de » divise le cardinal de
Zy/y; donc: Ng,q(fg p(»)) =1 modulo 2.

Remarque. — On peut montrer que fx p(x) est un carré pour
tout x € R¥(G) N Ker d, et pour tout nombre premier ¢ différent
de 2 et modérément ramifié dans N sur K.
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4. Description de VN K

On déduit de la proposition 1.7 et du théoréme I de [8] I’égalité
Z[G](VN ) = 1; onveut maintenant préciser ce résultat.

Soit MS un ordre vérifiant les conditions du théoréme 2.1,
& le conducteur central de M5 dans Z[G] et Rac(F) sa racine.
On définit Pordre %S de Z dans Q[G] par Iégalité :
AS = Z[G] + Rac(F)MS .

Cet ordre contient Z[G]; il est en général strictement contenu dans
MS . De plus pour tout p dans S, QI‘S, est égala Z,[G].

THEOREME 4.1. — Soit S un ensemble fini de nombres premiers
de 2 contenant les nombres premiers sauvagement ramifiés dans
N/K ; alors, ona : S

s —
Extio) V) = 1-
On a donc I’égalité :
¢S
Z[G](U ) =17 W)
L’énoncé du théoréme suivant est une traduction du théoréme 4.1
([7], proposition 1.2).

THEOREME 4.2. — Il existe des %S-modules, M,M' et M" de
type fini, sans Z-torsion, localement libres pour tout nombre pre-
mier p de Z n'appartenant pasa S et deux suites exactes :

00— M — M@(?IS®ZIG]ZN)®(9IS®Z Zy)— M'—0

[G]
0— M —— Mo (¥%® (U ——— M'— 0
ou r estlerangde Zy sur Z[G] (r = [K:Q]).
Remarque. — Si D’extension N/K est modérément ramifiée,
on peut prendre S vide, on retrouve ainsi le théoréme 6.2 de [1].

Demonstratzon — On déduit des paragraphes 2 et 3 que
y ’
Extz [G](VN /K) est représenté pa; la classe deielement
fe HomG‘Q(R(G) , J(Q))
vérifiant les conditions (5) de la proposition 3.2.

Soit y I’élément de HomGQ(R(G), u) défini dans le corol-
laire 3.2. Comme y(x) =1 pour x€R*(G), Iélément g égal
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s
4 fy est un nouveau représentant de Ext?ZI[G](Vi/K). On a les
congruences :

g(x), =1 modulo &, VxE€Kerd, et VLES.
On déduit de [2], qu’il existe o, € (9I§)* tel que I’on ait :
g(x), = Det, (o), VXER(G), VRES.
L’homomorphisme g appartient donc 2 H(KG (2%%)).

Remarque. — Notons U5 rordre de Z dans Q[G] défini par
s _ -
u, = Z,[G] + Rac(3)M, pour p &S
s _
u,=m, pour p ES.

Le 15-module 1SZy est localement libre; on déduit facilement
de la démonstration du théoréme 5 que 1’élément défini par 152y
dans @Q{US) appartient au sous-groupe IEIS Im u",. Ce résultat
généralise le théoréme 1, (ii) de [4].
Q[S
de
z,(G]
Ko rea(Z,[G]) sur JCO’M(QIP) (voir [7], § 1, pour la définition
de ces groupes de Grothendieck relatifs).

Pour tout p, on a un homomorphisme, noté Ext_?

On note (D’(Zp [G], %[‘S,) son noyau. On a un diagramme com-
mutatif (voir [8], théoréme 1.14)

0— IL®*(@Z,[G], %3) — S KoraZ, [G])‘-’ & K o) — 0

pG

® v b v
pES z [Gl PES QIp

0— @Z[G], AS) — HK32[G]) — KS(u%) — 0.

On vient donc de démontrer que Vy /K appartlent 4 l'image de
@ vz,i61- On en déduit une décomposition Vi = o \/

dans laquelle VN K. appartient 4 l'image de v, Hle1 - On déduit
de la proposition 4.3 de [3] la proposition suivante.

PROPOSITION 4.3. — L’ordre de V,S.’,/K,p est une puissance de p.
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On a donc décomposé ainsi Vf,/K en ses p-composantes. Pour
tout nombre premier p, on note n, P’exposant de p dans Card G.

L’ordre de V%/K divise donc II_ p"". Le paragraphe suivant a
PES

pour but de donner une meilleure majoration de I'ordre de Vg/x .

S
N/K *

5. Majoration de I’ordre de V

Dans ce paragraphe on majore l'ordre de Vﬁ,K et on donne

des exemples d’extension N de K et de familles S de nombres
premiers de Z pour lesquelles V§/K est égala 1.

Si SO S', on remarque que. Vi est limage de VY par
homomorphisme naturel de &5(Z[G]) sur K3 (Z[G]). On en
déduit que [Pégalité Vi'/K =1 implique I’égalité Vﬁ,x =1. Si
S est égal 4 I’ensemble des diviseurs premiers de l’ordre de G,
Pégalité Vf:/x =1 est une conséquence du théoréme 2.1.

Soit X; une famille de sousgroupes de G et soit Ind P'appli-
cation II Rq(H) — Rq(G) définie par
G

Ind (¥ dyex,) = & Ind§xy o Rq(G)
HEXG

désigne le sousgroupe de R(G) des caractéres rationnels sur Q.

L’exemple le plus important est donné par I’ensemble des
groupes Q-€lémentaires.

THEOREME 5.1. — Soit Xg une famille de sous-groupes de G
telle que l'homomorphisme Ind soit surjectif. Pour tout p €S,
lordre de Vﬁ,K,p divise le plus petit commun multiple des ordres
des éléments VfI/NHp lorsque H parcourt Xg .

COROLLAIRE 5.2. — Les deux propositions suivantes sont équi-
valentes :

i) Vg, =1

ii) Vf,/L,p =1 pour toute sous-extension galoisienne L de
N, contenant K, dont le groupe de Galois appartientd X .



STRUCTURE GALOISIENNE DES ANNEAUX D’ENTIERS 19

Le théoréme 5.1 est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 5.3.

1) Pour tout sous-groupe H de G, ona:

Z[G](nZ[G](VN/K)) nZ[H](VIS~I/NH)'

2) Pour tout sous-groupe distingué H de G, ona:

6% (nz6) (Vi) = Magem Vst

out les applications Resz{dl (resp. 76*) de JCS(Z[G]) dans GCS (Z[H])
(resp. JCS (Z[G/H))) sont celles définies dans [7], § 5, (vozr propo-
sitions 5. 4 et5.5).

Démonstration. — Nous démontrons la premiére partie et nous
laissons au lecteur la démonstration de la deuxiéme partie. Si
f GHomG (R(G), J(Q)) représente VN/K, lapphcatxon p(f) défini
par: VXER(H) p() )= f(Inde) représente Res?l

Z(G )(nzlsl (VN/K )
([71, proposition 5.4). Il est clair que

ResZ 61(n711(UR/)) = Mz (U 1)
Il suffit donc de montrer Iégalité p(t5(Wy)) = (WN/NH)' Or
P (tS(WN /X )) est représenté par I’homomorphisme
Wy /K (Indg (x)) pour x€ERH).
On note u I’élément de H(KS (Z[H])) défini par

u(x) = W,Q,K(Indg(x)),

(resp. 1) pour tout caractére x de R(H) irréductible et non sym-
plectique (resp. symplectique). Il suffit de démontrer 1’égalité :
(WN/K) uWI:‘ N'H. Ces applications coincident sur I’ensemble
des caractéres irréductibles et symplectiques de G). Pour tout
x est irréductible symplectique, Indg(x) se décompose en une
somme Y, + ¢, ol ¢, (resp. Y,) est orthogonal (resp. somme
de caractéres irréductibles et symplectiques de G). Pour tout
wWEGqy, ona:

Comme WN/K(W;’) =1 ([S]),ona:
p(wyt]/x) (x*) = Wyx (Indg(x“’ ).
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La formule d’induction pour les constantes Wy, entraine I’égalité :
P(Whx) (X*) = W a(x),
c’est-d-dire :
! -_—
P(WN/K) (X)p: = WN/NH(X)p‘;’
Ceci démontre la premiére partie du lemme.
Démonstration du théoréme 5.1. — L’anneau Rq(G) opére sur le
groupe HomGQ(R(G) , J(Q)) de la fagon suivante :
V6 €Rqo(G), VX ER(G), Vf € Homg (R(G), J(@)), (6f) (x) = f(x0).

Pour cette opération le groupe (1) a une structure de module de
Frobenius ([9], chap. II). Comme [I’application Ind est surjective,

ona: 1= HZX IndS (o) ol oy € Rq(H). En écrivant les carac-
€Xg
téres ¥ de G sous la forme x = Z IndG(oHResH(x)), on en
HEXg

déduit que I'ordre de VN/KP divise le p.p.c.m. des ordres de
pG/H(VN/K p) pour H parcourant X;; il divise donc le p.p.c.m
des ordres de VN n, pour H parcourant Xg

ProproSITION 5.4. — Si G est un groupe Q-R-élémentaire,
Vz/x,p = 1 pour tout nombre premier p différentde 2.

Démonstration. — Pour tout sous-groupe abélien H de G, on
a Vi g =1 ([8], théoréme III) On en déduit que VN/K divise
I’exposant d’Artin de G; or si G est Q-%- élémentaire, on sait que
Iexposant d’Artin de G est égal 4 une puissance de £; donc pour
p différent de %, Vyyx, qui est la p-composante de Vy y est
égala 1.

On note |G| l'ordre du groupe G et pour tout nombre pre-
mier p, n, l’exposant de p dans lGI On désigne par |Gig

Pentier II_ p"P. On sait que 'ordre de VN/K divise |Glg .
PES

On définit B, (G)s par Iégalité :
B, (G)s = IGlg/p-g.c.d. ({x(1), IGIg}H)

ou x parcourt ’ensemble des caractéres irréductibles non abéliens
de G. L’entier x(1) divise I'indice du centre de G dans G.

Pour tout entier n, onpose n' = n. l'll pt.
pln
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THEOREME 5.5. — L'ordre de VY divise By(G)g.

Démonstration. — Soit G*®® le quotient de G par son sous-
groupe des commutateurs. On déduit du lemme 5.3 et du théoréme
IIT de [8] que VNéK appartient au noyau de ’homomorphisme de
JCS(Z[G]) sur K (Z[G*?]). Plus précisément Vi/x,p appartient
a limage par v, du noyau de ’homomorphisme de K, ,.,(Z,[G])
dans &K, . (Z[G®]). Le théoréme découle du lemme 6 de [2].

COROLLAIRE 5.6. — L'ordre de VY, divise Sup(l,p"r~?).

Démonstration. — D’aprés le théoréme 5.1 et la proposition 5.4,
il suffit de démontrer ce corollaire pour les groupes Q-p-élémentaires ;
dans ce cas, on sait que la p-composante de B,(G)g divise p"l’—’.

THEOREME 5.7. — Les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1) (VS ,)?

2) (VN/L’p) =1 pour toute sous-extension galoisienne L de
N, contenant K, dont le groupe de Galois est K-p-élémentaire.

1

Démonstration. — Soit Resz I’homomorphisme de restriction
de JCS(ZK[P]) dans X o (Z[T']); il est clair que UN/K appartlent
a4 l'image de I’homomorphisme ResZK Comme tS(Wy)? =
on en déduit que (V,Sq/K)2 appartient a4 I'image de l’apphcatlon
n;[:;] o Resgx. Le groupe :}cg(zK[P]) a une structure de Rg(G)-
module de Frobenius. Si X; désigne I'ensemble des sous-groupes
K-p-élémentaire de G, I’homomorphisme Ind est surjectif La
technique utilisée précédemment montre donc que (s /K)2 =1,
si le résultat est vrai pour les groupes K-p -€lémentaires.

Exemples. — On a Vyy =1, Cestadire UJ = t5(Wy)
dans les cas particuliers suivants :

1) G est diédral (resp. quaternionien) d’ordre 2m (resp. 4m)
avec m impair.

2) G est diédral ou quaternionien et 2 appartientd S.

3) L’ordre de G est sans facteur cubique.
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4) G est produit semi-direct d’un sous-groupe distingué cyclique
A d’ordre m par un sousgroupe abélien dont I'ordre est premier
4 m et qui opére fidélement sur A.

Dans les cas 1 et 4, B,(G)g est un diviseur de m ou de 2m;
donc T'ordre de Vz/x divise m'. Dans le cas 2, si 'ordre de G
est de la forme 2"2n (avec (n, 2) = 1), alors B,(G)g divise n,
donc I'ordre de VN x divise n'. Dans ces trois cas, I'ordre de
VN/K est impair. Or on déduit du théoréme III de [8] que I'ordre
de V /K divise ’exposant d’Artin de G. Or cet exposant est pair
dans les cas 1 et 2 et premier & m dans le cas 4. L’exemple 3 est
une conséquence du corollaire 5 .4.

6. Dualité.

Le but de ce paragraphe est de généraliser les résultats de M.J.
Taylor ([12]).

Le groupe 5&3 (Z[G]) est muni d’une involution, notée x > x.
Si fe HomGQ(R(G) ,J(Q)) représente x, x est représenté par
I’homomorphisme x —> f(X) ou x désigne le conjugué complexe
de x.

THEOREME 6.1. — Pour tout ensemble S de nombres premiers
contenant les idéaux premiers sauvagement ramifiés dans N sur
K, ona: N/K UN/K =1.

Dans [8], on a construit & partir de I’application de trace de
N sur K une forme hermitienne, noté Try,y . Puis on a défini
le discriminant de Zy par rapport a cette forme hermitienne, comme
étant un élément du groupe de Grothendieck K, ., (Zx[G]) de
la catégorie des Zg[G]-modules de type fini, de Z-torsion, quo-
tients de deux modules localement libres en dehors de S. Soit »
’homomorphisme de &K, ,(Z[G]) dans ng(Z[G]), ([71, § ).
Il est immédiat 4 partir des définitions des paragraphes 2 et 3 de
[8] que I’on a la proposition suivante :

PROPOSITION 6.2. — On a les égalités :

N6 Unyx - Unj) = v(Resg (Ar, (ZN))) = v(Aryy o @n)).-
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Remarque. — La proposition 2.11 de [8], montre que :

@Zy) (0 AYQ = (Zx) (0

2
VXER(G) Res? (A Ao

TI'N/K
ol AK/Q est le discriminant de K sur Q (par rapport 4 I'applica-
tion de trace de K sur Q).

Comme l'application x —> Aﬁ(/g appartient 4 HomGQ(R(G),a*)
on a la deuxiéme égalité.

COROLLAIRE 6.3. — Soit @D IK la codifférente de N sur K;
ona [Zy] = [y ] dans &K, ZIG)).

Démonstration. — On vérifie AT‘N/K(ZN) = Xz [G](ZN ,@I;/IK)
Pour cela on se raméne au cas local et on utilise le fait que @y

N/K
est isomorphe 4 HomzK(ZN »Zg).

Le théoréme 6.1 est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 6.2 et du théoréme suivant :
Soit Sk p P’homomorphisme de R(G) dans Q* défini dans

[8], (¥ ,p(x) = Ng;q(fix,p(x))). En plongeant Q* dans J(Q),
on obtient a partir de Fg,p un élément de Homg Q(R(G),J(a)).
On pose &y = Igi'FK’p.

THEOREME 6.4. — L élément Resz (AT'N/K(Z )) est représenté
par Fy

La démonstration de ce théoréme se fait en deux étapes données
par les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 6.5. — Soit p un idéal premier de Zy , et p tel

que pZ =p NZ ['élément Resz (A (ZN )) est représenté

Try /K
par la p-composante de Ty y. p

Démonstration. — On suppose que K est un corps local. Si
p est modérément ramifié, on utilise le fait que

ATrN/K (ZN ) XZK [G] (ZN s /K )—
et on démontre que

XZK[G](ZN s @;/‘K)—l = XZK[G] (ZK[G] ,T)



24 Ph. CASSOU-NOGUES ET J. QUEYRUT

ou T est le module de Swan défini par M.J. Taylor ([12], § 4). Si
p est sauvagement ramifié le résultat se démontre comme la propo-
sition 4.5 de [8] en utilisant le théoréme de Brauer ; on se raméne
ainsi 4 une extension abélienne modérément ramifiée.

PROPOSITION 6.6. — Pour tout nombre premier L et tout idéal
premier p de Zy tels que LE p, la L-composante de Sk,p appar-
tienta Det(Z [G]*).

La démonstration découle des lemmes suivants établis sous les
hypotheses de la proposition 6.6.

LEMME 6.7. — Si G est abélien, la % composante de 5y y ap-
partient d Det(Zy[G]*).

Démonstration. — On se ramene comme dans la proposition
4.6 de [8] au cas ol N est un corps de classes de rayon p”. Soit

) —
ty,(N/K) = Z tL(N/K) ou t;;(N/K) est ’élément de Q[G] défini
i=1

dans [8], § 1. On a 3¢ b= Det(tp(N/K) tp(N/K)) (si A= Z A e85
on note A I’élément Z )\ g") Comme R € p, Ty ,p(X) est une

unité pour tout xER(G) On montre que ¢p(N/K) tp(N/K) ap-
partient & Z,[G]. Donc #,(N/K) tp(N/K) appartient 4 Z,[G]*.

LEMME 6.8. — Si p est modérément ramifié, la L-composante
de 5y appartient a Det(ZQ[G]*).

Démonstration. — On utilise le fait que

Bx.p(X) = Tie p(X) - T p(X) det, (— 1)
et les résultats de M.J. Taylor, [13], théoréme 2 (b) et théoréme 6.

LEMME 6.9. — Si p est sauvagement ramifié, la KL-composante
de Sy appartientd Det(Z,[G]*).

Démonstration. — On déduit tout d’abord du lemme 3.7 et de
la remarque 1 suivant ce lemme que l'ordre de &y , est une puis-
sance de 2. On déduit du lemme 6.7 que P'ordre de &y p divise
Pexposant d’Artin de G. En utilisant le fait que &K, (Z,[G])
est un module de Frobenius et que I’application qui & x € R(G)
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associe NK/Q(A,,(F/K))"“) ou Ay(F/K) est la p -composante du
discriminant de F sur K, pour F extension de K contenue dans
N, appartient & Det(Z,[G]*), on se raméne au cas ou G est Q-
élémentaire. Les conditions sur 'ordre de 3 , entrainent qu’il suffit
de traiter le cas ot G est Q-R-€lémentaire ; la définition de Fx.p
permet de se ramener au cas ou G est le groupe de décomposition
d’un relévement premier de p dans N.

Pour achever la démonstration de ce lemme nous utilisons les
techniques de ([13], § 7) ou ([3]).

Le groupe G est le produit semi-direct d’'un sousgroupe cy-
clique et distingué H d’ordre m premier & £ par un sousgroupe
L d’ordre une puissance de £. Les caractéres irréductibles de G
sont de la forme IndgL (xp) ou x (resp. ¢) est un caractére de
H (resp. irréductible dex L,) ou L,  est le sousgroupe d’isotropie
de x. Compte tenu de [13], il nous suffit de démontrer I’existence
d’un élément o de (Z,®; Z(x) [L,])* tel qu'on ait :

Det, (o) =8y ,(Indyi; (x¢))

pour tout caractére irréductible ¢ de L,, ol x est un caractére
fidele de H, Z(x) l’anneau des entiers de I’extension de Q obtenue
par adjonction des valeurs de x et Z(x)[L,] lalgebre du groupe
L, a coefficients dans Z(x). Si x est trivial, G est d’ordre pre-
mier 4 p donc ne contient pas d’automorphismes sauvagement ra-

mifiés et le résultat se déduit du lemme 6.8.

Soient N(p) le cardinal de Zg/p et n,(p,p) lentier défini
par Pégalité :
n(e,p) = <IndﬁLx(x«p),aG>,

ou a; désigne le caractére d’Artin de G et (,) le produit scalaire
de caractéres. Nous en déduisons :

B pInd5, (x9)) = N(»)™P
Nous déduisons de ([10], chap. VI, proposition 2), et de la formule

de réciprocité de Frobenius I’égalité :

m(e,9)= % [Go: G,I™! (Resg! (Ind;,(x)), )

ou G; désigne le i*me groupe de ramification et Ug, le caractére
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d’augmentation de G;. Le caractére x est fidéle sur H et pour
tout entier i> 1 le groupe G; est un sousgroupe de H; nous
en déduisons :

(Resg! (Indg, (x¢)), ug,) = [G: HL] o(1)
(resp. 0)si G; # {1} (resp. = {1}), d’ou:
n(¢,p) =n(e,p). ol),
ol €, désigne le caractere trivial de L, .

L’élément d = N(p)"Xx® de (Z,®, Z(x))* répond i la
question.
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