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0. INTRODUCTION

On s’intéresse a la localisation des solutions d’une équation de
diffusion réaction du type :

18
gt- = AAU + X(U)

(EDR) U:Qx[0,+T[ — R”

ou
LIPS

=0
ou
—  est un ouvert borné régulier de R?(p > 1),

— A est une matrice n x n diagonalisable a valeurs propres
strictement positives,

— X est un champ de vecteurs localement lipschitzien de R”,

u, Au,
etsi U= | * , AU représente le vecteur : et
1'4,, Au,
r 1
8u!
W30
v _ |
o :
Ity du,
| 0750,

Notons (EDO) I'équation différentielle ordinaire :

az = X(Z)

I
~

(EDO)
Z:[0,+T[— R".

Rappelons que d’aprés l'article [2] de Conway, Hoff, Smoller,
si les valeurs propres de A sont suffisamment grandes, une solution

U de I'(EDR) tend asymptotiquement vers une solution homogéne
en x.
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Sans cette hypothése on sait d’aprés I’article [1] de Chuech,
Conley, Smoller que pour qu’une région F de R" soit invariante,
pour ’(EDR), il faut et il suffit qu’elle le soit pour I’(EDO), qu’elle
soit convexe et que I’ensemble des vecteurs propres a4 gauche de A
soit une partie génératrice de ce convexe.

Dans le premier chapitre, on montre que si (K,)o<, <1 est
une famille de convexes vérifiant des propriétés analogues aux pré-
cédentes par rapport a A et invariante par le flot associé a X (dans
un sens que ’on précisera), si U est une solution de I’(EDR) prenant
ses valeurs a l'instant zéro dans K,, U prend ses valeurs dans K,
a I'instant ¢.

Ce résultat permet, outre de localiser les solutions d’une (EDR),
d’étudier leur existence globale en temps.

Dans le deuxiéme chapitre, on donne les résultats que 'on peut
obtenir griace d ce théoréme dans un exemple trés simple.

Dans le troisiéme chapitre, on prouve l’existence de familles
(K,)o<s<t Vérifiant les hypothéses du théoréme du premier chapitre
et on étudie les propriétés de continuité et dérivabilité des fonctions
d’appui associées a ces familles.

En conclusion, on utilise ce dernier chapitre pour comparer
le premier théoréme aux résultats obtenus par Conway, Smoller [3]
et Lakshmikantham [5].

(Note : Quelques démonstrations techniques sont regroupées en ap-
pendice. D’autres sont omises mais peuvent étre consultées
dans [6]).
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CHAPITRE PREMIER

LOCALISATION DES SOLUTIONS D’UNE EQUATION
DE DIFFUSION-REACTION

Rappels. — Soit K un convexe compact de R" et V un vecteur
de R" non nul. La fonction d’appui de K dans la direction V est
définie par :
Y(V;K)=max z. V.
z€K

Une partie S de R" est dite génératricede K siona:

K={z€R",VVES,z. V< y(V;K)}.

DEFINITION 1. — Soit  (F)gc,<1 (0 <T < + o), une famille
de parties de R". On dira qu’elle est invariante par rapport a X si :

1) Pour tous t et h telsque 0 <t<t+h<TX,(F,)CF,,,
ou X, représente le flot associé a X .

— On dira qu’elle est bornée si :

2) VO<t<T, U F_ estbomée.
_ 0<7< ¢t
On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat de ce para-
graphe.

THEOREME 1. — On suppose le champ X localement lipschitzien.
Soit (K,)o< ;<1 une famille invariante et bornée de convexes com-
pacts d’intérieur non vide de R" telle que, quel que soit t dans
[0, T[, l'ensemble S des vecteurs propres a gauche de A soit une
partie génératrice de K, .

Soit U, une donnée initiale de classe C***()(a>0) d
dérivée normale nulle au bord de Q et prenant ses valeurs dans K.
Alors, la solution U de IYEDR) associée d cette donnée initiale est
définie sur [0, T[ au moins et quel que soit t dans [0, T[,U prend
ses valeurs a Uinstant t dans K,.
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Remarques. — Si on prend pour famille (K,)q<,;<7 une famille
constante (ie., V¢t€[0,T[,K, =K), on retrouve le résultat de
[1] (p. 378).

La condition “S génératrice de K,” est vérifiée dans le cas
ou A est une matrice scalaire, K, étant convexe. Si A est diago-
nale a valeurs propres toutes distinctes, elle est équivalente d dire
que K, estun “rectangle” a faces orthogonales aux axes.

Le théoréme se déduit de la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Sous les hypothéses du théoréme, on suppose
de plus le champ X lipschitzien et qu’il existe € strictement positif
tel que :

()Y VR O0<t<t+h<T, X,K,) +hB(0,e)CK,,, .

Alors, si U prend ses valeurs a l'instant zéro dans l'intérieur de K,
quel que soit t dans [0, T[ U prend ses valeurs a l'instant t dans
lintérieur de K,.

Démonstration de la proposition. — On raisonne par ’absurde ;
posons : t, =inf {=>0;3x € Q ;U(x, t) ¢€Int K,}, et supposons
t, strictement inférieur @ T. On va voir qu’on aboutit & une contra-
diction, en appliquant un principe faible du maximum.

Remarquons que les hypothéses X lipschitzien et U, dans
C?**(Q) 4a dérivée normale nulle au bord entrainent I’existence
globale de la solution U et sa régularit¢ C>'( x [0, T]). (Une
démonstration de ce résultat est donnée en appendice p. 98).

Vérifions maintenant qu’il suffit de prouver que ¢, est stric-
tement positif et qu’il existe x, dans &, V, dans SNS"~' (§"~!
étant la sphére unité de R") tels que :

U(x,, ty) . Vo = ¥(Vy 5K}
Vx€Q,U(xy, t,). Vy <Y (V, ;K,o) .
En effet, 1a fonction scalaire définie sur § par :
x—=—> U(x, ty).V,

atteint son maximum en x,, est dans C?() et sa dérivée normale
est nulle au bord de 2, donc:
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AU(xq, ty) . Vo = AU(-, 1) . Vo),xO <0.
D’autre part, on tire de la relation (1,) I'inégalité :
[X,(U(xy, 2ty — h)) + he Vy].V, < yY(V, ;K,o); 0<ty,—h<t,

d’ou par passage a la limite :
ou
[X(U(xo, ) — -(,;' (%o, to)] Vo< —e.

V, étant un vecteur propre 4 gauche de A associé a une valeur
propre o positive, et U étant solution de I'(EDR) sur £ x [0, T],
on a les égalités :

oU
[X(U(xo, t5)) — ; (x,, to)] Vo = —[AAU(x,,2))]. V, .
=— AU(x,, t,) . 'AV, .
= —alAU(x,,t,) .V, .
Il y a contradiction car le terme de gauche est strictement négatif et
on a vu précédemment que celui de droite est positif ou nul.

Prouvons maintenant le résultat intermédiaire énoncé au début
de cette démonstration.

Remarquons que pour ¢ dans [0, T[ on a I’implication :
UQ,HCIntK,= 37>0; V'€t t +7[;U®, ) CInt(K,).

En effet, si
U@, Cntk,,
il existe n > 0 tel que

U, +B(O,n)CK,.

U(§2, t) étant compact et le flot associé & X étant continu, pour 7
assez petit, on aura :

X_.[U®,t + B(0,n/2)]CU®R, + BO,n)
d’ou
U@, + B(0,n/2)CX,.(K,)CK,,, .

Comme U est continu par rapport 4 x et ¢, on a également pour
T assez petit :
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U,t+ 1)+ BO,n/4)CUE®,t) + B(O,n/2)
d’ou _
U@,t+nCintk,,, .

t, est donc strictement positif et u@Q ,t,) n’est pas inclus dans
I'intérieur de K'o .

Mais d’autre part, pour A positif tel que ¢, —h=>0, on a
I’inclusion : B
U2, ty —h)C K,o_,,
d’ou
X, U, t, — ] CX, (K'o ) C K,0

et donc par passage 4 la limite, U et le flot associé & X étant continus,
Ui, t)C Kto

U(2,1,) n’étant pas inclus dans lintérieur de K‘o’ il existe x,
dans § et V, dans S vérifiant les propriétés voulues.

Preuve du théoréme 1. — On suppose encore dans une premiére
étape le champ X lipschitzien. Notons A sa constante de Lipschitz.

On va construire une famille (K;)o<,<t, € >0, vérifiant
les hypothéses (1,) de la proposition 1 et approchant la famille
(K,)o< <1, en utilisant le lemme suivant, (prouvé dans [6]).

LEMME 1. — Définissons le convexe K,(S, «) par :

K,(S,0) = {z€R";VVES, z. VS Y(V;K) +a|V][}.

Il existe une constante u ne dépendant que de S telle que,
quelque soit z dans K,(S,a), et V dans S il existe z, dans
K, telque:

i) 1(z —2z5).VI<al|V]

ii) |z — zy| S pa.

Définissons maintenant la famille (K;)y<,<1 par:
Ki = K, (S, e *A+amny

Pour prouver la propriété (1.), il faut montrer que quels que soient
t dans [0,T[, z dans K; et V dans S, quel que soit 4 positif
telque ¢ + h soit dans [0, T[ ona:
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X,(2).V+ he < Y(V;K,,,) + eet A+ (+h)

Soit z, un élément de K, vérifiant les conditions du lemme pré-
cédent. On a d’aprés I'hypothése d’invariance de la famille (K,) :

X,(z9) . V< Y(V;K,,},)

et d’autre part, il est facile de voir qu’on a la majoration :

[X,(z) — X,(z)] . V<(z —2,).V + foh hIX,(2) — X, (zo)| dr
<(z-25).V+(eM—-1)]|z —z,]
d’ou finalement, grice aux propriétés de z, par rapporta z et V:
X,(2). V< Y(V;K,,,) + et MM 4 yeM —1)].
11 suffit donc de vérifier que I'on a :
he + eeCHHATAII[] 4 y(eM — 1)] S eelt N (+h)

ce qui est trivial. La famille (K;) vérifie donc la relation (1,). Comme
quels que soient ¢ dans [0,T[ et e positif, K, est inclus dans
I'intérieur de K; et que, d’aprés le lemme, la distance de K; a K,
est majorée par pee(l*AMM?  donc tend vers zéro quand € tend
vers zéro, on obtient le résultat du théoréme par ‘“‘passage a la limite”.

Prouvons maintenant le théoréme sans I’hypothése X globa-
lement lipschitzien. X étant localement lipschitzien, on a ’existence
locale de la solution U. Soit donc [0,T,[ lintervalle maximal sur
lequel elle est définie. Fixons ¢ dans [0,T[N[O0,T,[. Il existe

par hypothése une boule B de R” contenant 0<U<t K,. X étant
T

localement lipschitzien, il existe un champ Y globalement lipschitzien
sur R”, coincidant avec X sur B. D’aprés ce qui précéde, la famille
(K,)o<-,<: est invariante par I'(EDR) associée a Y et donc pour
celle associée & X. La famille (K,),<,< min (T,T,) ©St donc inva-
riante. Mais ceci prouve également que T, est supérieur ou égal
4 T car, si U est défini sur [0,¢[, avec 0 <¢<T la famille
(K,)o<,<t ¢étant borné, la solution U -est prolongeable sur [0,¢]
et donc sur un intervalle ouvert convenant [0,¢]. Ceci achéve donc
la démonstration du théoréme 1.
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CHAPITRE 1II

EXEMPLES D’APPLICATION DU THEOREME 1

Considérons le cas ou n =2, A=«ald avec a >0 et X est
le champ de vecteurs défini en coordonnées polaires par :

dap
Qi =p(1 - p)
do _
dt

Pour I’'(EDO), le cercle unité est un cycle limite asymptotiquement
stable.

Supposons qu’a l'instant zéro, une solution U de ’'(EDR) prenne
ses valeurs dans une couronne C du type :

C={(p,0),p, <p<p,} o0 p, <1<

En appliquant les résultats de [1], on peut seulement conclure que
U restera dans la boule du rayon p,, mais C n’étant pas convexe,
elle n’est pas invariante.

Supposons de plus qu’d l'instant zéro, U est suffisamment ho-

mogene ; plus précisément qu’il existe un convexe K, contenant
U2, 0) du type:

= {00,101 <pi0, 22 <p<p,|
o-lp) ) SY 0 Cosw\p\pzs
ou
0< <
=3
0<p, <1<

Il est facile de vérifier que la famille (K,);5, définie par :
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K, =1(p,0),10 — ] < p;

Py COS @ <p < Py
cos(8 — 1) [p, + e (p, — D] py—€(p, — 1)

est invariante.

Quel que soit #=0, K, est contenu dans la couronne
{p, cosp < p < p,} donc U restera dans cette couronne.

De plus, on a pour tout ¢ positif ou nul :
Kr+21r C Kt

donc, bien que la solution ne soit pas périodique, elle est oscillante
(dans le sens ol I’image par la rotation d’angle —¢ de U(f2;¢) est
contenue dans un petit voisinage fixe d’un point du cercle unité).

Remarquons de plus que le convexe Ki,,,, tend, quand n
tend vers l'infini, vers le convexe K, défini par :

cos ¢

Ki= {0,016 — 1< <

donc asymptotiquement,
— la distance de la solution U de

I(EDR) au cercle unité est majorée par
(1 — cos ).

— la distance entre deux points U(x, ) et U(y,?), (xE€N,
y €§2) est majorée par 2 sin .

Remarque. — Rappelons que lorsque le coefficient de diffusion
o est suffisamment grand, on sait d’aprés [2] que la solution U tend
vers une solution homogéne en x située sur le cercle unité. Le résultat
qu’on a obtenu ici est plus faible mais est indépendant du coefficient
o ; on voit que la solution ne perd pas son homogénéité et ne s’éloigne
pas du cercle unité.

2. Un résultat négatif .

Etudions ce méme exemple, mais dans le cas ol la matrice de
diffusion est diagonale a valeurs propres positives distinctes. On ne
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peut alors localiser la solution de I'(EDR) qu’avec des rectangles a
coOtés paralléles aux axes. On va voir qu’on ne peut pas obtenir de
résultats d’oscillations analogues a ceux du paragraphe 1.

Plus précisément, on peut montrer (cf. [6]) que si C, est un
rectangle qui est un petit voisinage d’un point du cercle unité, alors,
il existe un instant T tel que, quelle que soit la famille (R,),., de
rectangles invariante et telle que R, contienne C,, pour tout ¢
supérieur 8 T, R, contient la boule unité.

Remarque. — Le théoréme du chapitre I ne permet pas de dis-
tinguer du cas général le cas ou les valeurs propres de la matrice A
sont infiniment proches; il est donc préférable dans ce cas pour lo-
caliser une solution, sur un intervalle de temps borné de combiner
un résultat de dépendance continue par rapport aux coefficients de
diffusion avec celui du théoréme 1, appliqué au cas ou les valeurs
propresde A sont égales.

3.

Revenons a I’exemple 1) c’est-a-dire au cas ou les deux coeffi-
cients de diffusion sont égaux. On peut se demander si le caractére
oscillant de la solution n’est pas dii 4 ’extréme régularité du champ X.

— Par un calcul un peu fastidieux, on peut montrer le résultat
suivant.

Supposons le champ X défini en coordonnées polaires par :

dp

=F(p,0
ar (p,0)
do
— =G(0
o (D)
avec :
F et G lipschitziennes et périodiques de période 27 par rapport
a0.

G strictement positive.

F telle qu’il existe p, €10,1[, B> 0 telsque
Vo,Vp=1, F(p,0)<O0
VO,Vp€lpy,11 F(p,0) =801 -p).
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Soit (K,),, lafamille de convexes telle que K, soit I’enveloppe
convexe de I’ensemble :

{p=75:G,0)<8 <G}V {p<p<7;0=G,0) ou G,()}.

Alors quelque soit p supérieur
ou égal 4 1, et p dans ]p,,1[,
il existe ¢, tel (Tue, quelque soit
¢ inférieur ou égal 3 ¢,, la famille
K, est invariante.

Ceci prouve qu’a condition que la condition initiale de I’(EDR)
soit suffisamment proche du cercle unité et suffisamment homogéne,
la solution associée reste dans une couronne et oscille.

— Par contre, dans le cas ou la vitesse de rotation G dépend
de p, je ne pense pas qu’on puisse obtenir dans le cas général de tels
résultats d’oscillation et, de méme que dans le cas des valeurs propres
de A distinctes la trajectoire périodique de I’(EDO) située sur le cercle
unité peut vraisemblablement en tant que solution de ’'(EDR) perdre
sa stabilité.
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CHAPITRE III

EXISTENCE ET PROPRIETES DES FAMILLES DE
CONVEXES INVARIANTES ET BORNEES

Le théoréme 1 nous améne 4 nous poser la question suivante :
si S est ’ensemble des vecteurs propres a gauche de A etsi C est
un convexe compact d’intérieur non vide de R"” engendré par S,
existe-t-il une famille (K,)o<,<7 Vérifiant les hypotheéses du théo-
réme 1 et telle que K, contienne C. On va voir que si le champ X
est localement lipschitzien, la réponse est oui et que de plus, la famille
minimale pour linclusion vérifiant les propriétés précédentes a des
fonctions d’appui continues, dérivables a droite et solution du systéme :

d+llj
art (VK = zneagt X(z)-V

z2.V=y (V:K,)
V(V;Kp) = ¢(V;0).
On verra ensuite que ce systéme suffit a caractériser la famille inva-

riante minimale si S est une union finie de sous-espaces de dimension
1, mais n’est pas suffisant dans le cas général.

On donne également un exemple de champ localement lipschitzien
complet et d’un convexe C tels que la famille invariante minimale
associée n’est pas bornée sur [0, + oo[. (Rappelons qu’un champ X
localement lipschitzien est dit complet si toutes les solutions de I’(EDO)
associée sont définies sur R tout entier).

1. Construction de la famille minimale.

Dans ce paragraphe, on va construire la famille minimale inva-
riante de convexes vérifiant les hypothéses du théoréme 1 et coincidant
a I’instant zéro avec un convexe donné.

On se donne A une matrice positive et on note S I’ensemble
de ses vecteurs propres a gauche. On se donne également un convexe
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compact d’intérieur non vide C dont S est une partie génératrice
et X un champ localement lipschitzien défini sur R”.

THEOREME 2. — Il existe T >0 et une famille (K,)o<;<t
invariante, bornée, telle que S engendre chaque K,, telle que K,
soit égal a C, et minimale pour l'inclusion. De plus, l'application :

t— K,

est localement lipschitzienne sur [0, T[ si on munit l'ensemble des
compacts de R" de la distance de Haudsdorff.

Si X est globalement lipschitzien,ona T = + oo,

Démonstration. — Dans une premiére étape, on suppose le champ
X lipschitzien. On note A sa constante de Lipschitz.

Notations. — On notera JK, l'ensemble des convexes compacts
de R" dont S est une partie génératrice.

Si F est un compact de R", on notera conv,(F) le plus petit
élément de K | contenant F .

Pour tout t = 0, définissons l'application o, par :
g, : c,}Cs gcs
" (K— ¢,(K) = conv, (K) .
LEMME 2. — K étant fixé dans K, l'application :
t—> 0,(K)

est continue a droite en zéro. On a de plus les majorations :

dX,o,(K)) <pteM max | X(2)]
zE

max |X(2)| < max |X(z2)| (1 + Auter?)
zEat(K) z€K

(ou u est la constante dépendant de S défini dans le lemme 1, p. 77).

La démonstration de ce lemme est donnée en appendice p. 100.
Soit ¢ un réel positif et 7, une subdivision de [0, ¢].
T,:0=¢,<t <+ - <t, <t,,, =t.
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Posons pour K dans K :

s(t,m,,K) = °...° 0,

(X).

g 0
thel —1n th—ty L)

Soit 8, I’ensemble des subdivisions de [0, ¢]. Posons

S, K)= U s(t,m,,K).

m,E3,

LEMME 3. — Quelque soit K dans &K, et t positif ou nul,
S(t,K) est un élément de K. De plus, on a la majoration suivante :

d(K,S(t,K) < pute max 1 X ().
zE

La preuve de ce lemme est en appendice p. 100.
Il est clair que quels que soient ¢ et 7 positifs ou nuls, on a
S(t + 7,K) = S(¢, S(7,K)).
Ceci prouve que ’application
t—> S(t,K)

est localement lipschitzienne.
Soit en effet T>0 fixé et ¢, t' telsque 0<¢r<¢ <T.
Ona:

d(S(t,K),S(¢t',K)) =d(S(t' —t,S(¢,K)), S(¢,K))

S —DHper-9Y  max  |X(2)]
zeS(t,K)

< (¢ — t)perT max |X(2)| (1 + AuTerT) .
zeK

Posons maintenant :
K,=8(,0).

I1 est clair que la famille (K,),5, est la famille minimale invariante
de convexes engendrés par S telle que K, = C.

Le théoréme est donc démontré dans le cas ou X est globa-
lement lipschitzien. Si X est localement lipschitzien, il existe une
boule B(0,R) de R"” qui contient C car C est compact par
hypothése. Modifions le champ X 4 [I'extérieur de la boule
B(0,nR)(n = 2) de facon i le rendre lipschitzien et soit A la
constante de Lipschitz de ce nouveau champ. D’aprés ce qui précéde,
la famille S(z,C) est contenue dans B(0,nR) pour ¢ assez petit
donc vérifie le théoréme.
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Remarque. — En prenant n arbitrairement grand, on prouve
par ce procédé que lintervalle maximal de définition de S(z,C)
est un ouvert [0, T[ et que si T est fini, on a U K, non
bornée. osr<T

Il est faux que si le champ X est complet, T est égal @ + oo.
Contre exemple :

Soit le champ de vecteurs de R? défini par :

X(x.y) = {fﬂx)} T ()

ou ¢ est une applica-
tion C™ 4 valeurs
dans [0,1], & support
dans [—3;+ 3] nulle

en zéroet égala 1 sur

les intervalles [—2;—1] _73 _? -
et [1,2].

X est complet. En effet, il I’est 4 extérieur de la zone |x]| <3
et toute solution de I’équation différentielle ordinaire est constante
ou sort de la zone |x| <3 car on vérifie aisément que les régions
du type :

o e ——— .- - -
ot+--——--

><V

3

{x=20; —a<y<2Ax} a=z0 AZ0
et

{x<0; —a<y<-—Ax} a=0 AZ0
sont invariantes.

Soit C, un convexe contenant le rectangle {|x|<1:;0<y<1}
et soit (K,)o<;<t la famille minimale invariante et bornée telle que
K, coincide avec C,. On va voir que T est nécessairement inférieur
a 1. Supposons le contraire.

Regardons I'image par X, du point (1;y,) (yo =1).
Tant que |x| estinférieurda 2, ona:
x' =xy

y' =yt
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d’ou
)= —
x(1) .
Yo
)= ——— «
y() - 1y,
) 1
A l'instant t = —, onadonc:
2y,
x(t) =2
y(@®) = 2yo'

K, contenant le rectangle (Jx|<1,0<y<1), K1/2 étant
convexe et contenant X, 2 Xy), K, 2 contient le rectangle
(Ix]<1;0<y<2). En réitérant le procédé, on prouve que :

K, (1 )2 (1)" contient le rectangle (|x|<1; 0 <y <2").

—+{ = +e04

2 \2
Donc K; n’est pas borné. Ce qui prouve que nécessairement, T
est inférieur ou égala 1.

2. Résultats intermédiaires sur les familles de polyédres invariantes.

Notations. — Soit P, un polyédre convexe compact d’intérieur
non vide de R", fixé. Notons S la partie de S"~' minimale qui
engendre P, :

S={Vy,...,V,} V,es" i
On notera pour simplifier :
xX=y(V,;;P) i=1,...,p.
Quel que soit ¥y dans R?, on notera P(y) I’ensemble défini par :
P(y)={z€R";Vi=1,...,p,z.V;<y}.

On notera H;(y) et F;(y) I'hyperplan et la face d’appui de P(»)
relativea V;:

H,(»)={z€R",z.V, =y}
F,(0)=PO)NH,(»).
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PROPOSITION 2. — a) Soit y un élément de RP. Supposons
P(y) d’intérieur non vide. Alors, S est la partie génératrice mini-
male de P(y) si et seulement si quel que soit i =1,...,p, la face
F;(y) est d’intérieur non vide dans H;(y).

b) L'ensemble 0 des y de RP tels que P(y) soit d’intérieur
non vide et tels que S soit la partie génératrice de P(y) est un ouvert
contenant x, = (x{,...,x3).

c) Dans le cas ou P est un parallélogramme (ie. si p = 2n,
V,,...,V, est une base de R", V,.,=—V,), 0 est l'ouvert
défini

={y€RP;y, +y,,;>05i=1,...,n}.

d) 1l existe une constante u telle que, quels que soient y et
y dans 0, quel que soit i, la distance de F;(y) a F,(y) est ma-
joréepar ply — y|.

La démonstration de cette proposition est donnée dans [6].
Soit X un champ de vecteurs lipschitzien sur R” .

Définissons sur O le champ de vecteur X par ses composantes :

X,(r1,...,»,)= max X(2).V, i=1,...,p.
ZEP(y)
z.V;=y;

ProPOSITION 3. — Il existe un instant t,> 0 et une unique
application
t—> x(1)

définie sur [0, t,[ avaleursdans O telle que :

fit)
dt(

X (x(0)

x(0)

De plus, la famille (P(x(1)))g< ;< t0 est invariante et bornée.

X, .

Démonstration. — Pour prouver la premiére partie de la proposi-
tion, on va montrer que X est globalement lipschitzien sur I’ouvert 0.

Soient ¥y et ¥ deux pointsde 0. Ona :
X0)-X0)= max X(2).V; — _max_ X(2).V,.

z€F; (y) ZEF;(y)
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Soit z, dans F;(y) tel que X(z,).V; = max X(z).V;.

Quel que soit z dans F,(3), ona:

X, (») — X,(2) < [X(zo) = X(D)]. V; <Nlzo — 7|
et donc N N
X,(») — X,(7) <Nd(F,;(»); F, (7)) .

En appliquant la proposition 2d), on obtient :
X,(») - X, <Auly — ¥l
et finalement, en interchangeant y et y
1X,0) = XD <Auly - ¥I.
Le champ X est donc globalement lipschitzien sur 0, d’ou
I’existence de ¢, et x(f) vérifiant la conclusion de la proposition.

Montrons maintenant que la famille (P(x(#)))y<,< o est inva-
riante. Pour cela, on va encore approcher la famille P(x(¢)) :

Soit 7, fixé telque, 0 <71, < ¢,.

Il existe o> 0 tel que, quel que soit ¢ dans [0, 7,] la boule
de centre x(¢) et de rayon « soit incluse dans 0.

Il existe donc une solution du probléme :

(e (1) = Xx. (1)) +
dt = xe €

x.(0) = x,

qui est définie sur un intervalle maximal [0, ¢.[, et en choisissant €
assez petit, ona f, strictement supérieura 7, .

En effet, si ¢ appartienta [0,¢,[ N[0, 7,], ona:

Ix; — Xl

1 t
E1x_xe|'*’(t)<fo Ix = x,? (ndr +e [

t
0

g

i=1
d’ou pour € assez petit :
Ix — x> <per, e D70 <a?.
Montrons que la famille [P(x (£)],< ;< r, ©Stinvariante. Soit z
dans P(x_(#)) (0 <t <7y).
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Posons
ho = inf {h > 0;X, (2) §P(x. (¢ + h))},

et supposons ¢ + h, inférieura 7,.

Il est clair que X,,o(z) appartient & P(x. (¢t + hy)) et qu’il
existe i=1...p telque:
d dx,, ~
ar (X"o (2).V) = Tt-(t + hy) = Xj(x (t + hy)) + €
ton X,,o(z). Vi =x,(t + ho)
Xy, (2) appartienta F;(x (¢ + h,)) et

X (X (2)). V; = X (x (t + ho)) + €.

Ceci est impossible par définition de i,- .

La famille (P(x.(£)))y< < o est donc invariante. Par passage
a la limite sur €, ceci prouve que la famille (P(x(t)))o<,<ro Pest
également. Ceci étant vrai pour tout 7, dans [0, ¢,[, la proposition
est démontrée.

Remarques. — 11 est clair que la proposition est encore valable
sile champ X est supposé localement lipschitzien.

— Dans le cas ou X est globalement lipschitzien, on a vu que
X est globalement lipschitzien sur 0, donc la solution x(f) est
globalement bornée sur [0, 7,[ et posséde une limite en ¢, qu’on
notera x(t,). Par continuité la famille [P(x(#5))]o<,<,, est in-
variante, en particulier P(x(#,)) contient X,O(Po) et est donc d’inté-
rieur non vide et borné. Dans le cas ou P, est un parallélogramme,
I’ensemble 0 n’étant autre que I’ensemble de y de RP tels que
P(y) soit d’intérieur non vide, x(¢,) appartient donc & 0. Ceci
prouve que l’intervalle maximal de définition de x(#) est dans ce
cas [0, + oo[ tout entier.

3. Dérivabilité a droite de la famille minimale.
On est maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 3. — La famille minimale (K,),<,<1 construite
dans le premier paragraphe a des fonctions d’appui localement lips-
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chitziennes, dérivables d droite en tout point et leurs dérivées d droite
sont solution du systéme :

d+w(V'K)— X(z).V VeES

z.V=y(ViK,)

Démonstration. — Remarquons que I’hypothése d’invariance de
la famille (K,),,, entraine, pour tout V dans S, I'inégalité :

V;K —yY(V:K
lim v( ren) = V( ) > max X(z).V.
n>0 h zEK,

z.V=|p(V;Kt)

En effet, soit z un pointde K, telque z.V = y(V;K,).
X, (z) appartenanta K,,,, ona:
Xh(Z). V< W(V;Kt+h)
d’ou
X,(2).V—-z.V < V(V;K,,,) — ¥ (V;K) .
h h

On en déduit I’inégalité souhaitée par passage i la limite.

Montrons I'inégalité

— W(V,K,,,) — ¥(V,K
lim YV, Kean) = UC t) < max X(z).V.
h>o0 h z€K,

2.V=y (V,Kp)

Pour cela, on va utiliser le lemme suivant (démontré dans [6]).

LEMME 4. — Quels que soient t =20, € >0 et V dans S, il
existe un polygone compact P¢ tel que S soit une partie génératrice
de P¢ etque:

K,CP*
Y(V;P) =y (V;K)
{z€P*;z.V=y(V;K)}C{z€K,;z.V = yY(V;K,)} +B(0,¢)
{z€P°;z.V = Y(V;K,)} d’intérieur relativement non vide.
Soit {V,... Vp} la partie génératrice minimale de Pe(ViES"—l).

La derniére propriété de (P€) décrite dans le lemme entraine que V
appartienta {V,...V,}. Posons V=V, .
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Soit (P(x(h))o<n< no la famille construite comme a la propo-
sition 3 :

dx >
ar (h) = X(x(h))
x(0) = [Y(V ;P UV, PI)].

Cette famille est invariante sur [0, &, [; la famille (K,,,),5, étant
par hypothése la plus petite famille invariante telle que S engendre
chaque K,,, et qui contienne K, pour # = 0, on a, quel que soit
h dans [0, A, :
K,+n CP(x(R))

donc en particulier :

YV K ) < UV P () = x,(h).

Comme Y (V;K,) estégala x,(0), ona aussi:
VViKu) = Y(ViK) X, (B) — x,(0)
h h

d’ou par passage 4 la limite :

V(V:K, ) — v(V;K)

im <X, (x(0)).
h>0 h
Mais par définition, on a :
X, (x(0) = max X(z).V
zeP€
2.V =y (V;PF)

et donc, en notant A la constante de Lipschitz de X sur K, + B(,1),

X, (x(0)< max  X(z).V + he.
z€K
z.V=w(\;;K,)

Ceci étant vrai quel que soit € > 0, on a finalement :

- : —yY(V;K
lim YViKeen) — ¥C ) < max X(z).V
h>o0 h z€K

z.V=y (ViKp)

d’ou, en regroupant ce résultat avec la premiére remarque de la dé-
monstration,
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ViK,..,)—¥(V;
lim VOV iKen) = WVERY max X(z).V

h>0 h z€K,
2. V=y(V:K,)

le théoréme est donc prouvé.

4. Remarques sur la réciproque du théoréme 3.

Il est intéressant de savoir si ’on peut caractériser les familles
de convexes invariantes par des inégalités sur leurs fonctions d’appui
du type de celle obtenue dans le théoréme. On va voir que c’est le
cas lorsqu’on prend pour convexes des parallélogrammes, mais pas
dans le cas général. Il faudrait donc introduire une notion de dérivée
d’applications a valeurs convexes plus fine que celle associée aux
fonctions d’appui pour exprimer l'invariance des familles convexes.
Cependant, l'intérét pratique serait limité vu que sur des exemples,
il est déja souvent plus facile de trouver une famille de convexes in-
variante que de calculer les fonctions d’appui associées.

Cas des parallélogrammes.

Soit C, un parallélogramme et S sa partie génératrice mini-
male. Soit (P,)o<,<7 une famille bornée de parallélogrammes en-
gendrés par S, telle que P, contienne C,. On a le résultat suivant :

PROPOSITION 4. — i) La famille (P,),<,<r est invariante si et
seulement si, quel que soit V dans S ona:

VP —y(V;P
im YV P ZVVER) S XV
A>0 h zEP,

—o z.V=y(V;P,)

ii) La famille minimale invariante (P,)y<,5 telle que P, = C,
est l'unique famille de parallélogrammes dont les fonctions d’appui
vérifient :

d+\lz —
: = X(z).V
ar (VP %%3: (2)
z.V=y(V;P,)

Y(V; Py = ¥(V;GCy).

De plus les fonctions d’appui sont dérivables sur [0, TI.



94 C.REDER

Preuve. — On a prouvé la partie directe du (i) dans la démons-
tration du théoréme. Pour montrer la réciproque, on fixe ¢, dans
[0, T[ et on pose pour tout ¢ dans [0, ¢,] :

P; =P, (S, ee(* 1)

ou A est la constante de Lipschitz de X sur U P,+ B(0,]).
0<1<1,

On montre aisément que si € est assez petit, P; est inclus dans
P, + B(0,1) et qu’alors, quel que soit V dans S et ¢ dans [0,¢,[,
on a I'inégalité

i Y(V;Pr,,) — v(VP) >

h>0 h
h—0

€+ max X(z).V.
zEPf
z.V=y(V;:PFf)

Par un raisonnement analogue i celui de la démonstration de
la proposition 3 (p. 88), on prouve que la famille (P}),<,< t est
invariante et qu’il en est donc de méme de la famille (P,)q<,c1 -

La partie (ii) de la proposition est une conséquence immédiate
du théoréme 2 pour le sens direct, du (i) et de la proposition 3 pour
la réciproque.

Cas ou S contient un sous-espace de dimension supérieure a 1.

Soit (K,)o<;<t une famille bornée de convexes engendrées
par S. Il est encore vrai que si la famille est invariante, ses fonctions
d’appui vérifient :

V;K —Yy(V;K
lim v( r+n) — V( ) >  max X(z2).V

h>0 h z€K,
z.V=y(ViKy) veSs;te[0,T].
Par contre, la réciproque est fausse.

CONTRE-EXEMPLE., —
Soit dans R? le champ X défini par : v

0
X(x;y) = [_xy}- (1,e7
Soit  (K,);»o la famille de K
convexes telle que K, soit le triangle 1 e

de sommets (0,0), (1,0), (1,e7%). (00) (10) x
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Quelle que soit la direction V, la fonction d’appui Y(V;K,)
est dérivable a droite, dérivable sauf éventuellement en un point et
vérifie .

(:;lp (V;K)) = ;neal)ét X(2).V
2. V=y(ViKp)
et cependant, la famille (K,) n’est pas invariante.

Calculons ¥ (V;K,).

Posons V = (v,,v,). Trois cas sont & envisager

eSiv,=20 et V.(l,e7)=0
Y(V;K)=(01,e ). V=y, +e v,

eSiv, <0 et v, 20
Y(V;K,)=(1,0).V=0v,

eSiv, <0 et V.(1,e7H)<O0
Y(V;K,)=1(0,0.V=0.

+

On en déduit la valeur de dtw (V;K,):
eSi v,>0 et V.(1,e7H)>0
d'y
2 (V3K =—e v,
d+
. dtw (V;K,)=0 sinon.

De plus, ¥ (V;K,) est dérivable saufsi V.(1,e"7) =0.

On vérifie immédiatement qu'on a :

d+
?(V;K,)= max X(z).V, VES, t€[0,+oo[.
dt z€K,
z.V=y(V:K,)
Maisona:

X, (Ky) = {(x,»);0<x<1, 0<y<xe ™™}

et il est clair que K, ne contient pas X,(K,).
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Remarque. — On peut se demander si la non-invariance de cette
famille (K,) n’est pas due au fait que la frontiére des convexes K,
n’est pas de classe C'. Ce n’est pas le cas : donnons sans démons-
tration un autre contre-exemple : Soit X le champ de vecteurs défini

sur R? par:
0
X(x,y)= l:—xzy} )

Soit K, un convexe a frontiére C™ pouvant étre défini par :

Ko ={(x,y);—a<x<1+8, b(x) <y <a(x)}

e
max  b(x)< min  a(x) 1+8 x
xE€E[—a;1+8] x€ [—a3148]

ou

a(x)=x si x€[0,1] y?
a strictement convexe : !
sur J1;1+ B[ et D : !
] —« 5 0[ 0!k | :
b concave et stricte- ' !
ment négative —Q b
1
|
]
+

+t-=

0<a<1;8>0.

H+++++++++ +

b(x)

Soit K, le convexe défini par :
K,={(x,y);—a<x<1+8; b(x)<y<e'a(x)}.

On peut vérifier que quel que soit la direction V, ona:

'y (V:K) = max X(2).V
dt P = zEKr ’
2.V=y(V;iK,)

et cependant, la famille (K,),5, n’est pas invariante car 'image
par X, du segment {0<x<1;y =Xx} n’est toujours pas inclus
dans K, .

Pour clore ce paragraphe, donnons un exemple qui prouve qu’en
général, une famille minimale invariante n’a pas ses fonctions d’appui
dérivables en tout point :

Soit dans R? le champ de vecteurs défini en coordonnées po-
laires par :
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o _,
dt
dp
= 1-— .
ar p(l —p)

Soit K, le convexe défini en coordonnées polaires par :

(p.0): —— <6<0; o<p<1§.

K, = "

Il est clair que la famille minimale invariante (K,),5, telle
que K, = K, est définie par:

K,=%(p,0),—%+t<0<t, 0<p<1);.
Soit V levecteur (—1,0).

. si 0<t<-12£, ona Y(V:K,) =0
. Si %<t<1r, ona Y(V;K,) = —cost.

T
La dérivée a gauche en — est donc nulle tandis que la dérivée
a droite est égalea 1.

CONCLUSION

Les résultats du dernier chapitre nous permettent de comparer le
théoréme 1 avec les résultats de [3] et [5] qui concernent les familles de
rectangles invariantes pour I’équation de diffusion-réaction (EDR). En
utilisant la proposition 4 (p. 93), on obtient la méme condition suffi-
fisante d’invariance que celle obtenue dans [5], la condition suffi-
sante donnée dans [3], étant plus forte.

Il semble cependant intéressant d’exprimer la condition suffi-
sante d’invariance pour I’(EDR) en termes de “familles de convexes
invariantes”, et surtout dans le cas ou il existe des sous-espaces propres
de A de dimension plus grande que 1. En effet on a vu que dans
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ce cas, (chapitre III § 4) il n’existe pas d’expression ‘“‘duale” de I’in-
variance en termes de fonctions d’appui, mais qu’il est pourtant pos-
sible de trouver directement des familles invariantes (voir ’exemple II

§ 1.

La question de la minimalité des hypothéses du théoréme 1
se pose. En effet on a vu que si (K,)g<,<r est une famille inva-
riante vérifiant les hypothéses du théoréme 1, toute solution de
I'(EDR) prenant 4 I’instant zéro ses valeurs dans K, est définie sur
Pintervalle du temps [0, T[, au moins. Mais il est clair que le théo-

réme ne prouve pas que si U K, n’est pas bornée, il existe une
0<1t<T

solution de ’EDR prenant ses valeurs dans K, & l'instant zéro explo-
sant en un temps fini supérieur ou égal 4 T. La meilleure “réciproque”
du théoréme que l'on pourrait espérer est que, si (K,)g<,<1 est
une famille minimale vérifiant les hypothéses du théoréme, quel que
soit ¢ dans [0, T[ et z un pointdu bord de K,, il existe une donnée
initiale U, dans K, et x dans Q tels que, si U est la solution de
I'(EDR) associée a U,, on ait U(x, ) égal a z. Cependant, méme
si ce résultat était vrai, il n’entrainerait pas I’existence d’une solution
explosant en temps fini, dans le cas ou 0<l;J<T K, est non bornée,

mais seulement que les solutions de I'(EDR) prenant leurs valeurs
dans K, a linstant zéro n’ont pas de borne commune sur [0, T[.

APPENDICE

1. Preuve de I’existence et de la régularité de la solution de I'(EDR).

— On se raméne tout d’abord au casou A est diagonale :
Soit P une matrice telle que D = P~! AP soit diagonale.
Posons Y=P ! oXoP et P'U=V,
On cherche une solution du probléme :

V' = DAV + Y(V)

V(x,0) = Vy(x)

ou Y est lipschitzien, V, est dans C***(Q)(0 <a<1) tel que
v,

Ml

(EDR)’




FAMILLES DE CONVEXES INVARIANTES 99

— Utilisons par exemple une méthode de point fixe.
Posons: V,(x, 1) = V,(x)

et soit V, ., lasolutionde

’
vn+l

—DAV,,, = X(V,)

oV
Vi (x,0) = vo(x);—a—";‘—= 0.

En utilisant le théoréme 5-3 p.320 de [4], on montre que si
V, appartient a C2**'*®2 (Q x [0,T]), il appartient en parti-
culier 4 C**? (8 x [0,T]); il en est de méme pour XV,), X
étant lipschitzien et donc V,,, appartienta C>**'**2 (Q x [0, T)).

De plus, toujours d’aprés le méme résultat, il existe une constante
C, telle que pour tout T inférieur ou égal & 1, et pour tout n»
positif,

Vil < G IX(V,)I

c2+ail+ /28y (0,T]) ce/2(Gx[0,T]) + | Vo lc2+a(ﬁ)]:

Or
I XVl aar2 @x[0,T]) S IXO+ NMValoaarz @

ou A estla constante de Lipschitzde Y, et

< 8
IVn ICOt,l![2 (ﬁX[O,T]) = lVo lCl(S_)) + T Ivn IC2+°‘;1+°‘/2(§X[0,T]

a 1+« )
27 2

Choisissons T tel que C, AT <1.

Les normes C2**'**/2 (Q x [0,T]) des V, sont alors bornées,

donc une sous-suite des V, converge dans C*1(Q x [0,T]) vers
une solution V de I'(EDR)’.

T ne dépendant pas des données initiales, on peut réitérer cette
construction et ainsi prouver I’existence globale en temps et la régu-
larité voulue de la solution. On déduit également de ce résultat ’exis-
tence locale et la régularité de la solution de I’(EDR) dans le cas ou
X est localement lipschitzien.

01‘16=min(1—
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2. Démonstration du lemme 2 (p. 84).
LEMME 2. — Soit K fixé dans K. Alors, l'application :
t— 0,(K)
est continue d droite en zéro et on a les majorations :
d(K, 0,(K)) < putet max | X(2)]

max | X(z)] < max |X(2)]| (1 + Auter).
z€04(K) z€K

Preuve. — Soit z un ¢élément de K; X,(z) appartenant & 0,(K),
ona:

d(z,0,(K)) <|z - X, (K)| < teM mea§ 1X(2)|
et donc :

max d(z, 0,(K)) < te* max |X(2)|.
z€K z€K

Mais on tire également de la premiére inégalité I'inclusion sui-
vante :

X (K)CK + B(0, teM mal)(( 1X(2))).
ze

Or il est clair qu’on a linclusion suivante (avec les notations
dulemme 1) :

K + B (0, teM max |X(z)] CK(S;zeM max |X(2)))
z€K z€K
le convexe de droite étant lui-méme inclus, d’aprés le lemme 1, dans :
K + B(0;ute™ max |X(2)]);
zekK
on obtient donc finalement :

d(K, 0,(K)) <puteM max 1X(2)].

La relation
max |X(z)] < max |X(2)] (1 + Auter)
z€ g,(K) zekK

s’en déduit immédiatement.

3. Démonstration du lemme 3 (p. 85).

LEMME 3. — Quel que soit K dans K, et t positif ou nul,
S(t,K) est un élément de K. De plus, on a la majoration suivante :
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d(K, S(t,K)) < uteM max 1X(2)].

Preuve. — Remarquons tout d’abord que si 7, et 7, sont deux
subdivisions de [0, ¢], on al'inclusion :

s(t,n, K)Us(t, 7w, ,K)Cs(e,m,Um,, K).

L’ensemble S(z,K) est donc un convexe, fermé par construction,
dont S est une partie génératrice.

Il ne reste qu’ad prouver I'inégalité du lemme (qui entraine en
particulier la compacité de S(¢, K)):

Soit m, unélémentde S, :
ty=0<t, < - <t,<t,, =t.

Posons,pour j=1...n+1:

d;=d(o, =t 0.~ —fo(K) a 142 _,O(K))

Ona:

n+1
d(s(t,n,,K);K) < }_ d; .

j=1

Mais d’aprés le lemme 2,

d; < u(t - ti_l)e}\(t"_"."l)txj_l
ou
®;_, = max 1X(2)].

ont] l-tj—2 R °°’1—‘0 (K)
De plus, on sait que :

o <a_ (1+Au(t; —t;_pe

. . A=t _ 1)
Soit m le maximum de e '/ /!

a alors

, J variant de 1 4 n. On

o < ai_l(l + m)\u(ti — ti_l))
d’ou
o < o MMt
On en déduit I’inégalité :
d(s(t,m,,K);K) <mtperrm? max 1X(2)].

Par construction, o,(K) est inclusdans s(¢,K) et donc, d’aprés
le lemme 2,
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max d(z, s(t,K)) <d(K,0,(K)) < pteM max 1X(2)].

D’autre part, la famille {s(¢,w,,K);w, €S,} étant inductive
par rapport & 8,, quel que soit z dans s(¢,7,,K), ona:

d(z,K)< inf d(s(t;7 ;K);K)
'ﬁtEst
ntcﬁt

et donc, quel que soit m >1 :
d(z,K) < pmterrm? max 1X(2)].
On en déduit :
d(s(t,m,,K);K) < uteM max 1X(2)].

Le terme de droite ne dépendant pas de m,, on a donc aussi

d(s(t,K);K) < utert max 1X(2)].
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