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DEFORMATIONS D’ ALGEBRES
ASSOCIEES A UNE VARIETE SYMPLECTIQUE
(LES *,-PRODUITS)

par André LICHNEROWICZ

A la mémoire de Jacques Vey qui, dans ce domaine,
joua le réle de pionnier.

INTRODUCTION

Depuis quelques années, je me suis intéressé 4 I’analyse des dé-
rivations et déformations de ce qu’on peut nommer les algébres de Lie
infinies classiques. En 1974 [1] en collaboration avec M. Flato et
D. Sternheimer, j’ai étudié les déformations 1-différentielles de I’al-
gebre de Lie de Poisson d’une variété symplectique (W, F) et montré
leurs rapports avec la cohomologie de G. de Rham de la variété. En
1975, dans un article fondamental [2], Jacques Vey a jeté les fon-
dements de 1’étude des déformations de I’algébre associative définie
par le produit usuel des fonctions et il a établi, & partir de résultats
de Gelfand-Fuks, I’existence, sur les variétés symplectiques 4 troi-
sitme nombre de Betti 5,(W) nul, d’une classe importante de dé-
formations de I’algébre de Lie de Poisson. Ce sont les déformations
de cette classe que j’ai nommées algébres de Lie de Vey. Le proto-
type de ces déformations est fourni, dans le cas d’une variété sym-
plectique plate, par un crochet qui n’est autre que celui introduit en
1949 par Moyal [3] dans le contexte de la quantification de Hermann
Weyl-Wigner. Dans un long article [4], Bayen, Flato, Fronsdal,
Sternheimer et moi-méme ont montré comment les *,-produits et
les crochets qu’ils définissent fournissent une approche invariante
de la mécanique quantique. Depuis lors, la théorie a été développée
par différents auteurs (notamment Michel Cahen, S. Gutt, Arnal,
Cortet, O.M. Neroslavsky et A.T. Vlassov) et nous-mémes.
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L’esprit du présent article est purement cohomologique et géo-
métrique. Il est divisé en trois parties. Aprés avoir rappelé les fon-
dements de la théorie et les principales propriétés des x,-produits, on
établit dans la partie I un théoréme concernant I’équivalence des
=,-produits et celle des algébres de Lie qu’ils engendrent (§ 5) et
on développe la notion de =*,-produit de Vey (§ 8), tout #*, -produit
étant équivalent 4 un *,-produit de Vey.

La partie II est consacrée a I’existence et a4 I’équivalence de
*,-produits éventuellement généralisés. On établit, dans le cas ou
b,(W) =0, le théoréme général d’existence des x,-produits. On
introduit d’autre part la notion de #,-produit faible et on carac-
térise les algébres de Lie engendrées & partir d’un =*,-produit faible
par antisymétrisation : ce sont, & une équivalence prés, les algébres
de Lie de Vey (§ 16).

Dans la partie III, on suppose qu’il existe un groupe de Lie G
opérant par symplectomorphismes sur la variété symplectique (W, F);
si (W,F) admet une connexion linéaire G-invariante, elle admet
une connexion symplectique G-invariante. Si G est compact connexe
et si (W,F) admet un =*,-produit, il existe sur (W,F) des x,-
produits de Vey G-invariants. Si deux tels #,-produits G-invariants
sont équivalents, ils sont invariantivement équivalents. Ce résultat
s’applique immédiatement 4 un espace homopgeéne symplectique. Il
permet I'étude de =, -produits de Vey G-invariants définis sur le
fibré cotangent T*(G/H) d’un espace homogéne G/H. Le cas du
groupe T*G défini par le fibré cotangent d’un groupe de Lie connexe
compact G est analysé en détail.

Certains des résultats dont on trouvera ici, pour la premiére
fois, des démonstrations détaillées ont été signalés ailleurs.

I. NOTION DE x,-PRODUIT ET PRINCIPALES PROPRIETES

1. Algébres associées a une variété symplectique.

a) Soit W une variété différentiable connexe, paracompacte,
de dimension paire 2n et classe C”. Tous les éléments introduits
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sont supposés C~ et nous posons pour abréger N = C*(W;R).
Nous désignons par b, (W) le ki®me nombre de Betti de W pour
la cohomologie de G de Rham a supports non restreints.

Une structure symplectique est définie sur W par une 2-forme fer-
mée F (dF =0) partout derang 2n. Nous notons u: TW— T*W
Iisomorphisme de fibrés vectoriels donné par u(X)=—iX)F,
ou i(.) désigne le produit intérieur ; cet isomorphisme s’étend natu-
rellement aux tenseurs. La structure symplectique peut aussi étre
définie par le 2-tenseur (contravariant antisymétrique) A = u~!(F),
vérifiant [A, A] = 0 au sens du crochet de Schouten [14].

Un champ de vecteurs symplectique est un champ de vecteurs
X tel que LX)F =0 (o0 £ est la dérivation de Lie); c’est un
automorphisme infinitésimal de la structure. Pour que X soit sym-
plectique, il faut et il suffit que la 1-forme wu(X) soit fermée. Nous
notons L [Ialgébre de Lie (de dimension infinie) définie par les
champs de vecteurs symplectiques.Si X,YEL, ona:

w(X, YD) = d i(A) (1(X) A u(Y)). 1.1

Soit L* 1le sous-espace de L défini par les images inverses des 1-
formes exactes (X, = p~!(du); u €N). Un élément de L* est
un champ de vecteurs hamiltonien. Considérons 'idéal dérivé [L, L]
de L: chaque élément de [L,L] est somme finie de crochets
d’éléments de L. On a établi que [L,L] =L* et on voit natu-
rellement que dim.L/L* = b,(W). Nous sommes conduits 4 intro-
duire sur N le crochet de Poisson :

{u,v} =i(A) (du rndv) = LX,)v =P(u,v) (1.2)

ou lopérateur de Poisson P est un opérateur bidifférentiel d’ordre
1 en chaque argument, nul sur les constantes. On sait que P définit
sur N une structure d’algébre de Lie et (N,P) est appelée I’algebre
de Lie de Poisson de la variété (W, F). Comme X{u,u} =[X,,X,]
on a un homomorphisme naturel de (N, P) sur L*.

b) Un champ de vecteurs conformément symplectique est un champ
de vecteurs X tel que (LX) + kX)) F =0 (ou kX)ER). Nous
notons L°¢ [I’algébre de Lie des champs de vecteurs conformément
symplectiques. Si F n'est pas exacte (en particulier si W est
compacte), on a L°=1L; si F est exacte, on a dim.L¢/L =1
et [L°,L°] = L [7]. Avez et moi-méme avons établi [8] :
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THEOREME. — Toute dérivation D de lalgébre de Lie L (resp.
L*) est donnée par D: X — [Z,X], ou Z ELF; toute dérivation
de L° estintérieure.

En ce qui concerne lalgébre de Lie de Poisson, la situation est
plus compliquée. On a :

THEOREME. —

1) Si (W,F) est non compacte, toute dérivation de (N, P)
est donnée par Du = (£(X) + k(X))u ou XEL°.

2) Si (W,F) est compacte, toute dérivation de (N,P) est
donnée par Du = LX)u + k NuF" ou XEL et kER.

3) Dans tous les cas, les dérivations de (N,P) nulles sur les
constantes sont données par Du = L(X)u, ou XEL.

c) L’espace N est naturellement muni de deux structures al-
gébriques : une structure d’algebre associative (en outre commuta-
tive) donnée par le produit usuel des fonctions et une structure
d’algébre de Lie donnée par le crochet de Poisson. Il est naturel
d’étudier s’il est possible de déformer d’une manieére cohérente ces
deux lois algébriques. De telles déformations jouent un réle impor-
tant dans une approche invariante de la Mécanique quantique [4].

2. Notion de *,-produit.

a) Soit E(N;v) l’espace des fonctions formelles en v E€R
a coefficients dans N ;v est appelé le parameétre de déformation.
Une déformation différentielle formelle de ’algébre associative (N, -)
est donnée par une application bilinéaire N x N—> E(N; ») décrite
par la série formelle :

u*vv=2V’C,(u,v)=u.v+iV’Cr(u,U) 2.1)

r=0 r=1

qui vérifie formellement I’identité d’associativité :
wx,v)*x, w=ux*, (v+,w) (u,v,w€EN). 2.2)

Les C,(r=1) sont ici des applications bilinéaires différentiables
C,: NxN—> N; (2.1) définit sur E(N;») une structure d’algébre
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associative qui est dite une algébre associative formelle obtenue par

déformation. Nous n’envisageons ici que des déformations associa-

tives de la forme i
ux,v=u.v+vPu,v)+ Y vC(u,v) 2.3)

r=2

oules C, satisfont I’hypothése suivante :

Hypothése de parité. — C, est paire en u ,v pour r pair, impaire
en u,v pour r impair.

S’il en est ainsi et si les C, sont nulles sur les constantes, nous
dirons que (2.3) définit un =,-produit sur (W,F). On a alors :

U v=0v*u ux,1=1x,u=u. 2.4

b) De méme, une déformation différentielle formelle de I’al-
gébre de Lie de Poisson (N,P) est donnée par une application bi-
linéaire alternée N xN——> E(N;A), ou AER est le paramétre
de déformation, soit

[u,vly = 2 NCpyy(u,v) =Pu,v) + X N Cypyylu,v) (2.5)

r=0 r=1
qui vérifie formellement I'identité de Jacobi. Les C,,,, (r = 1) sont
des applications bilinéaires différentiables alternées de N x N—> N;
(2.5) définit sur E(N; A) une structure d’algébre de Lie qui est dite
une algébre de Lie formelle obtenue par déformation de l’algébre
de Lie de Poisson. Nous n’envisageons ici que des algébres de Lie
formelles telles que C,,,, soit nulle sur les constantes pour r = 0.

Un =*,-produit (2.3) donne naissance par antisymétrisation
4 une algebre de Lie formelle (2.5) satisfaisant I’hypothése précé-
dente, avec, pour A = p?:

[u,v], = Qv)" ' (u*,v —v=*,u). 2.6)

3. Cohomologie de Hochschild et déformations associatives.

Rappelons et adaptons les éléments principaux de la théorie
de Gerstenhaber [9] concernant les déformations des structures
algébriques, en particulier des algébres associatives.

a) Soit W une variété différentiable arbitraire et

(N=C"(W;R),-)
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Palgébre associative définie par le produit usuel des fonctions. Nous
raisonnons sur cette algébre. Dérivations et déformations procédent
d’une méme cohomologie que nous appelons conventionnellement
cohomologie de Hochschild de (N,.-). Une p-cochaine de (N, -)
est une application p-linéaire de N” dans N. Le cobord de
Hochschild de la p-cochaine C est la (p + 1)-cochaine ?C définie
par :

3C(u°,..., u,) =ug Cluy,...,u,) — Cluguy,uy,...,u,)
+ Clug, uytty ... u,) + (=1 Clug, uy,...,u, yu,)
+ (1P Clug,s. s u,_y)u, . (3.1)

L’associativité implique 22 =0 pour p =1. Un l<cocyclede (N,.)
est une dérivation de I’algébre, c’est-d-dire un champ de vecteurs.

Une p-cochaine est dite d-différentielle (d = 0) si elle est
définie par un opérateur multidifférentiel d’ordre maximum d en
chaque argument. Si T est un endomorphisme de N (l-cochaine)
qui est (d + 1)différentiel, T est d-différentiel. On montre [10]
qu’inversement ona :

EROPOSXTION. — 8Si T est un endomorphisme de N tel que
C =0T soit d-différentielle (d=0), T est luiméme (d+ 1)-
différentiel.

On note que si T est nulle sur les constantes, il en est de
méme pour T. Nous désignons par HP (N ;N) le p® espace de coho-
mologie de Hochschild pour le complexe défini par les cochaines
différentielles ; J. Vey a établi au moyen de résultats de Gelfand et
Fuks le théoréme suivant [2].

THEOREME (Vey). — HP (N ; N) est isomorphe a l'espace des p-
tenseurs contravariants antisymétriques de la variété W .

Un tel tenseur définit un opérateur multidifférentiel antisymé-
trique, d’ordre 1 en chaque argument, avec lequel il peut étre iden-
tifié. L’énoncé de Vey peut étre vérifié par des moyens élémentaires
danslescas p = 2 et p = 3 qui importent seuls ici.

b) Considérons une application bilinéaire quelconque (3.1)
de NxN dans E(N;»); onapour u,v,w €EN:

o0

(W, )%, w—u*@* w) =), v'ﬁ,(u,v,w) (3.2)
t=1
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ol ﬁ, est la 3-cochaine :

5,(u ,v,w)= Y (C(Cy(u,v), w) — C,(u,Cy(v, w)) (r,s=>0).
r+s=t (3 3)
Nous sommes conduits 4 poser :

E,(u,v, w)= Y (C(Cy(u,v), w)—C.(u,Cy(v, w))(r,s=1)
rts=t (3.9)
et nous avons ’identité :

Si (2.1) est limité & 'ordre g, on a une déformation d’ordre ¢ si
la relation d’associativité est satisfaite 4 ’'ordre (¢ + 1) prés. S’il en est
ainsi, Eq+l est automatiquement un 3-cocycle de (N .). Pour qu’on
puisse trouver une 2-<cochaine C,, telle que Eq+1 va+l =0,
il faut et il suffit que Eq+ , soit exact. Ainsi Eq+l définit une classe
de cohomologie, élément de ig (N ;N), qui est l’obstruction a l'ordre
(q + 1) ala construction d’une déformation.

Une déformation d’ordre 1 est dite une déformation infinité-
simale. On a El = 0 et ainsi seulement ECI =0; C, est un 2-
cocycle de (N,.). Sur une variété symplectique (W,A), P cor-
respondant au 2-tenseur A est un 2-cocycle de Hochschild qui est
non exact ; c’est pourquoi nous avons pu prendre C, = P dans (2.3).

c) Considérons une série formelle en »
T, = 2 T, =1d + Y »*T, (3.5)
s= s=1
ou les T (s = 1) sont des endomorphismes de N; T, opére natu-

rellement sur E(N; »). Considérons une autre application bilinéaire
N x N—> E(N; ») correspondant a la série formelle :

us,v=uv+ Y v Clu,v) 3.6)

r=1
ou les C,' sont encore des 2-cochaines différentielles. Supposons
que (3.5), (3.6) soient telles qu’on ait formellement I'identité :

T,(u*,v)=T,ux* T,v. 3.7
Cette identité peut se traduire par :

CI—C,+G,=03T, (t=1,2,...) (3.8)
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ou I’on a posé 61 =0 et:
Gu,v)= X T,Clu,v)— 2 Tu,Tyv— % (C(T,u,v)

r+s=t s+s=t r+s=t
+C(u, T,v)— 2 C(T,u,Tyv)y  (3.9)
r+s+s'=t
avec r,s,s' 2 1. On note qu’il résulte de la proposition du a) que
les T,(s=1) sont nécessairement des opérateurs différentiels. A
partir de formules universelles, on établit par récurrence :

PROPOSITION. — La déformation associative (2.1) étant donnée,
toute série formelle (3.5), ou les T,(s = 1) sont des opérateurs dif-
férentiels, engendre une application bilinéaire unique (3.6) vérifiant
(3.7); cette application est une nouvelle déformation associative
qui est dite équivalente d (2.1). En particulier une déformation est
dite triviale si elle est équivalente a la déformation identité (C, = 0
pour r=1).

Nous traduisons (3.7) en disant que T, transforme =, en

14
*,. Si deux deformatlons sont équivalentes a4 l'ordre g,
(Cq+1 - Coiy T Gq +1) est automatiquement un 2-cocycle. Sa classe
de cohomologie, élément de H? (N; N) est l'obstruction a l’équiva-
lence a l'ordre (q +1). En particulier deux déformations infini-
tésimales définies respectivement par les 2-cocycles C; et C; sont
équivalentes si et seulement si (C; — C,) est exact. S’il y a équiva-

lence entre #,-produits, les T (s = 1) sont nuls sur les constantes.

4. Cohomologie de Chevalley et déformation d’algébres de Lie.

a) D’une maniére symétrique, dérivations et déformations d’une
algebre de Lie procédent d’une méme cohomologie, la cohomologie
de l’algébre de Lie a valeur dans P’algébre méme et correspondant
a la représentation adjointe ; nous ’appelons cohomologie de Chevalley
de I'algébre de Lie.

Soit (W, F) une variété symplectique et (N,P) son algébre
de Poisson. Une p-cochaine de (N,P) est une application p-linéaire
alternée de NP dans N, les Ocochaines s’identifiant aux éléments
de N. Le cobord de Chevalley de la p-cochaine C estla (p + 1)
cochaine 9C donnée par
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A 1
0C(uy .- 4p) = e)(\)(.)..p ? (;' {u\) s Cluy 5- e uxp)}
1
J— mc({uko,u)\l}gukz,n-o, u)\p)) (4.1)

ol u, €EN et o € est I'indicateur antisymétrique de Kronecker.
Un l-cocycle de (N,P) est une dérivation, un 1-cocycle exact une
dérivation intérieure. En ce qui concerne le caractére d-différentiel
d’une cochaine C, on a une définition semblable 4 celle concer-
nant le complexe de Hochschild, mais on suppose d =1; si C est
différentielle, 0C est aussi d-différentielle. On a inversement la
proposition suivante [1] :

ProPOSITION. — Si C est un 2-cocycle d-différentiel (d =1)
et exact de (N,P), il existe un opérateur différentiel T d’ordre
d tel que C = 0oT.

b) La cohomologie de Chevalley joue exactement le méme
réle pour les déformations d’algébre de Lie que la cohomologie de
Hochschild pour les déformations d’algébres associatives. Consi-
dérons une application bilinéaire alternée N x N——> E(N ; A) donnée
par :

[u,v], = P(u,v) + 2 N'B,(u,v) 4.2)
r=1
ou les B, sont des 2-cochaines différentielles de Chevalley. On a
pour u,v,wEN:
S[[u, v]y, wly = X, N'D,(u, v, w) 4.3)
t=1
ol S est la sommation aprés permutation circulaire et ou D, est
la 3<cochaine
D,(u,v,w)= Y, SB,B,(u,v),w) (r,s=>0). (4.4)

r+s=t
Si’on pose :

E,(u,v,w)= 2, SB®B,(u,v),w) (r,s=>1) (4.5)
r+s=t
on a l'identité

D,=E, — 0B

et des considérations semblables a4 celles de (§ 3.b) sont valables. De
méme considérons la série formelle en A

t
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T, =1d + Z NT, 4.6)
s=1
ou les T,(s = 1) sont des opérateurs différentiels. Considérons une
application alternée N x N—— E(N ;) donnée par :

[u,v] =Pu,v)+ 3 NB!(u,v) “.7)

r=1
ol les B, sont encore des 2-cochaines différentielles. Supposons
qu’il existe T, telque :

Tylu, vl = [Thu, Tyv], - (4.8)
Cette identité peut se traduire par :
B:—B,+G,=6T, t=(,2,...) “4.9)

oul'onaposé G, =0 et

G,(u,v)= Y T,Bl(u,v)— Y, {T,u,T,v}

r+s=t s+s'=t (410)
— Y B(T,u,v)+Bu,Tp)— ¥ B,(T,u,T,v)
r+s=t r+s+s'=t

avec r,s,s' = 1. Des considérations semblables 4 celles de (§ 3.c)
sont valables. Pour une algébre de Lie formelle pour laquelle les B,
sont nulles sur les constantes, nous réservons le nom d’équivalence
au cas ou, dans (4.8), les T, sont aussi nuls sur les constantes. Pour
des T, non nuls sur les constantes, nous traduisons (4.8) en disant
qu’il y a équivalence faible.

5. Algébres de Lie formelles et %, —produits. Unicité et équivalence.

a) Considérons I’algébre de Lie formelle (2.5) qui est engendrée
par anti-symétrisation par le =,-produit (2.1) (avec A = »2). Nous
allons établir que si (2.5) est donnée, le =, -produit correspondant
est unique. Nous utilisons 4 cet effet le lemme suivant [10].

LEMME. — Soit M un opérateur bidifférentiel pair, nul sur les
constantes. La relation

P(M(u ’ U), w) + M(P(u H) U), w) - P(u ,M(U, w))
—M@u,P(v,w))=0 ¢.1)
implique M = 0.
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Considérons le #*,-produit (2.1) et un autre =*,-produit, soit

us, o= vCu,v)=uv+vPu,v)+ Y vC(u,v) (5.2)

r=0 r=2
qui engendrent la méme algébre de Lie. On a C,,,, = C,,,, pour
tout r. Procédons par récurrence; nous supposons que C,, = C,,
pour 0 <r < (¢—1) (avec ¢t 2 1) et nous posons

M,, = C2’t -Gy
ol M,, est un opérateur bidifférentiel pair, nul sur les constantes.
On a avec des notations évidentes

0C,41 = Ejpiy 0Cy 4y = E£t+1
et par suite :
E;t+l —E;;e =0. (5.3)

On peut écrire :

E2t+l w,v,w)= 2 (Cppiy (Cos(u, v), w) + Cy(Cyppi (w0, v), w))

rt+s=t

— X (Cpiy(u, Chy(v,w)) + Cpy(u, Cypyy (v, w)) (r=>0, s>1).

r+s=t

Il résulte de I’hypothése de récurrence que (5.3) peut s’écrire :
PM,,(u,v), w) + M, (P(u, v), w) — P(u, M, (v, w))
—M,,(u,Pv,w))=0. (5.4)

On voit que M, = C, —C, satisfait 'hypothése du lemme et que,
par suite, C, = C,. On déduit de I’hypothése de récurrence et du
lemme que C,, =C,, et %, coincide nécessairement avec x,.
Ona:

THEOREME D’UNICITE. — Si une algébre de Lie formelle (2.5), ou
les C,,., sont nulles sur les constantes est engendrée par un *,-
produit, ce *,-produit est unique.

Considérons maintenant deux produits tels que, pour tout u €N :

Us,U=ux*,u. (5.5)
Onapourtout u, vEN:

’ ’ _
Uux,vtovs,u=u*vtovsu

Cestd-dire C,, = C,, pour tout r. Un raisonnement analogue
montre que nécessairement C,,,, = C,,,,. Ona:
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PROPOSITION. — Deux *,-produits tels que u %, u = ux*,u,
pour tout u €N, coincident.

b) Considérons un automorphisme de l’espace E(N; v) :
A, =A, + 2 VA, (5.6)
s=1

olh A, est un automorphisme et les A (s = 1) des endomorphismes
de N; si Ay =1Id, on dit que A, est a partie principale triviale.
Donnons-nous un #*,-produit; A, est un automorphisme de ce *,-
produit si ’'on a :

14

A(ux,v)=Aux, Av. ;.7

Nous notons Aut(*,) le groupe des automorphismes de *,, Aut,(*,)
le sous-groupe invariant de Aut(*,) défini par les automorphismes
A partie principale triviale. Si A, € Aut,(x,), les A;(s=1) sont
nécessairement des opérateurs différentiels. Les groupes Aut(x,)
et Aut,(x,) ont été étudiés dans [10].

Nous allons utiliser le lemme suivant :

LEMME. — Tout automorphisme A, a partie principale triviale
de l'espace E(N ;v) admet une racine carrée unique a partie prin-
cipale triviale.

En effet si A, =Id + Zv*A; est un tel automorphisme de
E(N;»), étudions sil existe un autre automorphisme B, =Id + Z »*B;
tel que :

B2=A,. (5.8)

Cette identité se traduit par :
2B, =A,— 2, B,B, (s,5'=>1). (5.9)

s+s'=t
Les relations (5.9) déterminent B, par récurrence d’une maniére
unique. Nous noterons A!? TPautomorphisme B, de EWN;v)
vérifiant (5.8).

14

Cela posé, considérons deux star-produits équivalents =x, et
’

%, et soit T, un opérateur d’équivalence transformant =, en =
Ona:

v

T,(u*,v)=T,ux, T,v (u,vEN).
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En changeant v en —v, il vient :
T ,ws,u)=T ,vo%, T_,u (u,vEN).

On voit que T_, est aussi un opérateur d’équivalence transformant

’

. _ -1 .
x, en *,. Par suite A, =T_, T,  est un automorphisme de =,

4 partie principale triviale vérifiant :
A_, =A). (5.10)

Introduisons 1’automorphisme A!? de I'espace E(N;»v). Il résulte

de (5.10) et du lemme que ’on a avec des notations évidentes :
1/2 __ —-1/2
A2 = ATV

Si A!? transforme x, en un produit #%,, il transforme %, en
*, . On voit immédiatement, par récurrence, a partir de (3.8), (3.9),
que nécessairement x, = *,. Ainsi Al? est un automorphisme
de =, .

Considérons ’opérateur d’équivalence Tf,") %, —> %, défini
par :

14

— Al2
T = A T,.
Ona:
(P) = Al/2 — Al/2 p—1 -1 _ Al/2 A1

T =AlT  =ASAT_ T, 'T,=AfA AT,

= Al2 = T

= Av/ Tv = T,,
et Tf,") est pair en v. Sinousposons B, = Al_/i , on peut énoncer :

!

PROPOSITION. — Tout opérateur d’équivalence T, : *,—> x,
admet une décomposition unique de la forme :

T, = B, T{» (5.11)

ou Tlf"): x, — x, est pair en v etou B, est un automorphisme
de =, d partie principale triviale satisfaisant : B_, = B, ' .

L’existence de la décomposition ayant été établie, il suffit
d’établir son unicité. Pour deux décompositions de T, -correspon-
dant respectivement 4 B, et B,, le produit B, !B, est un auto-
morphisme de =, pair en ». On a donc: B;!B, =B,B/"! ou
B/? = BZ . Ilrésulte dulemme que B} =B, .

Ainsi deux ,-produits équivalents sont pair-équivalents par
rapport @ v. 1l en résulte que deux algébres de Lie formelles en-
gendrées par deux *,-produits équivalents sont effectivement équi-
valentes par rapporta \ = v?.
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c) Remarque. — Le groupe G = Aut,(*,) admet Ilinvolution
S:A,€G—> A_, €G. Désignons par H = Aut,p(*,) le sous-
groupe des éléments de G invariants par S, c’est-d-dire pairs en
v. Il résulte de la décomposition (5.11) (relative au cas ol *,', = %)
que l’espace des automorphismes B, vérifiant S(B,) = B;" admet
une structure G/H d’espace homogéne symétrique, qu’il est pos-
sible d’étudier.

6. Connexions symplectiques et variétés symplectiques plates.

a) Soit (W, F) une variété symplectique. Une connexion sym-
plectique T est une connexion linéaire sans torsion sur (W, F) telle
que VF =0, ou V est l'opérateur de dérivation covariante défini
par I'. Soit T (définissant Popérateur de dérivation covariante V)
une connexion linéaire arbitraire sans torsion ; toute connexion TI'
sans torsion différe de T' par un tenseur T de type (1,2) cova-
riantement symétrique. Sur le domaine U d’une carte arbitraire
{x%} G,j,...=1,...,2n) de W, ona:

Vi Fij = Vk Fij - Tiik + Tiik (Tijk =F, Tlrk 5 Tijk = Tikj)'
Si ’on choisit T défini par :

Ty = = (GFy; + V,F) (6.1
il vient : 1
VeFy = 3 Fy + VFy + T, F) =0

et I' est une connexion symplectique. On obtient le méme résul-
tat en ajoutant & T wun 3-tenseur covariant symétrique arbitraire.
On voit qu’une variété symplectique admet une infinité de connexions
symplectiques, deux telles connexions différant par un tenseur de
type (1,2) déduit d’un 3-tenseur covariant complétement symé-
trique arbitraire.

I1 résulte de plus de (6.1) que si G est un groupe de Lie opé-
rant par symplectomorphismes sur (W, F) et s'il existe sur (W,F)
une connexion linéaire invariante par G, il existe sur (W,F) une
connexion symplectique invariante par G .
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b) Soit I' une connexion symplectique sur la variété (W, A).
Posons P°(u,v) =uv, P! =P et introduisons les opérateurs bi-
différentiels P" = P, d’ordre maximum r en chaque argument,
définis, sur chaque domaine U d’une carte arbitraire {x’}, par
I’expression suivante :

Pr(u, v)ly = PL(u, 0)ly= AV LAY, u v (62)

Supposons que (W,A) admette une connexion symplectique I'
sans courbure ; s’il en est ainsi, la variété (W,A,I') est dite une
variété symplectique plate. L’exemple le plus simple est donné par
le fibré cotangent de R", soit R” x R"; la connexion dont les
coefficients dans la carte canonique de R?” sont tous nuls est une
connexion symplectique plate. Pour une telle connexion plate

Viln_ i est symétrique par rapport aux indices i.

Etant donnée une fonction formelle f(z) a coefficients telle
que f(0) =1, substituons P" 4 z" dans le développement de
f(vz); on obtient ainsi une application bilinéaire

(u,v) ENXx N—/™> f(vP) (u,v).
Nous voulons choisir f de fagon a définir ainsi, dans le cas plat,

un *,-produit. La réponse est donnée par la proposition suivante
[11]:

PROPOSITION. — Si (W, A ,T") est une variété symplectique plate,
il existe une fonction formelle unique du crochet de Poisson P qui
engendre un = ,-produit . c’est la fonction exponentielle.

On obtient ainsi :

Ux,v= io W' /r"YP"(u,v) = exp(vP) (u,v) (6.3)
r=
qui engendre la déformation de Ilalgébre de Lie de Poisson (A = v?)
[u,v], = 3 V/@r + DYP*™ (u, v) = v~ ! sh(WP) (u, v). (6.4)
r=0
Il est remarquable que, pour v = H/2i, on déduit de (4.3) un
crochet % sin (g P) donné en 1949 par Moyal [3] dans le contexte

de la quantification de Hermann Weyl-Wigner. Nous dirons que (6.3)
(resp. (6.4)) est le x,-produit de Moyal (resp. le crochet de Moyal).
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Considérons le terme P3 de (6.4). Si ce 2-cocycle de Chevalley
était exact, il serait le cobord d’un opérateur différentiel d’ordre 3
d’aprés la proposition du § 4.a). Mais on voit aisément qu’un tel
cobord n’admet jamais de terme de type bidifférentiel (3, 3). Ainsi
P3 n’est pas exact et les déformations (6.3) et (6.4) sont non triviales
méme 4 'ordre 1.

7. L’invariant § et l’espace H2(N;N).

a) La situation de Moyal peut étre généralisée comme nous
allons le voir. Soit (W, A) une variété symplectique arbitraire ; une
telle variété admet des atlas dont les cartes sont telles que F ou A
admet des composantes constantes (carte naturelle). Soit ' une
connexion symplectique arbitraire; P et P3%/2! définissent toujours
un *,-produit 4 P'ordre 2 ; par contre P2/3! ne convient que si T’
est sans courbure.

Si u €N, désignons par £(X,)I' le 3-tenseur covariant symé-
trique déduit de la dérivée de Lie de la connexion I' par le champ
hamiltonien X, = u~!(du). On a localement dans un carte naturelle :

(BT, 17, = 9

u— SAET,, , dg u— A0, T, , , deu

7.1)

ou S est la sommation aprés permutation circulaire sur i, ,i,, iy.
Considérons la 2-cochaine Sl3, de Chevalley définie sur chaque do-
maine U d’une carte arbitraire {x‘} par :

iyiyls iyiyis

S3(u, v)ly = AVIAP2ABB(RX, D), . (BX)D),

J1iaJ3 °

(1.2)

111213
Il résulte des propriétés de la dérivation de Lie que Sl{ est un 2-cocycle
de Chevalley de (N,P), admettant d’aprés (7.1) méme symbole
principal que Pl3,. Un raisonnement identique a celui du cas plat
montre que le 2-cocycle SI3, n’est jamais exact. On vérifie aisément
que, pour toute connexion symplectique I',

uv + vP(u,v) + (/2! )Pi(u,v) + (¥*/3! ) S} (u, v)
détermine un x,-produit a I’ordre 3.
b) Soit T un 3-tenseur covariant symétrique; 4 la connexion

symplectique I' et au tenseur T on peut associer un opérateur dif-
férentiel du troisiéme ordre Ay ; donné par :
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i dain . iad
AT,r(u)lu = A1111A212A1313 Ti112i3 (B(Xu)F)ilj2,-3
= T/i2/3 (E(Xu)P)ilj2]3 . (7.3)

Le tenseur T définit opérateur différentiel du second ordre B;

donné par :
BT(u)IU - Allll A1212A13i3 Ti (ﬁ(xu)T)jll‘2l'3
= T"*% (ex,)D)

Avec ces notations, on établit aisément :

11213

(74)

iyhais *

PROPOSITION. — La 2-classe B de cohomologie, élément de
H?(N;N), définie par le 2-cocycle Sl3, est indépendante du choix
de la connexion symplectique T'.

En effet considérons deux connexions symplectiques I' et I
et prenons pour T le 3-tenseur covariant symétrique définissant
leur différence. On vérifie immédiatement que I’on a :

1

3 3 —

SF, Sr = a(Am + 5 BT),

On voit que la 2-classe de cohomologie € H?*(N;N) est un inva-

riant de la structure symplectique de la variété.

Pour le complexe de Chevalley correspondant aux cochaines
différentielles nulles sur les constantes on a pu établir (S. Guth [12]
et moi-méme)

THEOREME. — Le second espace H?*(N;N) de cohomologie
de Chevalley admet comme générateurs la classe [ et les classes dé-
finies par les images par u~' des 2-formes ferméesde W .

On voit que H?(N;N), de dimension 1 + b,(W), est déter-
miné par et par la cohomologie de G de Rham (ici en dimen-
sion 2) de la variété. Il en est de méme pour H3(N;N); en parti-
culier tout 3-cocycle de Chevalley 1-différentiel est I’image par u~!
d’une 3-forme fermée de W [1].

8. Les #,-produits de Vey.

a) Introduisons les notations suivantes: nous désignons par
Q" un opérateur bidifférentiel d’ordre maximum r en chaque argu-
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ment, nul sur les constantes, satisfaisant I’hypothése de parité (§ 2)
et dont le symbole principal coincide avec celui de PI’,. En parti-
culier, nous prenons Q°(u,v) =uv et Q! =P. Nous sommes
conduits a la définition suivante :

DEFINITION. — Un  *,-produit de Vey est un =*,-produit de la
forme :
ux,v=2 (/rHQu,v). (8.1)
r=0
Une algebre de Lie de Vey est une algebre de Lie formelle donnée
par un crochet de la forme

[u, 0], = ¥ N/@r+ DHHQ" ' (u,v). (8.2)
r=0
Mon point de vue différe sensiblement de celui de J. Vey [2] qui
considére essentiellement les algebres de Lie. Considérons un -
produit de Vey a l'ordre 2; on montre qu’il existe une connexion
symplectique unique I telle que [4] :

Q* = P2 +3H (8.3)

ou H est un opérateur différentiel d’ordre maximum 2, défini a
I’addition prés d’un opérateur différentiel du premier ordre.

Supposons maintenant que Q3 soit un 2-cocycle de Chevalley
(0Q3 = 0); il existe de méme une connexion symplectique unique
I’ telle que :

Q3 =Sl3,+T+3aH 8.4)

ou T est un 2-tenseur image par u~! d’une 2-forme fermée de
W et H un opérateur différentiel d’ordre maximum 2, défini encore
a laddition prés d’un opérateur différentiel du premier ordre. Consi-
dérons

uv + vP(u,v) + (v2/2!')Q*(u,v) + (»3/3! ) Q3(u,v).(8.5)

Pour que (8.5) donne un =*,-produit 4 Pordre 3, il faut et il suffit
que les connexions symplectiques et les opérateurs H qui appa-
raissent dans (8.3) et (8.4) coincident.

b) Une 2-cochaine de Hochschild est dite paire si elle est symé-
trique en u, v, impaire si elle est antisymétrique en u,v. De ma-
niére semblable une 3-cochaine de Hochschild B(u,v, w) est dite
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paire si elle est symétrique en u, w impaire si elle est antisymétrique
en u,w. Si A est une l-cochaine, 0A est paire. On vérifie immé-
diatement le lemme suivant

LEMME. — Si la 2-cochaine C est paire (resp. impaire), 3C est
impaire (resp. paire).

Soit C un 2-cocycle de Hochschild. Il résulte du théoréme de
Vey (§ 3) que C admet la décomposition

C=T® +3A (8.6)

ot T®™ est un opérateur bidifférentiel antisymétrique d’ordre 1
donné par un 2-tenseur antisymétrique désigné par la méme nota-
tion et ou A est un opérateur différentiel. Les deux termes du se-
cond membre de (8.6) sont respectivement impair et pair. Il en
résulte que si C est un 2-cocycle de Hochschild pair (resp. impair),
il est exact (resp. non exact et I-différentiel).

Soit B un 3-cocycle de Hochschild. D’aprés le théoréme de
Vey,ona : ~
B=T® +3C (8.7)
ou T® est un opérateur tridifférentiel donné par un 3-tenseur anti-
symétrique et ou C est une 2-cochaine. Décomposons C en sa
partie paire et sa partie impaire: C=C® + C®_  Si B est un
3-cocycle pair, on a B =0C® et B est exact. Si B est un 3-
cocycle impair, ona : -

B=T® +93C® .

c) Etant donnée une 2-cochaine différentielle C de Hochschild,
paire ou impaire, nous supposons que son terme de plus grand type
bidifférentiel, ou partie principale, a le type (¢,s) (1 <s<1t);
les autres termes de type (¢,s') (s' <s) ou (¢',s") (¢'<¢, s'<¢t")
dans une carte locale, sont dits de type inférieur. Nous allons établir
le lemme suivant :

LEMME. — Sur le domaine U d’une carte arbitraire, soit C une
2-cochaine de Hochschild, paire ou impaire, qui est exactement de
type bidifférentiel (t,s) (avec s<t,t>2). Si s>1, le 3-
cocycle C  est effectivement de plus grand type bidifférentiel
(t,s—1) en u,w. Si s=1, aC est effectivement de plus grand
type bidifférentiel (t —1, 1) en u,w.
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Onasur U:
L Bp gy
Clu,v)=CHH"8@, ,ud; ,v+ed, ,vd ;u)
ou € = 1 selonlaparité de C. Ona:
'5’C(u v, w) ~ Cll...lt’ll---ls(ail.”it(ul)) ail-~~isw + € ail_”‘-tw ajl'”js(u v)

— 0. U a,-lml.s(vw) —€ a,.l.__,.t(vw) a,.l'__,.su)

modulo des termes dépendant de u, v, w eux mémes.

Pour s > 1, le terme de plus grand type bidifférentiel en u, w de
oC aletype (t,s — 1) et peut s’écrire (¢t > 2):

ijeeigyiqens
sC (9.4 0;v0; ; w—€0; ,wdvd ,;u).

La nullité de ce terme entraine bien la nullité de C.
Pour s =1, le terme de plus grand type bidifférentiel en u, w de
oC aletype (¢t —1,1) et peuts’écrire (t > 2):
iy
—tC f(a,.zl_.,.ta,.lv ojw—€ a,.zm,.tw a,-lv oju).

Notre lemme est établi.

d) Nous pouvons maintenant établir le théoréme suivant

THEOREME. — Tout *,-produit de (W ,F) est équivalent a un
*,-produit de Vey.

En effet procédons par récurrence et supposons que, par équi-
valence, notre #*,-produit ait pu étre rendu de Vey a 'ordre t — 12> 2.
On a C,=Q/r! pour r<t—1. Le terme suivant C, vérifie
EC, = I~Et ou ’on a posé :

E(u,v,w)= Y (1/rls) @Q @Q(u,v), w)
—Q,Qw,w)) (r,s=>1). (8.38)
Nous notons E,(Q’/r!) le second membre de (8.8). La partie prin-

cipale de E, en u,w provient des parties principales des Q"/r!
et on peut écrire localement sur un domaine U :

E,(u,v,w)= 2 a/r!sh Ailil_,_Ai’i'Aklﬂl_,.Ast‘

r+s=t
{ail...i,(akl...k_\.u aﬂl...ﬂs”) ail...j,w -0 i U ail...j,(akl...ksv aszl...szsw)}

h
+t.t.i (r,s=21)
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ou ¢.t.i désigne les termes de type inférieur. On voit que E, est
de plus grand type bidifférentiel (¢, ¢t—1) en u, w.

Supposons que C, sgét de plus grand type bidifférentiel (¢', s)
avec s<t'. Si s>1, oC, est, d’aprés le lemme, effectivement
de plus grand type bidifférentiel (¢',s—1) en u,w; il est donc
impossible dans ce cas que t' >t d’aprés le type (¢,t—1) de
E,. Par suite ou bien C, est de type (t',s) avec t'<t, s> 1
et nécessairement t' =s =1¢, ou bien C, est de plus grand type
bidifférentiel (¢',1); dans ce dernier cas 5C, admet (¢t'—1,s")
(avec 1<s'<t'—1) comme maximum du plus grand type bi-
différentiel en u , w et l'on a nécessairement t < t'.

Cela posé, supposons t impair: t =12q —1 (avec g = 2). Si
C,,-, est de plus grand type bidifférentiel (¢',1) (avec ¢’ = 2q),
posons sur le domaine U d’une carte naturelle :

Coqoaly =By + Gy

ol By est exactement de type (¢',1) et C; d’ordre maximum
t'"—1). Ona:
( ) 0By +3Cy = E,_, Iy - 8.9)
De I’hypothése de récurrence, il résulte que E, , est d’ordre
maximum 2g —1<t'—1 et 8Cy est d’ordre maximum (¢'—1).
Si By # 0, on vérifie immédiatement que 0By est effectivement
d’ordre ¢'. Il résulte de (8.9) que I’'on a donc By = 0. Ainsi Czq_1
est nécessairement de plus grand type bidifférentiel (2¢ — 1, 2q —1).

Introduisons sur U 1la connexion symplectique plate I' de

composantes nulles dans la carte; nous définissons ainsi P” = Pp.
selon (6.2). On a sur U avec des notations évidentes :

3P1)2q - D) =E,,_, ®/r)) (r<2q-2)
et ’on a aussi : N -
0Cy,_, =E,,_,@Q7/rY).
On en déduit :
3Chqy — P 12q - 1)) =E,,_, @Q/r) —E,,_, ®"/r!)
et 'on voit que 3(C2q_1 — P24-1/(2q — 1)!) est de plus grand type
bidifférentiel inférieur & (¢ —1, 2¢—2) en u,w. Par suite
Cyq—1 —P?*7'/(2q — 1)! admet un type bidifférentiel maximum
Qg —1,s) avec s<(@q-—1). Ainsi C,,_, =Q*!/2q —1)!
et I’hypothése de récurrence s’étend 4 (2q — 1).
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Supposons maintenant ¢ = 2q (q = 2) et posonssur U
Cyly =By +Cy

ou By est exactement de type (¢',1) (avec ¢ =>2g+1) et Cy
d’ordre maximum (¢ — 1). Avec des notations analogues aux pré-
cédentes,on a :

0Cyq4y = E,(Q*1/2r+1!) (r<9q).

Si C2q+1 est d’ordre > (2¢ + 1), il résulte des calculs de S. Gutt
conduisant 4 la détermination de H?(N;N) que la partie princi-
pale de C,,,, est la partie principale d’un 2-cocycle de Chevalley,
donc de dA ou A est un opérateur différentiel. Dans ce cas trans-
formons le *,-produit au moyen de :

T, = Id —v29A

ce qui préserve C, pour r<2q-1, C,, et C,,,, étant trans-
formés de fagon que C,,,, soit au plus d’ordre (2¢ +1). S’il en

est ainsi 9C,,,, estauplusd’ordre 2¢+ 1<t en u,w.

Or la relation

~

9C,q41 = Eyqu, (8.10)
peut s’écrire

3Coqy = Fpguy T M+ M
ol I’on a posé :

Fron,v,wy= Y A0!'s) (QQu,v), w)
rremaart —Qu, G, w)) (r,s>2)
M'(u,v, w) =P(Cy(u,v), w) + CyP(u,v), w)
—P@u,Cy(v, w)) — Cy(u,P(v, w))

M(u’v, w) = P(BU(u’ v): w) + BU(P(u, U), w)
—P(u,By(v, w)) — By(u,P(v, w))

~

F,p+1 + M est dordre <t' en u,w et on vérifie aisément que
si By est #0, M est effectivement d’ordre (t'+ 1) en ces va-
riables. I résulte de (8.10) que By = 0. Ainsi C,, est de plus
grand type bidifférentiel (2q, 2qg) et le méme raisonnement que
dans le cas impair montre que C,, = Q??/(2q)! Nous avons ainsi
établi par récurrence que notre #,-produit est équivalent 4 un *,-
produit de Vey.



LES x,-PRODUITS 179

II. EXISTENCE ET EQUIVALENCE DE =x,-PRODUITS

9. Formules et lemmes préliminaires.

a) Considérons une application bilinéaire N x N — E(N; »)
donnée par : R
uv + vPu,v) + Y, v'C(u,v) (Colu,v)=uv,C, =P) (9.1)
r=2
ou les C,(r=1) sont des 2-cochaines différentielles, nulles sur les
constantes, satisfaisant 1I’hypothése de parité. A une telle applica-
tion nous avons associé les 3-cochaines (voir (3.4)) :

E,(u,v,w)= D (C,(Cy(u,v), w) — C(u,Ci(v,w)) (r,s=1).

r::r (9.2)
Un calcul direct montre que I’on a au sensde § 8.b) :

LEMME 1. — Si t est impair (resp. pair), E, est une 3-cochatne
de Hochschild paire (resp. impaire).

b) Etant donnée une 3-cochaine E de Hochschild, désignons
par 2 E la 3<cochaine définie par :

(ZE) (u,v,w)=E(u,v,w) —E(@w,u,w)—Eu,w,v). (9.3)

On vérifie immédiatement que si C est une 2-cochaine de Hochschild
paire, ona : .
ZaC=0. 9.4

§upp030ns t=2q +2(q=0) pair; dans Pexpression (9.2) de
E, =E, 4, r, s sont tous deux pairs ou tous deux impairs. Dans

ZE,4+25 la contribution des termes correspondant & r,s pairs
disparait et I’'on obtient,avec r = 2r' + 1, s =2s'+1:

i§2q+2(u,v,w)=2s 2 Carret (Cogryy (u, v), w) (r',s'=20)

r'+s'=q
ol S est la sommation aprés permutation circulaire sur u,v, w.
Si 'on pose B, =C,,,,, on obtient avec les notations du § 4.
2E, ., =2D, 9.5)
ou, d’aprés (9.4) :
z quﬂ =2D,. (9.6)
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Les identités : o
zZD,,,,=2D, (r=0,1,...,9)

conduisent 4 la conclusion suivante

LEMME 2. — Si (9.1) est un =x,-produit a l'ordre (2q +2), on
obtient par antisymétrisation une déformation de lalgebre de Lie
de Poisson dordre q. En particulier E, ., est un 3-cocycle de
Chevalley.

On note que, comme D, ,, =E ., — 9B, ,, il en est de méme
pour D, .

10. Le théoréme de Neroslavsky et Vlassov.

a) Considérons un #,-produit d’ordre 2. On peut ’écrire :
uv + vP(u,v) + v*C,(u, v) (10.1)
oilona C, = (1/2)P1?, +3A (avec les notations de § 8.d)).

Nous allons procéder par récurrence. Choisissons un entier impair
t =29+ 1(g=1) et supposons qu’il existe un =*,-produit d’ordre
t —1 = 2q pair prolongeant (10.1). Le 3~ocycle de Hochschild E,
est pair donc exact (voir § 8.b)) et il existe une 2-cochaine différen-
tielle C, impaire, nulle sur les constantes, telle que :

E, = C,. (10.2)

Choisissons cette 2-cochaine impaire C, qui est définie @ un opé-
rateur bidifférentiel impair T prés d'ordre 1. Nous obtenons ainsi
un *,-produit d’ordre ¢ =2q +1 impair.~Nous nous proposons
d’étudier le 3-cocycle de Hochschild impair E,, = E, ,, qui peut
s’écrire : N N

Ejgip = T®) + 9C® (10.3)
ol T®) est un opérateur tridifférentiel donné par un 3-tenseur anti-
symétrique et o C(P) est une 2-cochaine paire. On a d’aprés (9.4)

3T® = 2 E,,,,
soit, d’apres (9.5) :
T® = (2/3)D, . (10.4)
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Il résulte du lemme 2 appliqué 4 'ordre 2 que D, est un 3-cocycle
de Chevalley de (N,P). Ainsi T® est un 3-cocycle de Chevalley ;
un tel cocycle est 'image par u~! d’une 3-forme fermée de W et
il est exact si et seulement si la 3-forme est exacte.

b) Cherchons & modifier C, = C,,,, de fagon que T®) soit
nul. Si on change C,,,, en C,,, + T®, ou T® correspond
4 un 2-tenseur antisymétrique arbitraire, on a d’apres (10.4) :

D, — D, —3T® et T® — TG —(2/3)9T® .

On peut ainsi annuler T® lorsque le 3-<ocycle de Chevalley mis
en évidence est exact.

Il en est certainement ainsi si l'on suppose b;(W) = 0. Sous
cette hypothése, E, ., est un 3-cocycle de Hochschild exact pour
un choix convenable de C,,,, et il existe une 2-cochaine paire
Cyq+2 = C® telle qu'on obtienne un #,-produit d’ordre ¢+1 =2q +2.
Nous avons ainsi établi par récurrence l’existence sur (W, F) d’un
*,-produit. Ona [15] :

THEOREME. — Sur toute variété symplectiqgue (W ,F) telle que
by (W) = 0 il existe des *,-produits.

Ce théoréme d’existence a été obtenu en 1979 par O.M.
Neroslavsky et A.T. Vlassov (non publié).

¢) Sous I’hypothese faite, on peut cependant obtenir un résultat
plus précis. Considérons un *,-produit de Vey a 'ordre 3

uv + vP(u,v) + (¥*/2!' ) Q*(u,v) + (»*/3!) Q3(u, v) (10.5)
ol ’'on a selon (8.3) et (8.4) :
Q* =P2 + 0H (10.6)
et
Q3= Sl3, + T® +338H (8Q3=0) (10.7)
le 2-cocycle de Chevalley 1-différentiel T®) pouvant étre choisi
arbitrairement. Le raisonnement de Neroslavsky-Vlassov permet de

prolonger (10.5) en un « -produit de (W,F) qui est équivalent
dun x -produit de Vey (§ 8.d). Onadonc:
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PROPOSITION. — Sur toute variété symplectiqgue (W ,F) telle
que by(W) =0, il existe des =,-produits de Vey pour lesquels le
2-cocycle Q3® peut étre donné arbitrairement par (10.7). On peut
prendre en particulier Q3 €.

Par antisymétrisation du =, -produit de Vey, on déduit de cette pro-
position :

COROLLAIRE. — Sur toute variété symplectiqgue (W,F) telle
que by;(W) =0, il existe des algébres de Lie de Vey telles que
Q3 €.

Ce résultat avait été établi par J. Vey [2] par une méthode di-
recte, complétement différente, mettant en ceuvre certains résultats
de Gelfand-Fuks.

11. Introduction d’une connexion symplectique.

Sur la variété symplectique (W,F), soit I' une connexion
symplectique que nous fixons. Une p-cochaine différentielle C
de Hochschild, nulle sur les constantes peut s’écrire d’une maniére
unique :

peery) ooy 2 1) (11.1)

ou la p-cochaine C(’1 » ) beut s’écrire localement sur le domaine
seesp

U d’une carte locale arbitraire :

1.1 N
C _ Czl...trl,...,tl.
(’1""”p) (ul’ cTt up)IU - (r

P

"y v
U .. u,;
bl T e ik Tee

Iy )
14 r

p
(11.2)
les coefficients du second membre sont supposés symétriques en
(if... z‘r’;c) (k=1,...,p). Ils définissent sur W des tenseurs con-
travariants. Nous dirons que C(,l’.",, y est,relativement a la connexion
I', le terme de type multidifférentiefJ (rys..s1,).

Nous nous intéresserons dans la suite aux 2-cochaines différen-
tielles, nulles sur les constantes, C telles que C, ;) =0 pour une
connexion symplectique I' donnée. Nous dirons que C est a partie
de type (1, 1) nulle relativement a T'. Un =, -produit tel que toutes
les 2-cochaines C,,(r > 1) soient & parties de type (1, 1) nulles pour
I est dit a partie de type (1, 1) triviale pour cette connexion.



LES «,-PRODUITS 183

12. Lecasou b,(W) =0.

Pour une variété symplectique (W,F) telle que 5,(W) =0,
la 2-forme F est exacte e¢ H?*(N;N) admet 8 comme seul géné-
rateur. Beaucoup de résultats généraux se déduisent de I’étude de
ce cas particulier.

Nous nous proposons d’établir

PROPOSITION. — Pour une variété symplectigue (W ,F) telle
que b,(W) =0, tous les =, produits existants sont équivalents.

Considérons en effet sur W deux x,-produits :

ww,v=uv+vPu,v)+ 3 v Cu,v) (12.1)
r=2
et:

ux v=uv+vPu,v)+ Y v Clu,v).
r=2

Nous utilisons pour les transformations les formules (3.8) et (3.9).
Procédant par récurrence, nous supposons que, par transformation
de (12.1), on ait fait en sorte que C, = C, pour r <2q — 1 (avec
q=1). Le 2-<cocycle de Hochschild pair (C;q — C,,) est exact
etl’'ona: N

Céq =C,, T 0A (12.2)

oli A est un opérateur différentiel. Transformant (12.1) au moyen
de T, =1d + »?¥A, on peut maintenant supposer que l'on a:
C,=C, (r=1,...,29).
$il en est ainsi, (C;,.; — C,,4,) est un 2-cocycle 4 la fois de
Hochschild et de Chevalley et I’on a :
C;q+1 —Cqn =T

ou T est un opérateur bidifférentiel d’ordre 1 donné par un 2-tenseur
antisymétrique, noté encore T, image par u~! d’une 2-forme fermée
de W. Comme b,(W) =0, cette forme est exacte et le 2-cocycle
T de Chevalley I’est aussi; il existe un vecteur Z de W tel que:

T=0£2).

Considérons le nouveau produit, noté *, déduit de (12.1) & partir de
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T, = Id + v*92(Z). Avec des notations évidentesona C,' = C, = C,
pour r = 1,...,2q. De plus

~
" —
C2q+1 - C2q+1 - qu+1

avec
Caqer (u,v) = R(Z)P(u, v) — PR(Z) u, v) — P(u, £Z)v).

I1 vient : -
Gyge1 =—0RZ)=—T
et par suite :

" _
C2q+l C2q+l =T.

On voit que C,,,, = C,,.,. Nous avons établi par récurrence que
tous les *,-produits de (W, F) sont équivalents.

13. Normalisation par équivalence.

Soit (W,F) une variété symplectique quelconque admettant
un *,-produit. En transformant ce =, -produit par équivalence, on
peut I’astreindre 4 certaines conditions.

a) Soit I' une connexion symplectique que nous fixons. Don-
nons-nous une 2-cochaine paire de Hochschild C et considérons la
classe des 2-cochaines qui lui sont cohomologues. Une 2-cochaine ar-
bitraire de la classe, soit C’, peut s’écrire :

C'=C+3A (13.1)

ol A est un opérateur différentiel qu'on peut supposer a partie de
type 1 nulle relativement & I'. La partie de C de type (1,1) pour
I’ détermine un 2-tenseur symétrique S(z) et par suite un opéra-
teur différentiel d’ordre 2 dont le cobord redonne, au facteur (—1/2)
prés, la partie de type (1,1) de C.

Posons : -
B=C'—C=0A (13.2)

ou A est un opérateur différentiel a4 partie de type 1 nulle pour I'.
Notons C, (resp. C(,,B,,) la partic de type (r,s) de C
(resp. de C', de B), A, la partie de type r de A. La relation
(13.2) peut s’expliciter sur le domaine d’une carte arbitraire selon :
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ipeipiiyeds (P Uiy
B == T Aces (r+s5>2) (13.3)

ou I'on voit que le premier membre de 13.3) est nécessairement symé-
trique par rapport 4 I’ensemble des indices i et j.

Si C(k,l) (resp. C('k,l)) est la partie de type (k, 1) de C (resp.
C"), ou k=1, introduisons les opérateurs différentiels S(k 1)
et S(.qy définis par :

(ig.migaig)

_ , _ y(il...ik,io)
S @) = Cheny ™ Vigipie ¥ Sgerny @) = €

oip---i (k,1) vioil...iku
(13.4)
ou il y a symétrisation de C(k’l) (resp. C('k,l)) par rapport aux
indices (ig, iy,-.., ).
Onad’aprés (13.3) (avec r=k, s=1)
Hyedpio  yeeigie igiy...ig
C(k,l) C(k,l) =—(k+1) A(k,l) .

On en déduit par symétrisation des deux membres :

A(k+1) =—(1/(k + 1)) (S(,k+1) - S(k+1))-
Si 4~ = max (r + s) dans C et C’', il vient :

h
=— 2 U/(k+ 1) Suyy = Serry)-

k=1
Il en résulte : N
C'—C=—3 (/tk+1)) (3S{.1) = 3S(sy))-
k=1
Nous sommes conduits & poser :
—_— h ~ h ~
C=C+ Y A/(k+1)3S,,,, =C"+ X (1/(k+1)) 38,
k=1 k=1 (13.5)
La 2-cochaine E, cohomologue 4 C, vérifie avec des notations
évidentes :

h —
2 Yk +1)988,,,, =0. (13.6)
k=1
Cette relation est équivalente a I’ensemble des conditions :
Suen=0 (k=1,2,...). (13.7)

En particulier C est a4 partie de type (1,1) nulle pour I'. Nous
avons établi :
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LEMME. — Etant donnée une connexion symplectique TI', la
classe des 2-cochaines paires de Hochschild cohomologues a une 2-
cochafne donnée C contient un représentant unique C d partie
de type (1, 1) nulle vérifiant (13.7).

b) Partons d’un *,-produit déterminé. La 2-cochaine C, est
cohomologue a (1/2)Pf, qui est 4 partie de type (1,1) nulle pour
I' et satisfait trivialement les conditions (13.7). Par transformation,
on peut faire en sorte que C, = (1/2)wa . En raisonnant par récur-
rence, on voit de méme qu’a toute 2-cochaine paire C,,, on peut
substituer, par une transformation de la forme Id + p2a A,,,la
2-cochaine paire cohomologue C,, 4 partie de type (1,1) nulle
relativement & I' et vérifiant les conditions (13.7).

On a donc établi :

PROPOSITION. — Une connexion symplectique I' étant choisie

sur la variété symplectique (W,F), tout =x,-produit de (W,F)

est équivalent d un =*,-produit a partie de type (1,1) triviale rela-

tivement a T', dont les 2-cochaines de rang pair C,, vérifient les
conditions :

S(2,3+l)=0 (k=1,2,...) (13.8)

ou S(z,“’ vy € déduit par symétrisation de la partie de C,, de type
(k,1) pour I.

c¢) Considérons un *,-produit de (W,F). Onaal’ordre 2q + 1:

3C,041 = Eyquy (13.9)
et
9C,,, = E_. (13.10)

Une autre 2-cochaine impaire C,,,, satisfaisant (13.9) et (13.10)
s’écrit :
C£q+l = C2q+l +T

o T est un opérateur bidifférentiel antisymétrique d’ordre 1 vé-
rifiant 0T = 0. On voit par récurrence que, pour qu’il existe un
produit *,’, équivalent 4 =*, admettant pour (29 + 1) premiéres
cochaines C; =C,(r=1,...,2q) et Cp,,,, il faut et il suffit
que T soit exact ;il existe un vecteur Z de W tel que :

Clysr = Cagey + 3L(2). (13.11)
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Nous considérons la classe des 2-cochaines ainsi définies par (13.11).
Désignons par C2q +1 la 2-cochaine obtenue en privant C2q+l (ou
Cjq+1) desapartie de type (1, 1) relativementa I'. Ona:

Cagr1 = Coqrr + U Cigr1 = Cogay + U
ou U et U' sont donnés pas deux 2-tenseurs antisymétriques et
sont tels que :
U'—U=0£L32Z). (13.12)

Cela posé, supposons W compacte et munissons-la d’une métrique
riemannienne ¢ arbitraire. Nous pouvons prendre pour connexion
I' la connexion symplectique déduite de la connexion riemannienne
au sens de (§ 6.a). Soit B et B’ les 2-formes images par u de U
et U’'. La décomposition de G. de Rham relativement 4 g donne :

B=1v+da g'=~"+dd’

ol vy et ' sont cofermées pour g et «, a’ des 1-formes. D’apres
(13.12), B’ —pB est homologue a zéro et y' = . Il existe ainsi
un 2-tenseur V tel que :

Cagrr = Cagur + V) + 38Xy,
Clars = Caguy TV) + 3£(X}o,)  (13.13)

ol X, ;> X34+ sont des vecteurs. Nous sommes conduits & poser :

Cogr1 = Coqur TV =0Chpiy —0L£Xp04,) = Cz',qul - BB(X;qH).
(13.14)

A toute 2<cochaine C,,,, de la classe envisagée, la métrique g per-

met d’attacher d’une maniére unique un 2-cocycle exact 9£(X,,,,)

pour lequelona : _

Cager = Coguy T 08 Xpq4y)-

La 2-cochaine Ezqﬂ appartient 4 la classe et est caractérisée par

la condition que le 2-cocycle exact qui lui est attaché est nul. Nous

avons établi :

PropOSITION. — Soit (W, F) une variété symplectique compacte
munie d’une métrique riemannienne g et de la connexion symplec-
tique T' déduite de la connexion riemannienne au sens du (§ 6.a).
Dans chaque classe d’équivalence de *,-produits de (W, F), il existe
un s*,-produit unique dont les 2-cochaines paires vérifient les condi-
tions (13.8) et les 2-cochaines impaires vérifient :
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9 £(X,04,) =0 (13.15)

ou 3LW,,,,) estle 2-cocycle exact attachéa C,,., par g.

14. Equivalence faible d’algébres de Lie formelles.

a) Considérons une algebre de Lie formelle définie par un crochet
de la forme :

[u,v], =P(u,v) + i N B,(u,v) (14.1)
r=1
ou les B,(r=1) sont des 2-cochaines différentielles de (N,P)
nulles sur les constantes. Introduisons :
T, =14, + 3 T, (14.2)
ou les T, sont de la forme : .
T,u= _'fsu + k,u

T, étant un opérateur différentiel nul sur les constantes et k, une
constante. Par transformation par (14.2), on passe de (14.1) 4 un
crochet satisfaisant la méme hypothése.

Considérons une variété symplectique (W, F) telle que
b,(W)=0. La 2forme F étant exacte, L° est différent de L.
Le lemme suivant est utile.

LEMME. — Soit D =8£(Z) + k(Z), ou ZEL°, une dérivation
de l'algébre de Lie de Poisson. Si ' est une connexion symplectique
arbitraire et si T est le 3-tenseur covariant défini par £ (Z)T", on a:

DS2 (u, v) — S2(Du, v) — S2(u, Dv) = 2k(Z) S(u, v)
+ (0Ap 1) (u,0) (14.3)
ou Ay p estdéfinipar (7.3).

On voit en effet que si X, est le champ hamiltonien défini
par u €N
RLLX, =k@)X, + X,,(Z)u. (14.4)

Le premier membre de (14.3) est égal a :

£Z) S3(u,v) — S;(E(Z)u , V) — Sf, (u, 2Z)v) — k@) 813“ (u,v)
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soit en explicitant £(Z) Sf, (u,v) a laide de (14.4) et compte-tenu
de la définition de Ay p:

2K(Z) S3(u, v) + (dAp 1) (u, v).

b) Si deux crochets (14.1) sont transformés I'un de I'autre par
un opérateur (14.2), nous dirons que cet opérateur définit entre les
algébres de Lie correspondantes une équivalence faible. Nous allons
établir [12] :

ProposITION (S. Gutt). — Si b,(W) = 0, toutes les algébres de
Lie formelles (14.1) telles que B, = Q3/3! sont faiblement équiva-
lentes. 1l en est ainsi, en particulier, pour toutes les algébres de Lie
de Vey.

Nous allons utiliser pour les transformations les formules (4.9)
et (4.10). Considérons deux algébres de Lie formelles données res-
pectivement par (14.1) et

[u,v)] =Pu,v) + 3 NBlu,0v) (14.5)
r=1

et satisfaisant les hypothéses de la proposition: on a B, = Q3/3!
et By = Q'3/3! ou:

3=Sf,+3bH Q'3=Sf,,+3aH'
' et I'' étant des connexions symplectiques convenables, H et H’

des opérateurs différentiels d’ordre < 2, nuls sur les constantes.
Le 2cocycle de Chevalley :

Q?—Q*=83,— S +33(H —H)

est exact. En utilisant des transformations s’exprimant au moyen
d’opérateurs nuls sur les constantes on peut supposer que l'on a
pour la connexion symplectique T

B{ =B, = S?,/3!
Le 2<ocycle de Chevalley (B, — B,) peut s’écrire :
B, —B, =8B, +9K (R€R) (14.6)
ou K est un opérateur différentiel nul sur les constantes; par équi-
valence, nous pouvons supposer K = 0. Considérons la nouvelle

algébre de Lie définie par un crochet noté [, ];\' et déduite de (14.1)
4 partir de la transformation :



190 A. LICHNEROWICZ

T, =1d + AD (14.9)

ou D est une dérivation de (N,P). Comme 8D = 0, on a avec
une notation évidente B' = B, = B, . De plus :
Bz" —B,=—G,
ou
G,(u,v) = DB, (u,v) — B, (Du,v) — B, (u,Dv) — {Du, Dv}.
Or
{Du,Dv} = —(1/2) (dD?) (u,v).

Il résulte du lemme que si D = £(Z) + k(Z) (avec ZEL°):

G, = 2k(Z) B, + a(% Apq — % D?) .
On peut choisir Z € L° tel que 2k(Z) = — 2. On obtient :
' 1 1
By —B,=—2 (g Arr — 5 D?).

Une nouvelle transformation 4 opérateurs non nuls sur les constantes
donne B;' = B;. On poursuit par récurrence et suppose que, par
transformation de (14.1), on ait fait en sorte que B, = B, pour
r < q (q = 2). Par équivalence le 2-cocycle de Chevalley (B<;+1 = Bgiy)
peut s’écrire :

B,,, —B,, =%B, (% €R).

Considérons [,]}'\' déduit de (14.1) & partir de la transformation
(mémes notations): T, =1Id +A?D. On a B,=B, =B/ pour
r=1,...,q. Deplus:

B —B. =—G

q+1 q+1 q+1
ou

Gqﬂ(u,v) = DB, (v, v) — B, (Du,v) — B, (v, Dv)
= 2K(Z) B, (u,v) + £ BAp1) (u,v).
Pour 2k(Z) = — Qq , on obtient :
1
B¢;'+1 - B¢'1+1 =7 % 0Ar -

Nous avons établi par récurrence que les algébres de Lie considérées
sont faiblement équivalentes.
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15. %,-produits faibles.
Nous sommes conduits 4 introduire la définition suivante

DEFINITION. — Un  %,-produit faible est donné par une défor-
mation associative de la forme :

ur,v=u,v+vPu,v)+ Y v C(u,v) (15.1)
r=2
ou les 2-cochaines différentielles C, satisfont I'hypothése de parité
et ou celles de rang impair sont nulles sur les constantes.

Les 2-cochaines de rang pair ne sont pas nécessairement nulles
sur les constantes. Par antisymétrisation, le #, -produit faible (15.1)
engendre une algébre de Lie formelle donnée par le crochet :

[u, v])\ =Pu,v) + i NCyp(u,v) (15.2)

r=1
ou les cochaines C,,,, sont nulles sur les constantes, c’est-d-dire

un crochet du type (14.1). Nous notons que E,,,, = 0C,,,, est
nul sur les constantes pour ¢t =1,2,...

a) Pour étudier les =, -produits faibles, nous établissons d’abord
le lemme suivant

LEMME. — Soit C une 2-cochaine différentielle de Hochschild
telle que 3C = E soit nulle sur les constantes. Si C est impaire, elle
est nulle sur les constantes. Si C est paire, elle admet la forme
suivante :

C(u,v) =C(u,v) +auv (a€EN) (15.3)

ou C est nulle sur les constantes.
En effet :
3C(u,v, w)=uClw, w)— Cluv,w)+ Cu,vw) —Cu,v)w.

Nous notons que le cobord de la cochaine auv est nul. Si 3C=E est
nulle sur les constantes, prenons v, w = 1 ; onobtient C(u, 1) = au,
oh a =C1,1). Si C est impaire C(1,1) =0 et par suite
C(u,1) =0; ainsi C est nulle sur les constantes. Si C est paire,
on peut écrire localement sur le domaine d’une carte {x‘} :
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; v+ 00,
t 1

i -tu) + auv

ol

Clu,v)=Clu,v)+ Y Cr iy 3.
t
ou C est nulle sur les constantes et a = C(1,1). Par suite :
Clu,1)= % cv' O;..i,u t au = au
t
et le premier terme du second membre est nécessairement nul. On
a donc (15.3).
Cela posé, considérons le =,-produit faible (15.1); Ez = 3C2
étant nulle sur les constantes,ona :
Cy(u,v)=C,(u,v) +ayuv (a, €N)
ou C, est nulle sur les constantes. Considérons :

Ea(u, v,w)=C,(P(u,v),w)+ P(C,(u,v),w) —C,(u,P(v,w))
—Pu,C,(v,w));

E3 étant nulle sur les constantes, il en est de méme pour :

a,P(u,v), w+ Pla,uv, w) —a,u P(v, w) — P(u, a,vw).
Si u=1, onadonc P(a,v, w)=a,P(v,w) pour tout v, wEN,
ce qui implique a, = const. = k, €ER.

Raisonnons par récurrence et supposons que I’on ait :

C,,(u,v)=C,(u,v) + kyj,uv (k,, €ER)

ou 62, est nulle sur les constantes pour r=1,...¢t—1 (¢t = 2).

En analysant I’expression de Ez .» on voit que cette 3-cochaine est
nulle sur les constantes. On en déduit & partir du lemme :

C,,(u,v)=C,(u,v) + ayuv  (a,, EN).

E,,,, ¢étant nulle sur les constantes, on voit aisément qu’il en est
de méme pour la 3-cochaine :
C,,P(u,v), w) + P(Czt(u ,v), w) — C,(u,P(v, w))

—P(u,C,,(v, w))
et le méme raisonnement que ci-dessus donne a,, = const. = k,, €ER.
Nous avons établi :

PROPOSITION. — Les 2-cochaines de rang pair d'un %, -produit
faible sont de la forme :
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C,,(u,v)=C,,(u,v) + kyuv  (k,, €R) (15.4)
ou les 62, sont nulles sur les constantes.

Nous allons prouver :

PROPOSITION. — Tout =*,-produit faible est faiblement équivalent
dun x,-produit.

Considérons un #,-produit faible (15.1) et supposons que, par
transformation, on ait obtenu k£,, =0 pour 0<2r <2(q-1).
Ona: _

Czq(u,v)=C2q(u,v)+k2quv (kzqGR).
Introduisons la transformation :
T, =1d —v*k,, . (15.5)

De I’algébre de Lie formelle (15.2) on déduit, au moyen de (15.5), une
nouvelle algébre de Lie formelle dont les 2-cochaines sont toujours
nulles sur les constantes. On en déduit donc de (15.1) au moyen de
(15.5) un nouveau x,-produit faible que nous notons #,. Avec
des notations évidentes, on a C, =C, pour r=1,...,2g—1.
De plus : ~
Cz'q =C,, + 0Ty,
c’est-a-dire
Caqu,v) = Cyq(u, v) — kyquv = Cyq(u, v).

Nous avons établi la proposition par récurrence.

b) Nous dirons qu’un #*,-produit faible est un #*,-produit de
Vey faible sil’ona :

C,,(u,v) = Q¥ (u,v)/2N! + k,,uv,
Chprr(u,v) = Q¥ (u,»)/Qr+1)! . (15.6)
Par antisymétrisation, un =*,-produit de Vey faible engendre une

algébre de Lie de Vey. Les raisonnements du (§ 8.d) conduisent au
théoréme suivant :

THEOREME. — Tout =x,-produit faible de (W ,F) est équivalent
aun x,-produit de Vey faible.

c) Le théoréme du (§ 5.a) s’étend aux =*,-produits faibles, mais
sa démonstration est plus délicate. Nous allons établir :
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THEOREME D’UNICITE. — Si une algébre de Lie formelle (15.2)
pour laquelle les C,,., sont nulles sur les constantes est engendrée
par un *,-produit faible, ce *,-produit faible est unique.

Considérons le #*,-produit faible (15.1) et un autre =*,-produit
faible :

ushv=uv+vPu,v)+ X v C(u,v)
r=2

qui engendrent la méme algebre de Lie. Pour tout r, ona C,,,, =C,,,,
et

C,, = C,,(u,v) + kyjuv  Cj(u,v) = Cy(u,v)+ kjuv.
Si C, —C, =M, , larelation Ej — E, = 0 sécrit :
M, (P(u, v), w) + P(M, (4, v), w) — My (u,P(v, w))
—P(u,M, (v, w)) =0
et il résulte du lemme du (§ 5.a) que'ona C, = C, .
Supposons que I’on ait
C)y=Cy(r=0,...,9-1;9g21) C,,=C,,.
Ainsi :
Coqu,v) = Cou(u,v) + hyquv  (hyy = kyg — kyp).
Un calcul analogue 4 celui du (§ 5.a) donne :
E)or2 = Ejqua = — 1y 0C, .
Si nous posons E;q,,z —Ezqﬂ = I\—/Izq,,z , il vient :
(M, g4y + 13 C,) = 0. (15.8)
Cela posé, la relation E;qﬁ — Ezqﬂ =0 s'écrit :
M, g4y P, v), w) + PM, g, (1, 0), w) — Mg, (u, Pv, w))

—P(u, My, (v, w)) — hygdCy (u, v, w) = 0.
Orona:

3C,(u, v, w) = Ey(u, v, w) = C,(Pu,v), w) + PC,(u, v), w)
—C,(u,P(v, w)) = P(u,C, (v, w)).
Sil’on pose quﬂ = qun — hy, C,, il vient :
Kyqua B, 0), w) + PK,guy (1, v), w) — Kyguy (u, P(v, w))
—P(u, K0, (v, w)) = 0.
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11 résulte du lemme du (§ 5.a) qgg_l’on a I\—du_ﬂ = hyq 62 . Si h2q
était # 0, (15.8) s’écrirait: h,,dC, =0 et C, serait un 2-cocycle
ce qui implique contradiction. On a donc hyq =0 et I\_/Izq+2 =0
C’est-d-dire :

b

' ~! —
C2q - C2q C2q+2 - C2q+2 .

L’unicité est ainsi prouvée.

16. Algébres de Lie engendrées par un *,-produit faible
et algébres de Lie de Vey.

a) Considérons, sur une variété symplectique arbitraire, une
algébre de Lie formelle
[u,v] , =P(u,v) + Y v Chpy (U, v) (16.1)
r=1

oules C,,,, sontnullessur les constantes.

Supposons que C; = Q3/3!
Soit U un domaine contractile de W et introduisons la restriction
de (16.1) a U. Comme b,(U) =0, il résulte de la proposition
du (§ 14.b) que cette algébre de Lie sur (U, F/U) est faiblement
équivalente a l'algébre de Lie de Moyal sur U, engendrée par le
produit de Moyal défini a partir d’'une carte de Darboux de F de
domaine U.

I1 en résulte que notre algebre de Lie {C,,,, IU} (r=0,1,...)
sur U est engendrée par un x,-produit faible {C,,y,,Cssly}
défini sur U. Nous posons

Caruy (4, 0) = Chpy (U, 0) + kyyyuv  (kypyy ER)

ol Ez,w) est nulle sur les constantes. Considérons deux domaines
contractiles U,V de W tels que UNV # ¢@. On déduit du théo-
réme d’unicité du (§ 15.c)quonasur UNV :

Corary (u,v) + ky,qyuv = Cyp vy (U, 0) + kyy(yyuv.

On voit que k,,q) = k,,(v) = ky, etque Ez,w) = 62,(U) sur UNV.,
11 existe ainsi sur W des opérateurs bidifférentiels C,, nuls sur les
constantes tels que 62,(0) = _C_z,IU. Les k,, etles C,,,C,,,, dé-
finissent sur W un =, -produit faible qui engendre I’algébre de Lie
donnée.
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Ce =*,-produit faible étant équivalent & un = -produit de Vey
faible (§ 15.b), 'algebre de Lie formelle (16.1) ou C; = Q3/3! est
équivalente a une algébre de Lie de Vey. Il en est de méme pour une
algebre de Lie (16.1) telle que :

C, = Q¥/3! + dA (16.2)

oll A est un opérateur différentiel nul sur les constantes. Nous avons
établi :

THEOREME. — Pour qu'une algébre de Lie formelle (15.2) soit
équivalente a une algebre de Lie de Vey, il faut et il suffit que le
2-cocycle de Chevalley C, correspondant soit cohomologue a un
2-cocycle de la forme Q3/3!.

b) Nous avons vu qu’une telle algébre de Lie est engendrée par
un *,-produit faible. Inversement considérons une algébre de Lie
formelle (15.2) qui est engendrée par un #*,-produit faible; celui-ci
étant équivalent a un «,-produit de Vey faible, notre algebre de
Lie est équivalente 4 une algébre de Lie de Vey.On a :

THEOREME. — Pour qu’une algébre de Lie formelle (15.2) soit
engendrée par un x,-produit faible, il faut et il suffit qu’elle soit
équivalente a une algébre de Lie de Vey.

¢) On en déduit

COROLLAIRE. — Une algébre de Lie de Vey est engendrée par
un x,-produit de Vey faible.

En effet notre algébre de Lie, de cochaines Q¥ *!/(2 + 1)!
est engendrée par un =, -produit faible. Raisonnons par récurrence ;
comme C; = Q3/3!, on a nécessairement C, = Q?/2+ k,. Sup-
posons que notre #*,-produit faible soit de Vey jusqu’ad I'ordre
2q—1(g=2). Ona

C,,(u,v) = Q¥ (u, v)/(2r)! + ky,uv
pour r<gq et
Coqrr = Q4*1/Q2q + 1)!

Le raisonnement du (§ 8.d) montre, d’aprés (8.10), que C,, est
de plus grand type bidifférentiel (2q, 2q) et que par suite :
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Coq(u,v) = Q*(u,v)/(2q)! + kyquv

ce qui établit le corollaire.

17. Algebres de Lie de Vey engendrées par un *,-produit.

a) Considérons sur (W, F) un x,-produit faible :

us,v=uv+vPu,v)+ Y VCu,v). (17.1)
r=2
Les 2-cochaines C, peuvent s’écrire :
Cy(u,v) = Cyp(u, v) + kpouv, Cypyy(u, v) = Cppyy (u, v)  (ky, €ER)

ou les 6, sont nulles sur les constantes ; (17.1) peut étre mis sous le
forme :

s

ur,v="k,uv+vPu,v)+ 3y vCu,v (17.2)

2

~
n

ol I’on a posé :

s

k,=1+

2r
vk, .
v 2r

r

i
-

Introduisons la série formelle :

, =1+ v¥h,  (h,,€R).

=
r=1

On peut transformer (17.2) a partir de 1’équivalence faible définie
par :

— — S 2
T,u=h,u=(1 +,=21 v hy, Ju. (17.3)
On définit ainsi un nouveau x,-produit faible, noté *,, donné par :
U, v= hpz(u *, V). a17.4)

Nous dirons que #., se déduit de =*, par produit par la constante
hu2 . Pour que (17.4) soit un =*,-produit, il faut et il suffit que I’on ait :

hook, =1 (17.5)

h_, est ainsi définie d’'une maniére unique.Ona :
14

PROPOSITION. — Etant donné un ,-produit faible, il existe
un ,-produit unique qui s’en déduit par produit par une constante.
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b) Considérons une algebre de Lie de Vey
[u,v], = P(u,v) + S p2 (@t (u, v)/@2r + 1). (17.6)
r=1

Par transformation de (17.6) 4 partir de (17.3), on obtient une al-
gébre de Lie de Vey donnée par

(u, v]l:2 = hV2 (u, v]u2 . a17.7)

L’algébre de Lie de Vey (17.6) est engendrée par un #,-produit de
Vey faible (17.2), ol E, = Q’/r!. Pour que l'algébre de Lie (17.7)
soit engendrée par un =, -produit de Vey, il faut et il suffit que
h,= k;zl . Ilen résulte :

PROPOSITION. — Etant donnée une algébre de Lie de Vey, il
existe une algébre de Lie de Vey unique s’en déduisant par produit
par une constante, qui soit engendrée par un x,-produit de Vey.

c) Notons que, si la restriction d’un #,-produit faible 4 un do-
maine U est un =*,-produit sur U, le =*,-produit faible envisagé
sur W est nécessairement lui-méme un x, -produit. On en déduit :

PROPOSITION. — Etant donnée une algebre de Lie de Vey, si sa
restriction @ un domaine contractile U est équivalente a une algébre
de Lie de Moyal sur U, lalgébre de Lie de Vey envisagée est en-
gendrée par un x,-produit de Vey.

III. %,-PRODUITS INVARIANTS

18. Existence de *,-produits invariants.

Soit (W, F) une variété symplectique sur laquelle opére effec-
tivement, par symplectomorphismes, un groupe de Lie G. Nous
notons Kg Paction sur la variété (W,F) de g€ G. Nous avons
vu (§ 7.a) que si (W,F) admet une connexion linéaire invariante
par G (ou G-invariante), elle admet une connexion symplectique
Geinvariante TI'. Nous supposons qu’il en est ainsi dans la suite.
Toutes les cochaines introduites sont supposées désormais nulles
sur les constantes.
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a) Sous ces hypothéses, nous allons établir le lemme suivant :

LEMME 1. — Soit C un 2-cocycle différentiel de Hochschild
exact et G-invariant; C est le cobord d’une 1-cochaine G-invariante
admettant, relativement a T", une partie de type 1 nulle.

En effet nous pouvons écrire : C = 3T ou T estun opérateur
différentiel choisi de facon que sa partie de type 1 relativement a
I' soit nulle. La connexion symplectique I' étant G-invariante,
pour tout g€ G les opérateurs différentiels K, T sont aussi & partie
de type 1 nulle pour I'. Tout dlffeomorphxsme commutant avec
6, on a: C = aK T et par suite: a(K T —-T) = 0. Ainsi
K, T —T) est un operateur différentiel d’ ordre 1 qui ne peut étre
que nul d’aprés la condition sur la partie de type 1 de T. Pour tout
g€G, on a KgT =T et T est nécessairement G-invariant, ce
qui démontre le lemme.

Un raisonnement semblable, un peu plus délicat, permet d’établir

LeEMME 2. — Soit E un 3-cocycle différentiel de Hochschild exact
et Ge-invariant; E est le cobord dune 2-cochafne G-invariante
admettant, relativement a T", une partie de type (1, 1) nulle.

En effet nous pouvons écrire : E = 3C ol C est une 2-cochaine
différentielle dont nous supposons nulle la partie de type (1, 1) rela-
tivement 4 I'. La connexion I' étant G-invariante, les 2-cochaines
différentielles K,C (ou g€ G) jouissent de la méme propriété.
Décomposons E (resp. C) en ses parties paires E(®) (resp. C(P)) et
impaires E(® (resp. C®); E® et E® sont encore G-invariants
etl'ona: - -

E® = 3¢c® E® = 3¢ .

Le raisonnement du lemme 1 donne :
3(Kgc(i) —Ccy =90 3(KKC(”) —C®@)y =0.

Le 2-cocycle de Hochschild impair (K,C® —C®) est un opéra-
teur bidifférentiel de type (1,1) qui ne peut étre que nul en vertu
de la condition sur la partie de type (1,1) de C. Ainsi C@ est
G-invariante.

D’autre part, pour tout g€G, (K,C® —C®) est un 2-
cocycle de Hochschild pair, 4 partie de type (1,1) nulle qui est
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nécessairement exact. D’aprés le lemme du (§ 13.a), on peut substituer
a C® 1a 2<ochaine C® cohomologue vérifiant les conditions
(13.7), pour laquelle on a encore: E() =3C® . La 2-cochaine
cohomologue K, C® vérifie encore les mémes conditions et I'on
a KgE(P) = C® pour tout gEG. Ainsi la 2cochaine C®) est
G-invariante, ce qui démontre le lemme.

b) Nous avons vu (§ 8.a) que, sur une variété symplectique,
un *,-produit de Vey détermine d’une maniére unique une connexion
symplectique I' telle que: Q? = PIE +73H ot H estun opérateur
différentiel d’ordre 2. On en déduit :

PROPOSITION. — Pour une variété symplectiqgue (W ,F) sur
laquelle opére par symplectomorphismes un groupe de Lie G, [’exis-
tence dun x,-produit de Vey G-invariant entraine celle d'une
connexion symplectique G-invariante.

D’un point de vue inverse, nous allons établir, dans le cas o G
est compact, le théoréme suivant

THEOREME. — Soit (W, F) une variété symplectique sur laquelle
opére par symplectomorphismes un groupe de Lie compact connexe
G. Sl existe sur (W,F) un =%, -produit, il existe un x, -produit
de Vey Ge-invariant équivalent.

Nous allons d’abord établir

PROPOSITION. — Sous les hypothéses du théoréme, il existe un
*, -produit G-invariant équivalent, a partie de type (1,1) triviale
pour une connexion symplectigue G-invariante T .

En effet le groupe G étant compact, il existe sur (W, F) une
connexion linéaire G-invariante et par suite une connexion symplec-
tique G-invariante T'. Par hypothese (W,F) admet un =, -produit
que nous pouvons, par équivalence, supposer de la forme :

ux,v=uv+vPu,v)+ (»?/2) Pf,(u, v) + i v"C,(u,v). (18.1)
. r=3

En particulier C, = (1/2) Pf, est G-invariant.
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Procédons par récurrence. Supposons que, par transformation,
on ait fait en sorte que (18.1) soit tel que les C, soient G-invariantes
pour r<2—1(g=1); E étant un 3-cocycle de Hochschild
exact et G-invariant, il résulte du lemme 2 qu’il existe une 2-cocha1ne
G-invariante C;, 4 partie de type (1 1) nulle, telle que ac E,-
On a a(c — Czq) 0 et C' C,, est un 2-cocycle pa1r dgnc
exact. Il exlste un opérateur différentiel A tel que C;q —C,, = 0A.
En transformant (18.1) au moyen de T, =1Id + »*?A, on peut
donc supposer que Czq est G-invariant.

S’il en est ainsi, EMH = 3C2q+l est un 3-cocycle de Hochschild
exact et G-invariant. Il existe donc une 2-cochaine G-invariante
Cjq+1» & partie de type (1,1) nulle, telle que Ezqﬂ =3Céq+l.
Ainsi (C;44; — Cyqyy) estun 2-cocycle de Hochschild impair :

Chgsr — Coger =T (18.2)

ol T est un opérateur bidifférentiel impair d’ordre 1 défini par
un 2-tenseur désigné par la méme notation. Comme 3C2q 4 et
0C,,4; = E, sont G-invariants, on voit que 0T est G-invariant.

Ainsi T est image par u~! d’une 2forme B de W telle
que df soit G-invariante. Désignons par E la moyenne des trans-
formées de [ par les éléments de G au sens de la mesure de Haar
attachée au groupe G. La 2-forme E est G-invariante et vérifie :
dB = dB. 1l existe ainsi une 2-forme fermée +y telleque: § = + 7.
On sait que, le groupe G étant connexe, la transformée g*y de
v par gE€G est homologue a <. Par suite la 2-forme 7y, moyenne
des transformées de vy par les éléments de G au sens de la mesure
de Haar, est homologue & y etl'ona: y=7%+da ou 7y est G-
invariante et ol « est une l1forme. Il vient: =8 +75 + da. Si
T est le 2-tenseur G-invariant image par u~! de la 2-forme G-
invariante (8 + 7) ona:

T=T+ dLQZ) (18.3)

ou Z estlevecteur u~!(o). Ona ainsi :

(Cages = T) = Caguy = 2 £(2)
et I'on peut passer par équivalence de Cyq+1 @ la 2<cochaine G-
invariante (C,,,, —T). On a ainsi établi par récurrence qu’il
existe un x,-produit G-invariant 4 partie de type (1,1) triviale
pour I', équivalent au =, -produit dont nous étions partis.
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c) Cela posé, reprenons 4 partir de ce #*,-produit G-invariant
le raisonnement du (§ 8.d). Supposons que, par équivalence, un tel
*,-produit G-invariant ait pu étre rendu de Vey a lordre (2q — 2)
(avec g = 2). Il résulte du (§ 8.d) que cette hypothése s’étend
immédiatement 4 ’ordre (2q — 1).

Considérons la partie principale de C,q+1 Qui est G-invariante.
Si elle est d’ordre > (2¢ + 1) c’est la partie principale de 0A, ou
A est un opérateur différentiel. Substituons & A la moyenne A
des transformés de A pour les éléments de G, au sens de la me-
sure de Haar; la partie principale de 9A coincide avec la partie
principale G-invariante de 0A. Par transformation du =, -produit
au moyen de T, = Id — »?? A on obtient un *,-produit G-invariant
et, d’apres (§ 8.d), on peut supposer C,,,, d’ordre au plus (2q +1).
On a alors Cy = Q?%7/(2q)! Nous avons établi par récurrence que
notre x,-produit est équivalent & un =*,-produit de Vey G-invariant.

d) un raisonnement analogue a celui de b) permet d’établir

PROPOSITION. — Soit (W, F) une variété symplectique sur laquelle
opére par symplectomorphismes un groupe de Lie compact G. Si
deux x -produits G-invariants sont équivalents ils sont invariante-
ment équivalents.

En effet soient x, et *, les deux produits G-invariants équi-
valents considérés, dont nous notons les 2cochaines C, et C,. Sup-
posons que, par transformation G-invariante, on ait fait en sorte que
C,=C, pour r<2g—1 (avec ¢g=>1). Ona ’5(C;q —C,p) =0
et il vient : C;q —Cpp = 3Aq ou A, est, d’aprés le lemme 1, un
opérateur différentiel G-invariant. En transformant #, d l'aide de la
transformation invariante T, = Id + »??A_, on obtient C,, = C,,.
Apreés cette transformation on a: Cj.,, —Chqe1 =T o T est
donné par un 2-tenseur antisymétrique et vérifie 0T = 0. Il résulte
de I’équivalence de =x, et x, que T est nécessairement exact

v

(§ 13.c) : il existe un vecteur Z de W tel que
Crarr — Caqur = DL(Z)

ol 0£(Z) est G-invariant. La 1-forme o = u(Z) est telle que da
est G-invariante ; si « est la moyenne au sens de la mesure de Haar
des transformées de o par les éléments de G, on a da =da et
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il existe un vecteur G-invariant Z = (@) _tel que 0L(Z) = 613(2).
A Taide de la transformation Id + »?92(Z) on étend I’hypothése
derécurrenced r = 2q + 1, ce qui démontre la proposition.

e) Remarquons que dans le cas oi G compact est non connexe,
on établit par la méthode du b) et le raisonnement de Neroslavsky-
Vlassov la proposition suivante :

PROPOSITION. — Soit (W, F) une variété symplectique telle que
b; (W) = 0 sur laquelle opére par symplectomorphismes un groupe
de Lie compact G. Il existe sur (W,F) un =x,-produit de Vey G-
invariant.

On déduit aussi du théoréme de b) I’énoncé suivant :

COROLLAIRE. — Soit (W = G/H,F) un espace homogéne sym-
plectique @ G compact. Si (W,F) admet un =, -produit, il existe
sur cette variété un x,-produit de Vey G-invariant.

Ce résultat s’applique aux orbites associées a la représentation
coadjointe de G au sens de Kirilov-Kostant-Souriau lorsqu’une telle
orbite admet un *,-produit.

19. Le fibré cotangent d’un espace homogeéne.

a) Soit M une variété différentielle connexe, paracompacte,
de dimension n et classe C*. Le fibré cotangent n: T*M— M
admet la 1-forme canonique w de Liouville et, par suite, la 2-forme
symplectique exacte F = dw .

Soit {x®} («a,B, tout indice grec = 1,...,n) une carte de
M de domaine U; nous notons {x’} = {x%, x* = p.} (i,j, tout
indice latin = 1,...,2n; o = a + n) la carte de T*M de domaine

7~ 1(U) définie par la carte {x*}. Ona: wlﬂ_l(U) = p, dx®.

Soit X un champ de vecteur de M. Nous notons X le champ
hamiltonien de (T*M, F) défini par le scalaire

f=wX)EC”(T*M;R);

ce champ qui se projette sur M selon X est dit le relévement cano-
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nique de X sur T*M. Dans la carte {x*,x* =p,} introduite,
X admet pour composantes :

X* =X  X¥=—p 3,X". (19.1)
Dans un changement de cartesde M, ona:
x* = x¥(xf)  xf =xP(x¥).
Nous posons :
Ay = x¥[ox? AL = axPlaxe.

11 vient pour le changement de cartes correspondant de T*M :

et par suite
AL = 3xf/ox* = AG. (19.2)

b) Soit I' une connexion linéaire sans torsion sur M et V
Popérateur de dérivation covariante correspondant. Cherchons sur
T*M une connexion linéaire sans torsion I (pour laquelle v est
la dérivation covariante) satisfaisant les deux conditions suivantes
qui sont manifestement intrinséques d’aprés (19.2)

C,) Pour tout champ de vecteurs X de M, on a en chaque
point ¥ € T*M (avec wx = x €U)

(ﬁaxa)(j)=o (ﬁ.ﬂ.X‘T) (%) = — (Y, XP) (x). (19.3)

C,) Pour tout champ de vecteurs X de M, on a en chaque
point X € T*M
(Vg X) (%) = (Vy X) (%) (19.4)

ou Y est un champ arbitraire de M tel quen x €U, on ait
VY) (x) = 0.

Ona
5 Yo —pe i 9 RaE = 64 pa i
VFX I‘iBX Vﬁ X 9, XF + I‘JX
Il en résulte que la condition (C, ) se traduit par :
*=0 [* =0 1I*=-—rf
5 o 5 Loy - (19.5)

Nous allons établir
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LEMME. — La condition (C,) se traduit dans une carte {x*, x%}
par les relations :

[y =Tg T =p,(—9,Tf + T T4 —T2 ). (19.6)

a” By ya© of

En effet soit Y un champ de vecteurs de M tel que (VY) (x) =0,
soiten x :
0, Y + F;’O‘Y’ =0.

Etudions le vecteur V en x défini par V= (VyX)" . 1II vient :

Ve = Y77, X* = Y"(3,X* + g XF) (19.7)
et
Ve =—p 8, (Y'V,X?)=—p,Y"3,(3, X + I X°)

—P,0, YV, X
Il vient :
Ve =Y73,X* —p, 3,8 XPY" —p, T4 3, XY
+p,I7,YY(3,XP + T8 XP).

Or :

Y. X* =p,3,YP3,X* =—p,Tf 9, X Y7.

Il en résulte
Ve = Yi0, X% —p,3,Tf XP Y +p, 7 T XPYY — L7 X7 Y7.

(19.8)
Il vient d’autre part, compte-tenu de (19.5) :
(Vg X)* = Y'(3,X* + I's XP) (19.9)
et
(Vg X)* = Y3,X* + [ XPY" + I XPYT + ['* XPY?,
By 8y By
soit :

(Vg X)® = Y9, X% + Tz XPY" —T7 XPY? — 7 X" Y (19.10)
oulona:
Yo = —p, 3, Y =p, I Y.
D’aprés (19.7) et (19.9), il vient :
gv = Fl‘;7 ’
et d’apres (19.8) et (19.10)
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ra —_ 4 P = — P 4 P
F;’ pppﬁal"o,y p, ( aaF61+F~yaFaB)’

ce qui est équivalent aux formules (19.6).

Les relations (19.5) et (19.6) définissent d’une maniére unique
sur le fibré cotangent T*M une connexion sans torsion. Nous avons
établi [16] :

PROPOSITION. — Toute connexion linéaire sans torsion I' sur
une variété différentielle M détermine d'une maniere unique, par
les conditions (C,) et (C,), une connexion linéaire sans torsion
I sur le fibré cotangent T*M; T' est dite la connexion relévement
de T sur T*M [6].

De la connexion relévement I', on Eéduit immédiatement
d’aprés (6.1) une connexion symplegtiqug I' sur ‘(T*M,F) bien
déterminée. Si 'on pose F,,.,, =F, I, Tyy =F, T, , on a dans
une carte pour laquelle F a des composantes constantes :

~ 1 - R R
Lijn = 3 Cipi + Thgy + Tyju). (19.11)
On en déduit que la connexion symplectique T a mémes coeffi-
cients que I dans la carte {x*,x*} dl’exceptionde :

e — l — p g P
F;ﬁ, =3 D, S( 3a1“57 + 2Fa7f‘aa) (19.12)

ou S est la sommation aprés permutation circulaire sur o,f,7y.

c) Soit M = G/H un espace homogéned G compact; M admet
une métrique riemannienne et par suite une connexion riemannienne
I' G-invariantes. Le groupe G opére par symplectomorphismes sur
la variété symplectique (T*M,F). Il résulte du » que (T*M,F)
admet une connexion symplectique G-invariante T déduite de T.
On déduit du théoréme de § 18 ’énoncé suivant :

PRrOPOSITION. — Soit G/H un espace homogéne @ G compact.
Si T*(G/H) admet un x,-produit, cette variété symplectique admet
un *,-produit de Vey G-invariant.
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20. Le fibré cotangent d’un groupe de Lie.

a) Soit G un groupe de Lie connexe arbitraire ; nous notons
L, la translation 4 gauche par g G, et Rg la translation a droite.
Considérons le fibré cotangent T*G et munissonsde de la loi de
composition définie de la maniére suivante : si (g, p), (g',p') T*G,

nous posons :
(g,p). (', p") = (gg', (Lfl)*p' + (Rg,_l)"‘p)- (20.1)

On vérifie immédiatement que cette loi est associative et que (e, 0)
est élément neutre; I’élément (g,p) de T*G admet I’élément
inverse :

(g.p)'=(¢"',—L;RD).
On voit que (20.1) définit sur T*G une structure de groupe de Lie.
L’ensemble des éléments de T*G de la forme (e,p), ou p est
cotangent en e, définit un sousgroupe invariant P de T*G; ona:

(,p). (e,p). (g,p)" = (e,(Adg™1)*D) (20.2)

et tout élément (g, p) de T*G peut se mettre sous 'une des deux
formes

(¢.p)=(g,0).(e,L;p) = (¢,R}p). (2,0). (20.3)

Ainsi T*G est le produit semi-direct de P par G déterminé par
(Ad. g~ H)*.

La 2forme symplectique F de T*G est trivialement inva-
riante par laction a4 gauche ou a droite de G sur T*G, mais on
peut vérifier qu’elle n’est pas invariante par les actions de T*G sur
lui-méme. Le groupe G admet une connexion linéaire sans torsion
G-biinvariante. Il résulte du § 19 qu’il existe sur T*G une connexion
symplectique G-biinvariante.

b) Si G est compact, on peut appliquer le théoréme du (§ 18.b).
Il vient

PROPOSITION. — Soit G un groupe de Lie connexe; le groupe
de Lie T*G admet une structure symplectique et une connexion
symplectique biinvariante par G. Si G est compact et si T*G
admet un x,-produit, T*G admet un =x,-produit de Vey G-
biinvariant.
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Je tiens a remercier MM. Arnal, M. Cahen, M. Flato, Ch. Marle
pour d utiles observations.
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